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Introduction

Les équations différentielles ordinaires dont la dérivée du plus haut degré est multipliée
par un petit paramétre £ sont généralement appellées équations différentielles ordinaires
singulierement perturbées. De telles équations sont fréquemment utilisées pour modéliser
des processus complexes. La résolution du probléme non perturbé (dit réduit) pour e = 0
n’est pas suffisante pour rendre compte de I’évolution du systéme initial. Dans ce mémoire
nous allons étudier les systémes singuliérement perturbés par trois méthodes selon les
outils utilisés dans différent travaux fait dans ce domaine.

Notre étude se compose de quatre chapitres.

Le premier chapitre est un rappel de quelques notions de base que nous utilisons dans
ce mémoire (théoréme d’existence et d’unicité, notions de base des systémes dynamiques
et historique de la théorie des perturbations singuliéres).

Le deuxiéme chapitre expose une premiére méthode qu’on appellerait qualitative réelle
die a Tykhonov et ses successeurs. On présentera la démonstration du théoréme de Ty-
khonov pour les intervalles de temps finis et aussi pour les intervalles de temps infinis
(avec affaiblissements des conditions habituellement imposées dans la litérature).

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation d’une autre méthode qui consiste
a étudier les développements asymptotiques des solutions. Dans les différentes zones, ces
développements asymptotiques ne sont pas de la méme espéce. Le probléme est alors de
recoller les morceaux (Wasow, Vasil'eva, O’Malley et d’autres). Une comparaison entre
le théoréme de Tykhonov et le théoréme de O’Malley-Vasil’eva sera donnée a la fin du
chapitre.

Quant au chapitre quatre, il sera consacré & une derniére méthode géométrique qui
consiste a étudier les variétés stables et instables. Elle a été utilisée par Fenichel, Jones, etc.

Elle donne des résultats quand il n’y a pas de singularités trop compliquées. On exposera



Introduction

I’approche géométrique des problémes singuliérement perturbés et les outils utilisés pour
I’analyse sont les théorémes de Fenichel qui seront cités et expliqués. La théorie sera
illustrée par des exemples et on donnera une comparaison entre les approches de Tykhonov
et Fenichel.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats sur les équa-
tions différentielles ordinaires : Existence, unicité des solutions, Notions de
stabilité et Perturbation; des notions que nous utilisons tout au long de ce

mémoire.

Références bibliographiques : M.Lakrib [10], K.Yadi [17], HK.KHALIL|9.

1.1 Equations différentielles ordinaires

1.1.1 Definitions

Définition 1.1.1. Soient U un ouvert de R x R® et f : U — R? une fonction continue.
Une équation différentielle ordinaire sur U est une relation du type ©(t) = f(t,z(t)) que
l’on note :

T = f(t,x) (1.1)
dz
e

ou T =
Définition 1.1.2. Soit x une fonction d’une partie de R dans R?.

1 La fonction x est dite solution de l’équation (1.1) sur l'intervalle I C R si elle est
définie et contindment dérivable sur I, si (t,z(t)) € U pour tout t € I, et si x

satisfait la relation (1.1) sur I.



Chapitre 1 Equations différentielles ordinaires

2 Soit (to, o) € U donnée. La fonction x est dite solution du probléme & valeur initiale
associée a ’équation (1.1) s’il existe un intervalle I contenant to tel que x soit

solution de l’équation (1.1) sur I et vérifie z(ty) = xo.

Remarque 1.1.1. Pour (to,z¢) € U donné, un probléme a valeur initiale associée a

I’équation (1.1) est généralement exprimé sous lécriture suivante :

= f(t,x), z(ty) = xo. (1.2)

Remarque 1.1.2. Une solution de (1.2) est également dite solution de I’équation (1.1)

a valeur tnitiale xo a l'instant to.

Définition 1.1.3. Pour (to,z9) € U donnée, une solution du probléme (1.2) est dite

unique st elle coincide avec toute autre solution partout ot elles sont toutes les deux
définies.

Remarque 1.1.3. Si le probléme (1.2) admet une solution unique, celle ci est notée par
x = x(.;tg, o).

Remarque 1.1.4. Pour tout (to,x¢) € U, le probléeme (1.2) est équivalent & ’équation

intégrale :

z(t) = xo —i—/t f(s,z(s))ds. (1.3)

1.1.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 1.1.1. (Ezistence) Soient U un ouvert de R x R? et f : U — R? une fonction

continue. Pour tout (tg,xo) € U, le probléme (1.2) admet au moins une solution.

Théoréme 1.1.2. Soient U un ouvert de R x R? et f : U — R? une fonction continue.
Pour tout (tg,xg) € W C V. C U ot W est fermé et borné (i.e compact), et V est un
ouvert avec V C U, il existe L > 0 tel que pour toute condition initiale (to,x¢) € W, il

existe une solution x du probléme (1.2) définie au moins sur lintervalle [ty — L,to + L].

Définition 1.1.4. Soient U un ouvert de R x R% et f : U — R? une fonction continue.
On dit que [ = f(t,z) est localement lipschitzienne en x si pour tout fermé et borné (i.e

compact) K dans U, il existe une constante L > 0 telle que :

|f(t7$1) - f(t,l’g)| <L |[L’1 - l'2|

pour tout (t,x1) et (t,z3) dans K.
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Théoréme 1.1.3. (Unicité) Soient U un ouvert de Rx R, Si f: U — R?  une fonction
continue et localement Lipschitzienne en x, pour tout (ty, xo) € U, le probleme (1.2) admet

une solution unique.

1.1.3 Notions de stabilité

Définition 1.1.5. On considére le systéme non autonome

T = f(t,x) (1.1)

tel que f : R, xR" — R" est continue en t et localement Lipschitzienne en x. On dit

que a est un point d’équilibre du systéme (1.1) si f(t,a) = 0 pour tout t > 0.
Définition 1.1.6. Le point d’équilibre O de (1.1) est stable (au sens de Lyapunov) si :
Vg > 0,Ve > 0,30(e, tg) > 0: Vo = z(.,ty) solution de (1.1)
lz(to)|| < 6 = ||z(t)|| <e&,Vt > t.

Définition 1.1.7. Le point d’équilibre 0 de (1.1) est asymptotiquement stable si 0 est

stable i.e
Vitg > 0, Ve >0, 30(e,t9) > 0: Vo = x(.,t) solution de (1.1)
lz(to)|| < 6 = ||z(t)|| <&, Vt>ty, et tlim z(t) =0.

—00

Définition 1.1.8. On dit que le point d’équilibre O de (1.1) est

— Uniformément stable si
Ve >0, 30(e) > 0, Vtg >0, Yo = x(.,t) solution de (1.1) :

|z(to)|| < 0 = ||z(t)|| <&, Vt > to.

— Globalement uniformément stable, s’il est uniformément stable et les solutions du

systeme sont globalement uniformément bornées.

Définition 1.1.9. Le point d’équilibre O de (1.1) est
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— Ezponentiellement stable si :
Vit > 0, Jc=c(ty) > 0,YVe = x(., to) solution de (1.1) :

z(to)|| < c = 3k, X\ >0: ||lz(t)]| < kljz(to)| e ), Wt > t,.

la constante k est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.

— Globalement exponentiellement stable si
Ik, A >0, Vtg >0, Vo = z(., 1) solution de (1.1)
lz (@) < k[l (to) || e X7, Wt > 1.

Remarque 1.1.5. Il est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponen-

tielle du systeme entraine nécessairement la stabilité asymptotique de ce dernier.

Théoréme 1.1.4. Soit x = 0 un équilibre du systéme © = f(x) ot f : D — R" est
continue et différentiable et D est un voisinage de 0 .On pose A = %(l‘) |z=0de valeurs
propres A\;,i = 1...n

1)Si Re()\;) < 0 alors x = 0 est asymptotiquement stable.

2)Si Re(\;) > 0 pour une valeur propre de A : Ny alors x = 0 est instable.

Remarque 1.1.6. Une matrice carrée A est dite Hurwitz si Re(\;) < 0, Vi = 1...n ot

A sont les valeurs propres de A.
Définition 1.1.10. Soit D un voisinage de O dans R™. Soit V : D — R une fonction telle
que :
1. V(0)=0
2. V(z)>0siz#0
On dit que V est définie positive dans D.

Théoréme 1.1.5. (Théoréme de stabilité de Lyapunov) Soit 0 le point d’équilibre de
= f(z), f: D — R" D est un voisinage de 0 dans R™ et V : D — R une fonction

contindment différentiable et définie positive. Si V(x) < 0,Vx € D,x # 0, alors, x = 0
est stable. Si de plus V() < 0 dans D — {0}, alors x = 0 est asymptotiquement stable.

Remarque 1.1.7. La fonction V définie dans le théoréeme 1.1.] est appelée fonction de

Lyapunov.

10



Chapitre 1 Systémes dynamiques

Théoréme 1.1.6. Une matrice A est Hurwitz (Re()\;) < 0) si et seulement si pour toute
matrice symétrique définie positive Q) il existe une matrice définie positive P qui satisfait
I’équation de Lyapunov : PA+ ATP = —Q. La fonction de Lyapunov candidate pour le

systeme & = Ax est V(z) = 27 Px.

Ainsi pour le systéme & = Az si Vi : Re();) < 0 alors = = 0 est asymptotiquement

stable. En considérant la fonction de Lyapunov condidate V(z) = 27 Pz on a:

V(z) = 2" Pi+ i"Pr = 2" (PA+ ATP)x = —2TQx < 0, Va #0

Les inégalités de Gronwall
Lemme 1.1.1. Soit A\, i : [a,b] — R des fonctions continues avec p positive.
t
Siy:[a,b] = R est une fonction continue qui vérifie : y(t) < \(t) + /,u(s)y(s)ds,

a
t

[ T)dT
pour tout t € [a;b], alors y(t) < A(t) + / /\(S),u(s)eaf no ds, pour tout t € [a; 0]

a
t

o J w(r)dr
— En particulier si A\(t) = X, alors y(t) < Aee

— Si de plus p(t) = p >0, alors y(t) < \e=).

1.2 Systémes dynamiques

La théorie des systémes dynamiques est utilisée pour étudier les systémes physiques
qui évoluent au cours du temps.

On suppose que I'état d’un systéme dynamique peut étre représenté par un élément
x d'un espace d’état X. L’espace X est de dimension finie (un ouvert de R"™ ou plus
généralement une variété différentiable). L’évolution du systéme dynamique est décrite
par une équation différentielle ordinaire sur X, qu’on écrira sous la forme : & = f(z), ou
f: X — R" est une fonction. L’équation & = f(z) définit en fait un champ de vecteurs
sur X.

L’image d’une solution est appelée une orbite. Une orbite est tangente en chacun de ses
points au champ de vecteurs f. Le domaine X est appelé I'espace des phases. La théorie

des systémes dynamiques a son origine dans les travaux de Poincaré, a la fin du 19°"¢ siécle

11



Chapitre 1 Systémes dynamiques

ou il a proposé, au lieu de s’intéresser a une solution particuliére du systéme, d’utiliser des
arguments topologiques ou géométriques pour déterminer les propriétés de I’ensemble de
toutes les solutions, considérées comme orbites (ou trajectoires) dans 'espace des états.
Par la suite, dans les années 1920 avec les travaux de Birkhoff et d’autres, s’est dégagée

la notion de systéme dynamique abstrait, de flot, d’ensembles invariants, etc.

1.2.1 Flot d’un systéme dynamique

Définition 1.2.1. Le flot d’une équation différentielle & = f(x) est la famille a un

parameétre d’applications {¢; }er de X dans lui méme, définies par :
oi(a) = z(t,a) pour tout a € X

ot x(t,a) est l'unique solution du probléme de Cauchy qui consiste en la détermination

des solutions du probléeme & = f(x) satisfaisant la condition initiale x(0) = a.

Le théoréme suivant affirme que le flot est un groupe a un paramétre de difféomor-

phismes :

Théoréme 1.2.1. Le flot {¢; }ier vérifie les propriétés suivantes :
¢o = I1d (Id est lidentité de X)
@1, © Ory = Pty 41, pour tout 1,1 € R.

Bien que 'on ait par définition ¢;(a) = z(t,a) pour tout ¢ € R et pour tout a € X,
on ne peut confondre le flot ¢; et la solution x conceptuellement.
— Pour chaque a € X, la solution z(.,a) : R — X donne I’état du systéme xz(t, a) pour
tout ¢ € R, tel que x(o0,a) = a.
— Pour chaque t € R, le flot ¢; : X — X donne P'état du systéme ¢;(a) a 'instant ¢,
pour tout a € X.

Par définition du flot on a p
0@ o= f(a).

Ce qui montre que la donnée du flot ¢, définit le systéme & = f(z). Les solutions d’un

systéme dépendent de maniére différentiable des conditions initiales.

Théoréme 1.2.2. L’application ¢, est différentiable sur X.

12



Chapitre 1 Pertubations

Pour un systéme linéaire £ = Ax ot A est une matrice n x n a coefficients dans R et

x € R", le flot est donné par ¢;(a) = e'“a. La matrice exponentielle est définie par la série
tA 1 2 12 1 n AN
e :[+tA+§tA+ ....... —|——ltA—i— .......
! n!

Définition 1.2.2. Soit X un espace métrique. Un systéeme dynamique sur X est la donnée
d’une famille a un parameétre d’homéomorphisme ¢, : X — X vérifiant les conditions :
oo = 1d (Id est lidentité de X ), ¢y, © ¢y, = by, 44, pour tout ty,ts € R.

Définition 1.2.3. Etant donné un systéeme & = f(x) et le flot associé ¢, surX, l'orbite

d’un point xo € X est l’ensemble
V(o) ={r e X:FHeER z=¢xy)}.

Les points d’équilibre d’un systéme jouent un role important dans la description des
propriétés du systeme.

Un point z est un point d’équilibre du systéme s’il satisfait ¢;(zo) = 2o pour tout
t € R. On déduit que l'orbite d'un point d’équilibre est réduite au point lui méme :
v(zo) = {xo} . Par contre 'orbite d’un point ordinaire est une courbe lisse qui admet en

chacun de ses points le vecteur f(z) comme vecteur tangent.

1.3 Pertubations

1.3.1 Perturbation réguliére et perturbation singuliére

Un probléme (P.) dépendant du paramétre € peut s’avérer difficile a traiter. Supposons
que l'on soit capable de résoudre le probléme (P.,) pour une certaine valeur 5 de €. On
espére en déduire des informations sur d’éventuelles solutions de (P.) pour des valeurs de
€ voisines de &g.

Si T, (t) est une solution supposée unique de (FP.,), existe -t-il une solution z.(t) de
(P.) proche de 7., (t) pour € proche de £y 7 Si oui cette approximation peut-elle avoir lieu
pour toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles T, (t) est définie ?

Pour e proche de gy, on dit que le probléme (P.) est une perturbation du probléme
(Pey)-

13



Chapitre 1 Pertubations

(P.,) est appelé probléme réduit ou non perturbé. Lorsque (P:) est un probléme dépen-
dant du paramétre € de sorte que 'on peut appliquer la théorie de dépendance continue
par rapport aux paramétres et/ou aux conditions initiales, on parle de perturbation ré-
guliére : si T.,(t) est définie pour ¢t € [0,T] avec T, (0) = ., et im a. = a,, alors il
existe une solution x.(t) de (P.) définie au moins sur [0,7] de corf(ifc(ion initiale a. telle
que lim z.(t) = T, (), la convergence étant uniforme par rapport a ¢ dans [0,77] .

S?ﬁ solution z.(t) du probléme perturbé (P.) ne dépend pas contintiment du para-
métre g, on parle de perturbation singuliére. La convergence de z.(t) vers une solution
du probléme réduit (P.,) n’est pas uniforme par rapport a t. Cette "cassure" se voit sur
de trés petits intervalles de la variable t. Ces intervalles sont appelés couches limites ou
libres selon qu’ils se trouvent aux limites de l'intervalle de définition de la solution du

probléme réduit (P.,) ou a l'interieur.

1.3.2 Développement de la théorie des perturbations singuliéres

Une étude intensive des problémes singuliérement perturbés a été mené durant les 50
derniéres années. Durant cette periode différente méthodes ont été dévelopées.

Pour un apergu historique des perturbations singuliéres, la premiére date & mentionner
est celle du début historique des perturbations singuliéres qui remonterait a 1904 quand
"L.Prardtl" a présenté un travail dans le domaine de la dynamique des fluides lors du
troisitme congrés des mathématiciens a Heidelberg. La deuxiéme est celle de 'utilisation
pour la premiére fois du terme "perturbation singuliére" par K.Friedrichs et son étudiant
W.Wasow en 1946. La troisiéme est en rapport avec les travaux de Andrey Nikolayevich
Tikhonov et ses étudiants et a I'apparition du livre "Asymptotic expansions of Ordinary
Différential Equations" de Wasow.

Puis, a peu prés a la méme époque vers les année 70 s’est développée d’une part
I’approche non standard et d’autre part la théorie géométrique.

L’idée d’utiliser ’analyse non standard dans la théorie des perturbartion singuliéres
des équations différentielles s’est développée au sein de I'école de G.Reeb a Mulhouse et
Strasbourg, en France et a Oran en Algérie.

La théorie géométrique des perturbations singuliéres quant a elle, a pour fondateur
reconnu N.Fenichel. Elle est basée sur la théorie des variétés invariantes et jouit d’une

large utilisation pour I'étude des systéme lents-rapides. Un champ d’application par ex-

14



Chapitre 1 Pertubations

cellence des méthodes de perturbations singuliéres est celui des modéles de dynamique de
population. Signalons enfin que la variété des problémes singulérement perturbés est trés

étendue.

15



Chapitre 2
Théorémes de Tykhonov

Les systemes lents-rapides tiennent leurs structures de la présence de deux
échelles de temps. L’analyse de ces systémes se fait a l'aide de la théorie des
perturbations singuliéres dont ’outil fondamental est le théoréme de Tykho-
nov. Dans ce chapitre, on énoncera le théoréme de Tykhonov pour les systémes
lent-rapides non autonomes sur un intervalle fini puis sur un intervalle infini
avec des démonstrations dies a H.Khalil , on énoncera aussi les théorémes

avec affaiblissements des conditions diis a C.Lobry,T.Sari et S. Touhami.

Références bibliographiques : J.P.Frangoise [2]|, C.F.Hoppensteadt [4],
C.F.Hoppensteadt [5], H.Khalil [9], C.Lobry, T.Sari and S.Touhami [11],
A.N.Tykhonov [14], F.Verhulst [15]

2.1 Dynamiques lentes-rapides

Une dynamique lente-rapide est un champ de vecteurs différentiable défini sur un

ouvert U de R x R™ x R™ X [0, go] de la forme :

{ &= f(t,z,2,¢), x(to) =&(e) (2.1)

ez =g(t,z,z,¢), z(to) = n(e)

ou f et g sont des fonctions réguliéres, et " - " = a7
Le paramétre ¢ représente le rapport entre les deux échelles de temps des variables x

et z. Il est supposé petit et strictement positif. Ces systémes sont parmi les modéles les
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plus étudiés des perturbation singuliéres. En remplacant ¢ par 0, le probléme obtenu ne

peut pas satisfaire les conditions initiales, comme on peut le voir dans cet exemple :

Exemple 2.1.1. on considere le probleme a valeur initiale

t=1, z(0)=1
ez =—z+¢ef(z), 2(0) = 1.
. . . i =1
ou f(x) est une fonction scalaire. Si on pose € = 0, le probléme devient { 0
=—z
z(t) =1+t
2(t) =0

Le changement dans I’échelle de temps suivant : ¢ = 7, permet d’obtenir un systéme

1l admet comme solution { qui ne vérifie pas la condition initiale pour z.

équivalent a (2.1).

{ ¥ =cf(er,x, z,e), x(ty) =£(e) (2.2)

2 =gler,z, 2,¢€), 2(to) = n(e).
Comme 0 < € < 1, on a intuitivement que z est une variable rapide : sa vitesse est de
I’ordre de 1. Tandis que = est une variable lente : sa vitesse est de 'ordre de ¢.

De maniére générale beaucoup de systémes naturels sont de type lent-rapide car il
couplent des milieux avec des échelles de temps trés différentes : par exemple en biologie
moléculaire, les interactions entre génes et protéines sont de type lent-rapide. Plus préci-
sement, les changements dans les génes sont lents, par contre la production de protéines
est rapide. Un autre exemple serait 'interaction atmosphére (dynamique rapide)-océan
(dynamique lente). Evidement une modélisation par équations différentielles ordinaires
est en général insuffisante mais peut servir de premiére approximation. Cette premiére

approximation peut expliquer quelques traits importants de 1’évolution.

Exemple 2.1.2. (circuits électriques) Cet exemple a été introduit et étudié par Van Der
Pol.

On consideére I’équation différentielle
ei+(r+a*)i+x—a=0

On passe dans ’espace de phase (x,y = &), on obtient

=Y,
ey =—(z+2?)y+a—uz.
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Ce systéme peut se mettre sous une forme dite de Liénard comme suit :

Le changement de variable Y = ey transforme le systéme en

ex =Y
Y = —Lx+a?)ta—u
On opére maintenant la transformation dite de Liénard : y =Y + F(x) avec

3

+_

2
2 3

En passant au temps rapide on obtient [’équation de Van der Pol

{m’zy—F(m)

y=-¢cla—1x)
2.2 Théoréme de Tykhonov

On considére le systéme lent-rapide :

{ i=f(t,z,2,¢), z(ty)=E&@)
n

2.1
ez =g(t,x,z,e), z(ty) =nle) 2y

ou f:[0,t]x Dy x Dzx[0,e9] — R", g : [0,t1] x D, x Dzx[0,&0] — R™, g9 > 0, t; > 0,
D, C R", Dz C R™, D,, Dz ouverts, ty € [0,t]. Les fonctions f et g sont supposées
continiment différentiables (de classe C'). On note par (z(t,¢) ,z(t,¢)) la solution de
(2.1).

Pour € = 0 on obtient un systéme réduit :

= f(t,x,2,0)
0=g(t,z,z20).

On suppose qu’il existe une application h telle que :

0=yg(t,x,2,0) & z = h(t,x). (2.3)
En remplacant (2.3) dans la premiére équation de (2.1) pour € = 0, on trouve
&= f(t,x,h(t,x),0), (2.4)
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appelée équation lente avec z(ty) = £(0). On note la solution de (2.4) par Z(t). L’ensemble
des points défini par I'équation (2.3) est appelé variété lente.

Les solutions de (2.1) ont une phase rapide (couche limite) de ({(g),n(0)) a
(£(0), h(to,£(0))) qui est un point de la variété lente puis un mouvement lent prend place
sur la variété suivant l'équation & = f(¢,x,h(t,x),0). Pour lanalyse du systéme on

introduit le changement de variables suivant :
y=z—h(t,x). (2.5)

Avec les nouvelles variables (x,y) le probléeme (2.1) devient :

= f(t,z,y+h(tx)e), z(to)=E() (2.6)
ey = g(t,z,y+ h(t,x),e) — 5% — 5%]%1&, z,y+ h(t,z),¢e), (2.7)

y(to) = n(e) = h(to,£(e))-

L’état quasi stationnaire de la nouvelle variable y est y = 0 si on le remplace dans (2.6)

on retrouve (2.4).0On introduit le nouveau temps 7 = =2, dont la valeur initial est 7 =0
pour t = tg, 7 est donc un temps beaucoup plus rapide que t. On a pour tout ¢ fini,

liII(l) 7(t) = oo. Pour la nouvelle échelle de temps 7, (2.6)-(2.7) s’écrit comme suit :
£e—

dy oh
dr
y(to) = nle) — h(to, &(€))
les variables t et x pour ’équation précédente varie lentement avec : t = ty + 7 et

x = x(ty + e7,¢). En prenant ¢ =0 on a :

dy

ou (t,z) € [0,t1] x D, est traité comme un paramétre fixé. Le systéme (2.9) est ap-
pellé systéme couche limite. On a besoin pour I'analyse du systéme (2.9) de la stabilité

exponentielle uniforme de y = 0.

Définition 2.2.1. Le point d’équilibre y = 0 du systéme couche limite (2.9) est uniforme-
ment exponentiellement stable pour (t,z) € [0,t1] x D, s’il existe des constantes positives

k v, po qui vérifient :

ny(r) n< kuy(0)ne ", Yiy(0) n< po,V(t,x) € [0,t1] x Dy, V1 > 0. (2.10)
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En général on peut vérifier la stabilité exponentielle de I'origine par linéarisation ou via
une fonction de Lyapounov associée a I'équation différentielle considérée. On peut montrer
que si la matrice jacobienne a—‘z a toutes ses valeurs propres a partie rélle négative alors
il existe k, 7, po qui vérifient (2.10). D’une autre part on peut montrer qu’il existe une

fonction de Lyapunov v(¢, z,y) qui vérifie :

conyiP<olt,z,y) < cpuyii (2.11)

et
v

dy
pour tout (¢,z,y) € [0,%1] x D, x D, ou D, C R™ domaine qui contient l'origine. Alors

g(t,z,y + h(t,2),0) < —cz ny 12 (2.12)

(2.10) est vérifié pour :

C3

&1 C2
=py/—k=/27=+> ot B,CD 2.13
Po=pP s 8 26 ou by y ( )

&1

Théoréme 2.2.1. Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme non linéaire & = f(t,x) ot
f :[0,400[— R™ est contindment différentiable. D = {x € R"/||z|| < r}. On suppose

que == la matrice Jacobienne est bornée sur D pour tout t > 0 (uniformément). Soit k,

ox

v et ro des constantes positives avec : 1o < % et Dy ={z € R"/ x| < ro}. On suppose

que les trajectoires du systéeme vérifient :
lz(t)|| < k|2 (to)]| e A=%) Va(ty) € Do, Vt >ty > 0.
alors il existe une fonction v : [0, +00[x Dy — R"™ qui vérifie les inégalités :

allz* < vty z) < e o)

ov  Ov

e T < _ 2
L) < —es e
P < ]
al’ S Gy ||

avec ¢y, Ca, C3, ¢4 des constantes positives. De plus si r = oo alors l'origine est globalement
exponentiellement stable et v(t,x) est définie et vérifie les inégalités précédentes sur R".

Si le systéme est autonome, v peut étre choisie indépendante de t.

20



Chapitre 2 Théoréme de Tykhonov

On considére le systéme & = f(z,u(t)) ou x € R, u(t) € I' C R™ pour ¢ > 0. On

suppose que f est localement lipschitzienne sur R™ x I' et pour tout u € I":
f(z,u) =0 <= x = h(u)

On suppose que

@
ou

x = h(a), on considére le changement de variable z = z — h(«), on obtient I’équation :

‘ < L, Yu € T'. Pour analyser la stabilité du point d’équilibre

2= [z +ha),a) =g(z,0q)

On va chercher une fonction de Lyapunov pour montrer que z = 0 est asymptotiquement
stable. Puisque g dépend de a,la fonction de Lyapunov peut dépendre en générale de

«.On suppose qu’on trouve une fonction de Lyapunov v(z, ) qui vérifie les conditions :

c|l2))® < v(za) < ez (2.14)
B
a—zg(z,a) < —c 2’ (2.15)
9
e (2.16)
P
o] < el (217)

pour tout z € D = {z € R?/ ||z|| < r} et a € T, avec ¢, ¢a, c3, ¢4 des constantes positives.
Les inégalités (1) — (2) affirment que v est définie positive et v est définie négative, elles

montrent donc que z = 0 est exponentiellement stable.

Lemme 2.2.1.  On considére le systéme z = g(z, ), ot g est continiment différentiable,

les matrices jacobiennes vérifient :
0 9]
| 52z ) 1< Ly || 5 (.0) 1< La 2]

pour tout (z,a) € D x T, oo D ={z € R"/|z|| <r}.
Soit k, v, ro des constantes positives avec : ry < % et Dy = {z € R"/||z|| < 1o} On

suppose que les solutions du systéme vérifient :
()] < & [|2(0)]| e, ¥2(0) € Dy,a €T, > 0.
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Alors il existe une fonction v : Dy X I' = R qui vérifie les inégalités (2.14) — (2.17). De
plus, si toutes les conditions sont vérifiées globalement pour z alors v(z,«) est définie et
vérifie (2.14) — (2.17) sur R™ x I'.

Théoréme 2.2.2. Soit v = 0 un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme
&= f(x) ou f :]0,+00[— R™ est localement lipschitzienne et D C R™ un domaine qui
contient 'origine. Soit Ry C D wune région d’attraction de x = 0. Alors il existe une

fonction définie positive v(x) et une fonction continue définie positive tel que

v(z) — oo quand x — ORy
ov
e () < —w(z), Yo € Ry

et pour tout ¢ > 0 l'ensemble {x € Ry Jv(z) < c} est un sous ensemble compact de R4

Définition 2.2.2. si ¢ € ¢([0,h],Ry) est strictement croissante et o(0) = 0 on dit que
@ est de classe K

Définition 2.2.3. (3 : [0,a] x [0,+oo[— Ry est dite de classe KL si pour tout s fini,
B(t,s) e K ent et pourt fize 5(t,s) — 0.

s§—+00

Théoréme 2.2.3. Soit D C R"™ un domaine qui contient l’origine et
v:[0,+o0[xD — R
une fonction contindment différentiable tel que
a([[z]]) < v(x) < ax(]z]])
o () < ), Vlial = p>0
Vit >0 et Vr € D, ot oy et ag sont des fonctions classe K et w(x) est une fonction

continue définie positive. Soit r > 0 tel que B, C D et on suppose que

p<ay'(ai(r))
alors il eziste une fonction (5 de classe KL tel que pour toute valeur initiale x(ty) qui
vérifie ||z(to)|| < ay'(ay(r)), il ewiste T > 0 (dépendant de x(ty) et de p) tel que les
soluions de x = f(t,x) vérifient :
lz() < Blz@o)ll .t —to), Vio <t <to+T
lz@ll < ai'(as(r), Vt >t +T
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st D =R" et oy est de classe K alors les inégalités précédentes sont vérifiées pour toute

valeur initiale x(ty) et pour tout p.

Lemme 2.2.2. (Lemme de comparaison) On considere I’équation

= f(t,z(t)), z(to) = o

ot [ est continue et localement lipschitzienne en x pour tout t > 0 et tout x € I C R. Soit
[to, T un intervalle mazimale de 'existance de solutions x(t) et on suppose que x(t) € I
pour tout t € [ty, T, soit y(t) une fonction continue dont la dérivée superieure DVy(t)
vérifie linégalité différentielle : DVy(t) < f(t,y(t)), y(to) = xo avec y(t) € I pour tout
t € [to, T[, alors y(t) < x(t) pour tout t € [to, T

Théoréme 2.2.4. (Théoréme de Tykhonov) On considére le probléme singulierement per-

turbé :

ez =g(t,z,z¢e), 2(to) = n(e)

et z = h(t,x) définie par (2.3). On suppose les conditions suivantes vérifiées pour tout :

{ i=f(t,z z,¢), 2(t) = £(e)

(t,x,z — h(t,x),e) € [0,t4] x D, x D, x [0,50], D, C R", D, C R™;

D, est conveze et D, contient l’origine.

H1) Les fonctions f, g, leurs premiéres dérivées partielles en (x, z,€) et la premiére déri-
vée partielle de g en t sont continues. Les fonctions h(t,x) et %(t,x, z,0) ont leurs

premiéres dérivées partielles continues.

H2) Le probleme réduit (2.4) a une solution unique T(t) € S pour t € [tg,t1] ot S est
un compact de D,.

H3) L’origine est un point d’équilibre exponentiellement stable de l’équation couche li-

mite(2.9) uniformément en (t,x). Soit R, C D, le bassin d’attraction de (2.9) et

Q, un compact de R,,.

alors : il existe une constante positive €* tel que pour tout ng — h(t, &) € Q, et
0 < & < &* le probléeme singuliérement perturbé (2.1)-(2.2) a une unique solution ((x,t,€), z(t,€))
sur [to,t1] et :
x(t,e) — z(t) = O(e) (2.18)

23



Chapitre 2 Théoréme de Tykhonov

a(t,€) = b6, 7() ~ §(2) = Oc) (2.19)

uniformément sur [to, t1] ot §(7) est la solution de I’équation couche limite (2.9). De plus,

pour t, > to il existe €** < e*telle que :
z(t,e) — h(t,z(t)) = O(e) (2.20)
uniformément pour t € [ty, t1] quand e < £**.

Preuve On considére le systéme (2.6)-(2.7) di au changement de variable
y=z—h(t,x),

&= f(t,z,y+h(t,z)e), z(to) = &(e)
. 0
€Y = g(t,l‘, Y+ h(tv JI),€) — &5, ga_f(ta x,y+ h(tvx)a 6)
x
y(to) = n(e) — h(to, £(c))

On prend y € D,, et en analysant I’équation (2.8) aprés le changement de 'echelle de
temps du probléme réduit ou £, et x varie lentement, on utilise la stabilité exponentielle
uniforme du systéme couche limite. L'inégalité (2.10) n’est valable que pour x € D,, alors
pour l'utilisé on doit s’assurer que la variable lente x reste dans D,, on suppose cela vérifié

puisque la solution Z du probléme réduit (2.4) reste dans S ou S est un compact de D,.

Si D, # R", on considére E le complément de D, dans R™ et on pose
1
k= §inf{||x—y|]/x €eSyeE} >0
si D, = R" on prend k quelconque. On considére les ensembles :
k
S = {x eR" /d(x,S) < 5}
Sy = {xeR"/d(z,S) <k}

Sy, Sy sont des compact de D, et S C S; C Sy. On considére ¢ : R™ — [0, 1] de classe
C™ telle que :

{ V@ =Le €St o) 2 e — ) + 6

Y(x) =02 ¢ 5
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donc pour x € S1 : ¢(x) = x. On définit F' et G comme suit :

F(t,z,y,e) = f(t,p(x),y+ h(t,z),¢) (2.21)
Cltm,0,2) = glt (o), + hit,9(2), ) — o0t o(x)
< 4@ (L pla).y + A, 0(a) ) (2.22)

pour x € S on a :

On a pour pour : (t,z,y,€) € [0,11] x R" x Q; x [0, 9] tel que 2 un compact de D,. On a
— F et G et leurs premiéres dérivées partielles en € sont continues et bornées.
— F(t,z,y,0) a des dérivées partielle en (x,y) bornée.
- G(t,z,y,0) et 8—(75, z,y,0) ont des dérivées partielles en (¢, x,y) bornées.

On considére le probléme modifié :

i = F(t,z,y,°), 2(to) = () (2.23)
€y - G<t’x7 y’g)a y(tO) - 77(8) - h(t07§(5)) (224)

Ce probléme est identique au probléme initial pour z € S;. L’ensemble Sy a été choisi au
paravant d’une telle fagon que z(¢, €) reste dans Sy ce qui est basé sur le fait que z(t) € S.
L’équation couche limite : 5

Yy _

a y = 0 comme point d’équilibre. On a G(t,z,y,0) = g(t, o(x),y + h(t,(z)),0) pour
x € R™. L’équation couche limite (2.25) peut étre présentée sous la méme forme que le
systéme (2.9) avec p(z) € D, paramétre. Comme l'inégalité (2.10)"stabilité exponentielle"
est vérifiee uniformément pour le paramétre, il est claire que la solution de (2.25) vérifie

la méme inégalité pour z € R” telle que :
ly(T)I < Elly(O)[] e, ¥ lly(0) ]| < po, V(t,2) € [0,81] x R", ¥r >0 (2.26)
Le probléme réduit de (2.23) - (2.24) est :

T = F(t, xZ, 0, O), l‘(t()) = &) (227)
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Il est identique au probléme réduit (2.4) pour x € S; puisque (2.4) a une solution unique
Z(t) pour t € [to,t1] et T(t) € Sy alors Z(t) est une solution de (2.27) pour tout
t € [to,t1]. Pour la démonstration on va procéder comme suit : démontrer le théoréme
pour le probléme modifié (2.23)-(2.24) puis on va prouver que pour ¢ suffisament petit
la solution x(t,e) de (2.23)-(2.24) reste dans S; cela établira que le probléme original et
le probléeme modifié ont la méme solution, ce qui démontre le théoréme pour le probléme
original (2.6)-(2.7).

1 étape :On considére I’équation couche limite (2.25) puisque , & ume dérivée

premiére bornée par rapport a (¢,x) et G(t,x,0,0) = 0 pour tout (t,z). Les matrices

jacobienne et oG érifies oG <L oG < Lo ||y, utilisant ces estimations et
! ot ' o ot || = o || = 2
(2.26) on conclut du lemme (2.2.1) qu’il existe une fonction de Lyapunov vy (¢, x,y) qui
vérifie :
allyll* < itz y) < e lyl? (2.28)
0
SLG(t 2, 0) < —e |y (2.29)
Y
oy ovy 2 ||Ov 2
— | < — | < — < 2.30
%2 < ot |52 | < oot | 52| < oo (230

pour tout y € {||y|| < po} et tout (¢, z) € [0,t]xR™ la dérivée de v, le long des trajectoires
du systéme (2.23)-(2.24) est donnée par :

181}1 81)1 3@1
= —— L+ F
. 181}1 181)1
= 2y Chm 0+ o G y,e) = Gtz 9,0)
8?]1 0’01
—+ —F(t

en utilisant (2.29) et (2.30) et les estimations, on obtient :

HF(t,ZE, y78>H S ]{]0 (bornée)
|G(t,z,y,e) — G(t,x,y,0)|| < eLs (dérivé de G par rapport a ¢ est bornée)

on obtient :
. C3
o< =2 IylI” + caLs [yl + ¢ lyl|* + ko |y ||
. C3 2 C3
< —-= L < ——m—F
i < =52l +ealalyl pour e < 55—
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N €1
ainsi, si pour t* > t, ||y(t*,e)| < po,/— =p on a
Co

. C3
(%1 S ——U1 + C4L3p0
2602

on va résoudre I’équation de comparaison

. C3
v = ——U1 + caLzpo
2ec Co
. 1a . C3
on considére ©v; = ———w; on aura donc :
2ecy
h_o_ 5B = lnv; = By
U1 2862 ECo
C3
= v, = \e 2602
C3 C3 " C3
N(t)e 2eco C—?’)\(t)e 2ecy — —i)\(zﬁ)e 2e¢2 4 ¢4Lspo
ECy 2€C2
Cs C3 "
2¢cocy L
N(t) = caLspoe25€2 = (1) 2 Spoe2ec2 +k
C3
on déduit que :
C3 " C3
— <€2C2C4L3p 26cy 4 ke 2€C2
C3
=N
vy = 2C2C4L3p X ke 2802
CiCs
C3 t*
2¢ocy L -
v (", x,y) Q2043 o+ ke 2€C2
C3
C3 .
2¢cocy L Py
b= (0n(t",2,y) = =202 ) 22
3
d’ou :
= (-t
2co9ca L 2coca L o\ —
vi(t,2,y) < e=——"py + (ni(t*, z,y) — 5&1)0)6 2265
C3 C3
C3 %
2coca L 2coc4 L ———(t—1t")
2 2CyLug 2 2CyLug
cly(t,e)|" <e po+ (2 ly(t",e)|" —« poe 2€C2
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C3 «
202(34[/3 Co " 2C2C4L3 - (t —1 )
lyll* < e po+ (C_l ly(t*,e)||* = e=—po)e 252
2y0sl (b= 1)
CoC C -
lyll? < e=—"2py + 0—2 ly(t,e)||* e 2€¢2
1
C3 %
2cocy L c . - (t—t7)
lyll < A e——po + C—2 ly(t, )" e 22¢2
1
C3 %
20264[/3 Co * - (t —1 )
lyll < 4/e po+ | = Iyt o)l e 2802
C1C3 €1

2¢oca L ———(t —t")
lyll < e=2928 gy 4y |2 Az
C1C3 C1

la solution y(t, €) de se probléme vérifie :

at —t*) .
It ol < /2e & 4ebi VRt oha=-> etd= 2P
“ 4dey C1C3

Po (2.31)

d’autre part :

y(to,e) = n(e) — h(to,&(e))
= 1o — h(to, ) + O(e)

et [no — h(to,&o)]varie dans €2, un compact du bassin d’attraction du systéme couche

limite : p
% = G<t07€07y70) = g(t07507y+h(t07£0)70> (232)
on rappelle du théoréme (2.2.2) qu’ il existe une fonction Lyapunov vy(y) telle que :
dv
d—;9(t0>§07y + h(to, &), 0) < —wo(y)

sur le bassin d’attraction, ot wg(y) est definie positive et {vg(y) < ¢} est un compact du

. . . . ﬁa .
bassin d’attraction pour tout ¢ > 0 on choisit ¢, telle que €, C {v(y) < c¢}. La derivée de

vo le long des trajectoires du systéme (2.23)-(2.24) est donnée par

. . 1 61}0
vy = ga—yG(tJ,yag)
. 1 81}0 187)0
- c ay G(t0>€07y7 O) + e 8y [G(tv z,Y, 8) G(t(]?an Y, 0)]
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Chapitre 2 Théoréme de Tykhonov

on peut vérifier que pour tout (¢,y) € [to,to + €T] X {vo(y) < o} :

%<§p%@wmﬁa+ﬂ]

pour ag > 0. Par application du théoréme (2.2.3) on a lexistence d'un &} > 0 tel que

pour 0 < € < €7 : y(t,e) vérifie I'inégalité :

(e, ) < Blr, ——2) + oe(1 4 7))

sur U'intervalle [to, %y + &t] , ou [ est une fonction de classe KL et g est une fonction de
classe IC, et uy une constante positive ; on choisit €* < ] assez petit tel que :

o(e*(1+1T)) < g on déduit que pour € < €%, y(t, ) vérifie :

lly(t,e)|| < p1 + 'g pour t € [to,to + €T et y(to+eT,e) < p (2.33)

avec py = ((us,0), alors (2.31) et (2.33) nous donne :
—Oé(t — to)
ly(t,e)|| < kie € +e0, Vt > 0,k > 0. (2.34)
On considére (2.23) et on pose :
F(t,z,y,¢) = F(t,2,0,0) + [F(t,z,y,e) — F(t,2,0,0)]

le systéme (2.23) est vu comme perturbation du probléme réduit (2.27) ainsi :

1E(2,y,e) = F(t,2,0,0)| < [[F(t,2,y,e) = F(t,2,y,0)]|
+ ||F(t7 ‘/’U7 y? O) - F(t7 ‘/’U7 07 O)H

< Lae+ Ls [lyll
—Oé(t - to)
S 018 + 026 €

ou by = Ly + Ls6 et Oy = Lsky on définit : u(t,e) = x(t,€) — Z(t), on obtient :

u(t,e) = £(e) —£(0) +/ [F(s,z(s,€),y(s,e),e) — F(s,%(s),0,0)] ds

to

= &(e) — &(0) —|—/ [F(s,x(s,€),y(s,€),e) — F(s,x(s,¢),0,0)] ds

to

ﬁ/u@w@@@m—F@ﬂ@@mms

to
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Chapitre 2 Théoréme de Tykhonov

et
. —a(s —tp) .
lu(t o) < k28+/(016+926 : )ds+/ Lo [u(s, =) ds

to to

t
+/ L ||u(s, €)]| ds.

to

Ose
< koe + l915 (t1 —to) + %}
En utilisant le lemme de Gronwall on arrive a l'estimation :
|z(t, €) — Z(t)|| < ks [1 + t; — tg] eloltr=to) (2.35)

on a prouvé l'erreur de I'estimation de x. on conclu pour ¢ assez petit que x(¢, <) est défini
pour tout ¢ € [to, t1].

2°m¢ gtape Pour prouver Perreur d’estimation pour y, on considére (2.24) qui est

décrite en temps 7 comme suit :

d
d_y = G(tg+ T, z(ty + £7,€), y, €)
=

On note (1) la solution de I'équation couche limite :

dy

I G(to,0,¥,0) , y(0) = no — h(to, o)

on pose v(7,¢) = y(71,€) — y(7). En dérivant par rapport a 7 on obtient :

dv

- — A 2.
- G(t,z,v,0) + AG (2.36)

out=ty+er,z=ux(to+ere), AG = Ay + Ay + Ag tel que

Ay = G(tz,y,0)—G(t,x,9,0) — g(t, z,v,0),
AQ = G(t7x7y78> _G<t7$7y70)7
AS = G(t,l',:l),()) - G@O)fi)??)ao)'

| AL kg |[o))® + ks [|v]] 191
[ As| el
[As]] < Lyft —to| |9]] + Lo ||z — &oll 19]] < (L1eT + Loga + Laetko) ||9]]

IN

IA
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Chapitre 2 Théoréme de Tykhonov

k4, ks sont des constantes positives. on a :
15(7)]| < kie™®™ ,¥7 >0 (2.37)
donc :

IAG| < ky|v||” + k5K ||v]| ™7 4+ eLs + cark; (1 + 7)e™"
< kg 0| + Esky o] €70 + eay (2.38)

1

ou a; = max{Loa, L1 + Loko} et as = L3 + ark; max{1, —}. L’équation (2.36) peut étre
o

vue comme une perturbation de :

dv

. = G(t,z,v,0) (2.39)

qui d’aprés le lemme (2.2.1) a une fonction de Lyapunov qui vérifie (2.28)-(2.30). En
calculant la dérivée de v; le long de la trajectoire de(2.36) et en utilisant ’estimation
(2.38) on obtient :

87)1 81}1 1 81)1

= o+t F G(t 0) + AG
Uy 8t+8x +58v[(xv>+ ]
< e ol + coho oIl = Z ol + < o] o) + ks o e + ca
—G c3

et0<e<——"—ona:
4(C5+C6k'0)

<
pour [Ju] < 2

C4/€5k1
3

vl < || 1P+ === lloll" e =7 +csaz ||v]

< —g(/{?a — /{Zbe_aT)Ul + 2]60\/1)_1

C3 caksky €402
ka = 7 ky = ; kic = 5 —
ot T g, 21 NG

on pose w = /vy, on a donc :
DYw(r) < — (ko — kee " )w + ck,.
du lemme de comparaison (2.2.6) on conclut que :

w(r) < o(7,0)w +6/¢rakda
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Chapitre 2 Les exemples

/ (ko — kpe "N dX

ou : ¢(1,0) = e’o et |o(r,0)| < k;ge_ag(T =) Pour kg et oy > 0 on
utilise le fait que v(0) = O(g), on conclut que v(r) = O(g) pour 7 > 0, donc la solution
du systéme (2.23)-(2.24) vérifie :

x(t,s)—:f(tt) = O(e)
y(t.9) = 9(0) = Of)

Vit € [to, t1] pour € assez petit. Puisque z(t) € S pour tout ¢ € [to,t1] et € < b pour z(¢,¢)
et y(t, ) solutions de (2.6)-(2.7), en utilisant (2.5) on a :

2(t,€) = bt 7(0)) — (2) = y(t,€) — §(5) + hit, 2(1,2)) — (1, 7(5) = O(e)

en utilisant que h étant est lipschitzienne. Puisque (1) vérifie (2.37) et

—Oé(t - to) 1
e € <eg, Va(t —ty) > eln(-)
£
b ) 3 . L.
alors g(—) est O(e) uniformément sur [t,, t;] pour ¢ suffisament petit pour vérifier
€

cin(L) < alty, — to).

)

2.3 Les exemples

Exemple 2.3.1. on considere le probleme :

{ T =z, z(0) =&

£ =—x — 2+t 2(0) = no
on veut résoudre le probléme sur [0,1]. Poure =0ona —x—z+1t=0 d'ou
z=—x+t=h(tuz).
S . 1
L’équation couche limite pour T = —t et y = z — h(t,x)est :
€

dy _

dr Yy
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pour y(0) = 1o + &, on a

dy dy
dr Y

Vorigine est globalement exponentiellement stable : ||y(7)|| < ke 7= Le probleme réduit
est :

T=—x+t

il a une solution unique. Le systéme homogene :

d
N —

()

Bl

donc x(t) = (t — 1) + ke™" avec la condition initiale x(0) = &, on a k =& + 1

par conséquent la solution du probléme réduit est :
2(t) = (t—1) + (& + e’

d’aprés le théoréeme de Tykhonov on a :

r—[t= 1)+ G+ D] = 0)
t
2= +&)e e +1-(1+&e] = Of)

Exemple 2.3.2. On considére le systeme :
t = Az + Bz ,z(0)=¢&

ez = arctg(l — z — kex), 2(0) = no.
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pour € =0 on a

arctg(l1 —z—kex) = 0<=1—-z—kex=0

< z=1—kex =h(t,z)

t
I’équation couche limite avec y = z — h(t,z), 7 = -

5
d
Y9 arctg(1 —y — (1 — kex) — kex)
dr
= arctg(—y)
= —arctg(y)
d
d—‘z = —arctg(y) = g(y)
linéarisation, la Jacobienne 2 | L 1 est donc Hurwitz d’o Uori
ar linéarisation, la Jacobienne —= |,—o= ———— |,—0= —1 est donc Hurwitz d’ot [’ori-
p ) 8 y=0 1+y2 y=0

gine est exponentiellement stable pour [’équation couche limite. Le probléme réduit :
t = Ax+ B(1l — kex)
t = (A—Bck)zr+ B

on résoud le systéme homogene :

dx

t = (A—B-—ck)x :>E:(A—B—ck)x
d—x:(A—B—ck)dt
T
— Ilnz=N\eA BB

par la méthode de variation des constantes :
x(t) = )\(t)e(A’B’Ck) ¢

B(t) = At)eWB=H) t L \1)(A— B — ck)elA=B—ck) ¢
= (A-B- ck)/\(t)e(A_B_Ck) t4+ B

)'\(t)e(A—B—ck) t B
)\(t) _ Be—(A—B—ck) t
_ _Bef(Afock) t—|—K
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done :

z(t) = (_Be—(A—B—ck) ty (&)Jrﬁ))e(A—B—ck) t
(t) = —B+ (G + BetFh !

et on applique le théoreme de Tykhonov.

2.4 Théoréme de Tykhonov pour les intervalles infinis

Le théoréeme 2.2.4 n’est valable que sur des intervalles compacts. On peut voir cela

dans la démonstration. Dans (2.35) on a :
|z(t, €) — z(t)|| < eks [1 +t, — to] eFolt=t0)

pour tout ¢; fini, ||z(¢,e) — z(t)|| = O(e); mais cette estimation n’est pas uniforme pour
tout t > to. Le théoréme suivant généralise le théoréme 2.2.4 pour un intervalle infini.
On va montrer que ||z(t,e) —z(t)|| < ek, Vt € [ty, +oo[. En supposant des conditions
supplémentaires tel que le probléme réduit (2.4) admet 1’origine comme point d’équilibre

exponentiellement stable.

Théoréme 2.4.1. Soit x = 0 le point d’équilibre de & = f(t,z) et D C R™ un domaine
qui contient x = 0. Soit v : [0,+o00[xD — R une fonction continiment différentiable tel
que

wi(x) <o(r) < wy(x)

ov  Ov
I < - ]

Vi > 0 et Vo € D, ot wi(z), we(z) et ws(x) sont des fonctions définies positives sur
D. Alors v = 0 est uniformément asymptotiquement stable. De plus de plus si r, et ¢
vérifient :
B, ={z/ ||z||<r}CDetc< |rrhin wy ()
T||=T
alors toute trajectoire qui commence dans{z € B,/ wy(x) < ¢} vérifie
lzll < Bl (o)l = to), ¥t =19 >0

tel que B est une fonction de classe KL.
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Théoréme 2.4.2. (Théoreme de Tykhonov intervalle infini) On considére le systéme
singuliérement perturbé (2.1)-(2.2) et soit z = h(t,z) la solution de (2.3). On suppose les

hypotheéses suivantes vérifiées pour tout :
(t,z,2 — h(t,x),e) € [0,400[ x Dy x D, x [0, ]

D, CcR", D, CR™, des domaines qui contienent l’origine de R", R™ rspectivement :
H1) Sur tout compact de D, x D, les fonctions f, g et leur premiéres dérivée en
0
(z,2,€), et la premiére dérivée de g en t sont continues et bornées. h(t,x) et —g(t,x, 2,0)

0z
ont leurs dérivées partielles bornée et %(t, z, h(t,x),0) est lipschitzienne en x uniformé-
ment en t. Les valeurs initiales £(g) et n(e) sont des fonction continues en €;

H2) L’origine est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le systéme réduit
(2.4). Il existe une fonction de Lyapunov V(t,z) qui vérifie les conditions du théoréme
(2.4.1) pour (2.4) pour tout (t,z) € [0,+o00[ x D,. {z € R", Wi(z) < ¢} est un compact
de D,;

H3) L’origine est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le systéme couche
limite (2.9), uniformément en (t,x). Soit R, C D, la région d’attraction du systéme (2.9)
et 0, un compact de R,,.

Alors pour tout compact Q, C {x € R" Wa(x) < pc, 0 < p < 1}, il existe une constante
positive * telle que pour tout to > 0: & € Qu, no — h(to, &) € Qy et 0 < e < e* le
probléme singulierement perturbé (2.1)-(2.2) a une unique solution (z(t,€),z(t,e)) sur
[to, +o0[ et

x(t,e) — z(t) = O(e)

2(t ) = h(t, 2(t)) = 4(2) = O(e)

t
uniformément pour tout t € [to, +oo[ ot Z(t) et y(=) sont des solutions du probléeme réduit
3
(2.4) et du probléeme couche limite (2.9) respectivement. De plus pour tout t, > to il existe
e < e* tel que

Z<t7 6) o Z(tv j<t>) = 0(8)
uniformément pour tout t € [t,, +00] 0l £ < .

Preuve La démonstration de ce théoréme est induite de la démonstration du théoréme

2.2.4, avec deux points de différence. La premiére est de montrer que x appartient a D,
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en utilisant une fonction de Lyapunov du systéme réduit et 'autre est d’analyser I'erreur
x — T en utilisant les propriétés de la stabilité. En utilisant la fonction de Lyapunov V,
On va montrer que = appartient au compact {x € R", W;(z) < ¢} pour tout t > to; On
a pas besoin de la fonction ¢ comme dans la démonstration du théoréme précédent. Les
fonctions F' et G sont définies comme dans (2.21)-(2.22) mais ¢(z) est remplacé par .

Elles ont les méme propriétés qu’auparavant pour tout :
(t,x,y,¢) € [0, 400 x {z € R", Wi(z) < ¢} x Oy % [0,&0].
de plus,a—m(t, x,0,0) est Lipschitzienne en z, uniformément en ¢. Pour tout
r e {reR" Wi(x) <c}

on peut recommencer la dérivation pour montrer(2.34). Puisque

Oé(t - to)
V< —Ws(z) + kee + ke €

utilisant le fait que & € {x € R" Wa(x) < pc}, 3T > 0 indépendant de € tel que pour

pour ¢ suffisament petit, z(¢,¢) € {x € R", Wa(x) < ¢} pour tout t € [to,to+ 1] .
Oé(t — to)

Pour t > tg+ 1T : e < = O0(e) ot V < —Wa(x) + kge, utilisant cette inégalité
on peut montrer que V est négative sur le bord V(t,x) = ¢, donc
z(t,e) € {x € R", Wi(z) < ¢} pour tout ¢t > t.

Pour analyser I'erreur de I’approximation u(t,e) = x(t,e) — Z(t), on voit (2.23) comme
une perturbation du probléme réduit (2.27). En utilisant le lemme de Granwall pour avoir
une estimation de de u, en utilise une fonction de Lyapunov pour exploiter la stabilité
exponentielle de l'origine de (2.27) . L’analyse de Lyapunov est similaire & I’analyse de la

couche limite dans la démonstration du théoréme 2.2.4. L’erreur u de I’équation vérifie
= F(t,u,0,0) + AF (2.40)
ou
AF = F(t,7+u,0,0)— F(t,7,0,0) + F(t,z,y,0)

+F(t,z,y,0) — F(t,z,0,0)
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d’ot on a:
a(t — to)

IAF|| < Ry llull® + ks Jull l2)l + ke = + ek

Le systéme (2.40) est une perturbation de :
= F(t,u,0,0). (2.41)

L’origine de (2.41) est exponentiellement stable, donc on peut avoir par le théoréme
2.2.1 une fonction de Lyapunov \7(t,u) de cette I’équation. En utilisant cette fonction

de Lyapunov et (2.40) on obtient :

- ov oV ov
V o= E+%F(tu00)+%ﬂ

R _ R 7a(t;t )
<~y Jull? + |l (k el + s [l 1] + ke AM)

pour ||ul| < 20%4 on a:

V< — (k: — ke @ ttO))V+2 ek. + kqe c \/5

pour k., & > 0 et k,, ky, kg > 0. En appliquant le lemme de comparaison et en considérant
le changement de variable W = ﬁ on obtient :
a(s — to)

< Bt to)W /¢t35k ke O ds

—o(t—tg)

ol H(;S(t, S)H < kge .0 >0 et k, > 0. puisque u(ty) = O(e) et

a(s —tg)

on peut montrer que W (0) = O(¢) donc u(t) = O(e). Le reste de la démonstration se fait
comme dans la démonstation du théoréme 2.2.4, car ’analyse de la couche limite dans la

démonstraton est valable pour 7 > 0.
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2.4.1 Affaiblissement des conditions

Des généralisations du théoréme de Tykhonov se sont développées on proposant des
affaiblissement de certaines hypothéses. Dans [9] on considére la stabilité asymptotique
qui est moins forte que la stabilité exponentielle et on n’impose a f et g que le fait d’étre
continues. par ces généralisations on a des gains mais aussi des pertes :

— Les gains : des conditions moins contraignantes, on peut donc appliquer le théoréme

a des cas plus généraux.
— Les pertes : 'écart entre les composantes des solutions du systéme et celle de
I’équation couche limite et le probléme réduit n’est plus de 'ordre de € mais tend

vers 0 quand € — 0.

Théoréme 2.4.3. intervalle fini[9]

On considére le probéme singulierement perturbé suivant :

{ i=f(t,x,28), 2(to) = £(&)
ez =g(t,z,z¢€), z(to) = n(e)

soit z = h(t,x) les points singuliers solution de l’équation algébrique g(t,z,z,0) =0; on

(2.1)

suppose qu’il existe des constantes positives t1 > tg, r, € et un domaine compact X C R"
telle que les conditions sont satisfaites pour tout to <t < t;; x € X; ||z — h(t,z)| < r;
0 <e<egp.

H1) Les fonctions f(t,z,z,¢), g(t,z,z,€) et h(t,x) sont continues et les donnée initiales

£(e), n(e) sont continues.

H2) Le probleme réduit & = f(t,z, h(t,z),0) a une unique solution xy(t) avec la condition
initiale x(to) = £(0) définie sur [to,t1] et xo(t) € X pour tout t € [to,11].
dz t—t
H3) L’équation couche limite 2 = g(t,x,2,0), ( 2 = e o T = —0) a une solution
T €
unique avec des conditions initiales préscrite; soit Z(7) la solution de

{ 2= g(t7£(0)7z70)
2(0) = n(0)

H4) Le point d’équilibre z = h(t,x) de l’équation couche limite est uniformément asymp-

pour toute condition initiale fixée.

totiquement stable pour (t,z) € [to, 1] x X.

H5) La condition initiale appartient au bassin d’attraction de h(to,£(0)).
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Alors, pour tout 0 > 0 il existe une constante c*telle que pour tout 0 < & < &* toute

solution (x(t), z(t)) du probleme (1.1) est définie sur [to,t1] et vérifie

lz(t) —zo(t)| < 9
t—t

(1) — 5(

) — h(t,zo(t)) + h(to,f(O)H < 0 pour tout to <t <t

quand le probléeme singuliérement perturbé (2.1) a une unique solution notée (x(t,¢), z(t,€))

on a : lir%x(t,e) = xo(t) pour ty < t < t;. On a aussi lir%z(t,e) = h(t,zo(t)) pour
e— e

to <t < ty; mais la limite est vérifiée seulement pour t > to; puisqu’il existe une couche

limite pour t = to pour la composante z;

en effet on a :

t—to
9

lim(z(t,e) — Z( ) = h(t,xo(t)) — h(to,£(0)) pour to <t <t

Théoréme 2.4.4. intervalle infini]9)

On considére le probéme singulierement perturbé suivant :

{izf@@%@, 2(to) = £(&)

2.1
ez =yg(t,x,z ¢e), z(to) = n(e). (2.)

Soit z = h(t,x) les points singuliers, en fait solution de l’équation algébrique
g(t,z,z,0) =0.

On suppose qu’il existe des constantes positives r et €q , et un domaine compact X C R"

telle que les conditions suivantes sont satisfaites pour tout :
t€fto,+oo] s z€ X |lz—h(t,z)] <r; 0<e<e,.
H1) Les fonctions f(t,x,z,€),9(t,z,z,€) et h(t,x) sont continues et les donnée initiales
(e), n(e) sont continues.
H2) f(t,0,0,0) =0, g(¢,0,0,0) =0 et h(t,0) = 0.

H3) L’origine du probléme réduit est asymptotiquement stable et la condition initiale £(0)
appartient au bassin d’attraction. Soit xo(t) la solution du probléme couche limite
avec la condition initial x(tg) = £(0) définie sur [to,t1] et zo(t) € X pour tout
t € [to,t1] et limxzo(t) = 0.
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dz t—t
Hj) L’équation couche limite % = g(t,x,z,0),( 2 = e ol T = —0) a une so-
T €

lution unique avec des conditions initiales préscrites. Soit zZ(T) la solution de
2= g(t,f(O), 2 0)
2(0) = n(0)

H5) Le point d’équilibre z = h(t,x) de l’équation couche limite est uniformément asymp-

pour toute condition initiale fixée.

totiquement stable pour (t,x) € [to, t1] X X.

H6) La condition initiale appartient au bassin d’attraction de h(to,£(0)). Alors, pour
tout 0 > 0 il existe une constante *telle que pour tout 0 < € < €*, toute solution
(x(t), 2(t)) du probleme (2.1) est définie pour tout t > to et vérifie :

le(t) — 20| < 6
L0 () + h(to,£<0)H < s

3

2(t) — =(

pour tout t > ty. Le probleme singulierement perturbée a une unique solution notée

(x(t,e),2(t,€)). On a xo(t) est définie pour tout ty <t < 400 et lirr(l) zo(t) = 0. On
E—

a lim z(t,e) =0, lim x(t,e) =0.

e—0,t—4o00 e—0,t—4o00
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Chapitre 3

Le développement asymptotique de
O’Malley-Vasil’eva

Comment utiliser le Théoréme de Tykhonov pour obtenir une approximation

des solutions d’un probléme & valeurs initiales 7 Le théoréme ne donne aucune

précision a propos de la taille de I'intervalle couche limite et il ne donne aussi

aucune information sur le comportement du systéme sur cet intervalle.

Une méthode dite des développements asymptotiques en puissances de ¢

donne en premiére approximation la solution ¢(t) du probléme réduit sur la

variété lente telle que définie par Tykhonov. Pour décrire le voisinage initial

et le voisinage lent plus tard. Un développement asymptotique de la solution

du systéme
T = f(t,z,y,¢), z(0) = 2°
5929(757%%5), y(O) :yO

est décrit dans le théoréme de O’Malley-Vasil'eva.

(3.1)

Références bibliographiques : R.O’Malley [10], R.O’Malley [11], F.Verhulst

[13], F.Verhulst [14].
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3.1 Développement asymptotique

On considére le systéme (3.1), telles que f, g, 2°, y° admettent des développements

asymptotiques :

fla,zte) = Y filzyt)e,  glayte)m Y giz,y t)e
j=0

j=05
oo o0
0.7 0 ~ 0.7
E el y () = E y;€
j=0 Jj=0

quand ¢ — 0. Les fjetg; sont des fonctions C* en z, y et t. Le probléme réduit est :

Q

z°(e)

x:f(x,y,t,())zfo(m,y,t) (3 2)
0=g(z,y,t,0) = go(z,y,1)
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
H1) Tl existe une fonction C!, ®(X,t) tel que : go( X, (X, t),t) = 0.
D’ou le probléme a valeur initiale :
d.fll' ~ 0
pri folz, ®(x,t),t) = f(z,t) ; x(0) =z, (3.3)
a une unique solution Xy(t) sur U'intervalle 0 < ¢ < 1, telle que :
oV,
a—O(Xo(t), Yo(t),t) < —k pour k>0 (3.4)
Y
et Yo(t) = @(Xo(t),t) (3.5)

H2) Pour k£ > 0 défini par (3.4), on suppose que :

% Xo(t),\,t) < —k pour X entre Y;(0) et yo.
dy 0

Sous ces conditions, on peut construire une solution asymptotique du probléme (3.1)
qui & (Xo(t), Yo(t)) comme solution limite pour ¢ > 0 et & — 0. On a X,(0) = ) mais
Y5(0) # 40 ; en général x(t,e) converge uniformément sur [0; 1] pour € — 0 mais y(¢,¢) a
une convergence non uniforme pour ¢ = 0.

On recherche la solution sous la forme :

{ x(t,e) = X(t,e) + em(r,e)

(3.6)
y(t,e) =Y (t,e) +en(r,e)
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Chapitre 3 Dévelopement asymptotique

ou X,Y,m,n ont des développements en série asymptotique quand ¢ — 0, i.e :

X(t,e) = ZXj(t)aj : Y(t,g)zZYj(t)gﬂ

m(r,e) = ij(T)éj : m(T,a)%ij(T)sj

et la variable 7 = £ tend vers co pour ¢ — 0 avec t > 6 >0 (4 fixe).

Tous les termes dans les développements de m, n tendent vers 0 quand 7 — oo. Loin
de t =0on a (z,y) converge vers (X,Y) quand ¢ — 0, tandis que la correction couche
limite (em,n) n’a de sens qu’au voisinage de ¢ = 0.

La procédure de développement consiste a obtenir en premiére étape le développement
régulier ensuite le développement complet.

Puisque la solution asymptotique est donnée par la solution réguliére pour ¢t > 0 alors
(X(t,e),Y (t,€)) doivent satisfaire le systéme (3.1). En remplacant (X (¢,¢),Y (¢,¢)) dans
(3.1) on a I’égalité pour ¢ = 0, puisque (Xy, Yy) est une solution du probléme réduit.

On considére le développement régulier :

x(t,e) = ZX )el + O (")

y(t,e) = ZY}(t)ej + O (")

=0
tel que :
Xo+eXi+ o, = [f(Xo+eXi+ .. Yo+eYi+...:t;¢)
Yo+ Y+ o, = g(X0—|—5X1—|—...;1'/[)—|—5§./1—|—....;t;6)

pour Xy, Yy on a besoin d’une condition suplémentaire :

Xy = f(Xosq’(th);tSO)aXo(o):iUO
0 = g(Xo;®(Xo,1);1;0)

avec Yy(t) = ®(Xo,t). Pour X; ,Y; on a:

.0 9 9

= Forinox s ooy Lo, @0
. 8y 9y dg

Yy = %(Xo; Yo;150) X + a—y(Xo; Yo;4:0)Y1 + g(Xo; Yo; 1, 0). (3.8)
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De I’équation (3.5) on retrouve Y; qu’on remplace dans (3.6) pour retrouver X;. I’équation
de X, aprés estimation de Y] est linéaire, on ajoute la condition initiale X;(0) = 0. En
générale a I'ordre supérieur les équations sont encore linéaires. On utilise le développement
de Taylor en série des fonctions f et g en (Xg, Yo, t,0), et Pégalité des coefficients de &

pour j > 0 le développement est de la forme :

dX; O v vvony o Of
- 3 (Xo; Yo;: 6, 0) X, + P

oz dy

dg dg
0 = £(Xo; Yo;:0).X; + a—y(Xo; Yo;6:0)Y; + 5521 (%)

(X0 Yo; 1, 0)Y; 4+ a1 (1)

olt ag(t) = f1(Xo, Yo, 1) et By = g1(Xo, Yo, t) — L2 et en général a;_; et 3;_; sont retrouvés

successivement en fonction des X; et Y; pour | < j. Par ’hypothése H1) on a :

0
_g0<X07 q)<X07 t)? t) =0

0X
ce qui implique que
990 dg0 0P
—(Xo, ®(Xo,1),t) + —(Xo, P(Xo,1),t) =— (Xo,t) = 0.
ax( 0 ( 0 )7 )+ ay( 0 ( 0 )7 )8X< 0 ) 0

990 990

on note F = gz €t G = g,y alors :

go,m<X07 }/07 t) + go,y(X07 }/ZJ) t)(b(X()a t) =0
on en déduit que

D(Xo,t) = _ 9ox(Xo, Yo, 1)
T (X0 Yo )

donc
Vilt) = .X(0)0X,(0) + 5y () (39)
) = F00.0X,0) + 6 4(0)

o &;_; et B;_; sont déterminées successivement et f est définie dans (3.3). On obtient
X, ensuite Y; comme solution d’équation linéaire aprés avoir déterminé la valeur initiale :
X;(0) = x?—mj_l(O). Donc le développement régulier peut étre complétement déterminé,
si les constantes m;_;(0) sont connues pour chaque étape. Il ne suffit pas de connaitre la

valeur initiale 2°(¢) ,on a besoin de la valeur initiale de la correction couche limite m(0, €).
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Le développememt complet (3.6) doit lui aussi vérifier le systéme (3.1). En remplagant

(3.6) dans (3.1) on trouve que la correction couche limite doit vérifier le systéme non

linéaire :
dm dr dX
-/ - = 3.10
dr dt dt ( )
= f(X(er,e)+em(r,e),Y(eT,e) +en(r,e),er,e) — f(X(eT,e)+,Y (eT,€),eT, )
dn dy dY

=
= g(X(er,e) +em(r,e),Y(eT,e) +en(r,¢),er,e) — g(X(eT,e)+,Y (eT,€),eT,€)
avec la condition initiale n(0,¢) = y°(¢) — Y (0, ). On obtient un développement pour m,
n en développant les deux membres de (3.10) et par égalité des coefficients de la méme

puissance en € pour les méme valeurs fini de €. Pour € = 0 on a le systéme non linéaire :

W0~ (X0(0), Yo(0) + mo(7),0) — fo(Xo(0), ¥o(0), 0
= no(T)U(no(7)) (3.11)
o gu(Xo(0), Y6(0) + mo(r),0) — g0(Xo(0), %(0),0)

= no(7)V(no(7))

ou U et V sont des dérivées partielles appropriées déduites du théoréme de la valeur

moyenne comme suit : on considére la fonction H tel que
Jo(X0(0), ¥6(0) + n0(7), 0) = fo(X0(0), ¥0(0),0) = H(no(7)) — H(0)

d’aprés le théoréme de la moyenne :

H(no(r)) — H(0) = no(T)%—ZI(Qno(T))

on pose a—(@no(T)) = U(ng(7)); de la méme facon, on considére la fonction K tel que
Y
90(X0(0), ¥5(0) 4 10(7), 0) = 90(X0(0), ¥0(0), 0) = P(no(7)) — P(0)

d’aprés le théoréme de la moyenne

P(no(r)) — P(0) = no(T)%—];(eno(T))

OP
on pose — (0ng(7)) = V(no(7)). On note que la condition initiale implique que

dy
no(0) = J = 4°(0) —Y5(0) " le saut couche limite" et que par 'hypothése H2) V(J) < —k.
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De I'équation différentielle on déduit que |no(7)| est décroissante ; de I'hypothése H2) on
a encore le fait que V(no(7)) est négative et I’équation différentielle implique que |ng(7)|

décroit vers 0 quand 7 — oo puisque :

% = no(T)V(ne(r)) = dn—? = V(no(7))dr
no(r)| _ (7
— In 0(0) —/0 V(no(s))ds

NolT

no(O)

de I'équation différentielle non linéaire de ng est rarement possible mais on peut résoudre

< —kr, d’ou : |no(7)| < |ne(0)] e7*". la résolution

comme V' (ng(7)) < —k alors In

I’équation intégrale :

no(1) = np(0) +/ no(s)V (no(s))ds (3.12)
0
par approximation successive. Etant donné ny on a :
dm
ZL () U (n0(7))

sachant que mg(7) — 0 quand 7 — 0, donc

mo(T) = /OO %(s)ds =— /OO no(s)U(no(s))ds = O(e™"7) (3.13)

puisque : X;(0) = 2 — mg(0) est donnée alors les termes X (¢) et Yi(¢) dans le dévelop-

pement sont uniques. On développe le deuxiéme membre de (3.10) en
(#,y,t,¢) = (Xo(0),¥o(0) + no(7), 0)

et par égalité des coeficients de £/ pour tout j > 0 alors m; et n; vérifient le systéme

linéaire suivant :

% = fou(X0(0),Y5(0) + no(7),0)n;(7) + A;—1(7) (3.14)
% = oy(X0(0),Y5(0) + no(7),0)n; (1) + B;j_1(7)

ou A;_; et Bj_; sont trouvés successivement et on a par récurrence que :
—k(1=5
Aja(r) = O(eM07) = B y()

quand 7 — oo pour tout 6 > 0. Comme n;(0) = y7(0) — Y;(0) sont retrouvés successive-
. 5, . .o, . . . dm]-
ment alors on peut integrer ’équation linéaire pour obtenir n;(7) seulement, puis —=

dr
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, > dmy; ,
est déterminé et que m,(7) = —/ —7(5)ds.On peut maintenant énoncé le théoréme

dr

.
qui résume la détermination du développement complet :

Théoréme 3.1.1. Pour tout entier N > 0 le probleme (3.1) vérifiant les hypothéses H1)

et H2) a une unique solution pour € suffisamment petit tel que :

H(te) = Xo(t)+Z(Xj(t)+mj_1(£))gj + VIR, €) (3.15)
y(t,e) = D (YV(t) +ny(= )€j+5N“S(t,€) (3.16)

J=0

ot R(t,e) ,S(t,e) sont uniformément bornés pour tout 0 <t < 1.

Preuve Soit :

N N
XNte) = ) X0 YN (te) :ZYJ
N-1 N-1
m"(r,e) = ij(T)ejanN(T,E)Z n;(7)e’
Jj=0 =0
par définition des X;,Y;, m;, n; on a :

dXN

o FXN YNt )+ 0@

dyN

- = IXNYTte)+ 0"

dm’ N N yN N N yN N_—k(1-6)r
— = FXN 4 em™ YN 40 te) — f(XV, YN t,e) +O(Ne )
-
dn N N yN N N yN N _—k(1-8
—— = 9(XT 4+ emM YN a1 e) — g(XV YV 1e) + O(e M)

en remplacant (3.17) dans le systéme (3.1) on obtient :

dR
5N+1E = f(XN +em™ £ NHR YN 0N 1 NS 1 e)
—F(XN +em™ YN 40l 1 e) + 0N 4+ O(eNeHI-T)
dS
5N+2% = g XV 4 emVN + MR YN 40N 4 NSt 6)

—g(XN +em™, YN 4+ 0N t &) + OV
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ou les termes O sont indépendants de R et S de plus :

intégration on obtient :

ou

F(R,S,te) =

F(R,S,te) =

Rt,e) =

SOt,e) =

A

R(t,e) = Ro(t,5)+/ F(R(u,¢),S(p,e), p,e)du

S(te) = SO(t,a)Jr% /Ot@(R(u,a),S(u,e),,u,a)

1t N N yvN_ N
><egfpgy(X +em®N YN +n ,s,e)dsdu

FXN +em™ + VR YN 40N 4 NS ¢ e)

SN+
—f(XN +em™ YN £ 0Nt e)]

1
e [g( XN +em® + MR YN 40N 4 NS 1 g)

R(0,e) = S(0,¢)

o(1). Par

d
—g(XN 4 em™ YN 0t e) —5N+18—g(XN—|—5mN,YN + 0Nt )]

dy
1  ka-o)s

o)1 +/Ot(1+ St ds) = 0(1)

0(1)+ 0 (é

€
1 t
t —/ Gy (XN +em™ YN + 0N s e)ds
)x/ e Jo
0

Exemple 3.1.1. Dans cet exemple on va appliquer le théoréme précédent au probleme

des deux corps avec masse décroissante. Nous considérons deux corps A, B de masse my

,mp en interaction gravitationnelle. L’étude de leur mouvement est appellée le probléme

des deuz corps. Ce probleme a été posé et résolu par Newton en 1687. Il a confirmé

les relations expérimentales obtenues par Kepler de 1609 a 1630 (lois de Kepler). Les

équations du mouvement sont :

. m(t)
=G 72 =
c = r+0

our, 0 sont les coordonnées polaires et c et G des constantes positives. on prendc =G =1,

telle que la masse initiale m(0) = 1. Pour la fonction qui décrit la perte rapide de la masse

on consideére :

t
m(t) =m, +(1—m,)e ¢
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tel que m, est la masse restante, 0 < m, < 1. 0 étant une fonction croissante en t, on
peut lutiliser comme nouvelle échelle de temps. On introduit le changement de variable
. . 1. TR
suivant p = — qu’on remplace dans (3.18), on obtient : —b0 =cainsi 6= ple.
r P

d 1d d 1
p r ron 9P

On a pr Rl ‘ot i —E'r" ce qui implique que
d*p
. 2 9
r=—-Ccp ﬁ

2

d G
En remplagant dans [’équation (3.19) on obtient d_9§ = —m(t) — p. pour c=G =1 et
c
t

m(t) =m, + (1 — mr)e_g on conclut que :

d*p dp
02 +p = my+u, p0)= 1,@(0) =a (3.19)
du u
8@ = —?, U(O) =1-m,
! d
avec u= (1 —my)e €. on pose p = p; et % = po. Ainsi le systéme prend la forme :
d
% = P2, p1(0) =1
dps
? =—p1+m,.+u, p(0)=c
U u
5@:_10_%’ U(O) :1—mr.

Le théoreme deO’Malley-Vasil’eva peut étre appliqué puisque :

9 1
g9(p,u,8,0) = _% vérifie a—Z(p,u,e,o) =<0

On recherche un développement par la méthode de O’Malley. On commence par la re-

cherche du développement régulier de la solution (p1, p2,u) de la forme :

= ao(0) + ca1(0) + %az(0) + ...........
p2(0) = bo(0) + by (0) + £2b2(0) + ...
w(f) = co(0) +ec1(0) + e%ca(0) + ...

en les remplagant dans le systéme(3.20) on obtient :
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%—b %—_4_ Snéral t %_b %—_
do — Yo, 40 = Qo my, €n generate on trouve que . a0 = 0Op, 7] = Ay,

Satisfaisant les conditions initiales pour ag, by on a

ap(d) = m, + (1 —m,)cosfh + asinb,
bo(f) = —(1—m,)sinf + acosb.
On note que le développement régulier correspond a [’état du probléme des deux corps ot

le processus d’éjection de la masse est terminé. Le développement complet de O’Malley

est de la forme :

p1 = p(0) = ap(0) + a1 (0) + aal(g) + &%,
pa = %(9) = bo(0) + by (0) + 561(2) + 2.,

les conditions initiales pour aq, by, ... etc, sont déduites des termes de la correction couche
limite : a1(0) = —ay(0), b1(0) = —ay(0), etc. On a pour tout n > 1 :

a,(0) = —a,(0)cosh — 3,(0)asinb,
b(0) = «a,(0)sind — (3,(0) cosb.

0.

c "

En remplacant le développement complet dans les équations, on obtient en posant T =

d
ao+ea1+s%+s?.. — bo+eby +ef 42
. . g,
bO+Eb1+8E+5'“ = —a0€a1—6041+mr+’}/0+€’71,
d d
Yo Iy 2 o —(v0 +em)(ag +eay +eag +€%..)72
dr dr

pour les premiers termes de la correction couche limite on trouve

doy dp dvo

_— _— _— = -2
dr T dr o, dr Y0to(0)

on a ag(0) = 1. Comme ¢y = 0 le saut couche limite pour 7o correspond a la condition

initiale de w. En appliquant les conditions : hI}_l ay (1) = lirf B1(T) =0 on trouve :
a1(1) =0,61(1) = —(1 —my)e ", %(T) = (1 —m,)e "
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alors a1(0) = 0,51(0) = —(1 —m,.) ainsi on trouve a, et by.
Le développement complet et donc de la forme :
p(0) =m, + (1 —m,)cosd + asind + (1 —m,)sind + O(e?),
a—g(@) =—(1—m,)sinf + acosf + (1 —m,)cosf —e(1 — m,n)e_g + O(e?),
w(®) = (1 —m,)e ¢ +O(e).

3.2 Comparaison Tykhonov-O’Malley

Le théoréme de Tykhonov donne une approximation de la solution du systéme par un

développement O(1) :

li_r,%%(t) = I(t) <= x(t) = z(t) + O(1) sur [to, t1]
lig(l) ye(t) = g(t) <= y.(t) = y(t) + O(1) sur [ty, t1]

cette derniére approximation n’est pas valable sur Iintervalle couche limite. O’Malley-
Vasil’eva ont proposé un développement qui est valable méme sur 'intervalle couche limite
et dont le premier terme est 'approximation de Tykhonov mais avec un inconvenient des

calculs qui peuvent étre trop compliqués.
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Chapitre 4
La Théorie Géométrique

La théorie géométrique des perturbations singuliéres est un outil utilisé dans
I’analyse des problémes avec une nette séparation des échelles de temps. La
téhorie utilise les variétés invariantes en 1’espace de phase afin de comprendre
la structure globale ou pour construire des orbites avec des propriétés désirées.
Pour les systémes lents-rapides le fondateur de cette approche est N.Fenichel
(1979) et depuis les méthodes ont évoluées et ont trouvée plusieurs applica-
tions. Les théorémes de Fenichel sont un outil fondamental dans I’analyse,
notre stratégie est de citer ces théorémes et d’expliquer et de donner des ap-

plications, la théorie est illustrée par des exemples.

Références bibliographiques : N.Fénichel [1], G.Hek [3|, C.K.R.T.Jones |[6],
C.K.R.T.Jones [7], T.J.Kaper [8], F.Verhulst [15], K.Yadi [17]

4.1 Variétés stable et instable et variété centrale

L’orsqu’on étudie la dynamique d’un systéme différentiel, on commence par déterminer
les objets invariants, qui peuvent étre de natures diverses (points fixes, variétés, orbites

périodiques), puis on étudie 1’évolution du systéme au voisinage de ces objets invariants.

4.1.1 Orbites et ensembles invariants

Définition 4.1.1. Un ensemble S C X est dit invariant par le flot ¢; sur X si pour tout
x € Settoutt € R ona¢i(x) € S. 50 S vérifie la propriété que ¢i(x) € S pour tout
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x €S et tout t > 0 alors on dit que S est positivement invariant.

Si S est invariant et z € S alors l'orbite v(z) est incluse dans S par conséquent un

ensemble invariant est une réunion d’orbites.

Définition 4.1.2. Un ensemble S est dit invariant sous le chamyp de vecteurs

& = f(z)

st toute solution x de I’équation différentielle ayant une condition initiale xoq appartenant
a S wérifie x(t) € S pour tout t réel. On dira que l'ensemble est positivement invariant

st cette propriété est vérifié pour tout t > 0.

Les ensembles invariants les plus simples sont ceux des points d’équilibres, viennent
ensuite les orbites périodiques. La notion de restriction d’invariance appelée invariance

locale est cruciale pour la théorie de Fenichel.

Définition 4.1.3. Un ensemble ouvert S est dit localement invariant par rapport a un
ensemble ouvert U pour le systeme & = f(x) si S C U tel qu’aucune trajectoire ne quitte

S sans quitter U.

4.1.2 Linéarisation

La premiére étape d’étude qualitative d’un systéme consiste en 1’étude du systéme au
voisinage de ses points d’équilibre . Considérons un systéme & = f(z) sur X et soit a un

point d’équilibre. Le systéme linéaire

0 df;
= Az, avec A= a—i(a) = (ai (a))

s’appelle le linéarisé du systéme au point a. Etant donné un systéme linéarisé © = Ax
dans R"™, on considére les valeurs propres A de la matrice A, qui sont complexes et non

distinctes en général, et les sous espaces vectoriels caractéristiques associés Fy. On défini :

le sous espace stable  E° = @reacoF
le sous espace instable E" = ®grerxsol

le sous espace centre  E° = @gex—oF
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On a E°@ E* @ E°=R" et que

A A

we E* = lim ¢ w =0

t——+o0

w =0, wGE“:>tlim el

——00

par conséquent toutes les solutions issues de conditions initiales dans le sous espace stable
sont attirées vers l'origine tandis que celles issues de conditions initiales dans le sous
espace instable sont repoussée par l'origine, en particulier lorsque E® = R", toutes les
solutions tendent vers l'origine qui est appelée puit, et lorsque E* = R", toutes les
solutions proviennent de l'origine qui est appelée source. Si ni E° ni E* n’est réduit a

{0} alors E¢ = {0} lorigine est appelée point selle.

4.1.3 Théoréme de Hartman-Grobman

Dans ce qui suit on compare dans un voisinage d’un point d’équilibre a, la solution du

systéme & = f(z) et celle de son linéarisé.

Définition 4.1.4. Deuz flots ¢; , 1 sont dit topologiquement équivalents dans des voisi-
nages de points d’équilibres, s’il existe un homéomorphisme h qui envoie le point d’équilibre
du premier flot en un point d’équilibre du deuxiéeme flot et qui conjugue les flots, c’est a
dire ho ¢y =10 h.

Théoréme 4.1.1. (Hartman-Grobman) considérons un systéme & = f(z) de flot ¢y, si a
est un point d’équilibre hyperbolique, alors il existe un voisinage V' de a sur lequel le flot

¢¢ est topologiquement équivalent au flot du linéarisé du systeme en a.

Les ensembles invariants qu’on va étudier maintenant ont des propriétés spéciales; ce

sont des variétés.

4.1.4 Variétés invariantes

Le concept des variétés invariantes joue un role important dans la stabilité et la struc-
ture des systéme dynamiques et spécialement pour les systémes lent- rapide et les sys-
teémes singuliérement perturbés . La variété stable W* d’un point d’équilibre ¢ du systéme
& = f(x) est une variété différentiable qui est tangente au sous espace stable E* du linéa-
risé en a et telle que toutes les solutions issues de W# tendent vers a quand ¢t — +o00. de

méme la variété instable W* d’un point d’équilibre a est une variété différentiable qui est
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tangente au sous espace instable £* du linéarisé en a et telle que toutes les solutions issues
de W* tendent vers a quand ¢t — —oo; enfin la variété centrale W€ est une variété diffé-
rentiable qui est tangente au sous espace centre F°. Le comportement asymptotique des
orbites contenues dans la variété centrale n’est pas déterminé par le linéarisé du systéme
en a. Il y’a unicité des variétés stable W?° et instable W*, par contre il y’a une infinité de

variétés centrales.

Théoréme 4.1.2. (Théoréme de la variété centrale) Considérons un systéme admettant
0 comme point d’équilibre. Soient E°, E*, E° les sous espaces stable, instable et central du
systeme linéarisé du systéeme en 0. Alors le systéeme admet des variétés invariantes W?#,
Wet W€ passant par le point 0 et tangentes respectivement a E°, E", E°.les solutions
issues de W*(resp W) tendent exponentiellement vers 0 quand t — +o00 (resp t — —00).

Le comportement des solutions dans la variété W€ est déterminé par les termes linéaires.

Définition 4.1.5. Une variété est dite localement invariante pour le systéeme & = f(x) si

I’ensemble des points qui la définit est localement invariant.
Autre que la propriété d’invariance, ’hyperbolicité joue un réle important.

Définition 4.1.6. Le point d’équilibre a du systéme & = f(x) est dit hyperbolique, lorsque

toutes les valeurs propres de la matrice a—(a) sont de partie réelle non nulle.
x

Exemple 4.1.1. un exemple familier de point d’équilibre hyperbolique est [’équilibre du

{ 1=p (4.1)

p = —sing

classique pendule non linéaire :

1 0

on a la matrice jacobienne
0 —cosgq

) au point d’équilibre (—m,0). les valeurs propres

de la matrice jacobienne en (—m,0) sont 1 et( -1), d’ou le point d’équilibre est hyperbolique

"les valeurs propres sont de parties réelles non nulles”.

Exemple 4.1.2. Un deuzieme exemple le systéme :
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cet exemple est un cas particulier de (1.1), la matrice jacobienne est une matrice diagonale

-1
J 0 elle a pour valeurs propres (—1) et (—¢) donc l'origine est un point d’équilibre
5

hyperbolique pour € # 0. Pour € = 0 la deuxiéme valeur propre est nulle.

Linéaris2 au point d’équilibre a, le systéme @ = f(x) a un espace stable et instable
dont les dimensions correspondent au nombre de valeurs propres a partie réelle stricte-
ment négative et partie réelle strictement positive respectivement, la théorie des systémes
dynamiques affirme que ces sous espaces ont des analogues non linéaires appelé variété
local stable et instable du point d’équilibre hyperbolique.

soit v un voisinage de a, la variété stable au point d’équilibre hyperbolique a est définie

comme suit :
We(a) = {z/x(t) € v,Vt > 0 et z(t) — a exponentiellement pour t — +o0}
de la méme facon on définit la variété locale instable d’un point d’équilibre « :
W(a) ={x/x(t) € v,¥t <0 et x(t) — a exponentiellement pour t — —oo}

Ces variétés sont tangentes aux sous espace stable et instable respectivement en a.

4.2 Théorie de Fenichel pour les systémes singuliére-

ment perturbés

Le théoréme de Fénichel affirme que sous certaines conditions les variétés invariantes
normalement hyperboliques pour le systéme (4.3) persistent pour 0 < ¢ < 1.La démons-
tration de cette persistance se fait en démontrant que la variété stable et instable de M,
persiste, elle aussi comme des variétés invariantes par le systéme perturbé. En d’autres
termes, on démontre que la structure hyperbolique locale persiste et la variété lente est

obtenue comme variété localement invariante.

4.2.1 Les concepts fondamentaux pour les systémes lents rapides

On considere le systéme :
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{ et = f(v,y,¢) (4.3)

y=g(z,y.e)
r € Ry e R" t €R. f, gfonctions continues de classe C*°dans U x I ou U est un
ouvert de R™ x R"™ et I un intervalle ouvert qui contient 0. La théorie qu’on va étudier
reste vraie pour f, g fonctions de classe C'™°. En posant 7 = ¢t on obtient un systéme qui

est équivalent & (4.3) pour € #0 :

I
Y =eg(z,y,¢)
pour € = 0 le systéme (4.3) prend la forme :
0= ,y,0
| f(2,y,0) (4.5)
y=9(z,y,0)

appelée systéme réduit rapide. En posant € = 0 le systéme (4.4) devient de la forme :
(4.6)

appelée systéme réduit lent. En étudiant ce systéme on est amené a I’ensemble d’équation
f(x,y,0) = 0. Localement cet ensemble est de dimension n. On considére les problémes

pour lesquels (4.6) a une variété C'> différentiable M, :

Mo C{(z,y)/f(z,y,0) =0}

on suppose que : x = ¢(y) est 'equation de la variétée M, .

0
Définition 4.2.1. La variété M est est dite normalement hyperbolique si 8—f(<b(y), y,0)
x

n’a que des valeurs propres a parties réelles non nulles.

Exemple 4.2.1. Le systéme (4.2) écrit en considérant la variable temps lente est sous la

EL = —X
Z=—z

on a f(x,2,0) = 0 < x = 0. Donc l’équation de Mgy est x = 0. On conclut que

forme :

M est l'axe des z. Pour le systéme général (1.1) avec € = 0, les conditions initiales sur

My évoluent sur lechelle de temps lente par rapport au systéeme réduit lent (4.6).
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Exemple 4.2.2. Pour le systéeme (4.2) laze des z est une variété invariante normalement

hyperbolique.

Exemple 4.2.3. On considére le systeme de la forme :

/

qa =p
p = —(1+ asinz)sing (4.7)
2 =c¢

pour 0 < a < 1. Pour z € [0,2x] les points (m,0) et (—m,0) sont des point d’équilibre

hyperbolique du systéme réduit rapide :

¢ =p
p'=—(1+asinz)sing

ot z est un paramétre firé. Dans lespace des phases (¢,p,z) ona: Mg = U (7,0,2)
z€[0,27)
et My = U (—m0,2) sont des variétés invariantes normalement hyperboliques par
z€[0,27]

(4.7) et pour € = 0.

4.2.2 Théorémes de Fénichel

On considére un systéme lent-rapide de la forme :

[ s )
y=g(z.y.e).

La méthode des développements asymptotiques en puissances de € pour I'étude de
systémes autonomes tel que (4.8), donne en premiére approximation la solution y(t) du
probléme réduit comme défini par Tykhonov sur la variété lente M ; on associe & un
tel dévelopement une variété M, dans l'espace des phases, la solution obtenue par le
développement asymptotique appartient a cette variété si elle existe. On considére le
systéme (4.8) ou f et g sont des fonctions de classe C™, (z,y) € X XY , tel que X x Y
est un compact de R"™™ et ¢ appartient a un intervalle qui contient 0. Il serait plus

confortable de considérer I'echelle de temps 7 = —, le systéme devient de la forme :
€
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On suppose que ’ensemble :

MO - {(l‘,y)/f($,y,0) = 0}

et suppose que : x = ¢(y) est 'équation de la variété My qui est une variété de dimen-
tion m. Cette variété représente une premiére approximation de la variété invariante M,
de dimention m et si cette derniére existe, Fenichel affirme que si My est une variété
compacte normalement hyperbolique, il existe £* > 0 tel que pour tout € < &*, il existe
une variété (localement) invariante M. tel que M. — M, quand € — 0. On dit que M,
persiste pour de petites valeurs de ¢.

si M est une variété compacte normalement hyperbolique pour (3.3), on a le théoréme
suivant

Premier Théoréme de Fenichel

Théoréme 4.2.1. Pour ¢ > 0 suffisament petit, il existe une variété invariante M. qui

se trouve dans un voisinage O(e) de My. De plus il existe un difféomorphisme entre M,

et Me.

Preuve

On pose t = e7 nous obtenons le systéme

' = f(x,y,¢)
Y =eg(xz,y,¢€)
e =0

comme f( ¢(y),y,0) =0 alors zo = ( ¢(y),y,0) est un équilibre de ce systéme.

la linéarisée du systéme en cet équilibre est

0 0 0
L) Sy L)
0 9(%0)
0 0 0

les valeurs propres de la matrice %(zo) sont, de parties réelles non nulles telles que n4
valeurs propres de partie réelle strictement négative et ny valeurs propres de partie réelle
strictement positive avec ny; + ny = n.

le systéeme quand a lui posséde m+1 valeurs propres réelles nulles. D’aprés le théoréme

de la variété centrale, il existe une variété centrale de dimension m + 1 tangente au sous
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espace propre nul. cette variété centrale contient tous les points d’équilibre 2y, avec y dans
un compact. On coupe cette variété avec le plan invariant € = cte de dimension m + n,
on obtient une variété invariante M..

M., sera appelée variété lente alors que My est la variété critique.

4.2.3 Approximation de la variété de Fenichel

Dans le cas ot M est un graphe on peut montrer que M, est aussi un graphe

Pour M_est le graphe de z = p.(y) . Pour que M. soit invariante elle doit vérifier

. Ope, . Op:
=y (y)y = By (¥)9(P=(), v, €)
et en mulipliant par €, on trouve
Ipe
o W)9(P=(v), v, €) = fp-(y),y,¢€) (4.8)

pour € = 0, on obtient py(y) = ¢(y) tel que z = ¢(y) est 'equation de la variété critique
M. On peut obtenir une approximation de la variété lente a partir d’un développement

en série comme Suit

p(y) = poy) +ep1(y) + pa(y) + oo (4.9)

en substituant ce développement dans I’équation (4.8) et en identifiant les coefficients
des puissance de € on retrouve les termes de (4.9).

pour O(1) : comme on 'avait montré py(y) = ¢(y).

pour O(e) : 42 (1)9(0(0).5.0) = 5 (6(0).0. 0 (0) + 5 (6(0).3.0), puisaue la mar

0
trice 8—f(¢(y),y,0) est inversible on déduit p;(y). On peut continuer pour trouver des
T

termes d’ordres superieurs. L’équation

v =9p:(y),y,¢)

décrit le mouvement lent sur la variété lente. On I'appelle I’équation lente exacte.

Exemple 4.2.4. On considere

{ = (4.10)
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La solution exacte de ce systéme avec la condition initiale x(0), z(0) est :

N
—~
~
S—
I
N
—~
o
S~—
ml
Q)
~

l'aze des z est un ensemble de points fixes. C’est une variété invariante. La composante
rapide du champ de vecteurs (4.10), f(x,2,0) = —z linéarisé en x = 0 a une seul
valeur propre a partie réelle négative (-1), alors 'axze des z est une variété normalement
hyperbolique pour le systéeme (4.10) pour € = 0, qu’on note M.

Puisque toutes les orbites approchent My dans le temps futur (forward time) la variété
stable de My est donc le plan (z,z) tout entier, on note cette variété stable W5(My).
Toutes les structures géométriques sont identifiées pour € = 0, elles sont aussi présentes
pour 0 < e < 1, mais avec des propriétés modifiées. pour € # 0, l'aze des z est aussi une
variété invariante, on la note maintenant M. Le flot sur M. est lent, gouverné par la

composante lente (deuzriéme équation) du systéme :

dx
Ee— = —zx
C(Z“ZT

dz_
dr

M. n’est pas l'unique variété lente, le systéme posséde une famille de variétés lente
mvariantes sur lesquelles la solution approche C*° tangentiellement 'origine et de [’ordre
O(e). Dans cet exemple la variété non perturbée M, coincide avec la variété perturbée

M., ce n’est pas toujours vrai en général pour le systéme (4.3).

Exemple 4.2.5. On considére le systéme "cinétique des enzymes" :

{ i=z—(2+k)z=f(z,25) (4.11)

= e[z + (z+ k= Na] = g(x, 2,¢)

ot k et X sont positives. pour € =0 on a la variété invariante normalement hyperbolique

N%:{@¢@Vx=¢dﬁzzik}
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z
z+k"

puisque [ (x,2,0) =0 = = = Pour la variable temps 7, la dynamique sur Mg est

gouvernée par I’équation :

—A\z

i=—z4+(z+k—- ANz = z:z—l—k'

On recherche maintenant l’équation des variétés invariantes M. et des fonctions ¢(z,¢)
dont le graphe est localement une variété lente invariante. On développe cette fonction en

puissance de € comme suit :

P(z,8) = ¢o(2,€) +ep1(z, ) + O(e?)

en remplagant dans la premiére équation du systéme (4.11); on trouve

d 09 . 09¢
%QS(Z? 8) - %(Zv 8)’2 - 682 (Zv S)g(¢(27 6)7 Z, 8) (412)
c’est cette équation qui détermine ¢(z,¢), en substituant le développement dans (4.12), on
trouve 5 5 5
2 2)g(u(z),2.) = o2 (do(2), 2 0)6n(2) + S (60(2), 7,0
d’ou en identifiant les coefficient des puissances de e
Az
M Gy
donc N
I z 5
o(z,¢) = PO +€(z+k)4 + O0(e7).

Exemple 4.2.6. On consideére le modéle classique proie-prédateur de Rosenzweig-MacArthur

comme il a été présenté dans Uarticle de Rinaldi-Muratori (1992) sous la forme suivante :

av
t=u(l—u-— )

au ul—i—d (4.13)
U_w(u—l—d -b

u est le nombre de proies et v celui des prédateurs tel que u,v > 0. Le paramétre € est le
quotient entre le taur de mortalité des prédateurs et le taux de croissance des proies, les
parametres a et d représente l'impact des prédateurs sur les proies. Si la reproduction des
proies est plus importante que celle des prédateurs, et que les prédateurs sont agréssives

mais peu efficaces alors € devient petit (Rinaldi-Muratori 1992). Si le paramétre a dans
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(4.13) est de Uordre de ¢ alors Uinfluence des prédateurs sur les proies devient petite et le

systeme devient de la forme :

aw 4T (4.14)

= -1
€v(u+d )
on pose
auv
= u(l—u)—
au

= —1

ouve) = o2 - 1)

pour € = 0 'ensemble {(u,v)/f(u,v,0) = 0} se compose de deux parties :

M = {(u,v)/u=0,v>0}
M = {(u,v)/u=1,v>0}

ces variétés critiques sont normalement hyperboliques puisque :

%(U,U,O) M =1et %(U,U,O) )Mg =-1

toutes les conditions du théorémel de Fenichel sont vérifiées donc pour 0 < ¢ <
1 il existe des variétés lentes ML, M? qui sont O(e) et difféomorphique a M?, M?
respectivement. On a ML = M} puisque Uensemble {(u,v)/u = 0,v > 0} reste invariant
pour ¢ > 0 . En utilisant linvariance de la variété perturbée ML on peut donner une
approrimation par un développement asymptotique comme suit :

Sous Uhypothese que la variété perturbé ML peut étre décrite comme graphe

{(UJ))/UJ = pe(“),” > O}

tel que
p-(v) = po(v) + ep1(v) + 2pa(V) + v (4.15)
dp. . avpe(v)
et = ()1~ ) - e
en remplacant v on déduit
dp. , ap-(v) B avpe(v)
£ U(m —1) =p-(v)(1 = pe(v)) — SYORY (4.16)

O(1) : on pose € =0 dans (4.16) cela implique po(1 — py) = 1
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O(e) : par dérivation de (4.16) par rapport a € puis on pose ¢ = 0 nous retrouvons le

résultat :
avpy 1
P1Po Do +d
donc
B av
b po+d

O(£?) : par dérivation de (4.16) par rapport & €* puis on pose € =0 on a :

E@U( N avpy avp:po
dv “po+d 1 ! po+d  (po+d)?
d’ot
ala—1—dv a*v?
b2 = -

(1+d)? (1+d)?
finalement on obtient [’approximation suivante
av ala—1—d)v a’v?

+ &( Trar (1+d)3)+ ...............

Remarque 4.2.1. La variété lente ne coincide pas, en général avec la variété critique,

mais elle reste a une distance de [’ordre de .

4.2.4 Comparaison Tykhonov-Fenichel

Dans le théoréme de Tykhonov on suppose la stabilité asymptotique de la variété ap-
proximative, dans cette construction asymptotique on suppose que les valeurs propres de la
linéarisée %(zo) sont de partie réelle non négative, alors que dans la théorie géométrique
de Fénichel on ne suppose que le fait que ces valeurs soit de parties réelles non nulles. En
donnant une approximation de la variété lente par un développement asymptotique on

peut voir que le modéle réduit donné par Tykhonov est

v =9g(o(y),y,0)

alors que celui donné par Fénichel peut étre d’ordre supérieur

y=g(oy) +ep(y) +...,y,0)
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Deuxiéme Théoréme de Fenichel
Le premier théoréme de Fenichel nous donne une image locale du systéme pour
e # 0. Il garantit I’éxistence d’une variété invariante et le comportement du systéme sur
celle-ci mais une image plus globale serait de connaitre le comportement au voisinage de
cette variété. Cela se fait via les variétés stable et instable les objets du deuxiéme théoréme
de Fenichel.

La variété critique M, étant hyperbolique, elle posséde une variété stable W*(M,) et
une variété instable W*(M,) correspondant respectivement aux valeurs propres a partie
réelle strictement négative et strictement positive. Le second théoréme de Fenichel quant
a lui montre sous '’hypothése que M, soit normalement hyperbolique, pour tout ¢ assez
petit 'existence de deux variétés invariantes W*(M.) et W*(M.) . Ces variétés vérifient
Ws(M.) — W*3(M,), W*(M,) — W*(M,) quand ¢ — 0.

Théoréme 4.2.2. Pour ¢ > 0 suffisament petit, il existe des variétés invariantes stable
W3 (M. ) et instable W*(M. ) qui se trouvent dans un voisinage O(e) des variétés stable
We(My ) et instable W*(My ) et il existe un difféeomorphisme entre W*(M. ) et W*(M, )
d’une part et entre W*(M,. ) et W* (M, ) d’autre part.

On note
Wi Mo) = |J W(mo)
moEMpg
Wi Me) = | W*(mo)
moEMpg

ce dernier théoréeme donne des renseignement trés précis sur le comportement du sys-

téme en dehors de M.
Exemple 4.2.7. On considére le systeme suivant :
r =Y
y = x—2>+ fi(z,y, 2, 1)
z = eg(z,y,z,e,p1)
avec |1 = (a,d) tel que d > 0 et
filz,y,2,6,p) = y(e+az)

falz,y,2,6,0) = y(2* +ez—a)
g(a:,y,z,e,u) = 1—d22’2
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On pose

Flope = y )

r— 1'2 + fi(xayazaeaﬂ)

Pour ¢ =0 les deux systémes ont deux variérés critiques :
0 1
My = @y 2)/e=y=0]]=~
1 1
My = L@ fe=1y=0ll< ot

On considére la variété M{ qui est compact normalement hyperbolique puisque la

oF 0 1
— (X 0 =
8X( 72707/’0 ‘Mo <1 (IZ>

admet deux valeurs propres :

_ 214 /(a2 + 4
N =E (;Z)+ 0ot hg= 2T (;Z)+ > 0.

matrice Jacobienne

D’aprés le premier théoréme de Fenichel M§ persiste comme variété lente M inva-
riante sous le flot du systéme elle est dans un voisinage O(g) de MY . Comme la variété
critique MY admet des variétés stable et instable W5(M§ ) et W*(MJ ) qui d’aprés le
deuxiéme théoréme de Fenichel persistent comme des variétés perturbées W*(M?) et
W*(M?) sont dans un voisinage O(g) de W*(MJ ) et W*(M3Y ) respectivement.
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