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Introduction

Ce document intitulé "Courbes et surfaces, Rappel de Cours et Exercices Corrigés " recouvre
une partie du programme de géométrie de la 2éme année universitaire.

Le lecteur trouvera des rappels de cours et a la fin de chaque chapitre des exercices
corrigés dont la plupart ont été proposés dans le cadre de travaux dirigés ou ont fait 'objet
de controle des connaissances.

Il est destiné principalement aux étudiants de la 2éme année licence en mathématiques.

Nous espérons que ce polycopié pourra répondre aux attentes des étudiants et qu’il les
aidera a réussir. Le lecteur y trouvera des exercices variés avec leurs corrigés détaillés.

Nous tenons a exprimer notre gratitude et reconnaissance aux deux spécialistes qui ont
expertisé ce modeste ouvrage. Grace a leurs commentaires nous avons pu améliorer la pré-
sentation du présent manuscrit.

Comme toute premiere version de tout ouvrage. Ce recueil peut contenir certaines er-
reurs et fautes de frappe, nous invitons le lecteur a nous faire part de ses remarques afin
que I'on puisse améliorer la présentation et le contenu du présent manuscrit.
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— Chapter 1
Courbes paramétrées

On se placera toujours dans un repére orthonormal (O, Z, ;’).

1.1) Introduction

Une droite dans IR? est un objet qui peut étre défini par un ensemble de points (x,y)
qui vérifient I’équation ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) #(0,0). On peut aussi la définir sous forme
paramétrique a 'aide d’un point P et d’'un vecteur @ sous la forme P + ¢tz ou ¢ € IR. On peut
aussi la définir comme un sous-espace affine de dimension 1 de IR

Le fait de décrire une droite ou une autre courbe par un parametre ¢ qui évolue revient
a considérer une application y: I c IR — IR?,d € {2,3}. Quand le paramétre ¢ parcourt, I'in-
tervalle I, le point y(¢) parcourt la courbe, d'un point de vue cinématique...)
La courbe est dite plane si d =2 et gauche si d = 3.

1.2) Généralités

Définition 1.2.1. On appelle courbe paramétrée de IR? une application continue
y:I1cIR— IR?
£ — (x(2), y(®))
ot I est intervalle de 1R.

L'ensemble € =y(I) ={y(t),t € I} est appelé le support géométrique de y: I — IR
On dit que € est une courbe géométrique et que y est la paramétrisation de 6.

On remarque que la courbe paramétrée comporte plus d’informations que
la courbe géométrique quand t parcourt lintervalle 1, le point y(t) parcourt 6.
Autrement dit, la courbe paramétrée donne non seulement le support géométrique, mais aussi
la maniere de le parcourir.
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Une courbe paramétrée € est dite de classe C* si y est de classe C*.
Une courbe est dite fermée pour ¢ € [a, b] si y(a) = y(b).
Une courbe est dite simple si et seulement si elle est injective.

Interprétation cinématique
D’un point de vue cinématique, une courbe paramétrée est un point en mouvement ou mo-
bile, le parameétre ¢ s’'interprete comme le temps et le support de cette courbe porte le nom
de trajectoire.
Y'(#) : représente la vitesse et y"'(¢) représente I'accélération.

Définition 1.2.3. Soit € la courbe dans le plan IR2 de représentation paramétrique
{ x= x(t)

y= @), tel Le domaine de définition de y est donné par : Dy =D, nD,,.

1. On peut toujours obtenir une équation de la forme F(x,y) =0 en
éliminant le paramétre t entre les deux équations.

2. On peut parfois en éliminant le parametre t entre les deux équations trouver une équa-
tion sous la forme y = f(x).

3. La courbe (C) n’est pas nécessairement le graphe d’une fonction d’ou la notion de
courbe paramétrée et non de fonction paramétrée.

(d)

Exemple 1.2.5. [La droite]

Dans le plan de IR? une droite est représentée par Uéquation (8):ax+by+c =0. La
x= at+b....(Q1)

y= aot+bog,.... 2)xtelR
ouu P =(b,by),u = (a,aq) on élimine le t des équations (1),(2) on aura y = ‘Z—Ox - le,
sous la forme F(x,y) =0.

représentation paramétrique d’'une droite est donnée par :y(t) = {

Exemple 1.2.6. [Le cercle]
Dans le plan de IR? La représentation paramétrigue d’un cercle de centre (a,b) de rayon R
est donnée par :
_ | x= a+Rcos(t)
ﬂﬂ_{y: b+Rsin(t), t €[0,27]
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ot a,b € IR. La représentation paramétrique d’un cercle unité de centre (0,0) de rayon R est
x= Rcos(t)

y= Rsin(t), t€[0,2n] °

On peut obtenir I’équation cartésienne suivante :

donnée par :y(t) = {

(x—a)®+(y-b)?=R?

Jc2+y2 =R2.

Petit
rayon Grand
rayon

Exemple 1.2.7. [L’ellipse] ellpse
Dans le plan de IR? la représentation paramétrique d’une ellipse est donnée par :

t) = x= acos(t)
YO=15 = bsin), t€0,27]

ot a,b € IR, son l’équation cartésienne est donnée par :

Exemple 1.2.8. [La cycloide]

La cycloide est la courbe que parcourt un point choisi de la roue d’une bicyclette ou d’un vélo,
lorsque la bicyclette avance.
Dans le plan de IR? la représentation paramétrique de la cycloide est donnée par :

_ ] x= r@-sin@) N
(@) = { y= r(l-cos(t)teR ourest le rayon de la roue.
Si I est un intervalle la courbe est appelé un arc.
On dira que vy est continu sur I ( respectivement dérivable ou de classe C*), si x(t),y(t) sont
continues ( respectivement dérivables ou de classe C*) pour t € IR.

La courbe C peut admettre plusieurs représentation paramétrique "RP”.

Exemple 1.2.11. Le cercle trigonométrique peut étre paramétré par :
— Lapplication y1 : t € IR — (cos(?),sin(?)).
— va2:t€[0,21] — (cos(?),sin(?)).
— vs:te€ IR —(cos(at),sin(at)),a € IR.
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Définition 1.2.12. [Changement de paramétrage] Soit v : I — IR? un arc paramétré de classe
(Ch).

1. On appelle changement de paramétrage de classe (C*) de y toute application g;J — I ot J
est un intervalle de 1R, telle que :

g est de classe Ck sur J
g est bijective
g_1 est de classe C* sur J

2. On appelle paramétrage admissible (de classe (C*)) de y toute application h : J — IR? ou
J est un intervalle de IR, telle qu’il existe un changement de paramétrage (de classe C*) g de
y tel que h =yog, on dit que y et h sont C*—équivalent.

Exemple 1.2.13. Soient

hl-nnl — IR?
t — (cos(t),sin(t))

y:IR — IR?
1-u?2 2u
1+u2’1+u?

)

u — (

h,y sont de classe C*.
Etant donné le changement de paramétrage

gl-nnal — IR
t
t — 1 -
an(2)
On remarque que

1 —tanz(%) 2tan(§)

1 +tan2(%)’ 1 +tan2(§)

)

cosz(é) - sinz(%) 2 sin(%)cos(%)

(Yog)®) = y(g@®)=(

)

B (cos2(5)+sin2(§)’cos2(§)+sin2(§)
= (cos(t),sin(t))
= h().
Lapplication t € R — (L5 2, stre le cercle privé du point
— (——,——=) par r rcle pr
o application T30 T @) Paramétre le cercle privé du poin

1.3) Etude locale d’une courbe paramétrée

1.3.1) La tangent a une courbe (C) :

Définition 1.3.1. Soit My = M(ty) € (C), on dit que la courbe (C) admet une tangente en M
st la droite (MogM) a une limite quand M — M, c’est & dire quand t — to. Cette droite est
alors la tangent a (C) en M.

On parlera de demi-droite s’il existe une limite a droite et une autre a gauche.
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x = ¢(t),
y=wt)tel
Si (¢'(20), ' (20)) #(0,0), alors le vecteur (¢'(¢¢),w'(¢o)) est le vecteur directeur de la tangente
a la courbe (C) en M(¢g).

Soit (C) la courbe définie par RP { avec x(t), y(t) sont de classe C!

x = P(to) + @' (k)& — o),

La représentation de la tangente est donnée par : (RPr): { 3 = ylte) + v (o)t — to)

_— p Vitm R
Définition 1.3.2. Soit t— M) =)

On dit que M(t) est un point régulier de C si 7/'—(15 # 6, si v est de classe C2, on dit que M(t)
est un birégulier de C si (y'(t),y"(t)) est libre.

un arc paramétrée de classe C.

g s ) t— IR? s .
Définition 1.3.3. Soit Y un arc paramétrée de classe Cl(respectivement

t— M) =y()
de classe C2) est régulier (respectivement birégulier) si M(¢) est régulier (respectivement biré-
gulier) pour tout t € 1.

Théoreme 1.3.4. Soit y:I — IR? une courbe paramétrée de classe CY, sa trajectoire (C)

E—

admet une tangent en tout point régulier y(t) dirigé par le vecteur y'(¢).

Démonstration. Comme v est de classe C!,on a :
y(t) = y(to) + 7 (t0)(t — to) + (¢t — to)e(t),

Avec y(¢9) # 0 car y(¢p) est un point régulier,

—

Y@y (to) = y(t0) — Y(t) =(t- to)?(t) + (¢t —to)e(t) avec thl% e(t) =(0,0),

d’ou le résultat. O
e s . o x = P(t),

Définition 1.3.5. Soit (C) la courbe définie par v =)

Soit p € IN* tel que (x'(to),y'(t0)) = (x"(t0),y"(t0)) = .... = (P D(tg), yPV(20)) = (0,0), et

(x'P)(t0), ¥P(to)) # (0,0). La tangent & (C) en M(¢o) est la droite qui passe par M(tq) et qui a
comme vecteur directeur (x(p)(to),y(p)(to)).

1.3.2 ) Position de la courbe par rapport a la tangente, nature des
points stationnaires(singuliers) :

On note :
p comme le plus petit entier avec p = 1 tel que (xP(¢9), y'P(0)) # (0,0)}
g comme le plus petit entier avec ¢ > p tel que la famille {(x'P(¢o), yP(£0)), (xP(20), yP(¢))}
soit libre.

1. P est pair et ¢ impair :
La courbe (C) traverse la tangente en M(¢p). C’est un point de rebroussement de
premiére espece.

2. P est pair et g pair :
La courbe (C) ne traverse pas la tangente en M(¢(). C’est un point de rebroussement
de deuxiéme espéce.
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3. P est impair et q impair :
La courbe (C) traverse la tangente en M(¢(). C’est un point d’inflexion.

4. P est impair et q pair :
La courbe (C) touche traverse la tangente en M(¢y). C’est un point ordinaire (allure

normale).
;‘
TIJ
T,
T, Ny

1.4) Points multiples

Définition 1.4.1. s’il existe t1 # to tels que M(t1) = M(t2), on dit que M(t1) est un point
multiple.

1.5) Branche infinies

La courbe (C) présente une branche infinie pour ¢ — ¢¢ (¢¢ fini ou pas) si au moins une
de ses coordonnées x(¢), y(¢) de M tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers t.

e

[

-6

1. Asymptote verticale : -+
lim;_.;,x(¢) = a € IR,lim;_. y(¢) = +00,(C) admet la droite x = a comme asymptote ver-
ticale.
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2. Asymptote horizontale :

13

lim;_.;, x(¢) = +o0,lim;_. y(¢) = b € IR,(C) admet la droite y = b comme asymptote hori-

zontale.

Ct

3. Asymptote obliques :
lim;_.;, x(¢) = o0,lim;_. y(¢) = +oo.

v

i) La droite y = mx + h est une asymptote oblique si :

y(t)

m=1lim —€elIR,h = tlir?(y(t) —-mx(t)) € IR.
—to

t—to x(¢)

i1)m = +o00, alors (C) admet une branche parabolique de direction asymptotique (Oy).
ii11)m = 0, alors (C) admet une branche parabolique de direction asymptotique (Ox).

F 3 f
L /
/

Courbe admettant une branche
parabolique de direction (Oy)

Courbe admettant une branche
parabalique de direction (Ox)

k4

iiii)m = a,h = oo, alors C admet une branche parabolique de direction asympto-

tique (ax).
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1.6) Symétries et réduction du domaine d’étude

Soit (C) une courbe de représentation paramétrée {

x = x(2),

y= (), , Soit ¢ : I — I un chan-

gement de paramétrage de I’ un sous intervalle de I sachant que I = I'uw(I') et que I'ny(I’)
soit vide soit un singleton. En pratique v,I’ sont sous la forme :

1

2

3

-

5

v:l-a,al—]1-a,al ,I'=[0,al

t— —t

v:la,bl—[a,b] ,I'=[a,%?]

t—a+b-t

¥ :10,+00[—10,+00[ , I’ =]0,1]
1

t——

¥ :]—o00,+00[—]—00,+00[ , I'=[-1,1]
1

t——

t

Si { x(p(t)) = —x(2),
y(w(t) = y(2),

)

, (C) est symétrique par rapport a ’'axe des ordonnées (yy’).

Si { ;‘}E:/;Eg; Z ’i(;i’t), , (C) est symétrique par rapport a 'axe des abscisses (xx').

Si { f}i;ﬁgi z :;((i))’, , (C) est symétrique par rapport a 'origine O.

Si { ;iiﬁgi z ﬁg: , (C) est symétrique par rapport a la premiere bissectrice y = x.
Si { ;igg;i z Z I ﬁg” , (C) admet une translation de vecteur ai+ ,67.

1.7) Plan d’étude et le Tracé d’une courbe paramétrée

1.

o ok W

Domaine de définition de la courbe. Recherche du plus petit D/ grace aux symétries,
périodicités.

. Vecteur dérivé (x'(¢),y'(t)) déterminer les points réguliers, '’équation de la tangente :

a) x'(t) = 0,y'(t) # 0 tangente verticale.
b)x'(¢) #0,y'(¢) = 0 tangente horizontale.
c) x'(t) #0,'(¢) # 0 point régulier.

Tableau de variation conjointes.
Etude des points singuliers.
Etude des branches infinies.

Construction de la courbe : On doit placer les deux axes, les asymptotes, tangentes
..., Puis tracer 'arc suivant les indications suivantes :

i Six croit /et y croit / on va de la gauche vers la droite du bas vers le haut.
ii Si x croit,” et y décroit \, on va de la gauche vers la droite du haut vers le bas.

iii Si x décroit \ et y croit,” on va de la droite vers la gauche du bas vers le haut.



1.7. PLAN D’ETUDE ET LE TRACE D'UNE COURBE PARAMETREE 15

iiii Si x décroit \ et y décroit \, on va de la droite vers la gauche du haut vers le
bas.

7. Points multiples, s’il y a lieu.
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1.8) Exercices

Exercice 01 : Déterminer le domaine d’étude le plus simple des courbes paramétrées
suivantes :

1. y(t) = (sin®(z), cos(3¢)).
2. (Cycloide): y(¢) = (t — sin(¢), 1 — cos(?)).

o 1
3. (Tractrice): y(¢) = (t — th(t), ch(t))'

1 1
4. Y(t)—(t‘l‘?,t— ;)

t2
1t — 1)’§)'

6. y()=(t+ 5,7+t

5. () =(

Exercice 02 : Etudier les points singuliers des courbes paramétrées suivantes :
1. (Cycloide): y(¢) = (¢ —sin(t), 1 — cos(t)).

2. y(t)=(t* -2 -2, t* + 2 + £2).

3. y(t)=(—t3+t4,13).

4. y(t)= (3,3 +1%).

Exercice 03: Trouver les points multiples des courbes suivantes :

2 1
1 y(O)=#2+=,2+=).
Y=+ 284

2. (Courbe de Lissajous) : y(t) = (sin(2t), cos(3t)).

Exercice 04 : Etudier les branches infinies de la courbe :
1 1
1. y@) =+ —,t+—3).
Y(@) =( P 2t2)
£2 ¢
2. v(t) = (——
0= e

Exercice 05 : Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes :

).

. . _ _ 1
1. (Tractrice): y(t) = (¢ —th(?), —ch(t))'

3t 32 )
B+13+17
/3
1+t471+t4

2. (Folium de Descartes) : y(¢) = (

3. (Lemniscate de Bernoulli) :y(¢) = ( )

4. (Astroide) : y(£) = (cos3(2), sin3(2)).
5. y(t) = (sin®(2), cos(¢) — cos*(¢)).
Exercice 06 : Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes :
1. (La courbe de Lissajous) : y(¢) = (sin(2¢), cos(3t)).
2. y(¢) = (sin(¢) cos?(¢), cos(¢) sin%(¢)).

3. y(t)=(

1
SinD) cos(3t)).
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1.9) Solutions

Exercice 01 : Réduisons le domaine des cours suivantes :

1. y(t) = (sin®(¢), cos(31)),

Domaine d’étude : D =D, nD, =R, y est de classe C*, car x,y le sont aussi.

On remarque que M(¢ + 2m) = M(t) puisque les fonctions sont 27—périodiques. On
peut clairement réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 27 on prend
I =[-n,n] ou bien [0, 7].

Recherche de symétries :

{ x(=t) = —x(t),

y(=t) = y(2),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).

on peut ainsi restreindre le domaine a [0,7] puis on compléte le

{ x(m—t) =x(2),
y(m—t) = —y(t),
tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Ox).
Le domaine réduit est 1 =[0, 51.

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, Z] puis on compléte le

Le tracé en rouge représente la courbe sur [0, Z].

2. (Cycloide): y(¢) = (t —sin(¢), 1 — cos(?)),
Domaine d’étude : D =D, nD, =1R, y est de classe C™, car x,y le sont aussi.
On remarque que M(¢ +27) = M(¢)+ U ainsi on peut clairement réduire le domaine
d’étude a un intervalle de longueur 27 on prend I = [-m,7] ou bien [0,7]. Puis on
complete le tracé par des translations de vecteurs (2k7,0),k € Z.
Recherche de symétries :
{ x(=t) = —x(t),

y(=t) = y(2),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).

on peut ainsi restreindre le domaine a [0,7] puis on compléte le

Le tracé rouge représente la courbe sur [0, Z].

N 1
3. (Tractrice): y(¢) = (t — th(t), ch(t))'

Domaine d’étude : D =D, nD, =R, y est de classe C*, car x,y le sont aussi.

Recherche de symétries :

{ x(=1) = —x(t),
y(=t) = y(®),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, +oo[ puis on complete le
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4. y@#)=(+ %,t - %). Domaine d’étude : D =D, nD, =1R".
Recherche de symétries :
{ x(—t) = —x(2),
y(=t) = —y(?),
tracé en effectuant une symétrie par rapport a lorigine.
x(1/t) = x(¢),

10, 1] puis on compléte le tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Ox).

on peut ainsi restreindre le domaine a ]0, +oo[ puis on complete le
on peut ainsi restreindre le domaine a

On remarque aussi que : {

Le tracé rouge représente la courbe sur 0, 1].

2
tt-1)1- t)'
Domaine d’étude : D =D, nD, =1IR-{0,1}.
Recherche de symétries :

x(1/t) = y(2),
{ y(1/t) = x(t),
plete le tracé en effectuant une symétrie par rapport a premiere bissectrice y = x.

5. y(t) =(

on peut ainsi restreindre le domaine a [-1,0[U]0,1[ puis on com-

Le tracé rouge représente la courbe sur [—1,0[uU]0, 1[

X

-5

11
6. y(®)=(t+ N +¢2) Domaine d’étude : D =D, nD,=1R".
On remarque que Recherche de symétries :
x(1/t) = y(t),
y(1/t) = x(¢),
le tracé en effectuant une symétrie par rapport a lere bissectrice (y = x).

ainsi on peut réduire le domaine a ]—1,0[uU]0, 1[. puis on compleéte
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Exercice 02: Etudions les points singuliers des courbes paramétrées suivantes :
x'(t)=0, N { 1-cos(¢)=0

Y(£)=0, sin(t) = 0 =t=0+

1. (Cycloide): y(¢) = (¢ — sin(¢),1 — cos(?)). {

2kn, ke Z
Etudions la nature du point singulier ¢ = 0.

1-ére Méthode :

x"(0)=0, ainsip=2 [ 2®0)=1 1
{ y"(0)=1, { yP@®)=0 o[
Les vecteurs sont libres p = 2,q = 3 au point (0,0) est un point de rebroussement de
premiere espece.

det(y?(©),y PO = |

2-eme Méthode :

—p—t4+ L 3
On utilise de DI : 4 YH=t—t+% +o(t")

y(@#)=1- 1+§+o(t3),

2t
x(t):O.Z+1.€+o(t3) ainsi p =2

2 ¢t

YO =1 +0. 2+ o(t?), ainsi

det(y?(0),7®(0)) =

1
2 0 ’ # 0, les vecteurs sont libres p =2,qg = 3 au point (0,0) est

un point de rebroussement de premiére espeéce.

0.05-H

.' 3 2
A B2 a3, 2 | xO=0, 4t° - 3t* -2t =0 B
2. Y@ =@*—-t° -ttt +t +t)'{y’(t):0, 4P +31242¢ =0 =>¢t=0

Etudions la nature du point singulier ¢ = 0.
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x"(0)=-2, ainsi p=2 [ £®0)=-1 xW0)=1
{ y"(0)=2, { ¥y =1 { Y@ =1
-2 1
2 1
est un point de rebroussement de deuxiéme espeéce.

det(y(Z)(O),)/(4)(0)) = # 0, les vecteurs sont libres p = 2,q = 4 au point (0,0)

i

0.06

0.04

0.02

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02

/ 3 2
(43, 44 43 x'(t) =0, 4t° -3t =0 _
Y=t +t’t)'{y’(t):0, 7 3t2=0 =i=0
Etudions la nature du point singulier ¢ = 0 en utilisant les D.L :

3

x(t)=-6.% +24.§ +o(tt) ainsi p=3
_pt * 4
y(#) =6.% +0.57 +0o(t%),
-6 24
6 0

est un point ordinaire, la tangente de direction y?3)(0) passe par le point M(0) =(0,0)

det(y®(0),y?(0)) =

‘ # 0, les vecteurs sont libres p = 3,q =4 au point (0,0)

0.05

—0.05 0 0.05 0

-0.05

1 _ 2 _
x'(t)=0, {3t =0 PR

y'(#) =0, 5t +4t2=0
Etudions la nature du point singulier ¢ = 0.

x"(0)=0, ainsi p=2 [ x®0)=6 *®(0)=0
{ y"(0)=0, { y3@t)=6 { y®(t) = 5!
6 0
6 5!
(0,0) est un point d’inflexion La courbe (C) traverse la tangente en M(0).

det(y®(0),y®(0)) = # 0, les vecteurs sont libres p = 3,9 =5 le point M(0) =

0.04

—0.02 0.02

aonn

Exercice 03: Trouvons les points multiples des courbes suivantes :



1.9. SOLUTIONS

2 1
1 y(®) =2+ =,2+ ).
Y=+ 2,04 )

D,=1R"
On cherche t; # t9 tel que :
2 9 .9 2to — 2t 2
t2+—= t2+— ti+ly= ———— ti+teg= —
1 2 to 1772 t1to 12 t1to
= s 9 =
1 1 ts—t
1 2 2 2 1 2 2.2
t2 t2 t2¢2 2151

titg =1 -2t1+1=0
Ainsi<{ Vv

t1+tg=2
|
t1tg=—1 t1+t9=—-2 t2+2t5—1=0
t1 =tg =1 choix refusé
|

t1=—-1+v2,t9=-1-v2

le point multiple est M(¢1) = M(¢2) = (5,6)

. y(t) = (cos(3t),sin(2t)). On chercher t1,t2 €[0,27]/t1 # t2 et
{ sin(2¢1) = sin(2¢9) { 2t1=2t9+ 2kt Vv 2t1=m—-2t9+2k1m,k1€Z
=

cos(3t1) = cos(3tg) 3t1=3to+2kont v 3t1=-3to+2kom,kog€”Z
cela revient a résoudre les systéemes suivants :

t1—to =
(S1): 1
t1—1t2=
t1—ta =
(S4):13
t1+tg=

ki t1—to= kim t1—tg = %+k17‘[

\ ,(S2): \ ,(S3): \ ,
2 2 2

27 t1+tg= =% ti—tg= =F*
% +k17t

sachant que I’écart entre #1,#2 ne dépasse pas 2.
2kom

3
Les sysemes (S1),(S4) n’ont pas de solutions.
Les solutions du systéeme (S3) sont :

(t1,t2) =

(t1,t2) =

137 5 19 u

o Tk k) = (L), (b, ) = (S, o0, (k ko) = (2,1,
23n In

(E 12)(""1”%2)—(1 2),(t1,t2) = (12 12)(1?,1,132)—(2 2).

Les solutions du systeme (S3) sont :

(t1,t2) =

Ty Gy ko) = (1,2), (b1, 89) = (O, 2

5’6 & 6)(k1,k2) 1,3)

21
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117 5
(1,12 = (= z ”)(kl,k2)—(1 4)

Les point multiples sont :

\/_1 V2 1. V21 V2 V3 V3
- 2)( 7,—5),( ), ( )(0,2)( )(00)

PP,

Exercice 04 : Etudions les branches infinies de la courbe :

11 .
1. '}’(t)—(t+;,t+ ﬁ),DY =1R".
a) lim x(¢) = +oo, lim y(¢) = +co.
t—+oo t—+oo

"

Jim = @ = 1,4~ 100 (¥(£) — x(¢)) = 0 (C) admet une asymptote oblique d’équation y =
—+00 X
X.

La position de la courbe (C) par rapport a 'asymptote

y(t) —x(¢t) > 0 quand ¢ — —oo ainsi (C) est au dessus de la droite.
y(t) — x(t) < 0 quand ¢ — +oo ainsi (C) est au dessous de la droite.
b) lim x(t) = +o0, hm y(t) = +o0.

t—0*

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction asymptotique(Oy).

8

2
2. y(t) = (t’i—l, ﬂ%l);ny “R—{-1,1}.
a)tggloox(t) = 400, tEELnOO y(t) =0, (C) admet la droite y = 0 comme asymptote horizon-
tale.
b)tEI_noox(t) = —00, tEr+rloo y(t) =0, (C) admet la droite y = 0 comme asymptote horizon-

tale.
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c)tlim1 x(t) =-1/2, lin} y(t) = o0, (C) admet la droite x = —1/2 comme asymptote ver-
—— t——1%

ticale.
d) lim x(¢) = +oo0, hm y(t) = 00, (C) une asymptote oblique.

t—1%

; _y@)
t—t00 x(t)
tion y = 2x - %

=1/2,4— 100 (y(t)—1/2x(¢)) = —3/4 (C) admet une asymptote oblique d’équa-

Exercice 05 : Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes :

1. (Tractrice): y(¢) = (¢ —th(?), 1()) (Ex01) :

a) Domaine d’étude est I : [0 +ool[, (C) admet une symétrie par rapport a (Oy).

b)Calculons y'(¢)
' (),y' (1)) = (th%(8), —%),(x’(t),y'(t)) =(0,0) = ¢ = 0 est un point singulier.
c

¢) Le tableau de variations conjointes de x et y :

t 0 +00
x'(t) 0 +

o)y | L

y'(#) 0 -

d))Les éventuelles tangentes et asymptotes, étudier la position de la courbe par rap-
port aux asymptotes.

Etude en t = +o0 :

tlir+n x(t) = +oo,tli£n x(¢) = 0%, ainsi (C) admet la droit y = 0 comme asymptote hori-
—+00 —+00

zontale, (C) est au dessus de 'asymptote.
d)Etude au point £ =0 :
3
x(t) = % +o(t3) ainsi p=2,q=3

On utilise de D.L : 2
y®)=1-5 +o(t3),

2
det(y?(0),y®(0)) = ' _01 0 ‘ # 0, les vecteurs sont libres p = 2,9 = 3 au point (0,0)
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est un point de rebroussement de premiere espece.
f) Le tracé rouge représente la courbe sur [0, Z].
2
g/k
—4 -2 0 2 4
—2
_ 3t 3t
2. (Folium de Descartes) : y(t) —( ) Dy =1R-{-1}.

_ ) +17 83+
a) Réduction de domaine :

x(1/t) = y(b),
y(1/t) = x(2),
puis on complete le tracé en effectuant une symétrie par rapport a la premiere bis-
sectrice (y = x).

On remarque que { on peut ainsi restreindre le domaine a ]—1,1]

b)Calculons y'(¢) :
3(1-2¢3
x'(t) = (3 2), X()=0=t=2"3
3ft(2 t)3) Ainsi la courbe est réguliere.
W="—F—=, Y®=0=>t=0vt="V2
y'(@) B y' () =0=> Vt=v2
‘ -1 0 273 1
x,(t) + + 0 _
0 3 3
xt) | g —— V4 3
yo |[TO— V2 3
y,(t) - 0 + +

c)Les éventuelles tangentes et asymptotes, étudier la position de la courbe par rap-
port aux asymptotes.

Ent=0:

x'(t) = 3,y'(t) = 0, ainsi (C) admet une tangente horizontale en M(0) dirigée par le
vecteur )_;’ (0)

Ent= 2_% :
x'(t) = 0 ,y' () # 0, ainsi (C) admet une tangente verticale en M(0) dirigée par le vec-
teur )f '(0)

Etudeent=-1:
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lim x(¢) = —oco, tlimlx(t) = +00,

—

limt_._lﬁ =-1= m,tliml(y(t) +x(t)) = =1 = h (C) admet une asymptote oblique
X —_—
d’équation cartésienne y = —x — 1.

Etudions la position de la courbe par rapport a 'asymptote :

t+1)>2
y(&) +x(t)+1= ﬁ > 0 ainsi (C) est au dessus de la droite.
d) Le tracé vert représente la courbe sur ]-1,1].

4
2
-G —4 -2 0 2 4 G
—2
—4
3
3. (Lemniscate de Bernoulli) :y(¢) = (Tt‘*’ Tt‘l),Dgamma =IR.
, ) . ). x(—t) = —x(), . )
a)Réduction du domaine d’étude : Y(=t) = —y(t) on peut ainsi restreindre le do-
maine a [0, +oo[ puis on complete le tracé en effectuant une symétrie par rapport a

Porigine.

x(1/t) = y(1),
y(1/t) = x(2),
puis on complete le tracé en effectuant une symétrie par rapport a la premiere bis-
sectrice (y = x).

Le domaine d’étude est I =[0,1].

On remarque aussi que { on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 1]

b)Calculons y'(¢) :
1-3¢
x'(t) = m, x’(t) =0>t= 3_%
, 3t2-¢6 | .
y(t):m, y(t):03t:0Vt:i\/§

c) Le tableau de variations conjointes de x et y :
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t 0 3-1 1
x'(¢) + 0 -
0 | g 056 —u 1
y(8) o —— 0.32 — . 1
y'(t) 0 + +
d)Ent=0:

x'(t) = 3, _y’ (¢) = 0, ainsi (C) admet une tangente horizontale en M(0) dirigée par le
vecteur y'(0)

N

Ent=3"
x'(t) =0,y'(#) # 0, ainsi (C) admet une tangente verticale en M(0) dirigée par le vec-
teur y'(0)
e) Le tracé rouge représente la courbe sur [0, 1].

Ui

0.4

0:2

0.6

4. (Astroide) : y(t) = (cos3(¢),sin3(¢)). Domaine d’étude : D = D, ND,=1R, y est de classe

C®, car x,y le sont aussi.

On remarque que M(t + 2x) = M(¢) puisque les fonctions sont 27—périodiques. On

peut clairement réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 27 on prend

I =[-n,n] ou bien [0, r].

Recherche de symétries :

{ x(=1) = x(2),
y(=t) = -y(?),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Ox).

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 7] puis on complete le
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on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 2] puis on compléte le

{ x(m—t) = —x(t),
y(m—1t) = y(2),
tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).
{ ©(E -1 = y(),

y(5 — 1) = x(2),
tracé en effectuant une symétrie par rapport a (y = x).
Le domaine réduit est I =[0, Z].

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, %] puis on complete le

b)Calculons y'(¢)

/ = — 1 2 / = = =
{x(t)— 3sin(t)cos“(¢t), x'(t)=0=>¢t=0,v t=n/2 20,6 = m/2¢ [0, 7/4].

y'(¢) = 3cos(t)sin®(¢), y'(t)=0=>¢t=0,v ¢t =n/2
¢) Le tableau de variations conjointes de x et y :

t 0 /4
x'(t) 0 -
2 | LT 2
y(t) 0o — ——— 2
y' () 0 +

d)Nature du pont singulier :

Ent=0:

(x"(0),5"(0)) = (-3,0),(x"'(0), y""(0)) = (0,6) ainsi p = 2,q = 3. Ainsi M(0) est un point
de rebroussement de premieére espeéce. e) Le tracé rouge représente la courbe sur
[0, /4].
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12

5. y(¢) = (sin3(#), cos(¢) — cos*(¢)).

a) Domaine d’étude : D =D, nD, =1R.

On remarque que M (¢ + 2m) = M(t) puisque les fonctions sont 27—périodiques. On

peut clairement réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 27 on prend

I =[-n,n] ou bien [0, 7].

Recherche de symétries :

{ x(=) = —x(t),
y(=1)=y(@),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).

b) Le tableau de variations conjointes de x et y :

on peut ainsi restreindre le domaine a [0,7] puis on complete le

Y'(¢) = (3 cos(t)sin®(¢), — sin(¢) + 4 sin(¢) cos3(¢))

t=0vt=n/2,t=m,

Y(t):(oyo):{ t=0Vvt=nm COS4(t):1/4

t 0 a #n/2 =
x'(t) + - -

x(t) || 01 Nz No

ON IEAN N1,

y'(8) - - 4+

c) Nature du pont singulier :
1. Etudeen¢=0:
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x(t) = 13— £ + o(t9),
0,y"(0) = 3,x3(0) = 6,y®(0) = 0, comme (0,3),(6,0) forme une famille libre, alors p =
2,q =3, M(0) est un point de rebroussement de premiere espéece.

2. Etudeent=7:

Le D.L de x(¢), y(¢) au V(0) est donné par : { Ainsi : x"(0) =

(1)=0, x®0)=6
y"(0)=-3, y®0)=0
libre, alors p =2,q = 3, M(0) est un point de rebroussement de premiere espece.

On remarque que : { de plus (0,—-3),(6,0) forme une famille

N

Exercice 06 : Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes :

x(t) = sin(2¢),

1. La courbe de Lissajous y(¢) = { (t) = cos(3t)

(a) Domaine d’étude : D =D, nD, =1R.

On remarque que M(t +2m) = M(¢) puisque les fonctions sont 27—périodiques. On

peut clairement réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 27 on

prend I =[-m,7] ou bien [0, ].

Recherche de symétries :

{ x(=) = —x(2),
y(=t)=y(2),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 7] puis on complete le

{ x(m—t) = —x(t),

y(m—1t)=—y(2),
le tracé en effectuant une symétrie par rapport a O origine.
Le domaine réduit est I =[0, Z].

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, Z] puis on compléte

(b) Le tableau de variations conjointes de x et y :

Y'(¢) = (2cos(2t), -3 sin(3t))

t=rm/4,

Y(t):(o’o)j{ t=0v t=n/3
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t 0 #n/4 #n/3 7/2
x'(t) + - -

x(t) 0,1 \\/Tg\o

YO | 1IN N-1,70

y'(#) - - 4+

(c) Les éventuelles tangentes et asymptotes, étudier la position de la courbe par rap-
port aux asymptotes.

3 . 3 NGl
t = n/4, (C) admet une tangente dirigée par (x'(¢),y'(¢)) = (1,-%).

t = n1/3, (C) admet une tangente dirigée par (x'(¢),y'(¢)) = (@, -1).
t =0, (C) admet une tangente dirigée par (x'(¢),y'(t)) = (2,0).
Il y a pas de branches infinies.

T T T
:O = — = — = = = —.
y(t) >t 5 Vit z,x(t) 0=>¢t=0,t 2

(d) Le tracé la courbe (C) :

0.5

-0.5

Le tracé vert représente la courbe sur [0, 5.
Le tracé jaune représente la symétrie par rapport a (yy’).
Le reste c’est la symétrie de 'ensemble (vert et jaune) par rapport a O origine .

2. Domaine d’étude : D =D, nD, =1R, y est de classe C*, car x,y le sont aussi.
On remarque que M(¢ +2m) = M(¢) puisque les fonctions sont 27—périodiques.
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On peut clairement réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 27 on

prend I =[-m,7] ou bien [0, 7].

Recherche de symétries :

{ x(—t) = —x(2),
y(=t) = y(2),

tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy).

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 7] puis on complete le

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, Z] puis on compléte le

{ x(m—1t) =x(2),
y(m—t)=—y(t),
tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Ox).
{ ©(Z -1 = y(),

y(§ —t)=x(),
tracé en effectuant une symétrie par rapport a (y = x).
Le domaine réduit est I =[0,Z].

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 2] puis on compléte le

b)Calculons y'(¢) :

1
x'(#) = cos®(t) — 2sin®(t)cos(t), x'(t)=0=t=n/2,V t1 =arcin(—)
1 V3 . Iln’y a pas de
y'(#) = 2cos2(t)sin(#) —sin®(t), y'(H)=0=¢=0,V ¢ =arcos(—)

singularités. c) Le tableau de variations conjointes de x et y : V8
¢ 0 t1 n/4
x'(8) + 0 -
x() 0 —— y(¢1) @
®» | V2
y'(t) 0 +

e) Le tracé rouge représente la courbe sur [0, 1/4].

.

-0.5 0 0.5

-0.5

. 1.Domaine définition : D =D,nD, =R {4 ke 7).
2.Domaine d’étude : on remarque que M(¢ +2m) = M(¢).
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On peut réduire le domaine d’étude a un intervalle de longueur 27 on prend I =
[—-7, 7] ou bien [0, 7].

Recherche de symétries :

{ x(=t) = —x(2),

y(=t) = y(®),
le tracé en effectuant une symétrie par rapport a (Oy) .

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, 71N D, puis on complete

on peut ainsi restreindre le domaine a [0, %] ND, puis on com-

{ x(m—t) = —x(2),

y(m—t)=—y(t),
plete le tracé en effectuant une symétrie par rapport a O.
Le domaine réduit est I =[0, Z[.

—2cos(2t) .
3.Y/(t) = (x'(8),y'(#)) = (————,—3sin(?))
¥ Y sin?(2¢)
x'(t) =0, t=ml4 1o de sineularite
on remarque que Y1) =0, F =0V E=7/3 il n’y a pas de singularité.

Le tableau de variations conjointes de x et y :

t |0 :
x'(¢) - 0 + +
x(2) +00 _ 1 [ 1.15 +00
y(®) - -0.7 — S 0
y'(@) - - 0 +

4. En t = n/4,(C) admet une tangent dirigée par (x'(0),y'(0)) = (1,-0.7)

En t = 7/3,(C) admet une tangent dirigée par (x'(¢),y'(t)) = (1.15,-1)

En ¢t =0%,1lim;_ ¢+ x(¢) = +00,lim;_ ¢+ y(¢) = 1 ,(C) admet une tangent horizontale
d’équation y = 1.

En ¢t =7/27,lim;_ 59~ x(¢) = +00,lim;_. ;/9- y(¢) = 0 ,(C) admet une tangent horizontale
d’équation y = 0.

— | P——




— Chapter 2
Courbes d’équations polaires

Dans ce chapitre, on considere le repere orthonormé direct Z = (O, i, f).

2.1) Introduction

Certaines courbes planes comme le cercle et les spirales sont décrites par un parameétre
angulaire, ces courbes planes sont définies par une équation appelée équation polaire, a la
différence des coordonnées cartésiennes un point M du plan est définie suivant un rayon p
et un angle 0. Nous allons dans ce chapitre étudier et tracé les courbes d’équations polaires.

2.2) Coordonnées Polaires :

Tout point M du plan peut étre repéré par un systéme de coordonnées polaires : le rayon
polaire p, ’angle polaire 6.

0= 1/x2+y2,cos(6) = %, sin(0) = %, Q:arctg(%), x#0.

On dit qu'un couple (p,0) € IR?, est un systéme de coordonnées polaires de M(x,y) si et
seulement si

{ x = pcos(h), On note Ml[p,0].

y = psin(0).
1. Le p peut étre négatif.
2. Tout point M de IR{Q(O,O)}, admet comme systéeme de coordonnées polaires (SCP) les
(p,0),(—p,0 +m) ot O +2km est I'angle polaire de M et |p| =OM.
Définition 2.2.2. Pour 0 € IR, on considére la base orthonormée U (6),\7(0)) avec

U(6) = Uy = cos(0)i +sin(0)]

et
V(0) =V = —sin(0)i +cos(0)j = Up. 5.

33
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On dit que [p,0] est un couple de coordonnées polaires de M si et seulement si OM = pﬁg

v
a3

M=[r:8]

2.3) Représentation d’'une courbe en coordonnées po-
laires :

La courbe C définie en coordonnées polaires par p = f(0),0 € I, ou I est un intervalle de
IR est 'ensemble des points M dont les coordonnées vérifient :

{ x=f(0)cos@), O¢€l
y = £(0)sin(0).

On suppose f : I — IR au moins de classe C1, sur I, OM(0) = lp(0)].

Exemple 2.3.1. 1. La droite :
a. Léquation polaire d’une droite (A) passant par O origine est :

0=alrl,pelR.

Ou «a est l'angle polaire de A.
b. Léquation polaire d’une droite d’équation cartésienne est :

ax+by+c=0,(a,b)#(0,0),c #0,
ne passant pas par lorigine est :
1

- % cos(0) — % sin(@)'

1

————— représente la droite d’équation
cos(0) —sin(0) P 9

Exemple 2.3.2. La droite polaire p =

cartésienne y =x — 1.
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2

1

-3 -2 -1 0 1 2 3

—

-2

1
La droite polaire p = W, représente la droite d’équation cartésienne x = 1.
cos
3
2
1
2 -1 0 2 3
-1
-2
-3
La droite polaire p = — 0 représente la droite d’équation cartésienne y = 1.
sin

-2 -1 0 1 2

2. Le Cercle :
a. Le cercle de rayon R > 0 de centre O, admet I’équation polaire

0=R.

(1N
)

-2 (I 0

.

b. Le cercle d’équation cartésienne x* + y? — 2ax — 2by = 0 a pour équation polaire
0 = 2(acos(08) + bsin(0))

Exemple 2.3.3. Le cercle d’équation polaire : p = 2cos(0) + 2sin(0). représente le cercle de
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0 1 2 3

centre (1,1) de rayon v/2

2.4) KEtude local en un point d’'une courbe p = p(0)

Soit C une courbe d’équation polaire p = p(8) ot1 p : I — IR, de classe C*,k > 1.

24.1) Etude en O=origine

Supposons qu’il existe 6y € I telle que p(6y) = 0 et que p soit continue et monotone au
voisinage en 0, le vecteur U(0) qui dirige (OM) admet pour limite U(a), en d’autre terme
elirg p(0) =0, donc (C) admet comme tangente en O, la droite passant par O et d’angle polaire

—bo

0o.

2.4.2) Etude en un point distinct de lorigine

Ona:OM(@®)= PO (0) = (pcos(0), psin(0)), d’ot si p, est de classe C* alors :

dM - .
—5 = o OUB)+ pB)V(0).

Proposition 2.4.1. 1. Tout point de (C) différent de l’origine est régulier.
. L dM
2. Si M(0) # O, la tangente est dirigée par le vecteur <55 .

3. Langle 0' compris entre la tangente & la courbe en M(0) et la droite 173 vérifie :

p(6)

. 0'(0) #0,alors tan(f’) = ——,
si p'(0) #0,alors tan(0) @)

si p'(0)=0,alors 6 = g[n].

Démonstration. 1. évident car %(0) = p’(@)ﬁ(@) + p(9)\7(9), si on suppose que 6 est un
point stationnaire alors :

% =0 p(@)=0Ap'(0) =0, comme p(9) =0 cela signifie que M(6) = O.

2. Déterminons les points singuliers : %(0) =0 < p(@) =0Ap'(0) =0 ainsi si p(f) =
0= M(0) = O, donc tous les points différent de l'origine sont régulier, la tangente est

L dM
dirigée par le vecteur .

3. Les coordonnées de % dans le nouveau repere (M(0), 17(0),17(0)) sont (p'(6), p(0)) on

a alors : ” 0
PO in@)= po)

\/ p'2(0) + p2(6) \/ 0'%(0) + p2(0)

cos(0) =
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ainsi si p'(0) #0,= tan(0') = ﬂ, sinon si p'(0)=0,>6"= z[n].
LC) D)

O]

On nomme (M(@Oy), U (90),V(00)) le repére polaire (repeére mobile) en M(0g). Le coordonnées du

vecteur % sont (p’, p). Onﬁnote 0’ langle compris entre la tangente a la courbe en M(0,) et

aM > kg aM _nl
do, et langle entre i, et a0y’ alors a=0"+06y.

2.5) Branche infinies

Soit C la courbe d’équation polaire p = p(0).

1. Si glim p(0) = 0, alors la courbe se présente comme une spirale qui s’enroule autour du
—+00

point O, qui est aussi appelé point asymptote.
N

Exemple : p(0) =1/6.

2. Si glim p(0) = a # 0, alors la courbe est une spirale qui s’enroule autour du cercle de
—+00

centre O et de rayon |a|, appelé cercle asymptote de la courbe C.

Exemple : p(0) =1/2+1/6.

3. Si elim 0(0) = oo, alors la courbe présente une branche infinie en forme de spirale (qui
—+o00

s’écarte de plus en en plus de l'origine).

A
Z5)

Exemple : p(0) =0. N 5
4. Au voisinage de 0 si :Blirg p(0) = +o0, alors la courbe admet une branche infinie.
—Uo

Pour étudier plus précisément cette branche infinie, on procéde un changement de repere,
nous allons travailler dans le repere (O, iig,,Vg,) = (0,X,Y).
Le point M(60) de la courbe a pour coordonnées dans ce repéere

X(0) = p(@)cos(0 —0p) et Y(0) = p(0)sin(0 — 0Op).
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111;91 X(0) = +oo ainsi la nature de la branche infinie est donnée par le comportement de
—U0

Y(©0):
Si Hlingl Y (0) = [, alors la courbe admet une asymptote d’équation Y =1 dans le repere
—0o0

(0, 1g,,0g,).

02
04

a8

Exemple : p(0) =tan(0),0¢ = /2. ™
Si limg_.g, Y (0) = +00, alors la courbe admet une branche parabolique de direction (XX') ou
bien la droite d’angle polaire 6 = 6. Puisque

Y (6)
lim —— = lim tan(0 —0y) = 0.
Jim < 9) ~ o tan(6 - 6o)

1
E le : p(6)= —— .0, =0.
xemple : p(0) = 5= 00

2.6) Réduction de lintervalle d’étude - Symétries et ro-
tations

2.6.1) Périodicité et rotation

On consideére une la courbe (C): p = f(0),0 € IR.
1. S’il existe k € Z*, tel que VO € IR, f(0 + 2kn) = (), alors M(0 + 2kn) = M(0) on obtient
ainsi tout C pour 6 décrivant un intervalle d’amplitude 2k, pour 2 =1, alors I =[0,27] ou
I=[-m,nl].
2. S’il existe k € Z*, tel que VO € IR, f(0 + n + 2kn) = —f(0), alors on obtient tout C avec un
intervalle d’amplitude 7 + 2k 7.
3.51 f(@+T)=f0),0€l,06+T el),alors la courbe paramétrée est invariante par rotation

k21
d’angle T. Le cas le plus intéressant se produit lorsque 8 = ——. On peut alors restreindre
p

I'intervalle d’étude a tout intervalle de longueur T'.
On déduira le reste de la courbe paramétrée en effectuant p —1 rotations, d’angles respectifs
T,2T,...,(p—DT.

2.6.2) Symétries
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1. Si f(a—0) = f(0), alors on peut restreindre le domaine d’étude a [a/2,+oo[ et obtenir
le tracé complet en effectuant la symétrie par rapport a la droite d’équation polaire 6 = 5.
Cas particulier : a =0, si f est paire f(—0) = f(0), alors on peut restreindre le domaine
d’étude a [0,+oco[ et obtenir le tracé complet en effectuant la symétrie par rapport a la
droite d’équation polaire 8 = 0, c’est a dire (xx').

2. Si f(a—0)=—f(0), alors on peut restreindre le domaine d’étude a [a/2, +oo[ et obtenir
le tracé complet en effectuant la symétrie par rapport & la droite d’équation polaire 6 = §+3.
Cas particulier : a =0, si f est impaire f(—0) = —f(0), alors on peut restreindre le domaine
d’étude a [0, +ool et obtenir le tracé complet en effectuant la symétrie par rapport a la droite

d’équation polaire 6 = 5, c’est a dire (yy)).

2.7) Concavité par rapport a 'origine, inflexion

Soit C une courbe d’équation polaire p = p(8), ou1 p est de classe C. M le point de C,
sachant que OM = pUyp, on

—

dM = ¥
— = (OUO)+ p@)V(O).

do
avec
U(6) = Uy = cos(0)i +sin(0);]
et
V(0) =Vy =—sin(0)i +cos(0)] = U9+g
De plus
dZM . .
320 =" (@) - p(ONUB) + 20" (OIV(O).
Ainsi : .
dM d*M P/ pH —-p 2 12 "

a. Si K >0, alors C tourne sa concavité (au voisinage de M(0)) vers O.
b. Si K <0, alors C tourne sa convexité (au voisinage de M(0)) vers O.
c. Si K =0 et change de signe en O, alors M(0) est un point d’inflexion de C.

En lorigine, on ne peut avoir qu’un point d’allure ordinaire ou un rebrous-
sement de premiére espéce.
a. Si p s‘annule en changeant de signe, le point M(0) franchit l'origine en tournant dans le
sens direct : c’est un point d’allure ordinaire.
b. Si p s‘annule sans changer de signe en arrivant en O, on rebrousse chemin en traversant
la tangente (puisque l'on tourne toujours dans le méme sens) : c’est un rebroussement de
premieére espece
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2.8) Point Multiples

Soit C une courbe d’équation polaire p = p(6), on définit un intervalle pour lequel on
obtient toute la courbe.
les éventuels points multiples de C sont parmi les points M(0) tels qu’il existe & € Z* tel que

p(0 +2km) = p(0).

Ou qu’il existe [ € Z* tel que
o(m+60+2lm)=—p(0).

On doit ainsi résoudre ces deux équations d’inconnues 0,7, %.

2.9) Plan d’étude d’une courbe d’équation polaire p =
p(0)

Domaine de définition D,,.

Recherche d’éventuelles symétries, Périodicité et rotations.
Etude de la variation et du signe p, (O € C?) et tangent.
Etude des branches infinies.

Tracer la courbe.

A o

Recherche d’éventuelle de points multiples.

2.10) Longueur d’un arc de courbe paramétrée

2.11) Longueur des arcs

Soit I' un arc de classe C! admettant une représentation paramétrique y(t) = (x(t), y(t)),
avec t € I =[a,b], dans un repére orthonormal (O,i, ). OM =y(¢t) = x(t)i + y(¢);.

Définition 2.11.1. on appelle abscisse curviligne s toute application s : [a,b] — IR de

classe C! sur I telle que
s'@) = 1Y Ol = \/x2(t) + y"2(t),t € I

Définition 2.11.2. La longueur de I est donnée par :

b
L= f \/x"2(t) + y2(t)dt

Dans le cas ou I' est définie par une courbe polaire d’équation polaire :p = p(0), p: I — IR,
de classe C! sur I.



2.11. LONGUEUR DES ARCS

Définition 2.11.3. 1.L’abscisse curviligne s est définie par :

s'(¢)=\/p'20) + p'2(0),0 €

2. La longueur de T est donnée par :

b
L= f \/ p'20) + p2(0)do.

41
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2.12) Exercices

Exercice 01: Déterminer un domaine d’étude réduit des courbes suivantes :

1. p(0) = v/cos(20).
2. p(0)=1-2cos(20).

1
3. p(0)=——,
cos
2cosf+1

2sinf+1°
260
5. p(B):sin(E).

4. p(6) =

6. p(0)=tan(}).

Exercice 02 : Etudier les tangentes des courbes suivantes :

1. p(0) = vcos(20). En6=0,0 = %.
2. p(@)=1-2cos(26). En0=0,0 = g

20
3. p(0)=sin(Z"). En6=0,0 = 3

Exercice 03: Trouver les points multiples des courbes suivantes :
1

exp(@)—1
b. p(0) =1—-4cos?(0)

a. p(0)=

Exercice 04 : Etudier les branches infinies des courbes suivantes :

1
1. ,0(9) = W

2. p(0)=1+tan®b.
3. p(0) =02
4. p(0)=06.

Exercice 05 : Etudier et tracer les courbes suivantes :

0(6) = Vcos(20).
0(0) =1—-2cos(26).

1
PO) = @ -1

p(0)=1+tan0.
0(0) = sin(40).

S S,k Wb

. 26

p(9)—sm(§)
. 0

7. p(9):s1n(§).

Exercice 06 : Etudier et tracer les courbes suivantes :
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. p(@)=1+2cos(30).
20

i p(9)=tan(§).

. p(8) =1n(1+ cos(20).

Exercice 07: Calculer la longueur des courbes suivantes :

1

2
3
4

. Le cercle : y(t) = (cos(t),sin(t)),t € [0, 27].

. La cycloide :y(¢) = (¢ —sin(¢),1 — cos(?)), t € [0, 27].
. Lastroide :y(¢) = (cos3(¢),sin(t)), ¢ € [0,27].

. La cardiode :p(0) = 1+ cos(0),t € [0,27].

2.13) Solutions

E
en co

1

xercice 01 : Déterminons un domaine d’étude réduit des courbes suivantes, définies
ordonnées polaires :

. p(0)=+Vcos(20), D, =[-n/4+kn,m/4+ k).
a) On remarque quep est 7 périodique, ainsi on prend un intervalle de longueur 7,
I =[-n/2,n/2], alors I'=1ND,.
b) Symétries : p(—0) = p(0), alors on réduit le domaine a I =[0,7/2], et on complete
(C) par une symétrie par rapport a (xx'), I' =[0,n/4].

p(0) =1-2cos(20),D, = IR

a) On remarque que p est m périodique, ainsi on prend un intervalle d’amplitude 7,
I=[-n/2,n/2],alors I'=InD,=1.

b) Symétries : p(—0) = p(0), alors on réduit le domaine a I =[0,7/2], et on complete
(C) par une symétrie par rapport a (xx'), I' =[0,7/2].

—_1_ TR —
. p@)= g D,=1IR—{n+2kn,k € Z}.

a) On remarque que p est 47 périodique, ainsi on prend un intervalle d’amplitude 47,
I=[-2n,2n], alors I' =INnD,.

b) Symétries : p(—0) = p(0), alors on réduit le domaine a I =[0,2x], et on complete
(C) par une symétrie par rapport & (xx'), I' =[0,271nD,.

MQ@2nr—60)=-M(60), alors on réduit le domaine a I =[0, ], et on compléte (C) par une
symétrie par rapport a (yy'), I' =[0,71nD, =[0,xl.

_ 2cosf+1
P(0) = 5nasT

D,={0€IR/0 # —n/6 +2km,0 #  + /6 + 2km,k € 7}

a) On remarque que p est 27 périodique, ainsi on prend un intervalle d’amplitude 27,
I =[-n,nr], alors

b) Aucune symétrie.
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p(0) =sin(¥),D, =R,
a) On remarque que p est 37 périodique, ainsi on prend un intervalle d’amplitude 37,
I=[-3,2) alorsI'=InD,=1
b) Symétries : p(—60) = —p(0), alors on réduit le domaine a I = [0, 371 et on compleéte
(C) par une symétrie par rapport a (yy'), I’ =[0,3Z] ND,.
M(%” —0) = M(0), alors on réduit le domaine & I =[0,3%], et on complete (C) par une
symeétrie par rapport a la droite d’équation polaire (0 = %T”),( y=—x),

I'= [0,?%]0Dp = [O,%].
p0) = 'l:an(g),D,O =IR—{n+2kn,k € Z}. On remarque que p est 27 périodique, ainsi on
prend un intervalle d’amplitude 27, I =[-n, 7], alors I'=1nD,

b) Symétries : p(—0) = —p(0), alors on réduit le domaine a I =[0, ], et on complete (C)
par une symétrie par rapport a (yy'), le domaine réduit est: I' =[0,71nD, = [0,7x[

Exercice 02: Etudions les tangentes des courbes suivantes :

1.

0(0) = Vcos(20),1 =[0,n/4].

En0=0: p(0)=1#0,p0) = o)

vcos(20)

, p'(0)=0, ainsi la tangente est dirigée par
le vecteur

dM N SN T2
%(O) = p'(0)U(0) + p(0)V(0) =V = J.

La tangente est colinéaire a (yy’).

En 0 = 7, sachant que p(n/4) = 0, alors C admet une tangente en M(n/4) d’équation
polaire 0 = /4 premieére bissectrice (y = x).

0(0) =1—-2cos(26).

En 6 =0,p(0)=-1#0,0'(0) =0, ainsi la tangente est dirigée par le vecteur %(0) =

—Vo=—J.
0 :_)%, p(3)=38#0,p'(5) =0, ainsi la tangente est dirigée par le vecteur %(g) = 3‘77_5 =
—-3i.
0(0) = sin(%). En 6 = 0, sachant que p(0) =0, alors C admet une tangente en M (0)
d’équation polaire 0 = 0, (xx'). )
]En 6= %, p(?jT”) =1#0, p'(%”) =0, ainsi la tangente est dirigée par le vecteur %(%”) =
V37r .

T

Exercice 03: Trouvons les points multiples des courbes suivantes :

a. p(0)= Wle)—l’ Soit k,l € Z*, on doit résoudre :

1 __ 1
{ 00 +2km) = p(0), - { exp(6+2{en)—1 - exp(@)—ll’
P(Tl +0+ 2l7l') = —‘0(6), exp(0+m+2lm)—-1 = _EXP(B)—I’
k=0, cas exclu
T+2lm
+1
0= —ln(eT),

Ainsi (C) admet une infinité des points multiples [ € Z*.
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b. p(0) =1—4cos%(0), cherchons les points multiples :
D, = 1IR,p(0 +47) = p(0) ainsi (C) est obtenue en faisant varier 6 dans [-7m,7], on
résout I'équation :
p(0 — 1) = p(0) = 1 —4cos®(0 — 1) = —1 + 4cos®(0) = cos®(0) = /4 = 0 = {£, &} .

Exercice 04 : Etudions les branches infinies des courbes suivantes :

1. p(0) = gmy=1Dp =1~ 00,0[U10, +ool
En 6 = +oo, Blim p(0) =0, alors (C) admet 0 comme point asymptote .
—+00

En 0 = -0, Hlim p(0) = —1, alors (C) admet le cercle de rayon 1 de centre O comme

cercle asymptote .
Enf= O,@li%l+ p(0) = o0 ainsi on pose Y (0) = p(0)sin(0 — 0) = p(0) sin(0),

1 0
hm Y(©)=lim—— sm(e) =1lim - =1. (sin(®) ~°6,exp®)—1~°0).
6—0 exp(8) — 9—00

ou bien

0 + 0(62 0
EmY©) =lim 220 1 9 0?=1.
6—0 0—0¢9 + & 9 +0(02) 2

D’ou1 (C) admet (A):Y =1 comme asymptote lorsque 8 — 0~ (respectivement 0*) (C)
est au dessus (respectivement en dessous).

2. p(@)=1+tan6,I=]-37,5

Enb=-%: hm p(0) = —oco

_,__

hm Y(0)=-

2

(C) admet Y = —1 comme asymptote dans le repere (0,0*X,O*Y).
En6=7%: elirflg p(0) = +oo.

limY(@)=-1
0~3

(C) admet Y = —1 comme asymptote dans le repare (0,0#X,O_’Y).

3. p(0)=0,D,=1R,I =[0,+o0l, il y a une symétrie par rapport a (yy’).

lim p(0) =toco

—>+oo

(C) admet une branche spirale
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4. p(0) = 62,Dp =1IR,I =[0,+ool, il y a une symétrie par rapport a (xx’).
lim p(0) = +o0
6—+o0

0

m\ b\:j x
—10
3]

(C) admet une branche spirale =

Exercice 05 : Tracer les courbes suivantes :

sin(26)
1. p(0) = vcos(20), I =[0,7/4],0'(0) = ————— < 0,0 € [0, /4
p(0) cos(20) [0,7/4], p'(0) cos(26)< €[0,n/4]

p'(0)=0=06=0, alors (C) admet une tangente en M(0) dirigée par (yy').

p(0) =0= 0 = /4, alors (C) admet une tangente en M(r/4) d’équation polaire 0 = /4.

00 =n/4
o' -
0

1 No

2. p(0)=1-2co0s(20),1 =[0,7/2]
0'(0) = 4sin(20) = 0, sur [0,7/2],p(0) =0 = 0 = 7/6.
De plus (C) admet une tangente en M(0) et en M(7/2).



2.13. SOLUTIONS 47

0 0 s 5
p'(®) +

4. p(0)=1+tan0,D, =R —{n/2+kn,k € Z}.
a) On remarque que p est 7 périodique, ainsi on prend un intervalle d’amplitude 7,
I=[-n/2,n/2], alors I'=IND,D, =1-n/2,7/2[,
b)p'(0) = 1+tan(6) >0

e -3
p'(#) +

c)Position des asymptotes par rapport a la courbe :
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On pose t =0 +71/2,0 — —n/2,t — 0.
lim Y(@)+1=lim (1—cos(t)+sin(¢)) = lim(¢ + o(¢) =0 ™.
0——n/2+ t—0+ t—0
Alors (C) est audessusde Y =-1.
On pose t =0 — /2,0 — n/2,t — 0.
O0—m/2~

Iim Y@)+1= tli%l_(l —cos(t) +sin(?)) = %in&(t +o(t)=0".

Alors (C) est en dessous de Y = —1.

{ 3} b

5. Il est claire qu’elle est de classe C* sur IR.

1.D,=1R.

2. On remarque que M (0 + g) =M@@), MO + g) est 'image de M(6) par une rotation
de centre O et d’angle /2. On peut réduire le domaine a un intervalle d’amplitude
n/2, soit I =[~7,%11a courbe sera compléter par des rotations de centre O et d’angles
/2,7, 37”, o k(/2),keZ.

On remarque que M(—60) = —M(0), ainsi on réduit le domaine a I =[0,7/4] et on com-
pléte la courbe par une symétrie par rapport a (yy’),0 = n/2.

De plus M(n/4 —0) = M(0), alors on réduit le domaine a I =[0,7/8], et on fait une
symétrie par rapport a la droite d’équation polaire 6 = /8.

3. p'(0) =4cos(40) > 0, sur [0, 71/8].

p'(0)=0=0=n/8.

p(@)=0=0=0.
La courbe passe par l'origine.
60 n8]
p/
+
0
01
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Etude en 6 = 0.

M(0) = O est un point ordinaire dont la tangente est la droite d’équations polaire
0 =0.

Etude en 6 = /8.

On a p(n/8) = 1,p'(0) = 0, ainsi C admet une tangente en M(7/8) dirigée par

—

dM L
%(E/S) = ].Vg = Vn/g.

4. Il n’y a pas de branches infinies.
5. Tracons la courbe :

02

le trait noir est la courbe d’origine sur [0,7/8]. Le trait rouge est la symetrie par
rapport 0 = 71/8. Le vert est la symétrie par rapport (yy'), et le reste sont les rotations
km/2,jusqu’a revenir a la courbe initiale.

6. Soit p(0) = sin(%) il est claire qu’elle est de classe C* sur IR.
1.D,=1R.
2. On remarque que M (0 +3m) = M(0), M(6 + 3r) est 'image de M(6) On peut réduire
le domaine a un intervalle d’amplitude 37, soit I = [—37”, 37”].
On remarque que M(—80) = —M(0), ainsi on réduit le domaine a I =[0, 2] et on com-
pléte la courbe par une symétrie par rapport a (yy'),0 = /2.
De plus M(%” —0) = M(6), alors on réduit le domaine a I =[0,3Z], et on fait une symé-

trie par rapport a la droite d’équation polaire 6 = 37”1'.6, y = —x) la 2éme bissectrice.

20 3
3.0'(0)= %cos(?) >0, pour 0 € [0, Zn]'

p(@)=0=0=0.

La courbe passe par l'origine.
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610 7]
p/

+
P

01

Etude en 6 = 0.

M(0) = O est un point de rebroussement de lére espece et la tangente est la droite
d’équations polaire 6 = 0.

Etude en 0 = ?ﬂT”.

On a p(%”) =1,p'(6) =0, ainsi C admet une tangente en M(7/8) dirigée par %(%) =
1.Vy = V;Tn 4. Il n’y a pas de branches infinies.

15

7. Soit (C) une courbe d’équation polaire :
. 0
) = sm(g).

[(@)] D, =1R. [(b)] p est 6m-périodique car p(0 + 67) = p(0), ainsi on prend un inter-
valle de longueur 67, I =[-37,3n], alors I'=IND,,.

[(c)] Symétries : p(—0) = p(0), alors on réduit le domaine a I =[0,37] et on complete
le graphe par une symétrie par rapport a la droite d’équation polaire 6 = 7/2. i.e (yy').
p(Bm —0) = p(0), alors on réduit le domaine a I =[O0, 31 et on compléte le graphe par
une symétrie par rapport a la droite d’équation polaire 0 = 37”

Le domaine réduit est [0, 3Z].

[(d)] Le tableau de variation de p :

1) = X cos(?
p(0) = 3cos(3).

On remarque que p'(0) = 0,0 € [0, 3Z]
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p' (@) +

p(t) 0 ———— 1

3
[(e)] pB)=0=>06= ?n’ alors (C) admet une tangente en M(0) dirigée par (yy').

Enf6=0:
3

0(0) =0, alors (C) admet une tangente en M(0) d’équation polaire § =0. En 6 = ?n :

3 -
p(—”) =1,p (—) =0, ainsi la tangente est dirigée par le vecteur —( ) = V3n =1

2 2 do 2

2
-1
-1 0 1

(D]

Exercice 04 : Etudier et tracer les courbes suivantes :
1. p(0) =1+2cos(36).
2r . .. 2 .. .
[(@)]D,=1R. [(b)] p est ?-perlodlque car p(0 + ?) = p(0), ainsi on prend un inter-

valle de longueur 67, I =[— g g] alors I' =InD,. Puis on compléte la courbe par des

w27 3ﬂ km
rotations de centre O et d’angles —

373373
[(c)] Symétries : p(—0) = p(0), alors on réduit le domaine a I =[O0, g] et on compléte le

keZ.

graphe par une symétrie par rapport a la droite d’équation polaire 0 = 0. i.e (xx').
Le domaine réduit est [0, Z].
[(d)] Le tableau de variation de p :
p'(0) = —65sin(30).
On remarque que p'(0) < 0,60 €[0, %]
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0 0 2
3

pl(t) —

I B e

()] p'©)=0=0=2v0=0.
Enf6=0: ~
. dM _ -
p(0) = 3, alors (C) admet une tangente en M(0) dirigée par le vecteur %(0) =Vp=3j.
En6=mn/3: -
. dM
p(0) = —1, alors (C) admet une tangente en M(0) dirigée par le vecteur %(nB) =

—Vn/3-
2 2
p@)=0=>0= ?n, C admet une courbe en M (?ﬂ) dont la tangent est la droite d’équa-

27
tion polaire 6 = '

(D]

20
2. p(6)=tan(7). Dp =R - {37 + ¥ rez).
a) On remarque que p est 7 périodique, ainsi on prend un intervalle d’amplitude 37/2,
37 3
I=0-22,221 alors I'=InD,D,.
4° 4 3
On remarque que p(—60) = —p(0) ainsi on réduit le domaine a [0, Z]’ puis on complete
le graphe par une symétrie d’équation polaire 6 = 7/2.
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3
Le domaine d’étude est I =[O0, Zn['

b)p'(0) = 2(1 + tan?(26/3)) > 0

3
0 0 x
p' () +

c)Position des asymptotes par rapport a la courbe :
On pose t =60 —31/4,0 — 3n/4,t — 0.

9/3t
lim Y(0) = lim “E%39 G0 = 273,
f— 31 t—0 sin(2/3t)

Alors (C) est au dessus de 'asymptote d’équation Y = 2/3.

3. p(0) =1In(1 + cos(20). (a)D, = IR — {n/2 + kn/2,k € Z}. On remarque que p est 7 pério-
dique ainsi on prend un intervalle d’amplitude 7, I =[-7/2,7/21ND,,.
(b) Symétries :
p(—60) = p(0) on réduit le domaine a [0,71/2], puis on compléte le graphe par une symé-
trie d’équation polaire 6 = 0.

Le domaine d’étude est I =[O0, g[.

ooy —28in(20)
Op0)= 1+ cos(26) =
0 0 5
p'(#) -

p¢) [Im@2) — oo
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c)Position des asymptotes par rapport a la courbe :

On pose t =0 —n/2,0 — 71/2,t — 0. (}imﬂ Y ()= gin&ln(l + cos(2t + m))sin(¢) = 1in31n(1 -
—»g — —

cos(2t))sin(t) = }‘in&ln(2t2 +0(£2))(t + 0(2)) = 0. Alors (C) est au dessus de 'asymptote
d’équation Y =0.

-1 -05 05 1 1

Exercice 07: Calculons la longueur des courbes suivantes :
1. Le cercle : y(¢) = (cos(?),sin(?)),¢ € [0,27],

21
L:f \/x2+y2dt =2nm.
0 Yy

2. La cycloide :y(¢) = (¢ —sin(¢),1 —cos(?)),¢ € [0,27],

21 27 27
L= f \/ X2+ y2dt = f (1-cos(2))2 +sin(¢))dt = f 2sin(¢/2)dt = 8.
0 Y 0 \/ 0

3. Lastroide :y(¢) = (cos3(¢),sin(2)), £ € [0,27].

2w 2w
L=[ +/«? ’th:f 3sin(t) cos2(2))2 + (3sin(t) cos(t))d ¢
fo x“+y A \/( sin(t) cos=(t))~ + (3 sin“(¢) cos(t))

21 /2
L= Sf 2|sin(¢) cos(t)|dt = 12f sin(¢)cos(¢)dt = 6.
0 0

4. La cardiode :p(0) = 1 +cos(0),t € [0,27].

21 2n
I f 2 4 020 — f (1+cos(§))2 +sin(6)d6 = 8.
e[




— Chapter 3
Courbes Gauches et Surfaces

-

Dans la suite, on muni IR? d’un repere orthonormé direct Z = (O, i,f,l;).

3.1) Introduction

Dans ce chapitre nous allons parler de courbes gauches et les surfaces paramétrés.
Nous allons généraliser la notion de courbe plane (une courbe de IR?) a celle de courbe
gauche (une courbe de IR?). Létude des surfaces est différente avec celle des courbes, en
effet, une surface est un objet a deux dimensions et sera donc décrite par une fonction de
deux parametres, comme par exemple une sphere, un cylindre. L'étude de telles fonctions
nécessite des outils d’analyse plus avancé.

3.2) Courbes Gauches

Soit I un intervalle de IR. On considere la fonction f définie par :

f:I — IR?

_ x(t)
t — (x(2),y(1),2(2)), OM(t):( y(t) )
z(t)

On suppose f de classe C*,k =1, sur I, f définie ainsi une courbe paramétrée de classe

c*.
La trajectoire ou le support géométrique de la courbe paramétrée est donnée par :

x(t)
F=f(1)={( y(t) ),t€1}
2(t)

Exemple 3.2.1. 1. La droite (A) passant par My = (xo,yo,20) et dirigée par le vecteur u =
(a,b,c) non nul.

La représentation paramétrique de (A) est le systeme d’équations :
X =x0+at
y=yo+bt telR
z=2zp9+ct

55
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2. La droit (A,B), avec A = (x4,Y4,24),B = (xp,yp,2p) deux points distincts est le systeme
d’équations :

Y=Ya+t(yp—ya) teIR
z2=z4+tzp—24)

{ X =xq +t(xp —xg)
La représentation paramétrique d’un segment [A,B] avec A = (x4, Y4,24),B = (xp,yp,2p) deux
points distincts est le systeme d’équations :

Y=Yat+t(yp—ya) tel0,1]
z2=2z4+t(zp—24)

{ X =xq +1t(xp —2xq)

3. L’hélice dont la représentation paramétrique est :

x =R cos(t) <
y=Rsin(¢) te€l0,2x]. Pour ReIR*™,
2=t

3.2.1) Vecteur Tangent

Soit (C) la courbe paramétrée par ¢ — OM(t), pour ¢ € I de classe C*,k = 1. Soit un point
My = (x(tg), y(to),z(tp)) de (C). On considere au point M = (x(¢), y(¢),z(¢)) de (C), x,y,z sont

de classe C* k= 1.
= '(2)
dOM X
_m_( Yo )

2'(t)

dOM ©'(to)
Si 7 (to) #0 = y'(to) , alors M est un point régulier, sinon il est dit singulier.
2'(to)

M
(20).

Soit My un point régulier, alors la tangente a (C) en M est dirigé par le vecteur .7

Proposition 3.2.3. Soit f : I — IR? un arc paramétrée de classe C1,la courbe (C) admet une
tangente en tout point régulier M(t) dirigé par f'(t).

Définition 3.2.4. Soit f:I — IR? un arc paramétrée de classe C1, M(t) est un point régulier
de C, T(t) la tangente en M(t) a (C).

On appelle :

1. Plan normal en M(t) a C : le plan passant par M(t) perpendiculaire a T(t).

2. Plan Tangente en M(t) a C : Tout plan contenant T(t).
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3.3) Surfaces Paramétrées

3.3.1) Nappe paramétrée :

Définition 3.3.1. Soit f un application de classe C* k=1,

f:D — IR®

(w,v) — (x(u,v),y(u,v),z(u,v)),

ot D est un ouvert de IR2.
On appelle nappe paramétrée par [ l’'ensemble

x(u,v)
%—{ ( y(u,v) ) ,(u,v)ED}.
z(u,v)

Soit S une surface admettant f :D — IR3, comme R.P représentation pa-
ramétrique ( de classe ck,), (x(u,v), y(u,v),z(u,v)) les coordonnées de f(u,v), on suppose que
x,y,2, sont des applications de classe Ck,k>1,de D dans IR.

On peut toujours obtenir une équation cartésienne de S en éliminant (u,v) dans le systeme :
x=x(u,v)
{ y=y(u,v)

z=2z(u,v)

Exemple 3.3.3. 1. Le Plan passant par My = (xg, yo,20) et dirigé par les vecteurs (a,b,c) et
(a@',b',c') supposés non colinéaires, admet la R.P :

y=yo+bu+bv (u,v)elR?

x=x¢+au+a'v
z=zo+cu+c'v

3.3.2) Courbes tracées sur une surface

Soit I un intervalle de IR, f une application de I dans D

f:I — D
t — f)=w@),v®),

_ x(u(t),v(?))
alors par composition t€ I :OM =< y(u(?),v(t))
z(u(t),v(?))

représente une courbe qui est tracée sur la surface (S)



58 CHAPITRE 3. COURBES GAUCHES ET SURFACES

Exemple 3.3.4. Le cylindre d’équation : x> + y> = R?, admet pour R.P

x =R cos(t) —
{ y=Rsin(¥) (¢,2)€ IR?
2=z

Pour z = at, on obtient une hélice tracée sur le cylindre.

ot R est la rayon du cylindre, et h un réel strictement positif- La distance M1 My, ot Mo
se déduit de M1 en passant de t a t + 2m, s‘appelle le pas de ’hélice.

3.3.3) Courbes Coordonnées :

Une courbe coordonnées est une courbe tracée sur la surface, obtenue quand l'un des
paramétrée est constant (v = ug Vv = vg). Par exemple u = u( on note la courbe coordonnée
Yu=u, Sur S par :

x = x(ug,v)
Yu=uo : U — (o, 0) €D,0M =1 y=y(uog,v)

z=2(ug,v)

Ici le parametre v.

Par tout point My = M(ug,vo) de S passent les deux courbes y, =y, Yv=uv,-

3.3.4) Point régulier
o0M 00M

Soit M(ug,vg) de (S) est dit régulier si la famille ( 3 (uo,vo),a—(uo,vo)) est libre,
u v

c’est-a- dire
oM ( YA o0M
—(ug,v
ou 00 v
Sinon il est singulier.

(uo,v0) # 0.

Rappel :[Produit vectoriel]
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3.3.5) Plan tangent

Définition 3.3.5. Le plan tangent en un point régulier est la réunion des tangentes aux
courbes réguliéres tracées sur la surface passant par ce point.

Théoreme 3.3.6. Si M(ug,vo) €S est un point régulier alors S admet en M(uq,vo) un plan
tangent dirigé par les vecteurs

(aOM( ), et
Uuo,U e
ou 0,0/, o0

(uo,v0)).

Démonstration. Soit My = M(ug,v) un point régulier de S, alors nous avons deux courbes
paramétrées (C1),(C2) passant par My avec :

x = x(ug,v) x=x(u,vg)
Ci:q4 y=y(wo,v) Ca:{ y=yu,v9) u,velR.
z=2z(uo,v) z=2z(u,vq)

Ces deux courbes sont régulieres, elle s’intersectent au point M.

0 0
En ce point leurs tangentes sont dirigées respectivement par (a—f(uo, Vo), et a—f(uo, vg)) étant
u v

non colinéaires, ils définissent un plan passant par M.
Montrons qu'’il s’agit du plan tangent :
On suppose que toute courbe réguliere tracé sur S s’écrit comme :

x = x(u(t),v(t))
C:{ y=y®),v(®)
z=z(@u(@),v(®), telR

Si elle passe par My, 3tg € IR, (u(tg),v(to)) = (uo,v0), la tangente en ce point est dirigée par

d 9 N
a—];(uo,vo) =u (to)é(uo,vo))+ v (to)é(uo,vo))

0 0
ce vecteur est bien une combinaison linéaires des deux vecteurs (a—f(uo, Vo), et a—f(uo,vo)).
u v
O
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3.3.5.1) Equation cartésienne du plan tangent

Pour déterminer ’équation cartésienne du plan tangent, on doit déterminer le vecteur
normal Ny au plan tangent qui est défini comme suit :

N 00OM ooM
No =( (uo,v0) A
ou ov

(wo,v0)) = (a,b,c).

L'équation cartésienne du plan tangent (P) est:ax+by+cz=d.
On détermine d a l'aide des coordonnées du point M(uq,vy).

De plus un point M € (P) si et seulement si
o0M o0M

det| MoM,———(ug,v0), ——(uo,v0) | =0
ou ov

ou bien MqgM .175 =0, ce qui vous donne I'équation cartésienne du plan tangent (P).

3.4) Surfaces d’équation z = f(x,y)

Soit f : D — R une application de classe C*,k = 1, avec D c IR?, on considére la surface
(S) 'ensemble des points M(x,y,z) avec z = f(x,y).

. X u
(x,y)eD—»OM(x,y):{ y ou{ v
fx,y) f(u,v)
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3.4.1) Points réguliers

Soit (S) une surface z = f(x,y), avec f de classe Ck,k = 1, alors tous les points sont
réguliers :

ooOM o et oOM 11
0x of 0y of
ox oy
En effet : of
00M G0M of
o /\W_ — @ # 0 ,carl;fO.
1 0
Le plan tangent est alors dirigé par ces deux vecteurs et admet comme vecteur normal
of
- 4 -~
le vecteur de coordonnées | — g—y =N.
1

3.4.2) Equation du plan tangent

Soit M(x,y,z) un point du plan tangent (P) en My a (S ). On peut utiliser les résultats
précédents soit calculer le produit scalaire de MoM oM, et No 0=0

MoM.Ny=0

on aura :

0 0
(P): —f(xo,yo)(x —x0) + —f(xo,yo)(y -y0)—2+ f(x0,y0) =0.
0x oy

0 0
(P):z= —f(xo,yo)(x —x0) + —f(xo,yo)(y = y0) + f(x0,50).
0x oy

3.4.3) Position de la surface par rapport a son plan tangent

On suppose que [ est de classe C*,k =2, soit My € S, on peut étudier la position de la
surface par rapport au plan tangent en utilisant de la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 :

0 )
z=f(x,y) = f(x0,y0) + —f(xo,yo)(x —x0) + —f(xo,yo)(y - yo)+
0x oy

2 2 2

9 0 0
+= —};(xo,yo)h2 2. 27 (o yohh + —];(xo,yo)kz +o(h? + k%), h = (x —x0),k = (y — y0)
0x 0x0y oy

2

alors

0 0
2 —f(x0,y0) — —af (x0, y0)(x —x0) — o (%0, y0)(y — ¥0)
x oy

+o(h? +k?)

_ 1[0 o o
[ f(xo,yo)h2 s (xo,yo)hk + —};(XO,yo)kz
2 0x0 oy
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Au voisinage du point considéré, la position du plan tangent est donné par le signe de la
quantité entre crochets. Cela revient a calculer le déterminant de la hessienne

0*f o*f (0. v0)
- X
i ~ %2 dxay Y0
f(x0,50) = a2f 62f
m(xo,yo) W
92 2 *f
On note r = @(xo,yo), w(xo,yo) =s, a—yz(xo,yo) =t

H:( TS ),A:sz—rt
s t

1. Si s?2—rt <0,r >0, la hessienne est définie positive ( les deux valeurs propres sont
strictement positives ), alors la surface et localement au dessus de son plan tangent.

2. Sis?—rt<0,r <0, la hessienne est définie négative ( les deux valeurs propres sont
strictement négatives ), alors la surface et localement en dessous de son plan tangent.

3. Si s2-rt>0, il y a deux valeurs propres non nulles et signes contraires, la surface

traverse son plan tangent.

3.5) Surfaces d’équation F(x,y,z)=0

Soit (S) une surface définie par une équation implicite F(x, y,z) = 0 avec F : IR? — IR que
l'on supposera de classe C* k=1, 8 ={(x,y,2) € IR3/F(x,y,z) =0}
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Exemple 3.5.1. 1. Le plan d’équation :ax+by+cz—d =0. L

2. Sphére d’équation (x—a)® +(y—b)? +(z —c)®> =R2.

. . . 2 2 2
3. Ellipsoide d’équation : 5+ 5 +55=1.

Remarque 3.5.2. Une surface du f(x,y) = z devient un cas particulier de surface paramé-
trée, aussi de surface implicite F(x,y,z) = f(x,y)—z =0.

3.5.1) Point régulier

Soit (S) une surface implicite, d’équation F(x,y,z) =0, avec F de classe C*,k > 1.
Un point My = (xg, y9,20) de (S) est dit régulier si le vecteur gradient de F en M| est non
nul.

oF

—(x0,Y0,2
ax(oyo 0)

— oF -
Mest régulier © gradF(xg,y9,20) = E(xo,yo,zo) #0.

oF

—(x0,0,2
62(03’0 0)

Définition 3.5.3. On dit que My = (x9,y0,20) est un point critique de F si

gradF(xo,y0,20) =0

3.5.2) Plan Tangent

Théoreme 3.5.4. Si My = (xo,Y0,20) est un point régulier de F, alors (S) admet un plan
tangent en M de vecteur normal gradF(xo,yo,20). D’équation :

oF

oF oF
—(x0,0,20)(x — x0) + —(x0, ¥0,20)(y — ¥0) + = (%0, ¥0,20)(z2 —20) = 0......(%).
0x o0y 0z

Démonstration. On considere la surface (S) d’équation F(x,y,z) =0, ou F : IR® — IR, de
x(t)

classe C* k =1, en M, de (S) non critique, Soit y(¢) = ( y(t) ) la courbe paramétrée réguliere
z(t)
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tracée sur la surface (S) passant par M,
Vte I, F(y(t)) = F(x(t),y(t),z(t) =0,

dtg € I/Mo =y(to) avec F oy est de classe C1, alors en dérivant on aura :

oF oF oF
x'(#)—(x0, y0,20) + ¥ (t)=—(x0, ¥0,20) + 2'(£)—(x0, ¥0,20) = 0
0x o0y 0z

c’est a dire
- I
dom [*®) _.
—_—= ( y'(t) | L gradF(xo,y0,20).
dt /
2'(¢)

R —

Sachant que est la direction de la tangent en M, a la courbe (C). Ceci prouve que

dt
le vecteur tangent a la courbe en M, est orthogonal au vecteur gradF(xo,yo,z0). De plus,

gradF(xo,y0,20) est orthogonal au vecteur tangent en M a toute courbe réguliere passant
par M : il est normal au plan tangent.

O]

On pratique pour calculer I’équation du plan tangent, on calcule :

gradF(xo,y0,20).MoM = 0.

3.5.3) Intersection de deux Surfaces

L'intersection de deux surfaces définit dans la plupart du temps une courbe. Toutefois
ce n’est pas toujours vrai, 'intersection peut étre vide, réduite & un point ou bien a une
surface.

Supposons que l'intersection de deux surfaces S;: F(x,y,z) =0,S9: G(x,y,z) = 0 définit
une courbe notée C, on note C =S1 NSy est définie par :

{ F(x,y,2)=0
G(x,y,2)=0

Si.S1 admet un plan tangent en un point My € C, alors la tangente a C en M est incluse
dans ce plan. Pareillement.en va pour le plan tangent & la surface So en Mj. Ainsi, les
surfaces S et So présentent des plans tangents au point My admettant comme vecteurs

normaux gradF (xo,yo,20) et gradG(xg, y0,20), 1a tangente a C en M est alors dirigée par :

gradF(xg,y0,20) A gradG(xg,yo,20)-
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3.6) Surfaces Usuelles

3.6.1) Le Cylindre

Définition 3.6.1. Soit i un vecteur non nul de IR®. On appelle cylindre de direction u touts
surfaces (S) dont le support est la réunion d’une famille de droites dirigées par u.
Une droite de cette famille s’appelle une génératrice du cylindre.

Définition 3.6.2. On appelle cylindre de direction u et de directrice (C) la surface engendrée
par toutes les droites dirigées par i passant par un point de (C).

Remarque 3.6.3. U étant constant, toutes les droites sont paralléles.
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3.6.1.1) Représentation paramétrique du cylindre

Soit 2 un vecteur dirigeant (A) : direction des droites.

Soit y:I — IR3
t — y@),

la R.P de (C), alors la représentation paramétrée (R.P) du cylindre (S) de direction z et de
directrice (C) est donnée par :

$:IxIR — IR?
A — ¢t A) =y(t) + Al

3.6.1.2) Le plan tangent

Proposition 3.6.4. Le plan tangent en un point régulier d’un cylindre contient la génératrice
de ce point .

Démonstration. Le cylindre de R.P

$:IxIR — IR?
(t,A) — P,A)=y(t)+ Ail.

ety : I — IR? est une R.P de la courbe (C) de classe C(au moins ) et # dirige les génératrices.

0
a—f(t, A) = u, le plan tangent en ¢(¢,1) & S contient la droite passant par un point M et dirigée

par u c’est-a-dire la génératrice de M. O

Soit (S) un cylindre de direction u de directrice (C)
Supposons (C) réguliére, et que (D) direction de droites ne soit pas parallele au plan (P) de
(C) En notant :

y:I — 1R® RPde (C)
$:IxIR — IR® RPde (S)
(t, ) — ¢t A) =y(t)+ Au.

Alors ¢ est de classe C, Y(¢,1) e I x IR.

-

o o

(@A) =, —(t,A) =7'(@).

OA( )=u Ot( )=7'(¢)

Avec 77’ (2) # 0 car elle est réguliere.

- . .. 0 o . . . -
Y(#)eP,u¢P,ainsi (E(t; A), a(t, A)) est libre, et aussi tout point de (S) est régulier.

De plus, le plan tangent en M a S est le plan passant par M et contenant la génératrice de M
et la tangent en y a (C).
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3.6.2) Le cone

Définition 3.6.6. Soit w un point de IR? et (C) une courbe. On appelle cone (S) de sommet w
de directrice (C) la réunion des droites passant par w et rencontrant (C).
Pour tout point M du céne (S), sauf w, on appelle génératrice de M (sur (S)) la droite (wM).

3.6.2.1) Représentation paramétrique du cone

Soit

Soit y:I — IR3
t — v,

la R.P de la courbe (C), alors la R.P du cOne (S) de sommet o et de directrice (C) est :

$:IxIR — IR?
t,N) — ¢, =w+lwy@).

Le sommet w est obtenue pour A =0.

3.6.2.2) Le plan tangent

Proposition 3.6.7. Le plan tangent en un point régulier d’un coéne contient la génératrice de
ce point.

Démonstration. Le cone (S) admet pour R.P

¢:IxIR — IR?
t,A) — ¢t,A)=w+Awyd).

ot1 y est R.P de la courbe (C) est de classe C! , w est le sommet de (S).

6 R — R —
%(t,A) = wy(t) sachant que wy(?) dirige la génératrice de M. (On suppose que w ¢ (C)) le

plan tangent en M a (S) contient la génératrice de M. O
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Remarque 3.6.8. 1. Soit (S) un céne de sommet w, de directrice (C) supposons que (C)
soit plane et réguliére et que w ne soit pas dans le plan P a (C) de R.P :

Soit y:I — IR?
t — vy,

$:IxIR — IR?
A — ¢t A) =w+Awy(t).

la R.P de (S) Alors, ¢ est de classe CcLvi, el xR
0p $

a(t,ﬂ) wy (), (t A=Ay @).

A#0,Y'(t)#0;y (t)EP a)y(t)eiP ainsi (—(’b(t A) 09

est régulier sauf w.

(t ) est libre, alors tout point (S)

2. Le sommet w su cone (S) est un point non régulier.

3.6.3) Surface de Révolution

Définition 3.6.9. On appelle surface de révolution la surface obtenue en faisant tourner une
courbe (C) autour d’une droite (D).
On dit que (D) est I’axe de (S).

On appelle méridienne (ou demi-méridienne) de (S) lintersection de
(S) avec un demi plan limité par (D).
On appelle paralleéles de (S) les cercles d’axes (D) et rencontrant (C).

‘ 1. Le cOne de révolution 2. Le Cylindre de révolution 3. Le Tore
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Ona
Me(S)o3Pe(C),AM=AP et AM.ii =AP.ii

ot A est un point de la droite (D) et i sa direction.

On obtient une E.C en éliminant P du systéme, avec AM = xiM + yiM + ziM.

3.6.3.1) Le plan tangent

Proposition 3.6.11. Soit (C) une courbe de représentation paramétrée y(t) avec y: I — IR?,
de classe C* k = 1 et (D) une droite de IR? orientée par le vecteur unitaire i.

Notons Ry la rotation d’angle 0 autour de de u. La surface définie par ®(t,0) = Ro(y(t)) est
de révolution autour de (D).

Si le point (C) est régulier, donc le plan tangent (T') en M n’est pas orthogonale a (D), le point
M(t,0) est régulier sur (S) donc le plan tangent en ce point est déterminé par la droite Ry(T)
passant par ce point.
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3.7) Exercices

Exercice 01: Déterminer ’équation cartésienne de chacune des surfaces suivantes :

a. La surface S est la réunion des droites (A) rencontrant les trois droites suivantes :

J x=0, J =0, Jox=y,
Dl'{zzl. ’Dz'{z:—l. D3'{z:0.

b. La surface So est la réunion des droites paralleles au plan P d’équation (y = z) et
rencontrant P1,Ps avec :

Exercice 02:
Déterminer les point réguliers et former une équation cartésienne du plan tangent aux
surfaces en en certains points donnés suivantes :

1. La surface S; de R.P:

3 3

xX=u+v,
y=uv, (wo,v0) =(1,-1).
zZ=u"+v

x:u+02

2. La surface S une surface de R.P : f(u,v)=4 y= uZ+v
zZ=uv

3. La surface Sz ’E.C : 2 + y2 + 222 = 1, avec (xg, o, 20) = (1,3, 3).

4. La surface (S4) dE.C :z=x2+y2=f(x,y) .

Exercice 03:
Former I'équation cartésienne du (des) plan(s) tangent(s) aux surfaces suivantes :

1. La surface S; d’équation cartésienne z3 — xy = 0 contenant la droite D d’équation :
x=2
D: ’
{ y=3z+3.

2. La surface Sg d’ E.C : x? + y2 + 22 = 1 et perpendiculaire(s) a la droite d’équation :

Exercice 04 :
Etudier la position de la surface S : zcos(x) — ysin(x) = 0 par rapport & son plan tangent en
0 =(0,0,0).

Exercice 05:
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1. Donner la représentation paramétrée du cylindre de direction z = (2,1,3), de direc-
trice (C):(x=t,y=t>,z=t3+1),t€IR.

2. Donner la représentation paramétrée du cone de sommet u = (1,—1,3), de directrice
C):(x=t,y=t2,z=13),tcIR.

3. Déterminer le sommet du cone d’équation cartésienne :
(S):x2+xy+y2+22+x—3y—z+3:O.

Exercice 06:

1. Pour a > 0, former une équation cartésienne du cylindre (S) de direction f: (0,1,0)

et de directrice :

x2+y?+22=a?

(C):{

x?+y? = ax.
2. Former I’équation cartésienne du cone de sommet 2 =(1,0,1) et de directrice :

x2+y2:1,

3. Former une équation de la surface de révolution (S) obtenue par rotation du cercle C
de centre Q =(a,0,0) et de rayon r > 0 du plan (xOy) autour de 'axe (Oy).

4. Former une équation de la surface de révolution (S) obtenue par rotation de la courbe

x=t
C de la courbe (C):{ y=t> autour de la droite (D):x =y =z.
z=—t2

3.8) Solutions

Exercice 01:
a. La surface S est la réunion des droites (A) rencontrant les trois droites suivantes :

) x=0, J y=0, Jx=y,
Dl'{zzl. ’Dz'{z:—l. D3'{z:0.

Soit A un point de D1 il s’écrit comme A =(0,y,1),

et B un point de D9 comme B =(x,0,—-1),

C un point de D3, comme C = (x,x,0), x,y € IR.

On pose A =(0,¢,1),B = (1,0,-1),C = (v,v,0),t,u,v € IR. Ainsi toutes droite (A) ren-
contrant les trois droites passent par A,B et C pour un certain ¢,u,v € IR.

AB//AC © ABAAC =0

u v 0 t=2v
—t Al v=t |=] 0 | u=2v
-2 -1 0

uv —ut +vt = 0(toujours vérifiée)

- t=2v
u=2v
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La surface S est formée des droites (AB) c’est a dire des points M = A +#ABdeR.P:
x=0+tu
y=t—tt
z=1-2¢ ,t'elR

de plus ¢ = u = 2v on remplace :

x=0+t2v
y=2v—2vt
z=1-2¢

En éliminant les deux parameétres t',v on aura ’équation cartésienne E.C :
(S1):xz—yz—y+x=0.

b. La surface S9 est la réunion des droites paralleéles au plan P d’équation (y = z) et
rencontrant P, P9 avec :

2 2
= 2x, z% =3x,
Pll{y ,Pz:{yzo

Soit A€ P,A=(0,t,¢),t€IR, BeP;,B=(%,u,0,uclR CePy,C=(%,0,0),velR.
(BC)/(P) < BC.N, =0,

avec ZVp) =(0,1,-1).

La droite (BC) admet la R.P: M € (BC),M =B + t’B_(f’,t' eIR

x= gty =)
BC):{ y=u-tu
z=0+tv

De plus u = —v, alors

x:”;+t”%2
(A):{ y=u-tu

z=-tu
on élimine #',u on aura :

(S9):6x —3y2 —222+ 5yz=0.

Exercice 02
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1. La surface S; de R.P:

3 3

xX=u+v,
y=uv, (uo,v0) =(1,-1).
z=u°+v

oM (1 \oom (! ) . .
=| v , =| u ils sont libres © u #v
Pour u # v tous les points sont réguliers y compris (1,-1).

Soit (P) le plan tangent a (S), (P):ax+by+cz+d =0,

—_— —_— _6
— ooM ooOM
No=(a,b,c)= (ug,vg) A (ug,vg)=| 0 .
ou ov 9

(P):—6x+2z+d =0,avec My =(0,-1,0)e P alorsd =0
(P):—6x+2z=0.

Remarque : on peut aussi calculer MM O.ZV()) =0.

2. Montrons que M(1,1) est point régulier de So, déterminons la plan tangent en ce

point.
Sachant que f est de classe C1, pour (u,v) € IR2.
0 0
é(u,v) =(1,2u+v)=> é(l, 1=(@1,2,1)# OIRS'

o vy = o 1 1=
a(u,v) =Qu,v+u)=> au(l’ D=(2,1,1) # OIRS'

De plus (1,2,1),(2,1,1) sont libres d’ou le résultat.
Soit M = (x,y,z) € (P) le plan tangent & Sg en My=f(1,1)=(2,2,1)

=0ex+y-3z=1:(P)

Autre méthode :
1 2 1
1\70: 2 IAl1 =11 ,ona:
1 1 -3
x—2 1
MoM.Ny=0<| y—2 1 =0ox+y—-3z=1:(P).
z—1 -3
3. La surface S E.C : 22 + y2 + 222 = 1, avec (x9, y0,20) = (1,3, 3).

gradF(xo,o,20) = (2x0,2y0,420) # Ops = (x0, y0,20) # (0,0,0).
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Pour M # O, M est régulier, le plan tangent a (S3) en My = (xo,yo,zo)IR3 —-{(0,0,0)}

No = gradF(1,3,3)=(2,6,12),2x + 6y + 122 +d = 0,d = —56

(P):2x+6y+12z—-56=0.

4.
- 1 1 - 0 0
ooOM ooM
3 (x,y)=1 0 :(0 ), (x,y)= lf :(1 )
X 0
% 2x 3y 2y

0
y
1 0 —2x¢
]\702(0 )/\(1 ):(—Qyo).
2x0 2y0 1

X —Xg —2x0

MM .No=0<1| y—y0 d -2y |=0

z —x% —yg

(P) : 2x0x(x — x0) + 2y0(y — ¥0) — 2 — x5 — ¥§
(P):z=2xpx+2y0y — (x(z] +y(2)).

Si on prend par exemple le sommet est un point régulier de S et ’équation P en ce
point est z = 0.

Exercice 03:
Formons ’équation cartésienne du (des) plan(s) tangent(s) aux surfaces suivantes :

1. La surface S; d’équation cartésienne z3 — xy = 0 contenant la droite D d’équation :

x =2,
D'{ y=3z+3.

Points critiques :
—=Y0 0
gradF(xo,v0,z0)=| —x0 [=| 0 | = (x0,y0,20) =(0,0,0),
222 0

Tous les points sont réguliers sauf l'origine.
Le plan tangent en M est obtenu en calculant gradF(xg, yo,z9).MMy=0

P): —yox—x0y+3zgz + 2x0Y0 —323 =0.

Le ou les plan contenant D sont :
La R.P de (D) est donnée par :

x=2
D): { y=3+3t avec,A=(2,3,00€D,u=(0,3,1)direction deD
z=0+t¢

Ona:lv(;J_ﬁ@]VO.ﬁZOQ—3xo+32(2):0

xo = 2(2) 3.1)
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De plus
A €(P): —yo(2)—x0(3)+2x0y0 — 325 = 0
~2y0 — 3x0 + 2x0y0 — 325 = 0 (3.2)
Enfin Mg = (x0,y0,20) € (S)
zg—xoyo =0 (3.3)

Cherchons M tels que 3.1,3.2,3.3 soient vérifiées : on remplace 3.1 dans 3.3 on aura :

25— 25y0 = 0= 23(20 ~ y0) = 0= 20 V 0 = 2.

Sizg=0=x9=0= yo =0 absurde.

Alors zg = yg A xg = zg on remplace dans 3.2 on obtient

—zg — 322 —-220=0

de plus z9 #0
=>z91=—-1Vvzge=-2

on a deux points
MOl = (17 _]-) _1))M02 = (47 _27 _2)

On aura les deux plans :

(P1)=x-y+3z+1=0,pourMy;

(P2)=x—-2y+6z+4=0,pourMys

2. La surface Sg &’ E.C : x? + y2 + 22 = 1 et perpendiculaire(s) a la droite d’équation :

y z
xX===——
3 2
Point réguliers :
2x0 0
gradF(xo,y0,20)=| 2y0 |#| O |= (x0,¥0,20) #(0,0,0).
220 0
Tous les points sont réguliers sauf l'origine.
x=t
La R.P de (D) est :{ y=3t ,u=(1,3,-2),A=(0,0,0)eD.
z=-2t

gradF(xg,yo,20)//t :

2x0 1 0 2y0 = —320
2y0 Al 3 =0 |> 20 = 2x9
220 -2 0 Yo = 3x0

(P) : 2x0(x — x0) + 2y0(y — y0) + 220(2 —2¢) = 0.

LE.C du plan :

(P):xox+yoy+2z0z—1=0. carMy e (S).
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Mye(S) o x(z) +y(2) +z(2) =1, on remplace zy = 2x¢, yo = 3xo on aura :

1
1452 =1=>xg=+——
0 V14
ainsi 1 3 2 1 3 2
Mo1 =( , , ), Moz = ( , , )
V14 v14 V14 vi14 v14 V14
1 3 2
(Pq): X+ Y+ z—-1=0
! v14 v14 v14
1 3 2
(P2): x+ y+ z+1=0
V14 V14 V14

(P1):x+3y+2z2-v14=0, (P2):x+3y+2z+Vv14=0.

3. Point réguliers :

2x0 0
gradF(xo,v0,20)=] 2y0 |#| 0 |= (x0,¥0,20) #(0,0,0).
—220 0

Tous les points sont réguliers sauf l'origine.
LE.C du plan:
(P) : 2x0(x — x0) + 2y0(y — y0) — 220(2 —20) = 0.

La R.P de la droite x = —2z/2 est y(¢) = (¢t,—t,2t),t € IR, (0,0,0) appartient a cette droite
de plus c’est un point critique, alors il n’existe aucun plan contenant cette droite.
Exercice 04 :

Etudions la position de la surface S : z cos(x) — y sin(x) = 0 par rapport & son plan tangent en
0 =(0,0,0).

1.gradF(0,0,0) = (0,0,1) # 0, ainsi O est un point régulier, ’E.C du plan est donnée par :

(P):z=0
2. z = ytan(x) = f(x,y) de plus :
o*f o*f
o B ﬁ(xo’y()) 0xdy (%0, y0) [ 2ytan(x)(1+tan®(x)) 1+tan®(x)
fo.y0) = | g2F %f B 1+ tan?(x) 0

axay(vco,yo) 6—y2(xo,yo)

t=r=0,s=1,s2—rt=1>0. Quand xy > 0 ou xy < 0 f(x,y) change de signe que v(0,0) la
surface traverse son plan (P) en O c’est un point col ou selle.
Exercice 05:

1. La R.P du cylindre de direction # = (2,1, 3), de directrice (¢): (x=t,y =t>,z=t3+1),t €
IR, est :

t+21
) =4 2+1 (AN eIR? :R.Pde(S).
B +1+31
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2. La R.P du céne de sommet w = (1,—-1,3), de directrice (¢): (x =t,y =t2,z=¢3),t € IR, est :

1+AM¢=1)
Ot A) = { —1+AM#2+1) (t,A)eIR® :R.Pde(S).
3+ A2 -3)

3.Trouvons le sommet du cone E.C :

(S):x2+xy+y2+zz+x—3y—z+3:0

—x+2z-1

2x+y—-z+1 0 x=1
gradF =| 2y+x—-3 =10 || y=-2 |=w.
0 z=1

Car w est un point non régulier gradF(xg,yo,z0) =(0,0,0).
Exercice 06:

1. Pour a > 0, former une équation cartésienne du cylindre (S) de direction f: (0,1,0)

et de directrice :

2 +y%+22=a?,

x2+y2 =ax.

(C):{

)=y +A. ],

M=(x,y,2)€(S)oINeR,M+ 1] €(C).

_ x+A.0 X
M+Aj=| y+A.1l |=| y+1 |,
z+A1.0 z

2

2 2., ,2_ 2 2
x*+A+y)+z°=a x“+ax=a
OnauraEI)LeIR{ +(y+A2=ax {(y+/1)2=ax—

et ax > x2.

2. Former I’équation cartésienne du cone de sommet 2 =(1,0,1) et de directrice :

x2+y?=1,

Me(S) o te IR/Q+tQOM e (C).

. 1+t.(x—1) —1))2 4242 =
Q+tQM:( 0+¢(y) )QMEIR’{ (11++t€2(3i1)1)—)0+t -
1+t(z-1) o

- { 1+ .-+ Epy®=1

__1
t=33-

(S):x%—y?—2xz+22-1=0.

9 Donc(S):2%+ax=a
x

2

2
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3. Former une équation de la surface de révolution (S) obtenue par rotation du cercle C
de centre Q =(a,0,0) et de rayon r > 0 du plan (xOy) autour de I'axe (Oy).

M =(x,y,2)€(S) o 3P € (C),AM = AP, AMii = AP%,
A=0 OM=0P,0Mi = OPi.
On a
x=a+rcos(t)
) { y = rsin(t) ,D =(oy),
z=0

on prend A =0 =(0,0,0), u :f: (0,1,0),O—M = (x,y,z),O_P) =(X,Y,2).
x2+ y2 + 22 = (a +reos())? + (rsin(z))?

APe(C), y=Y,Z=0
Y = y=rsin(t)

22+ y2+22=a?+r2+2arcos(t)
y = rsin(f)

(S):(362+y2+22—0L2—r2)2—4a2r2+40t2y2 =0.r>0

4. Déterminons I’équation de la surface de révolution (S) obtenue par la rotation de la

x=1
courbe (C): { y=t2 autour de la droite (D):x =y =z.
z=—t2
On prend z =(1,1,1),A =(0,0,0).
X=t
M=(x,y,2)eS <3P =(X,Y,Z)e(C),AtecR/{ Y =¢ (X,Y,Z)cIR3
Z =1t

x2+y?+22=X24+Y2+22 2+ y?+22 =12+ 2t
x+y+z=X+Y+2Z x+y+z=t

@(S):(x—f-y+z)2+2(x+y+z)4:x2+y2+z2

(S):(x+y+22+@xy+xz+yz)=0.
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