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Avant propos

C'est avec un immense plaisir que je vous présente ce polycopié intitulé "Mécanique du
Point Matériel". Congu spécialement pour les étudiants de premiere année (LMD) en Sciences et
Technologies (ST) ainsi qu'en Sciences de la Matiére (SM), ce document se veut étre un outil
essentiel pour votre apprentissage dans le domaine passionnant de la mécanique.

Composé de quatre chapitres distincts, ce polycopié couvre l'essentiel des connaissances

requises pour une bonne maitrise des concepts fondamentaux de la mécanique du point matériel. Le
premier chapitre propose un rappel mathématique, destiné a vous remettre en mémoire les bases
nécessaires a la compréhension des développements futurs. Il jette les bases sur lesquelles
s'appuieront les chapitres suivants. Le deuxiéme chapitre, axé sur la cinématique du point matériel,
vous guidera a travers I'étude des mouvements sans considération des causes qui les produisent.
Vous y découvrirez les notions de position, de vitesse et d'accélération, éléments cruciaux pour
comprendre les dynamiques plus avancées que nous aborderons par la suite. Le troisieme chapitre
sera consacré a la dynamique du point matériel. Vous y explorerez les lois qui régissent les
mouvements sous l'influence des forces. Vous apprendrez a résoudre des problémes complexes
mettant en jeu l'interaction entre les corps, et a déterminer les accélérations et les trajectoires qui en
résultent. Enfin, le quatriéme chapitre abordera les notions d'énergie et de travail. Vous
comprendrez l'importance fondamentale de ces concepts dans 1'analyse des systémes mécaniques.
Vous serez amenés a calculer les énergies cinétique et potentielle, et a appréhender le concept de
conservation de I'énergie, un principe central en mécanique.
Ce polycopié a été congu avec soin pour vous offrir un support de travail complet et adapté a vos
besoins. Les exercices résolus qui parsément ce document ont €té choisis avec attention pour vous
permettre de mettre en pratique les connaissances acquises et ainsi consolider votre compréhension.
J'espére sincérement que ce polycopié vous sera d'une grande utilité dans votre parcours
académique. Que ce document devienne un alli¢ fidéle dans votre apprentissage de la mécanique du
point matériel.

Je vous souhaite une excellente lecture et un succes éclatant dans vos études.

Dr Belkharroubi Fadila
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I.1. Grandeurs physiques et dimensions

On appelle grandeur physique, ou simplement grandeur, toute propriété de la science de la
nature qui peut €étre mesurée ou calculée, et dont les différentes valeurs possibles s'expriment a
l'aide d'un nombre réel quelconque ou d'un nombre complexe, souvent accompagné d'une unité de
mesure

Il existe des grandeurs physiques scalaires et vectorielles:

I.1.1 Une grandeur physique scalaire est une quantité physique qui n'est spécifié que par sa

grandeur. On peut l'exprimer avec un nombre, suivi ou non d'une unité (1 kg, 30 sec, 3 °C, ...).

I.1.2 Une grandeur physique vectorielle qui est spécifié par avec une grandeur, une

direction et un sens. Exemple: le poids P, 1a vitesse V

I.1.3 Grandeurs de base

Par convention, les grandeurs physiques sont organisées selon un syst¢tme de dimensions.
Chacune des sept grandeurs de base du systéme international d’unités (SI) est supposée avoir sa
propre dimension, représentée symboliquement par une seule lettre majuscule sans empattement.
Les symboles utilisés pour les grandeurs de base, et les symboles utilisés pour indiquer leur
dimension, sont les suivants:
la masse (symbole: [M]), le temps (symbole:[T]), la longueur (symbole:[L]), ainsi que l'intensité
¢lectrique (symbole:[1])

Tableau I.1 : Grandeurs de base et leur dimension dans le systéme (SI) .

Grandeur physique Notation usuelle Dimension
Longueur l L
Masse m M
Temps t T
Intensité éléctrique i I
Température 0 0
Intensité lumineuse I J
Quantité de matiére n N

-
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I.1.4 Grandeurs dérivées

Toutes les autres grandeurs sont des grandeurs dérivées, qui peuvent étre exprimées en
fonction des grandeurs de base a I’aide des équations de la physique. Les dimensions des grandeurs
dérivées sont écrites sous la forme de produits de puissances des dimensions des grandeurs de base
au moyen des équations qui relient les grandeurs dérivées aux grandeurs de base.
Exemples :
La surface [L*], le volume [L*], la force [MLT™], la quantité d'électricité [1T]

Tableau 2 : Quelques grandeurs dérivées et leurs dimensions dans le systeme (SI)

Grandeur physique Notation usuelle Dimension
Vitesse linéaire v LT'
Vitesse angulaire, pulsation Qo T!
Accélération linéaire a,y LT*
Accélération angulaire T
Fréquence f T!
Force F MLT™
Moment d’inertie J ML?
Pression P ML'T*
Travail, énergie, quantité de chialeur W, Q ML’T-?
Puissance P ML°T"
Quantité d’électricité q TI
Potentiel électrostatique A" ML°TT!
Champ électrique E ML’TT!
Capacité C ML T
Résistance électrique R ML*TT*
Champ d’induction magnétique B MT™T!
Flux @ ML°TT'
Champ d’excitation magnétique H LI
Coefficient d’inductance L MLTT?

I.1.5 Choix des unités de mesure

Un systeme d'unités est basé sur des unités fondamentales (ou de base) et des unités dérivées
1.1.5.1 Le Systeme International

a. Unités de base:

Les unités de base du systéme S.I. sont données dans le . Tableau 3
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Le KILOGRAMME (défini initialement comme la masse d’un décimetre cube d’eau a
4°C) correspond depuis 1889 a la masse de 1’étalon en platine iridié déposé au pavillon de Breteuil.
C'est la seule unité encore définie par rapport a un objet matériel, donc susceptible de s'altérer.
Actuellement, des recherches ont donc lieu pour remplacer cette définition par une autre, utilisant
cette fois un phénomene physique.

Le METRE (défini initialement en 1791 comme la 40 millioniéme partie du méridien
terrestre, puis a partir de la longueur d’onde d’une radiation du krypton) correspond depuis 1983 a
la distance parcourue dans le vide par la lumiére en 1/299 792 458 de seconde.

La SECONDE (défini initialement comme la division du jour terrestre en 24hx60minx60s)
correspond depuis 1967 a 9 192 631 770 périodes de la radiation émise a 1’état fondamental par le
césium 133 lors d’une transition entre deux niveaux hyperfins.

L’AMPERE est défini depuis 1948 comme I’intensité du courant qui produirait une force de
2.107 N par métre de longueur entre deux conducteurs rectilignes infinis paralléles situés 4 1 m I’un
de I’autre dans le vide (voir cours d’¢électromagnétisme).

Le KELVIN est défini depuis 1967 comme étant égal a 1/273,16°™ de la température
thermodynamique du point triple de 1'eau.

La MOLE est définie depuis 1971 comme le nombre d'atomes contenus dans 12g de

W
carbone 12 (soit environ 6,022.10% atomes : c'est le nombre d'Avogadro ~'4)
Le CANDELA est défini depuis 1967 comme l'intensité lumineuse, dans la direction
perpendiculaire, d’une surface de 1 / 600 000 m” d’un corps noir, & la température de congélation du

platine, sous la pression de 101 325 Pa.

Tableau 3 : Unités de base dans le systeme (SI) .

Grandeur physique Nom de ’unité Symbole de ’unité
Longueur metre m
Masse kilogramme kg
Temps seconde s
Intensité électrique ampere A
Température Kelvin °K
Intensité lumineuse candela cd
Quantité de matiere mole mol
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Certaines unités secondaires (ou dérivées) peuvent porter des noms particuliers (Tableau 4):

Tableau 4 : Unités secondaires portant des noms particuliers

Grandeur dérivée unité Nom de ’unité | symbole
Temps Fréquence s hertz Hz
Force Kgms~ newton N
mécanique Pression, contrainte Nm~ pascal Pa
Energie, travail N m joule J
puissance Js! watt W
Quantité d’¢électricité, charge As coulomb C
Potentiel, fem WA volt A%
Capacitance cv’! farad F
¢lectromagnétisme résistance électrique VA ohm Q
conductance AV siemens S
flux magnétique Vs weber Wb
Densité du flux magnétique Wb m™ tesla T
inductance Wb A henry H
optique Flux lumineux Cd sr lumen Im
éclairement Cdsrm™ lux Ix
Activité s becquerel Bq
nucléaire Dose absorbée Tkg' gray Gy
Equivalent dose Tkg! sievert Sv

On peut ajouter que I'unité d’angle plan est le radian (rad) et que celle d’angle solide est le stéradian

(sr), toutes deux sans dimension puisque définies comme étant le rapport de deux longueurs (angle

plan) ou de deux surfaces (angle solide).

Tableau 5: Unités de mesure des angles

unité Nom symbole
Angle plan Radian rad
Angle solide steradian sr
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1.1.5.2 Multiples et sous-multiples
Les préfixes du systéme international d'unité simplifient la manipulation des mesures qui
ont des rapports élevés d'unité (par exemple, de 0,1 cm a 1000 m). Ces préfixes renvoient a des

multiples et des fractions de 10 ou de 1000.

Tableau 6: Préfixes en SI

facteur préfixe symbole facteur préfixe symbole
10** yotta Y 10 .yocto y
107! zetta Z 10" zepto z
10" exa E 10" atto a
10" peta P 10 femto f
10" téra T 10" pico p
10° giga G 107 nano n
10° méga M 10° micro u
10° kilo k 10° milli m
10° hecto h 10~ centi c
10 déca da 10" déci d

1.1.5.3 Autres systémes d’unités:

Systéeme (CGS) (trois grandeurs et unités de base)

Le systéme centimétre-gramme-seconde (abrégé ou CGS) est un systéme métrique d'unités
physiques basées sur:

C le centimétre comme unité de longueur,

G le gramme comme unité de masse,

S la seconde comme unité de temps.

Il permet d'exprimer toutes les grandeurs de la mécanique.

Tableau7: Unités essentielles du systeme CGS

Unité de nom symbole Valeur en SI
Longueur centimetre cm 10” m
Unité de base Masse gramme g 10” kg
Temps seconde s
température Kelvin K
Force dyne dyn 10° N
Travail erg erg 1077
Unité dérivée Viscosité dynamique poise P 0.1 Pas
Viscosité cinématique stokes St 10* m’s™
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Systeme (MKSA):

Le Systeme MKSA (quatre grandeurs et unités de base)
M: le métre comme unité de longueur,

K: le kilogramme comme unité de masse,

S: la seconde comme unité de temps.

A: ’ampéere comme unité de I’intensité du courant électrique

1.1.6 Analyse dimensionnelle

L'intérét premier de l'analyse dimensionnelle est de vérifier 'homogénéité d'une expression
physique.
Une équation est dite homogene lorsque ses deux membres ont la méme dimension. Par conséquent
toute expression non homogene est forcément fausse, et toute expression homogene est peut-Etre
exacte.

La dimension d’une grandeur X est notée : [X]

I.1.7. Equation en dimension d’une grandeur

En général la dimension d’une grandeur X s’écrit sous la forme d’un produit dimensionnel:

dimX = [X] = L*MPTYI°0:N¢J1

Ou les exposants a., 3, 9, 0, €, { et 7, qui sont en général de petits nombres entiers, positifs, négatifs

ou nuls, sont appelés exposants dimensionnels

Les conséquences sont les suivantes :

e on ne peut additionner que des termes ayant la méme dimension ;

e la dimension du produit de deux grandeurs est le produit des dimensions de ces deux
grandeurs ;

e [l'argument d'une fonction transcendante (sinus, cosinus, tangente, exponentielle, logarithme,

cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hyperbolique) doit étre sans dimension ;

)



Chapitre I Rappel mathématique

Exercices corrigés

Exercice 1: Dimension de la constante de Boltzmann

En thermodynamique 1’énergie d’une particule est donnée par:

E—3kT
2

T est la température, k la constante de Boltzmann

Déterminer [k]

Solution:

La dimension de 1’énergie sera déterminé a partir de la relation de 1’énergie :

E 1 2
= ——mpv
€2

E.: énergie cinétique

m: massc

v: vitesse
1
[E] = 1 Une grandeur sans dimension est une grandeur de dimension 1.
[m] =M
[v]=LT™?
D’ou:
1 2
[Ee] = [3] v

[E]=1M (LT™")?

[E.]=ML*>T?
La dimension de la constante de Boltzmann
[k] = LE]
[T]
k] = M > T2
B 0

La dimension de [k] est:
[k] = ML?>’T 2071
L’unité de k dans SI est:
Kg m’s?°K' (=J. K"
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Exercice 2:
On suppose que la période d’oscillation dépend de m, 1, g. Elle ne dépend pas de 6. Si 0 est petit, on
écrira alors:
T =kI1*mb g°
Ou k est une constante sans dimension.

Vérifier ’homogénéité de I’équation

Solution:
Soit:
[T] = [k] [1%] [m"] [g"]
T = L MP (LT ?)¢
T = [a+cpb T2

T=k ll/Z g—1/2

D’ou:

rek [
g

Sachant que: k=27

La formule de la période: ;
T=2n |—
)

Exercice 3:
1 Retrouver I’expression en unit¢ de base du joule, unit¢ de I’énergie sachant que 1’énergie

s 1
cinétique est telle que: E. = > m v?

Solution:

1. Unité de base du joule
On a:
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1
E. = Emv2 & ] =kg.(ms™1)?

Soit: | = kg m?s™?

L’unité de J dans SI est:

] = kgm?s?

Exercice 4:

Retrouver la dimension et I’'unité de la masse volumique p sachant que: p = %

Solution:

Analyse dimensionnelle

D’ou:

La dimension de [p] est:

[pl=ML>3

L’unité de p dans SI est:

kgm3

Exercice 5 :
On exprime la vitesse d’un corps par I’équation: v = At — Bt, ou t represente le temps.

Trouver les dimensions des coefficients A et B et en déduire leurs unités SI.

Solution:

At3 et Bt doivent etre homogéne a une longueur divisée par un temps.

LT !

+ [A]x T3=LT 'dould] = =

Donc

La dimension de [A] est:
[A]=LT™*
L’unité de A dans SI est:

m.s™
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LT 1

b [B]XT = LT don[B] = =

La dimension de [B] est:
[B] = LT 2
L’unité de B dans SI est:

ms

Exercice 6:
Voici trois équations horaires décrivant le mouvement d’un corps dans lesquelles x désigne la
distance parcourue (m), a 1’acceleration (m.s?), t le temps (s) et I’indice 0 indique la valeur de la

grandeur a ’instant t=0s. parmi ces équations, lesquelles sont possibles?

(a) x = vot?, (b) x= v0t+%at2 , (€) x = vyt + 2a t?

Solution:

Pour que la relation sont possible, il faut qu’elle soit homogene.

[x] = L = x est homogéne a une longueur donc le second membre de 1’équation doit étre aussi
homogene a une longueur.

(a): [vg] X [t?] =L.T™! x T? = L.T # L => Relation impossible car non homogéne

(b): [wo] x [t] + [%]x[a] X[t2] = LT XT+1 XLT2XT? =L +L=1

= Relation possible car homogéne.

() [vol x[t]+ [21x[a] x[t?]= L.T'xT+1 XLT ?xT>*=L+L=1L

=> Relation possible car homogéne.

Remarque: une relation non homogene est toujours fausse mais une relation homogeéne n’est pas

toujours bonne. Ici I’homogénéité ne permet pas de choisir entre les relations (b) et (c).

Exercice 7:
Voici trois expressions pour la période de révolution d’une sonde en orbite autour de la planete

Mercure ou M représente la masse de Mercure et r le rayon de l(orbite circulaire de la sonde.
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(a)T=2n\/%, (b)TzZn\/Gr:lf : (c)T=2ﬂ\/%

Sachant que G a pour dimension L3M~1T~2 et s’exprime dons en m3kg~1s™2

, determiner par

deux méthodes (analyse dimensionnelle et analyse unité) la bonne expression pour la période.

Solution:

La période est une durée donc elle a la dimension d’un temps et s’exprime en seconde.

Déterminons la dimension de chaque expression :
er r
1cas (a) T=2m ’—
GM

Analyse dimensionnelle

T=2m|—
\/GM

La dimension du 1¥ membre: [T] =T

La dimension du 2°™ membre:
[rl/z] LV? 1/2 1-3/2 pp1/2p—-1/2 1
[27] [G1/2][M1/2] =1X (LIBM-1T-2)1/2(M)1/2 = LV/7L MM r=L-'r

Puisque: T # L™IT = expression incorrecte

Analyse unité:

L’unité du 1° membre de I’expression (T): s

L’unité du 2°™ membre de I’expression (2 T /ﬁ ) :

Znﬁz(

T m3/2kg-1/2s-1kgl/2z

m )1/2 ml/2 _1
= S

m3kg~1s72 kg

Puisque: S # mls = expression incorrecte

2 cas: (b)) T=2m /Gr—l\:
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Analyse dimensionnelle

La dimension du 1¥ membre: [T] =T

La dimension du 2" membre:

[GZHMZ] L MR

3/2 pp-1/2 p=1pq1/2 1-3/2 — -1
[rZ] L L°’* M T "M+“L T

Puisque: T # T~1 = expression incorrecte

Analyse unité:

L’unité du 1¥ membre de ’expression (T): s

L’unité du 2°™ membre de I’expression
1
GM (m? kg_ls_z)z(kg)f 3/2 1, o —1/2 =11, 41/2 1 —3/2 _ 1
2m | = T m3/2 kg2 s7lkg2 m 32 =g

-1

Puisque: § # S => expression incorrecte

3
3™ cas: (C)T—ZTC,GM

Analyse dimensionnelle

La dimension du 1¥ membre: [T] =T

La dimension du 2°™ membre:
[Tz] (L )3/2
. T = L3/2L—3/2 M1/2 TlM—l/Z =T
[GZ][MZ] (L3M-1T-2)2(M)2

Puisque: T =T = expression correcte

Analyse unité:

L’unité du 1¥ membre de ’expression (T): s

3
> 3
27 | = = (m)z = mzm~ Zkgzslkg 2=s
GM 3,9-1¢—2 Y3
(m3kg='s%)2(kg)

1
2

Puisque: § = § = expression correcte
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Exercice 8:
Supposons qu’un projectile soit lancé d’une hauteur y, au-dessus du sol. Sa portée est notée d, v, est
la vitesse initiale et 8, est I’angle de projection.

Montrer que I’expression suivante est homogene:

vé 8
d=2—0 sin20y + |sin?2 6, + gzyo

g Vo

cos? 0,

Solution:
Vg 89 Yo
d= —— | sin26y + |[sin?2 60, + —— cos? B,
29 Vo
Ona
[d] =L
[sinf] =1
[vo] = LT

[g] =[a] =LT~?

va vE 8
[ﬁ sinZHOl = lﬁ sin? 2 6, + ‘Zzyo cos? 0y| =

0

(LT~ )2 (AT™1)?
LT-2 ~  LT2

On obtient; L=L

L’équation est homogene

1.2 Erreurs et incertitudes

1.2.1 Erreur

L’erreur est la différence entre la valeur mesurée et la valeur vraie de la grandeur que 1’on mesure.
11 existe deux types d’erreurs

e L’erreur systématique

Le premier type d'erreur est ce qu'on appelle l'erreur systématique. Cette erreur est une
"déviation" constante, négative ou positive introduit par l'instrument. De facon plus générale on
parle d'erreur systématique quant, par rapport a une valeur de référence x, l'instrument donnera

toujours comme valeur observée x+b (déviation positive ou négative). Par exemple, pour un

=
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instrument comme votre balance, si elle affiche systématiquement "+ 2 kilogrammes" par rapport au

poids réel, I'erreur systématique est de +2 kg.

e L’erreur aléatoire

Que l’on traitera de fagon statistique ou probabiliste : par exemple, la mesure répétée de la
période d’un pendule avec un chronomeétre manuel donne des valeurs légerement différentes. Dans
la construction des tests et l'analyse de la fidélité, quand on parle d'erreur de mesure, on fait
référence a ce qu'on appelle 'erreur aléatoire. Cette erreur est le résultat d'un ensemble de facteurs
(inconnus) qui font que parfois la mesure sera 1égeérement supérieure a la valeur réelle et parfois
légérement inférieure. Un instrument de mesure est toujours construit pour minimiser cette erreur
aléatoire (la mesure observée doit étre toujours proche de la mesure de référence ou plus
exactement la dispersion autour de cette valeur de référence, lors d'observations multiples, est
faible). Cette erreur aléatoire est celle qui est associée a la notion de fidélité et celle a laquelle on
fait le plus souvent référence lorsque l'on parle d'erreur de mesure dans la construction des tests

mentaux.

1.2.2 Erreur absolue-Incertitude absolue

Aucune mesure n'est parfaite. Quelque soit le soin apporté a sa mise en ceuvre, la précision
de l'appareil, la compétence de 1'opérateur, le respect des reégles de manipulation et de controle
sévere de tous les parametres d'influence, il restera toujours une incertitude sur la mesure. Tous
les efforts accomplis dans le domaine de l'instrumentation visent a faire tendre cette incertitude
vers une valeur de plus en plus faible, tout en sachantqu‘il ne sera jamais possible de I'annuler.
C'est pourquoi toute mesure, pour étre complete, doit comporter la valeur mesurée et les limites

de I'erreur possible sur la valeur donnée.

a. Erreur absolue
L’erreur absolue d’une grandeur « X » est la différence entre la valeur exacte Xe et la valeur
approchée s’appelle erreur absolue qu’ont désignée par 6X

L'erreur absolue est :

0X= Valeur approchée - Valeur réelle

b-Incertitude absolue : notée par AX incertitude absolueAX = | sup dX |
Nous pouvons toujours nous assurer que l’erreur commise ne dépasse pas une valeur

limiteabsolue commise sous le nom de I’incertitude absolue.

=
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AX < sup|6X|

L’incertitude absolue AX a la méme unité que G le résultat est donné sous la forme :

X= (Xa = AX)

D’ou X, est la valeur approchée

Equivaut a écrire :

Xa - AX <X <Xa+AX.

1.2.3 Erreur relative et incertitudes relatives

a. Erreur relative

L'erreur relative est le quotient de I'erreur absolue a la valeur exacte.

_ X X-X,
X X

Er

Comme il s'agit d'un nombre sans dimension (pas d'unité), on 1'exprime généralement en
pourcentage (%) :

e

5X
£r X 100% = ~— X 100% = x 100%

e e

b. L’incertitude relative

Est la limite supérieure de I'erreur relative. On note:

AX

Xe

56X
Xe

On peut I'exprimer en % : i—X X 100%

1.2.4. Calcul des incertitudes:
a-Somme et différence :
Soit : la gradeur X

X=ax+by-cztkX=ax+by—cz+k telque:ab,c,k ER

AX = |a| Ax + |b| Ay + |c| Az
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b- Cas d’un produit
Soit: X = k x*y? tel que: a,b,k €R

InX=Ink+alnx+blny

ax dk dx d
Z==+aZ+p=2
X k x y

Ax Ay
AX = x(|a|— + |b] —)
x y

¢- cas mixte:
Soit: X =k (x —y)*.zP tel que: a,b € R et k constante
InX=Ink+aln(x—y)+ blinz

dX dk d(x—y) dz
—=—+a——+b —
X k (x—v) z

X

AX |a

a Az
S Y L YR
x—y xX—y z

Exercices corrigés

Exercice 9:

Rappel mathématique

Pour mesurer 1’épaisseur d’u cylindre creux, on mesure les diametres intérieurs D, et extérieur D, et

on trouve:
D, = (19.05 + 0.10) mm , D, = (26.70 +0.10) mm

Donner le résultat de la mesure et sa précision

Solution:

L’épaisseur du cylindre:

D,— D 26.70—19.05
e = 22 L= - = 3.60 mm

e =3.60 mm
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L’incertitude absolue: Ae = ADat ADy _ 0.10 mm
Ae = 0.10 mm
Le résultat s’ écrit: e = (3.60 +£0.10) mm

e= (3.60 +0.10) mm

. . ) Ae 0.1
L’incertitude relative: ~ = 5" 0.03 = 3%

Ae
—= 3%
e

Exercice 10:

X est grandeur caractéristique du pendule simple sachant que:

l
X =21 |—
)

1- Calculer la dimension de X. Que représente X?
2- Déterminer I’incertitude absolue AX connaissant Al et Ag.

On donne: 1 = (100.0 £ 0.1)cm, g = (9.81+0.01) ms™2 et n=3.14

Solution:

1. La dimension de X.

[1/2] L1/2
[91/2] T (LT-2)1/2

[X] = [27]

=T = [t], donc X représente un temps

[X] =T = [t]

l
Ona T =2m \/; X représente la période T
2. L’incertitude absolue AX

InT =1n(2m) + In (\/7) + In <ﬁ>
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1 1
InT =1In(2m) + Elnl — Elng

AT 1Al 1Ag
T 21 2g
T (Al Ag
AT = = |—+—
2(l+g)
T (Al Ag
AT = = [—+—
2(l+g)

T = (2.000 + 0.002)s

Exercice 11
Soit a déterminer la masse volumique p de la substance d’un cube homogene a partir de la mesure

de samasse m = (200.0 + 0.1)g et de son arétea = (4.0 + 0.4)cm3.

Ecrire le résultat de la mesure.

Solution:

Calcul de la masse volumique:

~m_m
P=v=a

p=3.12gcm3

Calcul de I’incertitude absolue:

Ap — Am

P m

+3% S ap=p (437




Chapitre I Rappel mathématique

AN: Ap =312 (5o + 3 ) =024 g cm™
Ap=0.24gcm3
Calcul de I’incertitude relative:
222 07 = 7w
p 312 07
A
2P _ o,
p

Le résultat;

p=(3.12 +£0.24)gcm™3

Exercice 12:

La densité (8 ) d’un corps solide par application du theoréme d’Archiméde est:

m, — my
6= ———
msz; — my

Ou m;, my, ms sont les résultats de trois mesures de masses effectuées successivement, avec la

. . ; AS
méme balance. Trouver [’incertitude relative 5

Solution:

Nous avons I’expression:

m; — my
6 = ———
ms; — my

Remarquons que les trois masses sont dépendantes.

Appliquons la fonction logarithmique aux deux membres de I’équation:

m; — my
In§ =1n (f) = In(m, — my) — In(m3 — m,)

msz — my

Passons a la différentielle logarithmique:

21
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dé dim; — my) d(mg— my)

8 (m, — my) (m3 — my)

Développons:

dé dm, dmy dm, N dmy

6 mz_ml mz _m1 m3_m1 m3_m1
Factorisons:
asd 1 1 dm dm
- = dml ( - )+ 2 — :
6 ms—m, myo—mq mo—mq ms—m,

Passons a présent aux incertitudes relatives, en remplagant di par Ai et échangeant le signe (-) des
facteurs communs par le signe (+), et en supposant Am; = Am, = Amgs (puiqu’on utilise la meme
balance).

L’incertitude relative:

AS 1 1 Am Am
22 - Aml ( _ )+ 2 _ 3
mq

fo) mz—mq my— mo—mq mz—mq
On obtient:
Ab 2Am
o m; —my
Exercicel3:

Calculer I’incertitude relative sur la mesure de la capacité (C) d’un condensateur équivalent a deux

condensateurs montés: (a) en parallele, (b) en série et cela en fonction des capacités (C,) et (C,).

Solution:

(a) Groupement en paralléle:
La capacité du condensateur équivalent a deux condensateurs montés en parallele est donnée par la

formule:

C= C1+ C2

Appliquons la fonction logarithmique aux deux membres de 1’équation puis passons a la

différentielle logarithmique :

lnC == ln(Cl + Cz)
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L’incertitude relative est donc

AC ACl ACZ AC - AC1 ( Cl ) ACZ ( Cz )

— = + & —= +
C C,+C, C,+C, € € \¢,+¢C) ¢, \¢;+ ¢,

(b) Groupement en série :

La capacité du condensateur équivalent a deux condensateurs montés en série est donnée par la
formule :

1 1 C,C
c_ ¢ ' G Cy+Cy

c,C
¢ Dile?
C,+Cy

Appliquons la fonction logarithmique aux deux membres de 1’équation puis passons a la

différentielle logarithmique :
lnC = lTlCl + lTlC2 - ln(Cl + Cz)
L’incertitude relative est donc

dc _ d¢ . dcC, dc, dc,
c ¢ C C+C C+C,

Factorisons:

dC—dC<1 1 >+dC(1 1 )
c “'\¢ ¢ +¢ \¢c, C,+¢C,

L’expression précédente peut étre écrite sous la forme :

dc  dc c dc c
=l ae) e g

c ¢\ g+6G/J ¢, " ¢ +¢

Finalement I’incertitude relative demandée est :

Cy

AC,
1 -
C,+C,

C,
+ C,

AC  AC,
i +C;

- 1
cC ¢
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1.3. Calcul vectoriel:

1.3.1 Scalaires et vecteurs:

Des grandeurs variées en physique, telles que la longueur, la masse et le temps, ne
nécessitent pour leur caractérisation qu’un nombre réel et de leur unité. Un scalaire est représenté
par une lettre telle que: Le temps (t), la masse (m), la longueur (1) etc...

Exemple:
La température d’ébullition de I’eau: ® = 100° C
La charge élémentaire de 1’électron: q =-1.6 10™° Cb

D’autres grandeurs en physique, comme un déplacement, une force, requicrent pour leur
caractérisation a la fois une direction; un sens et un module. De telles grandeurs sont des vecteurs.
Un vecteur est représenté symboliquement par une lettre en gras avec une fleche, comme le vecteur
u noté: uU.

Exemple: la force ( F ), la vitesse ( ¥ ), le champ électrique ( E ) etc...

1.3.2 Représentation d’un vecteur

Un vecteur est un segment de droite portant une origine et une extrémité. Le

vecteur AB, par exemple, se caractérise par:

-
-
-

exﬂ‘et_ui[e i 'éofc,
= -7 ¥

origine

Figure I.1: Représentation d’un vecteur

» Sa direction: droite (AB) et des droites parall¢les a (AB).
» Son sens: de A a B.

» Sanorme (ou module): longueur du segment [AB], noté”ﬁ”.

&
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1.3.3 Propriétés des vecteurs

1.3.3.1. Vecteur libre:
Définition
Soient A et B, deux points de l'espace. Le vecteur libre AB =V désigne 1'un des bipoints
équipollents au bipoint (A, B).
Il est caractérisé par:
1. une direction
2. un sens

3. une norme, ou intensité, ou module

-
>

—
_—" B

5‘..-' i
A

Figure 1.2: Vecteur libre

1.3.3.2. Vecteur glissant:
Définition
Le vecteur glissant (A,l7) désigne 1'un des bipoints équivalents au bipoint (A,B) qui ont la méme
droite support que (A,B).
Il est caractérisé par:
1. un support (une direction et un point)
2. unsens

3. une norme

1.3.3.3. Vecteur lié
Définition
Le vecteur li¢ [l7] est le représentant du bipoint (A, B), et a pour origine A.
Il est caractérisé par:

1. une origine

2. une direction
3. unsens
4

. unc norme
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1.3.3.4. Vecteurs unitaires

i
Kk
O > s
- J
X i

Figure L.3: Vecteurs unitaires (Z, ], k)

Définition d’un vecteur unitaire:
Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme est ¢gale a 1. Les vecteurs unitaires dans la

direction des axes x, y et z sont respectivement noté 7, J et k.

Tout vecteur peut étre exprimé sous la forme: x T+yj+z k

1.3.3.5. Orientation de I'espace et du plan

— — —

i dans la direction du pouce.

3 dans la direction de I'index.

E dans la direction du majeur.

=l - =
o

-.l il
<

direct pour former un triedre direct.

Figure 1.4: Régles des trois doigts de la main droite

Soit un repére orthonormé (0, 1,7, i) de ’espace

Orienter ’espace, c’est distingué¢ les reperes «directs» de ceux qui ne le sont pas et nommés
«indirectsy».

Exemple: Regles des trois doigts de la main droite

On associe les vecteurs de base (?,f, E) aux axes d’un triedre rectangle formé par les trois doigts de
la main droite:

27
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1.3.3.6. Vecteurs égaux

B — B —
Deux vecteurs AB et CD son égaux s’ils ont méme module, méme direction et méme sens

quelles que soient leurs origines. Sur la Fig L.5, on a représenté:

D
v
B
R C
u
A

Figure I. 5: Vecteur ¢gaux

— — .
Deux vecteurs U et V sont égaux s’ils ont:

> La méme direction.
> Le méme sens.

» La méme norme (module).

1.3.3.7. Vecteurs opposés

Deux vecteurs sont opposés s'ils ont la méme direction et la méme norme, mais qu'ils sont

de sens contraire.

On note — U est I’opposé de U

—

Sur la Fig 1.6, on a représenté AB = VetBA= —V
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1.3.4. Coordonnées d'un point
1.3.4.1. Coordonnées cartésiennes
Définition Un repére de I’espace est un quadruplet (0, 1,7, E)formé :
1. D’un point O appelé origine du repere,
2. D’un triplet (7,7, E)de vecteurs non coplanaires.
% Si les vecteurs Z,J, k sont deux & deux orthogonaux, le repére (0,15, E) est dit orthogonal.

% SideplusonallZ]| = |ljll = ||E|| = 1 On dit que le repére (0, 1,J, E) est orthonormé.

M

~
e

Figure 1.7: Un point M repéré dans l'espace.

Un point M de l'espace est repéré par 3 coordonnées : son abscisse x,;, son ordonnée y), et sa cote
ZMm.
Pour lire les coordonnées d'un point M :

1. projeter M sur le plan (xOy) en 4 (la droite (AM) est la perpendiculaire au plan (xOy) passant

par M); tracer la droite (OA) ;

2. tracer la paralléle a (OA) passant par M, elle coupe (Oz) en B.

3. La cote z), du point M est celle du point B.

4. L'abscisse x), et I'ordonnée y), du point M sont celles du point 4 dans le plan (xOy).

Exemple 1:

.ZnB

XM

x &

Figure 1.8: Coordonnées du point M dans le repére (0,7, 7, E)
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Ici,onlitque:xy=3;yu=4;zy=4;
Coordonnées du point M dans le repére (0,7,7, E) sont: M (3 ; 4 ; 4).

Exemple 2:

Figure 1.9: Coordonnées des points N, R, O, P et S dans le repére (0, 1,7, E)

Les points N, R, O, P et S sont situés dans des plans différents. Il est possible de définir leurs
coordonnées respectives.

N est dans le plan (yOz). N (0; 2 ; 4)

R est dans le plan (xOz). R (1;0; 3).

Q est dans le plan (xOy). O (4 ;1 ; 0).

P est sur I'axe (Oy). P (0 ;4 ;0).

§Q3:5;53).

1.3.4.2. Coordonnées polaires

Y
I
| IE— M
. I
I
I
//: X
(8] 3

Figure 1.10: Coordonnées polaires

Coordonnées polaires du point M

r=0M >0
M{e:@m)
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Relations avec les coordonnées du repere orthonormé cartésien:

X =1 cos0
y =1sinf
1.3.4.3. Coordonnés cylindriques
z
Ay
Nz
h
WM
F4
o u v
/
g o
/!
A X fom ==
m
X

Figure I.11: Coordonnées cylindriques

Coordonnées cylindriques du point M

p=0m =0
»= (0% 0M)
z=mM
p=0
0< ¢ <2m
—0 <z< 4+

1.3.4.4. Coordonnés sphériques

(o]

Figure 1.12: Coordonnées sphériques
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Coordonnés sphérique du point M:

r=0M =0
M{0 = (O—Z),W)
¢ = (0x,0m)
r=>0
0< 0 <2nm
0< ¢ <2m

1.3.5. Opérations sur les vecteurs

1.3.5.1. Somme des vecteurs

L’addition de vecteurs s’appelle somme ou résultante et cela représente aussi un vecteur.
Afin de trouver la somme de deux vecteurs, il existe deux méthodes pour y parvenir.
lére

méthode : Méthode du triangle: Il suffit de prendre I’extrémité d’un vecteur et le placer a

’origine du deuxi¢me vecteur.

1° cas
-
—» U+
L N S~
— u
W £
—r
W
2éme cas
i v
—_—— R
* o
= u
U
> —»
U+
W=U+V

Figure 1.18: Somme de deux vecteurs —-méthode du triangle-
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2°™ méthode : Méthode du parallélogramme:

Placer les origines de chacun des vecteurs ensemble, compléter le parallélogramme et le
vecteur somme est représenté par la fleche qui a comme point de départ 1’origine des deux vecteurs

initiaux et le sommet opposé du parallélogramme.

v v 7
B > _5
S A T U+v
] 11
u i \
W=U+V

Figure 1.19: Somme de deux vecteurs —méthode du parallélogramme

Propriétés:

L’addition vectorielle est une loi de composition interne et posséde les propriétés suivante:
Associativité: (l_f + 17) +W="U+ (I7 + W)

Commutativité: U+V=V+1U

Elément neutre: U+0=0+0=1U (6 vecteur nul)

=0 (—l_f vecteur opposé de l_j)

N—’

Elément symétrique: U+ (—l_f

Relation de Chasles

En représentant les vecteurs U, VetW repectivement par 0C, OA et OB alors ’addition

vectorielle W = U + V conduit a:

_— = = ——  —

OB=0C+ 0OA & 0C= 0B—- 0A

Or comme OC = AB on en déduit quels que soient les points O, A et B.

—

AB = OB — 0A = A0 + OB (Relation de Chasles)
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1.3.5.2. Soustraction des vecteurs

La soustraction de deux vecteurs se fera de la fagon suivante:

—

Pour W=0-7V

Figure 1.20: Soustraction de deux vecteurs

1.3.5.3. Multiplication d'un vecteur par un scalaire

/ d
>0 ku
k<0

Figure 1.21: Produit d’un vecteur par un scalaire

Le produit d’un vecteur V par un scalaire o a est un vecteur noté o Vv, tel que:
Sa direction est celle de V
Son sens: celui V sia >0, celui de - Vsi 0<0

Sa norme est ¢gale au produit de celle de Vv par la valeur absolue de a: ||al7|| = |af ||I7||

1.3.5.4. Produit scalaire de deux vecteurs
Le produit scalaire de deux vecteurs U'et V noté U.V est on scalaire ¢gal au produit des normes des

deux vecteurs par le cosinus de leur angle @ = (F, V)

gv=|0||[V| cosé
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Le produit scalaire est donc positif pour £ aigu et negatif pour € obtu

Produit analytique

En posant U (U « Uy, U, ) et V(Vx, vy, VZ) les composantes respectives de U et V dans la base
orthonormée (0, iJ, E), le produit scalaire de ces deux vecteurs est le scalaire défini par la relation :

UV = (Ui+Uj+Uk). (Vii+V,j+V,k)

UV = UV, + UV, +U,V,

Sachant que:

Disposition pratique

Uy, [Vx
UV=|U, (Vy=U, VU, V,+ UV,
u, \V;

1.3.5.5. Produit vectoriel de deux vecteurs

Figure 1.22: Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs U et V, est un vecteur W, noté¢ W = U A Vde :

> Direction:W LU etW LV
Sens: triedre (U, V, W) direct

> Nome: W] = 7] 7] |sin(T.7)
||W|| est I'aire du parallélogramme construit sur les représentants OA et OB des vecteurs U et
V. En effet, AH = OA sina = ||U||sin(U,V) et aire du parallélogramme devient : OB x AH=
11 17 sin(.7)
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En posant U (U o Uy U, ) et V(Vx, v,,V, ) les composantes respectives de U et V dans la base

orthonormée (0, iJ, E), le produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur défini par la relation

—

W=TUAV= (UV,-UV,)i+ UV, —UV)j+ UV, - UV, )k

Sachant que:

Pour obtenir les composantes du produit vectoriel
Disposition pratique:
U, Vy u,v,-u,v,

UAV={U, \{V,=!U,V,-U,V,
v, v, (UW,-UV,

u, (v, (UV,-U,V,
UAV={U, \{V,=!U,V,-U,V,
u, (v, l(uwv,-uyv,
1.3.5.6. Produit mixte de trois vecteurs:
D
uAv
H -
BT s

Figure 1.23: Produit mixte de trois vecteurs:

On appelle produit mixte de trois vecteurs U; V et W, le scalaire défini par:

(UV.W)= (UAV)W
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Soit: l_])(U U, U Z), V(Vx, vy, VZ) et W(Wx, w,, Wz) dans un systéme de référence orthonormé
(0,7,7, k).
Dans la base orthonormée directe(i, 7 E), le produit mixte de trois vecteurs:
U=Ud+U,j+Uk
V="VIi+Vj+V,k

W= W,i+W,j+W,k

S’exprime par le scalaire:

—

(VW)= (UAV).W = UV, - UV )W, + UV, — UV W, + (UV, — UV, )W,

Uy Vi W,
(U A V) W = Uy Vy Wy
u, v, w,

On appelle produit mixte de trois vecteurs l_f; V et W, le scalaire défini par:
OV W)= (UAV).W
Posonsp = U AV
(UV,W)=p.W= 0D.0C

Si H désigne la projection orthogonale de C sur OD alors:

— — —>

|(@.7,W)| = [[0B.0¢| = [05 ||[6¢]jcos(0D, 0€)
|@.7,%)| = [[oB | 0|

Avec: ||—0ﬁ|| = ||l7 A V” aire du parllelogramme construit sur (52, ﬁ)

|(U,V,W)|: Volume du parallelepipede d'arete 04, OB, OC.

Exemple:

Calculer le volume du parallélépipede de cotés adjacents:
U=(1,13),V=214) et W=(51-2)
Solution:

Le parallélépipéde est engendré par les vecteurs U = (1,1,3), V=214 et W= (5,1,-2)
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Son volume est donné par la valeur absolue du produit mixte de ces trois vecteurs:

Volume = |I7V)AW|

1 1 3
Volume=(|2 1 4||=]|-6+24—-9|
5 1 2

Volume =16

1.3.6. Dérivée d’un vecteur:

Soit un vecteur V(£) = x(O)I + y(0)f + z(D)k

Sa dérivée est donnée par I’expression:

dv(e) _ dx(t). s dy(t)i , 4z

Vi = dt dt ‘T dr dt

Exemple:
Soit le vecteur V(t) donné par I’expression:

V(t) = 4ti+t3 + 4k
La dérivée de V(t) est:

dv(t)  dx(t), L D@ )

V=7~ ac "TTar T T a
i dv(t
V’()—T)—‘l-i)-th]

1.3.7. Régles de dérivation:

d(Vi®+V2()  avye) L0

dt dt dt
5 AVi@O-Vz(0) _ dVi(®) _ dVz(®)
dt dt dt

dVi®Vz(®) _ dVi(®) o dvy(t) o
> r =— - V2O +——=.V1(D)

de (t)

5 AVOV20) dvl(t)

” A V () +

AVL(8)
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1.3.8. Les opérateurs différentielles:
1.3.8.1. Les principaux opérateurs et leurs propriétés

-1l existe différents opérateurs différentiels principaux appelés:
» L’opérateur nabla: v
» L’opérateur gradient:ngi(f) =V.f
» L’opérateur divergence: div(f) = VF
» L’opérateur rotationnel: ot (F) =VAF
» L’opérateur Laplacien Af
Ils généralisent la notion de dérivée - ces opérateurs peuvent s'exprimer avec l'opérateur nabla
(défini uniquement en coordonnées cartésiennes)
1.3.8.2. L’opérateur nabla
Les opérateurs vectoriels que nous rencontrerons sont appliqués dans différents domaines de la
physique, on note:

L’opérateur nabla: V

En coordonnées cartésiennes

. (6 d 6) d T d Tt Jd _,
==, -_—, — = — —u —u
dax ay 0z ax * ody Y o9z ?
En coordonnée cylindriques
V_(O 10 6)_6__,+16__)+6__,
~\or' T’ 9z) ar'm T rae"e T az'=
En coordonnée sphériques
V_(O 14 1 6)_6__)_{_16__)_{_ 1 a9
~\ar’  rade’ rsinfde) ar'm T 730" T rsine a<p“"’

1.3.8.3. L’opérateur gradient Vf (x,y,2)
L’opérateur gradient est opérateur différentiel qui s’applique a un champ scalaire (fonction scalaire

dépendant de I’espace et du temps) et le transforme en un champ vectoriel.

grad(f) = Vf
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Systéme de coordonnées f(M,t) Expression de grad(f)
S -, ] a ]
Cartésiennes f(x,y, z, 1) grad(f) = f M+ af T+ af W
ax ay 0z
Cylindriques f(r, 0, z, t) of _, of _, Of_,
b b b d _— — —
grad(f) = = + —-u + =1,
Sphériques f(r, 0, @, t) — . Of__, 10f_ 1 of
grad(f) = ar "7 30™ T ¥ sine i1 Yo

Exemple:
Calculer le gradient de la fonction: f(M) = f(x,y,z) = x? + 2y3 + z*

Solution:

. 5. Of _, of _, Of
grad(f) =Vf = T2 + 5113, + 5,

grad(f) = Vf=2xu; + 6 y*u, + 42°u,

1.3.8.4. L’opérateur divergence: div(4) = VA
L’opérateur divergence est opérateur différentiel qui s’applique a un champ vectoriel et le

transforme en un champ scalaire.

div(d) = V.4
Systéme de coordonnées Expression de: div(d) = V.4
Cartésiennes .~ O0A, 0A, 0A,
div(A) = o 3y + 5
Cylindriques 16(rAr) 1 d(4p)
div ( )_ +r a0 " 0z

Sphériques 1 a(r?A 1 d(sinf A 1 094
pherid aiv(d) = L0°A) 1 3sindAg) 104,
or r sinf do rsing d¢

Cette notation permet de retenir I’expression du divergence en coordonnées cartésiennes:

dw(A) =V.A = <ax + @uy + &uz) (Axux + Ayu, + Ayu,

. —— 04, 04, 04,
dw(ff)— V.A = Ep + 3y + 57
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Exemple:
Calculer la divergence du vecteur: OM = x U, + 2y U, — zu,

Solution:

On a:
J _,

dy Uy

div(OM) = V.OM =1+2-1=2

div(0M) = 7 om = ( Lz
w( )— . —(aux+ +az

div(W) =2

1.3.8.5. L’opérateur rotationnel VA A

Calcul vectoriel

a
—E;)(xu—x'+ 2yu, — zU, )

L’opérateur rotationnel est opérateur différentiel qui s’applique a un champ vectoriel et le

transforme en un champ vectoriel.

rot(f)= VAAd

-

—

Systéme de coordonnées Expression de: 7ot (4) = V A A
Cartésiennes — (04, 0A)\ 0A, 04,\__, (04, O0A,\_
“”-‘(A)—(ay -a)wr (G s (o )
Cylindriques —\ (1 04, %>_> (aAr B 3Az>ﬁ (l 0(rdg) 1 aAr>_>
rot (4) = r 00 az/) " 0z or U+ r or r a0 )"
A1 . 1 J(sinf A 1 0A 1 dA 10(rA
Sphériques rot (A) = : ( o) L 94\ 1 o4, 1 (rd, o
rsiné a0 rsinf d¢ rsin@ do r Or
N (1 d(rdy) 1 aAr>_>
r or r a0 )"

rot(A)zV/\Az— — =
dx dy 0z
A, A, A,
04, 04,
dy 0z \
rot @)= ad = |2 _ 04
0z d0x
04, 04,
d0x dy
. . . (0A 04\ _, 0A, 04,\_,
TOt(A):V/\A =<ayz_g)ux (E—a—xz)uy O

dy

94, 04
+ <—y— —")ﬁz

a
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Exemple:
Soit le vecteur force; F = (x —ay) u, + (3y — ax)u,
Ou a est une constante

Calculer le rotationnel du vecteur F

Solution:

= - —_— a a f— —_— —
rot (F) =VAF = (% + guz) A (qux+ Fyuy)

5 oF, OFN\_. [(0F, OF\_
rot (F —) U, + <E)uy+ <E— E U,

rot (F) =VAF = O ur+ Ou, + (—a — —a)i,

>

rot(F)=V)/\F =0

rot (f) =0

1.3.8.6. L’opérateur Laplacien

L’opérateur Laplacien est opérateur différentiel qui s’applique a un champ scalaire ou un champ

vectoriel et le résultat est de la méme nature.

Le Laplacien scalaire:
L’opérateur Laplacien scalaire est un opérateur différentiel d’ordre deux qui transforme un

champ scalaire en un autre champ scalaire. Le Laplacien scalaire s’obtient en prenant la

divergence du gradient et se note Af(M,t)

AM(M,t) = V2f = div(gradf)

Systéme de coordonnées Expression de Af

Cartésiennes - a2 92 a2
Af = V2f = f f f
ax?  dy*? 9z?

Cylindriques = of 1 9*f 9*f
o = P =5 (r5) * ae o
Sphériques _ 1 ,0f 1 9 of 1 *f
D e
f=vy rZor or * r2sin6 40 sind a0 +r2 sin 82 d¢?

Le Laplacien vectoriel:
Le Laplacien vectoriel est un vecteur (comme son nom l’indique) qui prend en argument un

vecteur: Il se note se la méme fagon que le Laplacien scalaire mais avec un vecteur
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Exercices corrigés

Exercice 1: -Produit scalaire-

On considére la figure ci-contre:

"1,B‘1F

A *—3—>
Calculer les produits scalaires suivants: a) DC .DE; b) AF .CB ) FC.FA d) EC.FB e) DA .FC
f)DE .CB
Solution:

a)D_C).ﬁzDC X DE Xcos(ﬁ,ﬁ)
DC .DE = 4 X 4 X cos60°
DC.DE = 8
b)ﬁ.ﬁ):AF X CB xeos(ﬁ,@)
AF .CB =0 (AF L CB)
c)ﬁ.ﬁ= FB.FA (ﬁ projection de FC sur la droite passant par les points A et F)
FC.FA = FB x FA x cos(FB .FA)

FC.FA=3x7 x1

FC.FA =21
d)EC .FB =EC X BF X cos(60°)

EC.FB =6
e) DA.FC = CB.FC
DA.FC=-CB.CF
DA.FC = CB.CB
DA .FC = — |[cB|

DA.FC= —16
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—

f) DE.CB= —ED.CB
DE .CB = —ED x CB x cos(ED.CB)
DE .CB = —4 x4 X c0s(30°)

_— — 3
DE.CB=—16><§

Exercice 2: Produit vectoriel:
SiA=21—37—k etB=17+4]—2k, trouver: (8 A A B, (b)B A 4,
©((A+B)A(A-B).

Solution:
. 5 5 [ 7 Kk
@A AB=(21-3]—-k)A(T+47-2k)=|2 23 —1
1 4 =2
— B _-1-3 -1_-12 -1 .72 -3
ArB=t|7 |77 D RS T

AANB=1071+3j+11k

—

- - - > i) ]_> k
MBAA= (1+4]7-2k) A(2T-37-k)=|1 4 -2
2 -3 -1
- - N 4 —2 N 1 —2 7 1 4 - - 7
= — + = - - -
Bad=t|% Ti-il, ZivR Sf=-wi-sr-11k
BAA=-10i-3j-11k
(c)

A+B=(0-37—k )+ ({+47-2k)=30+j-3k

N
|
(so])
I
~
)
~1
|
w

j—k)— (@+4j-2k)=i-7j+k

. i 7k
(A+B)A(A-B)=13 1 -3
1 -7 1
G+B)n(@-B)=1|1 P|-7[7 7| +k[} L|--20i-6j-22%

(A+B)A(A-B)=-201-6j-22 k

=
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Exercice 3: Produit mixte de trois vecteurs:
Soient trois vecteurs: 4 = (1; 5; -5), B = (2; 4; 3), ¢ = (0; 5; —4)
Calculer: A. (§ A 5)

Solution:
On a:
A, A, A,
A(BAC)=|B. B, B,
. €, C,

R

En remplacant par les coordonnées drs trois vecteurs: A , B et ¢

.. . |1 5 -5
ABAC)=|2 4 3
0 5 —4

A(B AC)=1x(-4)—-5%3)—5(2x(—4)—0x3)—5(2%x5—0Xx4)
A (B A C)= —31+40-50

A(BAC)= -41

Exercice 4: — Opérateurs différentiels-

Un point M(x, y, z) étant repéré par le rayon vecteur : # = OM de module r = VX2 + y2 + 72

Calculer: grad(r), divi , rot 7

Solution:

Calcul de grad(r):

En coordonnées cartésiennes on a:

oar or oar

grad(r) = Vr = au_x)+ @u_y) 5_)

or a(\/m) X

X
or 6(\1x2+ y2+ Zz) y y
dy dy B /x2+y2+zz_r
or 5(‘1x2+ y2+ Zz) VA VA
a_ 0z - /x2+y2+Z2_;

Donc:
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zZ —

grad(r) = Vr = §@+%@+ - U,

- . 1
grad(r) =V.r = - (xuy + yu, + zuy)

ey — _12
grad(r)=V.r = -
Calcul de div(7)
On a:
. — - = a — a — a——> — — —
div(¥) = V.r = (aux+ @uy+ Euz).(xux+ yu, + zuy)
R —_, Ox 0dy 0z
div(¥) = V.7 = $+@+£

B —

Calcul de rot 7:

_ s  —

Uy Uy, Uy

rot(@)=Vaa=|9 9 9
dx 0dy 0z
x y z
— - — dz Jy\_, dx 0z\_, dy Ox\
t(A)=VAA=|——=— —_—— — - —
rot (4) <6y az)“x+ (62 ax)”y+ (ax a;»)”z

rot(A)=V AAd = (O + 0w+ (0)i,

rot(Z)z VAA =0
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Chapitre II. Cinématique du point matériel

I1.1. Introduction :

La cinématique du point matériel est I’étude du mouvement des corps matériels en fonction du
temps (la position, la distance parcouru, la vitesse, 1’accélération...) sans tenir compte des causes qui
provoquent ou modifient le mouvement (les forces, I’énergie,...). On suppose que le corps €tudié est un
point matériel. On considére que les dimensions du corps sont trés petites devant la distance parcourue.
La notion du mouvement est relative. Un corps peut étre, en méme temps, en mouvement par rapport a
un corps et en repos par rapport a un autre. Par conséquent, il est nécessaire de définir un repere pour
déterminer la position, la vitesse ou 1’accélération d’un mobile a un instant correspondant a la position
du mobile par rapport a ce repere. On définit plusieurs systeémes de coordonnées selon la nature du

mouvement du point matériel. Cartésien, polaire, cylindrique et sphérique.

I1.2. Référentiels:

11.2.1. Définition du référentiel d'étude:

En mécanique, pour étudier le mouvement d’un corps, il est ainsi nécessaire de préciser par
rapport a quoi nous raisonnons. Autrement dit, on se fixe un référentiel d’étude. Cela consiste a étudier
le mouvement des corps par rapport a un objet de référence (un solide dans la pratique) que ’on
considére immobile. A partir dudit objet, on définira un repére d’étude : une origine ainsi qu’un ou
plusieurs axes (études 1D, 2D ou 3D).

Le mouvement d'un corps ne peut étre étudié que par rapport & un solide de référence (référentiel).
L'état de mouvement ou de repos d'un corps dépend du référentiel choisis. On dit que le mouvement
d'un systéeme est relatif au référentiel choisis.

Pour que la description du mouvement soit précise, il faut indiquer la position du point considéré et

l'instant auquel il occupe cette position. Cela impose de définir un référentiel d'étude

I1.2.2 Les référentiels galiléens:

Il existe potentiellement une infinité de référentiels possibles. Toutefois, nous distinguons deux
types de référentiels : les galiléens et non galiléens.
Par définition, un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel la premiére loi de Newton est

vérifiée.

&
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Exemple de référentiel Galiléen:
Référentiel terrestre Galiléen

C'est le référentiel constitué a partir de n'importe quel solide de référence fixe par rapport a la
Terre. C'est un référentiel adapté a I'étude des mouvements de courtes durées sur Terre. Le référentiel
que l'on appelle couramment "laboratoire" en fait parti. Il existe une infinit¢ de référentiels terrestres,
autant que d'objets fixes par rapport a la Terre.
Le référentiel terrestre est galiléen pour des temps courts.
Remarque : le référentiel du laboratoire est fixe par rapport au référentiel terrestre. Il a donc les

mémes propriétés que lui.

Référentiel géocentrique

Le référentiel géocentrique a pour origine le centre de gravité terrestre, et ses axes sont définis
par rapport a trois étoiles fixes. La Terre n'est pas immobile dans le référentiel géocentrique. Ce
référentiel est bien adapté a 1'étude du mouvement de la Lune autour de la Terre, ainsi que celui des
satellites artificiels.
Ce référentiel est un solide imaginaire constitué de la terre et d'étoiles suffisamment lointaines pour

sembler immobiles

Référentiel héliocentrique

La Terre et ses planctes voisines tournent autour du soleil. Dans un référentiel terrestre, le
mouvement de ces astres est trés difficile a déterminer. On a donc créé le référentiel par rapport auquel
le centre du soleil est fixe. Le référentiel héliocentrique est défini par le centre de gravité du soleil et
des ¢étoiles lointaines considérées comme fixes. Dans le référentiel héliocentrique, les planétes ont une

trajectoire elliptique

Y

 Référentiel

héliocentrique

Référentiel
.- ‘terrestre

Référentiel
géocentrique

Figure I1.1: Représentation des référentiels terrestre, géocentrique et héliocentrique

&
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En résumé:

Référentiels Repére associé
Héliocentrique Origine au centre du Soleil et axes orientés vers trois €toiles lointaines
supposées fixes
Géocentrique Origine au centre de la Terre et axes orientés vers trois étoiles

lointaines supposées fixes

Terrestre Centré sur un objet fixe a la surface de la Terre et axes liés a la rotation
de la Terre

I1.3. Les repére:
I1.3.1. Le repére temps:

Pour pouvoir répondre a la question « quand? » il faut un repére de temps c'est-a-dire une
grandeur qui est la variable de temps. La durée écoulée entre 2 événements ou 2 instants est mesurée
au moyen d'une horloge ou chronometre. Tout mouvement périodique (mouvement qui se reproduit
identiquement a lui-méme a intervalle de temps successifs et €égaux pris comme unité de temps) peut

servir d'horloge. Le repére de temps est constitué d'une origine des temps fixée par l'observateur et
d'une durée unitaire fixant une chronologie. A chaque instant, on associe un nombre réel t appelé date

qui correspond a la durée écoulée depuis l'instant origine.

Instant, Origme Instant 1 Instant 2
- l ¢ Axe des temps
Dates : =0 Unité de i 3
temps

Figure I1.2 : Repére de temps

La durée ot entre les instants 1 et 2 correspond a la différence de leur date ¢, — t;
En mécanique classique ou newtonienne, on postule que le repére de temps est le méme pour tous les
référentiels et que le temps s'écoule de la méme maniére dans des référentiels en mouvement les uns

par rapport aux autres

I1.3.2. Le repére d’espace:
Un repere d'espace est défini par une origine O qui est fixe dans le référentiel et des axes de
référence orthonormés c'est-a-dire orthogonaux et munis d'une unité¢ de longueur (vecteur unitaire de

norme égale a 1) Les trois axes forment un triedre direct

&
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La position du mobile a chaque instant ne peut-étre connue que par rapport a un repere dont l'origine et
les directions des axes sont fixes par rapport au référentiel. Pour décrire le mouvement d'un mobile, il

faut choisir le référentiel d'étude, un repere li€ a ce référentiel et une origine des dates.

Le repere spatial

Figure I1.2: Repére orthonormé 4 trois dimensions R (0, iy, U, i)

Un repére d'espace est défini par une origine O qui est fixe dans le référentiel et des axes de
référence orthonormés c'est-a-dire orthogonaux et munis d'une unité¢ de longueur (vecteur unitaire de

norme égale a 1). Les trois axes forment un triedre direct

Dans le repere d'espace (O0,x,y,z) défini précédemment, un point M est repéré par ses

coordonnées d'espace (x,y,z) correspondant a la mesure algébrique de la projection de M

successivement sur les 3 axes du repére.

A chacun de ces axes est associé un vecteur unitaire respectivement iy, U, et U,. Les vecteurs

(%, Uy, ) forment une base orthonormée..

Tous les reperes que nous étudierons sont d’ailleurs orthonormés.

On a ainsi :

Dans un repére orthonormé R (0, U,, Uy, U,)
_— —_— _—
Uy Uy = Up U, = Uy U, =0

Il = ]| = lgll = 1

Le repére plan

&



Chapitre II Cinématique du point matériel

M

Figure I1.3: Repére orthonormé a deux dimensions R(0, tly, U,)

Dans le repére plan(0, x, y ), un point M est repéré par ses coordonnées (x,y,) correspondant a
la mesure algébrique de la projection de M successivement sur les 2 axes du repére.

A chacun de ces axes est associ¢ un vecteur unitaire respectivement i, et iy, . Les vecteurs (i, U,)

forment une base orthonormée

Le repere rectiligne

Figure I1.4: Repére rectiligne a une dimension R(0, U,)

Dans le repére rectiligne(0, x), un point M est repéré par son abscisse (x) correspondant a la mesure

algébrique de la projection de M sur ’axe du repére R ( O, U,) .

I1.4. Description du mouvement d’un point matériel:
I1.4.1 Equations horaires & Trajectoires;

I1.4.1.1 Equations horaires ou équations paramétriques:

Les équations horaires ou équations paramétriques sont des équations donnant les coordonnées
d’un point matériel en fonction du temps.
Exemple:
X =2t +4; y =4’ -2
I1.4.1.2. Trajectoire:

)
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La trajectoire d’un point mobile, est I’ensemble des positions occupées par ce point durant le

mouvement.

Figure I1.5: Trajectoire d’un arc en ciel

Equation de la trajectoire
L’équation de la trajectoire est une relation indépendante du temps entre les coordonnées du mobile.
Exemple: y=4x +5
Exemples d’équations de trajectoire et nature:
» Trajectoire rectiligne: y = ax +b

Exemple: x =21t; y =3t

y=3t = t=3

N xR

D’ou en éliminant t entre les deux équations:
y=15x

Cette équation vérifie la relationy=ax +b
Donc la trajectoire est rectiligne

> Trajectoire parabolique: y = ax® + bx + ¢ aveca # 0

Exemple: x =2t; y=8t2+ 7t

x=2t = t=

En remplacant t dans I’équation horaire y, on obtient :
2

X X
y=8(3) +7(3)
y=2x%+ 35x
Cette équation vérifie la relation: y = ax? + bx + ¢ aveca # 0

Donc la trajectoire est parabolique

Trajectoire circulaire: (x — x.)?> + (y — y.)* = R?
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Exemple: x =2 cos(t) +1; y =2 sin(t) -3
x—1=2cos(t) = (x—1)2=4cos?(t) (1)
y+3=2sin(t) = (y+3)2=4sin?(t) (2)
La somme des deux équations (1) et (2) donne:
(x =12+ (y+3)% = 4cos?(t) + 4sin?(t)
(x—1)2+ (y+3)*=4
Cette équation vérifie la relation: (x — x.)? + (y — y.)? = R?

Donc la trajectoire est circulaire.

I1.4.2. Vecteur déplacement:
Définition:
Le vecteur déplacement est égal a la variation du vecteur position.

Le vecteur déplacement, d’un point matériel entre deux positions M; et M, est: M; M,

Trajectoire du

Mt ;h\ / point A/
B X

/ |

Figure I11.6: Vecteur déplacement M, M,

Expression du vecteur déplacement M{M,:

Mle = M10 + OMZ

Mle S _OM]_ + OMZ
MM, = -7+ 75

MM, = 7”_2)—7”_{

MM, = A7

Distance & déplacement:

-
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Distance Déplacement

La distance est une quantité scalaire, elle n’a | Le vecteur déplacement est une quantité vectorielle.
pas de direction et elle ne peut pas étre | Il peut étre représenté par un vecteur:

représentée par un vecteur v’ une norme,

v" une direction

v" un sens.

Dans le systéme SI, la norme du vecteur déplacement et la distance sont exprimés en metre (m)

I1.4.3. Vecteur _position:
Définition

Le vecteur _position sert a indiquer la position d'un point dans un référentiel par rapport a un repere.

L'origine du vecteur se situe a 'origine du repére, l'autre extrémité du vecteur se trouve a l'endroit du

point. Si I'on note M la position du point, le vecteur se note: W(t)

I1.4.3.1. Vecteur position en coordonnées cartésiennes:
On note R (uy, iy, U,) un repere de I’espace

Soit M un point de I’espace

Figure I1.7: Repére dans un plan (a) et dans I'espace (b)

Les coordonnées cartésiennes de P sont le triplet (x,y,z) € R*

Tel que ,
OM = xu,+ y U, +zu,

(x,y,z) sont les coordonnées cartésiennes du point M.
tot YV o) e
(x,y,z) sont les composantes du vecteur position OM dans la base cartésienne (ily, Uy, U,)
La norme du vecteur OM est donnée par la relation:

08| = V2 + y2 1 22

I1.4.3.2. Vecteur position én-coordonndespelaires(dansuniplan):

&
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On note R(u, , Ug Jun repére du plan
u_p’ le vecteur unitaire u, directement perpendiculaire (dans le sens trigonométrique): c'est le vecteur
orthoradial (perpendiculaire au rayon)
Les vecteurs sont donnés par une distance en ligne droite par rapport a 1’origine (p ) et par ’angle (6)

par rapport a I’axe des abscisses x positives.

Cercle de rayon
i /unité R=1
Hy H .'.f'
N\

Figure I1.8: Les coordonnées polaires (p, 6) et la base associée (u,, Uy)

Vecteurs de base:

u_’p : radial

U, ; orthoradial

Vecteur position

ot = [om| 5, = pi,

Relations avec la base cartésienne:

u,=cospu,+ singpu,

Uy = sing U, + cosp U,

Les coordonnées polaires du point P sont
» La coordonnée radiale correspond a la longueur du segment OM = p (our).

» La coordonnée angulaire correspond a I’angle 6.

Remarque:
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» Les coordonnées polaires du point M sont :(p, 6)

> Les composantes du vecteur OM sont (p, 0)

Relation entre les coordonnées polaires et cartésiennes

Les relations entre les systémes de coordonnées cartésiennes et polaires sont:

Passage de coordonnées polaires aux cordonnées cartésienne

0P = p= (TF

X X . sin@
0 = arccos = = ———: 0 = arcsin £ = —X—: tanf = =2

p ,/x2+y2’ p JxZ+ yz’ cos®  x

Passage de coordonnées cartésiennes aux cordonnées polaires

x = pcosH

y = psinf

I1.4.3.3. Vecteur position en coordonnées cylindriques (dans I’espace):

Pour obtenir le systéme de coordonnées cylindriques il suffit de compléter le systeme de coordonnées
polaires (dans le plan xOy ) par un troisieme axe : I'axe Oz avec sa coordonnée cartésienne z (appelée
la cote)

p: rayon polaire:

U: angle polaire

z : altitude

Figure I1.9 : Le systéme de coordonnées cylindriques (p, 9, z) et la base associée (_)up, Uy, Uy)
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La projection de M sur 1'axe Oz donne la cote z. La projection P du point M dans le plan (0, x, y) est
repérée en coordonnées polaires (p, 9)

Vecteurs de base:

u, : radial
U, ;orthoradial

U, : axial

Vecteur position:

OM en coordonnées cylindriques
OM = OP +PM = pii, + z 4,
La norme du vecteurOM

|oM|| = oM = |/p? + 22

Relations avec la base cartésienne:

OM=pu,+ zu,
u, = —singp u, + cosp u,

—

u, = u,

Remarque:

» Les coordonnées cylindriques du point M sont: (p, 9, z)

» Les composantes du vecteur OM sont: (p, 0,2)

Relation entre les coordonnées cylindriques et cartésiennes

Les relations entre les systemes de coordonnées cartésiennes et cylindriques sont:

Passage des coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes
p=x2+y?
X

y Yy
U = arctan= = arcsin= = arccos—
X p p

=7

Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques

x = pcosY

y = psind

7=7
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11.4.3.4. Vecteur position en coordonnées sphériques (7, 6, ¢) (dans I’espace):
Les coordonnées sphériques permettent de repérer un point sur une sphére de rayon OM =r.

Le vecteur OM est définit dans le repére ER(TIT, Uy, ﬁd,) par:

Vecteurs de base:
U, : radial

Uy ; zénithal

U, : longitudinal

Vecteur position:

OM =r1,

La coordonnée radiale r correspond a la distance de l'origine O du repére au point M.

La coordonnée angulaire @ correspond a l'angle que fait OM avec l'axe Oz. Cet angle, compris entre
0 et m, est appelé colatitude (angle complémentaire de la latitude) ou zénith.

La coordonnée angulaire ¢ correspond a l'angle que fait le plan défini par l'axe Oz et OM avec l'axe

Ox. Cette angle, compris entre 0 et 27, est appelé la longitude ou 1'azimut.

]

Figure IL10 : Le systéme de coordonnées sphériques (1, 6, ¢) et la base associée (U, Ug, Uy )

Xl
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Relation entre les coordonnées sphériques et cartésiennes

La projection H du point M sur I'axe Oz donne la cote:
z = OH =rcos6
Si P est la projection de M sur le plan xOy on a: OP = r sinf
Les coordonnées x et y du point M sont celles du point P c'est a dire:
x = OP cos¢p = r sinf cos¢
y = OP sin¢ = r sinf sing
Le vecteur unitaire 1 suivant OP a pour expression:

U= cospu,+ singu,

Le vecteur unitaire 17,’4, est directement perpendiculaire a 1. Il fait un angle (¢p + 7/2) avec l'axe Ox et

s'écrit:
Uy = —sinb U, + cospu,
Le vecteur unitairetl, a pour expression:
i, = sinfi + cosO U, = sind [cos ¢ Uy + sing ﬁy] + cos 6 u,
U, = sinf cos P U, + sind sindi, + cosO U,
Enfin, le vecteur unitaire Uiy est directement perpendiculaire a U, et s'écrit:
Ug = cosO U — sin B U, = cosO[cos¢p U, + sing U,] — sinb u,

Uy = cosO cose U, + cosOsin¢ U, — sind U,

Relations avec la base cartésienne:

U, = siné cos @ U, + sind sin @ U, + cosO U,
Uy = cos 6 cos@ U, + cosO sing U, + sind U,

U, = —sing u, + cosp u,

Remarque:

» Les coordonnées sphériques du point M sont : (7,6, ¢)

» Les composantes du vecteur position OM sont (R,0,0)

&
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Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques
r=x?+y2+22

y . y
@ = arctan— = arcsin ————= = arccos
x

xZ +y2 /x2+y2

z Vx4 y2
Y = arccos = ve T
Jx?+y?% + 22 z

Passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes

X = 1 sind cose

y = 1 sind sing

zZ =1 cosY

I1.4.3.5. Abscisse curviligne et base de Frenet (dans un plan):

Lorsque la trajectoire que suit le point M est connue il est possible de repérer le point sur la courbe

représentant cette trajectoire.

On choisit sur la courbe orientée un point origine ® et on définit I'abscisse curviligne S comme la

mesure algébrique sur la courbe de la distance:

s= oM

(s = mesure sur la courbe)

Cercle tangent a la courbe au point A/

Trajectoire du point M

W=

Figure 11: Abscisse curviligne (s = mesure sur la trajectoire) et base de Frenet

Le cercle de centre C et de rayon p qui tangente localement en M la trajectoire du point est
appelée cercle osculateur. Le rayon p de ce cercle correspond alors au rayon de courbure de la

trajectoire au point considéré (voir figl7) et C est le centre de courbure. En chaque point de la courbe

on définit la base de Frenet (i, Uy) avec :
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Vecteurs de base:

Cinématique du point matériel

Uy: tangentiel (sens du mouvement)

Uy:normal (orthogonal A et orienté vers le centre de courbure de la trajectoire),

Remarque

Abscisse rectiligne & abscisse curviligne

Abscisse rectiligne

Abscisse curviligne

O X M
. L

Y

S

/O/\P‘i'/'

L’abscisse rectiligne d’un point M est la
mesure algébrique du segment de droite

joignant I’origine O a M

L’abscisse curviligne d’un point M est la
mesure algébrique de la ligne courbe joignant

I’origine O a M

x= 0OM

I1.4.4. Vecteur vitesse moyenne:

Par définition la vitesse moyenne est le rapport d'une distance parcourue en un intervalle de temps :

distance

vitesse =

intervalle de temps

Soit un mouvement repéré par des positions Mi a des instants ti espacés par des intervalles de temps

(ti- ti- 1).

M+

Figure I1.12: Vecteur vitesse moyenne

Le vecteur vitesse moyenne au point Mi:
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Ml—lMl+1

tiv1— tiq

‘le':

Or:

MMy = M_10 + OMyy4

M, 1M1 = OMyyy — OM,; = AOM,

On peut écrire :

AOM,
At

V=

(avec: At =tjy1 — ti_1)

I1.4.5. Vitesse instantanée:

La vitesse instantanée est la vitesse exacte a un instant iprécis, c'est-a-dire lorsque l'intervalle
de temps At devient le plus petit possible, en fait lorsque l'intervalle de temps At s'approche de zéro. Ce

qui revient a dire que 1'on doit prendre les points M;_; et M;;; les plus pres possible du point M;.

Figure I1.13: Vecteur vitesse instantanée

Définition

La vitesse instantanée (ou vitesse tout court) peut se définir comme une vitesse moyenne entre
la position M; = M(t) du point mobile a la date t et la position M, = M(t + 8t) de ce méme point a
la date t+ &t ou &t représente une durée trés faible. Cette vitesse moyenne tend d'autant plus vers la
vitesse instantanée a la date t que la durée &t tend vers zéro. Le vecteur position OM = W(t) est une
fonction du temps et la vitesse instantanée correspond alors a la dérivée par rapport au temps du
vecteur position :

OM(t + 8t) — OM(t)
ot

v(t) = limét - 0

63
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Trajectoire du
point M

Figure I1.14: Vecteur vitesse ¥(t) tangent a la trajectoire au point M considéré.

Lorsqu'on considére une durée élémentaire dt « infiniment petite » le point mobile passe d'une
position M a une position M « infiniment proche » de M. Le déplacement ¢lémentaire correspondant
peut s'écrire MM' = OM' — OM = dOM
La durée élémentaire est choisi suffisamment petite pour que la vitesse moyenne sur le déplacement
élémentaire coincide avec la vitesse instantanée. Avec ces notations, le vecteur vitesse v(t), dérivée du

vecteur position OM, s'écrit:

dOM

V= ——
dt

Lorsque le point M tend vers le point M la corde MM’ tend vers la tangente a la trajectoire au point M.

Le vecteur vitesse est un vecteur tangent a la trajectoire au point considéré.

Conclusion:
» Le vecteur vitesse peut s'écrire comme la dérivée du vecteur position ou bien comme le rapport
d'un déplacement ¢lémentaire sur la durée ¢lémentaire correspondante.
» Unité : métre/seconde symbole m.s™.
» Ce vecteur vitesse peut avoir différentes expressions suivant le systéme de coordonnées choisi

pour étudier le mouvement du point dans un repére donné.

11.4.5.1. Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes:

La base (ﬁx,ﬁ’y,ﬁz) est constituée de vecteurs « fixes » dans le repere : leur direction, leur
sens, leur norme ne changent pas au cours du temps. En utilisant I'expression du vecteur position en
coordonnées cartésiennes et les reégles de dérivation d'une somme de fonctions, on a :

_dOM _ d(x T, +y iy, + zii,)

vt =~ dt

-
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B(t) = XU, + yUu, + 21,

Par convention et pour alléger les expressions, la « dérivation d'une variable x par rapport au
temps t » est notée par la variable surmontée d'un point pour la dérivée premiere, de 2 points pour la
dérivée seconde etc...

dx . d?x .
—=Xx;, —=X
dt dat?
Conclusion:

La valeur v de la vitesse correspond a la norme de ce vecteur:

1B =v = a3 + y3 + 22

I1.4.5.2. Vecteur vitesse en coordonnes polaires:
La base 1,, Uy est constituée de vecteurs « mobiles » dans le repére : ces vecteurs changent de

direction au cours du temps. En utilisant 1'expression du vecteur position en coordonnées polaires et les

régles de dérivation d'un produit de fonctions, on a :

. doM d(pu,) dp di, . du,
VO= T Tar et P TPty

D'aprés 1'expression le vecteur i, apparait comme une fonction de la coordonnée angulaire &
elle-méme fonction du temps au cours du mouvement du point M. La dérivation d'une fonction
composée permet d'écrire :

d,_diydo _di,  di,

dt  do dr " ae  “ae

La quantité¢ @ caractérise la variation de l'angle polaire au cours du temps et correspond a la
définition de la vitesse angulaire. Elle est souvent notée w (lettre grecque oméga) et s'exprime en

radian/seconde (rad.s™).

Dérivation par rapport a l'angle € d'un vecteur tournant de norme constante

L'application des regles de dérivation sur l'expression du vecteur I_Zp donne:

di, _ d[(cos@)ﬁx + (sin@)ﬁy] _ d(cos0) o d(sin@)ﬁ

do déo do x do Y
d—gp = —sinf U, + cosb i,

=]
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On obtient finalement:

—

dup _
de

De méme pour le vecteur g :

dilg d[(=sin )i+ (cosO)iy] 5 RPN . o
5 " = —c0s6 Uy, — sinb Uy, =- [cosO U, + sinf 1, |

diig
Fra

—

Reégle de dérivation d'un vecteur unitaire par rapport a 1'angle polaire
La dérivée par rapport a l'angle polaire € d'un vecteur unitaire U (qui ne dépend que de l'angle @) est

un vecteur unitaire qui lui est directement perpendiculaire (rotation de 7/2 dans le sens positif).

Dérivation par rapport au temps d'un vecteur tournant de norme constante
D'apres la relation on a:
di, B di, do _ . du
dt do dt deo

di,
_dtp = wug
De méme:
dilg _ dilg 46 _ ,dilg _ . _
dt  do dt _do T @
dug  _,
q = “

Reégle de dérivation d'un vecteur unitaire par rapport au temps
La dérivée par rapport au temps t d'un vecteur ¥ de norme constante est un vecteur dont la norme est
obtenue en multipliant celle de U par la vitesse angulaire @ = w et qui est directement

perpendiculaire 4 U (rotation de /2 dans le sens positif).

Expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires

En reprenant 1'expression et en utilisant le résultat on a :

&
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Vecteur vitesse en coordonnées polaires
B(t) = p 1, + pOg

Norme du vecteur vitesse en coordonnées polaires

Bl =v=|p?+ (pb)*

Les grandeurs v, et vy sont respectivement les composantes radiale et orthoradiale du vecteur vitesse

dans la base polaire.

I1.4.5.3. Vecteur vitesse en coordonnes cylindriques:

Il suffit de rajouter la composante suivant I'axe Oz au systéme de coordonnées polaires pour

obtenir l'expression du vecteur vitesse. Le vecteur de base U, Uigne dépendant pas du temps

ona:

B doM 3 d(pl_ip + z1,) B d(pﬁp) N d(z u,)

v = T dt T

Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques
v(t) = pu, + pOuy + 7,
1_7)(17’, = p; Vo = PG; v, = Z)

Norme du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques

Bl =v= 5+ (p0)" +2

I1.4.5.4. Vecteur vitesse en coordonnes sphériques:

L'expression du vecteur vitesse peut s'obtenir a partir de l'expression du déplacement

¢lémentaire. En s'aidant de la figure I1.10 un déplacement élémentaire peut se décomposer en :

>

YV V V VYV V

Déplacement élémentaire radial dr suivant %, (le point s'éloigne de l'origine)
La coordonnée radiale passe de r a r+dr.

Déplacement élémentaire suivant (le point se déplace sur le méridien)

La colatitude passe de 8 a 6+d6

Déplacement ¢lémentaire 7 sin € d ¢ suivant 17,’4, (le point se déplace suivant le parallele)

La longitude passe de ¢ a ¢+ dg.

2
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On obtient donc l'expression :

dOM = dl = dr U, + rdfig + r sinf d¢ g

On en déduit l'expression du vecteur vitesse

S o dl  dr rdé - rsin d¢

V) = S w T wt et Uy
50 doM di _ Bt rsing 3
v = ————= —=TU rou rsin u
dt ~ dt r 0 P Uy

11.4.5.5. Vecteur vitesse dans la base de Frénet:

Lorsque l'on fait varier de fagon élémentaire la position du point M en décrivant la trajectoire,

l'abscisse curviligne du point M passe de s a s +ds entre l'instant ¢ et l'instant ¢ +dt (voir figure I1.15).

Le déplacement ¢lémentaire du point M est tangent a la trajectoire et s'écrit alors :

dOM = MM' = ds G,

Trajectorre du point Af
4 Y =i

M’

(s+ds) ﬁt\ﬂ

(s)

-

W

Figure 11.15: Déplacement élémentaire dans le repere de Frenet

Le vecteur vitesse a pour expression:

La grandeur v = $ correspond a la valeur algébrique de la vitesse (positive si le point se déplace dans

le sens positif choisi).

[ Bl = 155 = §llG@] = 18] = vl =v ]
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I1.4.5.6. Vecteur vitesse angulaire:
Définition

Nous avons vu que la base polaire (ﬁp,ﬁg) est une base mobile. Les vecteurs de cette base
tourne autour de I'axe Oz avec une vitesse angulaire w = 6. Pour caractériser cette rotation il suffit de
se donner la valeur de la vitesse angulaire et la direction autour de laquelle les vecteurs tournent. Il est
donc pratique d'introduire un vecteur vitesse angulaire @ dont la direction est celle de 1'axe de rotation
et le module la valeur de la vitesse angulaire. Le sens de ce vecteur oriente automatiquement les

rotations dans le plan par la régle habituelle du tire-bouchon (voir figure 11.16).

Vecteur normal au
plan orienté

Orientation positive des angles
et des rotations dans le plan

Figure I1.16: Reégle du « tire-bouchon ». Le sens positif de rotation dans le plan est celui qu'il faut

donner au tire-bouchon (ou a une vis) pour qu'il se dirige suivant le vecteur unitaire normal au plan.

Le vecteur vitesse angulaire caractérisant la rotation des vecteurs de la base polaire est donc un vecteur
suivant l'axe Oz et de module correspondant a la valeur algébrique de la vitesse angulaire w = 6 (une

valeur positive donne une rotation dans le sens positif).

= wi,= 01,

Attention
Le vecteur vitesse U(t) d’un point M se déplagant dans le plan (O, x,y,z) est un vecteur dans ce plan
alors que le vecteur vitesse angulaire @ (t) est un vecteur perpendiculaire a ce plan.
(ﬁpﬂ@
Dérivée des vecteurs de la base polaire en fonction du vecteur vitesse angulaire

=

;e , . du
La dérivée du vecteur z_ip est donnée par l'expression: d—tp = w Uy

La base (ﬁp,fie,ﬁ’z ) des coordonnées cylindriques est une base orthonormée directe. Cela signifie
qu'il est toujours possible d'exprimer 1'un de ces vecteurs par un produit vectoriel des deux autres en
respectant l'ordre. On a par exemple :

U, Nlg = Uy tig AUy = Uy, U, AU, = g

Dans chacun des cas précédents 'ordre (p, 6 z) est respecté. Dans le cas contraire il suffit de mettre

un signe moins :
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179 A'l_),l,p = — U, Ug AI_),LZ = —l_l.)p;_)up AI_),LZ = —17,9

Dans ce cas, l'expression devient:

dﬁp_ = - - _ — — _ = -
o = Wip = w(uZAup)— (wuzAup)—w/\up
De méme:

dﬁg - — — - b b b
- = Wi, = w(, Aig) = (Wi, Alg ) =W AUg

I1.4.6.Vecteur accélération moyenne:
L'accélération correspond a la variation de la vitesse pendant le méme intervalle de temps

Par analogie avec le vecteur vitesse, on a pour l'accélération moyenne:

- — —
Vi1 — Vi1 Ay
tiy1— ti-q At

i

Le vecteur accélération d; a la direction et le sens du vecteur Av;

I1.4.7.Vecteur accélération instantanée:
Définition
Le vecteur accélération instantanée (accélération tout court) correspond donc a la dérivée par

rapport au temps du vecteur vitesse c'est-a-dire aussi a la dérivée seconde du vecteur position.

Ainsi le vecteur accélération instantanée, s'écrit:

G= v d (dW) __ d’0oM

dt dt?

-2
il (enm.s™*)

Figure I1.17 : Le vecteur accélération instantanée
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Le vecteur accélération instantanée (accélération tout court) correspond donc a la dérivée par

rapport au temps du vecteur vitesse c'est-a-dire aussi a la dérivée seconde du vecteur position

dv(t) d*OM

= Tae dt?

Le vecteur accélération correspond a la variations du vecteur vitesse par unité¢ de temps.

L'accélération s'exprime, dans le systéme international, en metres divisés par des secondes au carré :

symbole m.s™.

11.4.7.1. Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes:

¥

Figure I1.18 : Le vecteur accélération instantanée dans le repére R (T, 7, E)

A partir de la définition du vecteur accélération et de I'expression du vecteur vitesse on a :

S av(t) d[%Ux+ Yy + 21U, dx dy _ dz _
dt dt dt % + at Y + dat %
dv(t . . ..
d= "0 = i, +y i, + 21,

I1.4.7.2. Vecteur accélération en coordonnées polaires:

A partir de la définition du vecteur accélération et de l'expression du vecteur vitesse on a

dv(t) _d(pi, + pbig)  d(pu,) N d(pbiiy)
dt dt - dt dt

En utilisant les régles habituelles de dérivations d'un produit on a

a=

2
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d(ptip) _ d(p) i +p a(iip)
t

dt = dt p d = pﬂp + p[Hﬁg] = pﬂp + p9179

d(PQﬁ'e) — d(p) 01—19 +w 1—19 + d(iig)

— — P —=p6 = poily + pbiy + po[-0il,] =

d(poi : o
d(p0ia) _ —pb%i, + (p6 + p8)iy

dt
En regroupant et ordonnant les différents résultats on obtient 1'expression :
av(t . . "
a= d(t ) _ (6 —p02)d, + (206 + pb)iig

Le premier terme: (p — p@?) correspond a la composante radiale de 1'accélération

Le second terme: (2[)9 + pé) est sa composante orthoradiale

I1.4.7.3. Vecteur accélération en coordonnées cylindriques:

11 suffit de rajouter le terme correspondant a la dérivation de la cote zon a :
dv(t)
dt

a= (5 — p62)u, + (296 + pO)tp + 21,)

a= (ap= ,b—péz; ag = 2p0 +pb; a, = Z)

I1.4.7.4. Vecteur accélération en coordonnées curvilignes:

En base de FRENET
Dans la base de Frenet la vitesse s'écrit : ¥ = $U; = v Uy
Le vecteur l'accélération s'obtient en dérivant par rapport au temps le vecteur vitesse:

ds @,

Qo

Figure I1.19: Base de Frenet et déplacement ds élémentaire

&
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A un instant ¢, au point M de la trajectoire, le vecteur de base #, fait un angle a avec la direction de
l'axe des x (voir figure 11.19). A I'instant ¢+ dt, ce vecteur tourne d'un angle da. La dérivée, par rapport
au temps, de ce vecteur unitaire est donc donnée par (voir régle de dérivation par rapport au temps d'un

vecteur tournant de norme constante):

di,
— = au
dt "
Avec CM = p, le rayon du cercle osculateur tangent a la courbe au point M, on a
4 cM d p da . lds s v
S = a = Q9 5> —= Q@ = —— = —= —
p dt pdt p p
Jduy s 82 vP
SW_ sau, = s;un— ?un— Fun

Finalement:

L'expression du vecteur accélération dans la base de Frenet est:

«—>

2
a=5u,+ —U,= — U, + — U,
p p

La composante normale et tangentielle de I’accélération

‘DZ . e, . . . c1r
a, = 7: elle est toujours dirigée vers le centre de courbure de la trajectoire au point considéré. Elle
indique que la direction du vecteur vitesse change et est d'autant plus important que le rayon de
courbure est faible. Si le mouvement est rectiligne (rayon de courbure infini) ce terme est nul.

La composante tangentielle de I’accélération

dv

a= - indique si la valeur de la vitesse change. Si le mouvement est uniforme ce terme est nul.

Exercices corrigés

Exercice 1:

Un point M est repéré, par rapport au repere %(0, 1,7, E), a ’instant tpar les coordonnées suivantes ;
{x(t) = gtz—t+2

y(t) =3t
1. Déterminer 1’équation de la trajectoire du point M..
2. Calculer les normes des vecteurs position et vitesse a I’instant t =1.5 s
3. Donner I’expression de ’accélération du point M et en déduire la nature du mouvement du point M.
4. Déterminer les composantes tangentielle et normale de @ .en déduire ’expression du rayon de la

courbure R de la trajectoire en fonction du temps t. calculer R a I’instant t= 1.5 s

¢
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Solution:

1. Déterminer la nature de la trajectoire:

{x(t)z%tz—t+2 (1)

y(t) =3t (2)

A partir de I’équation (2); t = %

On a:

On remplace t dans I’équation (1) et on obtient:

= X = Eyz — % + 2 : parabole de concavité tourné vers le haut.

2. Calculer les normes des vecteurs position et vitesse a I’instant t =1.5s

Norme du vecteur position at =1.5s

- 1

OM = xi+ yj= (§ tz—t+2)?+(3t)f
a t=1.5s

OM = 1257+ 457

|OM|| = x% +y2 = J1.252 + 4.52

|OM|| = 4.67 m
|oM|| = 4.67 m
Norme du vecteur vitesse at =1.5s
dx 2
x(t)= 2 t2—t+2 L, ==t ] B
On a: 3 soit v = dy = V= Vl+ vy
y(t) = 3t vyzaz?)
U= (2 t 1)*+ 3
v = 3 1 ]
a t=1.5s
v= 00+ 3]
La norme:

Wl = [vZ+ v =v32=3m.s!

3. L’expression de I’accélération du point M et la nature du mouvement du point M




Chapitre II Cinématique du point matériel

_dyy 2
L )= T g T3
a_
dvy_o
yoodt
a= 0671
La norme:
a=0.67ms>

Nature du mouvement du point M
a=cste>0etv>0: M.R.U.A
4-Composante tangentielle et normale de I’acceleration d

Accélération tangentielle a;.
dv N 2 N N 2 2
= — = (- — = 2 = 24 2
ag = — or v (3 t 1)l+ 3] alorsv = /v + v} \/(3 t 1) +3

v= thz “iry 10=(3t2 ~ iy 10)2
9 3 9 3

a™ n—1 du
dt dt

Sachant que:

Composante tangentielle a,:
1
1<4t2 4t+10)_5>< 4<2t 1)
= —(=t?—= —(=t— = a; =
“=20" 73 3\3 e

(G¢-1)
\/Gtz —2t+ 10)

X

w| N

Composante normale a,,:

> — — 2
d=a,T+a,N = a’=a?’+ a2 = a,=+a?—a’ora==
¢ n t n n t 3

2 4 ) 4 2
a, =2 (§t —§t+10)
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Détermination du rayon de courbure R:

A la date t=1.5s:

R=13.5m

Exercice 2:

Les coordonnées cartésiennes d’un point matériel a I’instant t est donné dans le repére (0,1, ]) par:

x=2t
{y = V41 —¢?)
1. Trouver 1’équation de la trajectoire du point M et préciser sa nature.
2. Donner I’expression du vecteur et son module.
3.1 Calculer I’accélération tangentielle d, et I’accélération normale d,, de la trajectoire
3.2 En déduire les composantes cartésiennes du vecteur accélération

3.3 En déduire que le module de ’accélération est indépendant du repere étudié.

Solution:

1. Equation de la trajectoire du point M:

On a:
{ x=2t :>{ XP=AC a0y
y=J41 -t T ly? =41 -t?) Y
x2+y2=4

La trajectoire est un cercle de centre O(0,0) et de rayon R=2 m

2. Vecteur vitesse et son module:

dx
vV, = — =
b= dt
dy ay—1
vy, = E=—2t(1—t ) 2
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=2i- (261 -1)72)f

La norme de ¥:

4¢2 _1
v= |4+ _t2=2(1—t2)2

1
v=2(1-t»)"2

3.1 calcul de la composante tangentielle a; 1a composante normale a,_de ’acceleration:

d 1
at=d—:avec v=2(1-1t?"2

Alors

3
a, = 2t(1—t*)2

2

W SN

3.2 Les composantes cartésiennes du vecteur accélération:

dv, d(2)
oo™ T e T Tar
“= dv, d(2t (1—t2)_%)
\% = at dt
N a, =0
‘B {ay=—2(1—t2) ;

3.3 deduction de I’indépendance de I’acceleration du repére:

Dans la base cartesienne:

a, =0
.
a*=at+a: o d=
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2

Chapitre II
Dans la base de FRENET:
3
a, = 2t(1—t?>)"2
a?=a?+a: or d=1{ "' (2 )
n = G-
a=

Ja-ey

On en déduit que le module de 1’accélération a est indépendant du repére d’étude.

¢
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I1.5 Exemples de mouvements:

I1.5.1 Généralités sur les mouvements rectilignes:

En physique, un mobile est dit en mouvement uniforme si ce mobile parcourt, dans un

référentiel donné, des distances proportionnelles aux temps de trajet - en d'autres termes, si sa vitesse

est constante, ou plutdt si la valeur de sa vitesse est constante.

I1.5.1.1. Mouvement rectiligne uniforme:

Dans le cas d'un mouvement rectiligne uniforme, c'est le vecteur vitesse qui est constant. C'est-

a-dire que la valeur, la direction et le sens de la vitesse restent inchangés. Le mobile se déplace le long

d'une ligne droite avec une accélération nulle. La somme des forces qui lui sont appliquées est elle

aussi nulle.

Y

+X

Figure 11.20: Mouvement rectiligne uniforme

Vecteur vitesse constant:
U(t) = Vg = U oly
V= XU, =ClU, = x=C
Ce qui conduit a I’équation horaire suivante: x = C t + x,
Equation différentielle:
V= XUy, =Vl => x=C

Accélération nulle:

Equation horaire: x(t) = vot + xq

Remarque sur le signe de la vitesse

» Si x>x , alors v>0, la vitesse est positive: mobile se déplace dans le sens positif de la

trajectoire

» Si x<xy , alors v<0, la vitesse est négative: mobile se déplace dans le sens négatif de la

trajectoire

» Si x=xy, alors v=0, la vitesse est nulle: le mobile est a ’arrét
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p=0

=0

Figure I1.21: Le graphe v = f(t) est une droite horizontale

Loi de la position X=Xo+ V.t
x[m]“ u.[l‘ﬂ]h
i S
Xy
0 t (5] 0 tis)
Graphe x = f[t] pour un MRU Graphe x = f{t) pour un MRU
de sens positif de sens nagatif
% [m) ¥ [m]
0 t[s]r
0 tis
Graphe x = f{t) pour un MRU de Graphe x = f{t) pour un MRU
68ns positif, si x; = 0 de sens nagatif, si ¥, = 0

Figure I1.22: Le graphe x = f{(t) est une droite

Résumé

Mouvement rectiligne uniforme

Accélérationnullea= X =0
vitesse constante v(t) = vy = C
Equation horaire: x(t) = vot + x¢
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I1.5.1.2. Mouvement rectiligne uniformément varié
Le mouvement est rectiligne et uniformément varié¢ lorsque la trajectoire est une portion de
droite et la valeur de l'accélération est constante. La valeur de la vitesse est une fonction affine du

temps. Le vecteur accélération a toujours méme direction, méme sens et méme valeur : il est constant.

oy . 4 (4 bpd —_— . . oy
Mouvement rectiligne uniformément varié < a = cste et trajectoire rectiligne

d(t) = cste = ail, = % = a et trajectoire rectiligne.

L'équation différentielle du mouvement : X = @

La vitesse : primitive de I'accélération :

La vitesse : primitive de l'accélération: v(t) = x = [adt = at+ v, (v, constante d'intégration)
v(t)=x=at+v,

L'équation horaire x(t) s'obtient par intégration de la vitesse v(t):
x(t) = j v(t)dt = j(at + vy)dt

1
x(t) =Eat2 + vot + x

Les constantes xg et vy sont déterminées par 2 conditions ou par les conditions initiales (conditions a
t=0). Par exemple, si a t=0, le point M est en O sans vitesse, on aura les conditions v(t=0) = 0 et x (t=0)
= 0. En reportant dans les expressions de la vitesse et position on obtient trés simplementv, =

0 et xo = 0. alors 1'équation horaire devient

(t)—1 t2
X —Za

Remarque 1:
Le mouvement est uniformément accéléré si la norme du vecteur est une fonction croissante de t, soit

v? fonction croissante. La dérivée de v? doit donc étre positive. La condition sera :

—v2>0 2"d§>0 ¢.x>0
= — = X.
dt T x-x

Remarque 2:

En exprimant le temps t en fonction de la vitesse et en reportant dans 1'expression de x(t) il est possible
d'obtenir une relation entre position et vitesse

w-v) _,

v(t)=5c=fadt=at+v0:> .

&
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1 1(w—vy)? v
x—xoziat2+v0t=§%+;0(v—vo)

2a(x — x9) = (v — v9)% + 2v,(v — vp)

2

V2 — v3i=2a(x— xq)

Résumé

Mouvement rectiligne uniformément varié
Accélérationnullea = X =C
vitesse constante v(t) = x = at+ v,
Equation horaire: x(t) = %a t> + vot + x

2

V2 — vi=2a(x— xg)

I1.5.1.3. Mouvement rectiligne quelconque
L'accélération est une fonction quelconque du temps. En intégrant une premicre fois cette
fonction, on obtient la vitesse a une constante preés. En l'intégrant une deuxiéme fois on obtient

I'équation horaire.

a=i=ft) =vE)= k= ff(t)dt = x(t) = jv(t)dt

Les constantes d'intégration se déterminent suivant les conditions initiales (vitesse et position a t= 0)

ou a un instant t quelconque.

I1.5.1.4. Mouvement rectiligne sinusoidal
Définition
Un mobile est en mouvement rectiligne sinusoidal lorsque 1’équation horaire de son ¢longation
est une fonction sinusoidale du temps.
Expressions de I’équation horaire de I’élongation L’¢quation horaire de 1’¢longation d’un mobile en

mouvement rectiligne sinusoidal s’écrit

x(t) = xp, cos (wt + D)

a, w et ® sont des constantes dont il faut déterminer les natures physiques.

&
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2Xm

(o) M

o=@
- '

i

[V S, A

+
3

!

X
Fig. 5

Figure I1.23: Mouvement rectiligne sinusoidal

» Amplitude x,, du mouvement rectiligne sinusoidal

> La constante x,, est un espace et 1’¢longation x du mobile est comprise entre — Xy, et +Xy, :
Xm < X <Xm

» La valeur maximale positive X, de 1’élongation x du mobile est appelée amplitude du
mouvement rectiligne sinusoidal. L’amplitude s’exprime en meétre.

» Les oscillations du mobile se font de part et d’autre du point O d’abscisse xo = 0, milieu du
segment de longueur 2x,, sur lequel le mobile M effectue ses oscillations est considéré comme
I’origine des espaces.

» Les positions pour lesquelles 1’élongation du mobile M a sa valeur maximale : X = - X, et X =+

Xm sont appelées les extremums de 1I’élongation.

La pulsation ® du mouvement est appelée la pulsation du mouvement sinusoidal. Elle s’exprime en

radians par seconde (symbole : rad/s ou rad.s™).

Les phases du mouvement sinusoidal
L’angle ( o t + @ ) représente la phase a I’instant t.

L’angle @ représente la phase a I’instant origine t=o.

Périodicité du mouvement sinusoidal — Période T du mouvement

» Périodicité du mouvement sinusoidal
Un mouvement est dit périodique, lorsqu’il se répete identique a lui-méme, a des intervalles de temps
successifs de méme durée T, appelée période.

» Période T du mouvement
La période T est I’intervalle de temps constant qui sépare deux passages consécutifs du mobile au
méme point, dans le méme sens. La période T s’exprime en seconde (s).

Entre I’instant t et t+T la phase a augment¢ de 27, c’est-a-dire que :

=
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w(t+T)+ = wt+P+ 27 = wT =21

D’ou:

Oscillation — Battement
On appelle oscillation (ou cycle) le mouvement effectu¢ par le mobile pendant une période. Un

battement est une demi-oscillation. Sa durée est la demi-période.

Fréquence N ou f du mouvement
La fréquence est le nombre de périodes ou d’oscillations (ou encore de cycles) par seconde. La

fréquence s’exprime en hertz (Hz)

N fo 1
=I=7% 22
La vitesse a du mobile

La vitesse est obtenue en dérivant la fonction x(t)

x= Xcos(wt+P)=> x = % = — X, o sin(wt + )

x= —X,,osin(wt + P)

Accélération a du mobile
L'accélération est obtenue en dérivant la fonction v(t):

2
v=—X,wsin(wt+ ®) = a= %z X= —X,, w? cos(wt + P)

a(t) = ¥ = — X, w* cos(wt + P)
Aussi:

a(t) = —w? x(t)

L'Equation différentielle du mouvement est donc

X+ w?x=0

Ceci correspond a I'équation différentielle de I'oscillateur harmonique.

X
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Diagrammes:

i mzxmha

*Xm

/ / |
IOV Y

PRIV \/ \/

- 1.
X = X, sinet a=-o‘x,sinet

Figure 11.24: La variation x(t), v(t) et a(t) d’'un mouvement rectiligne sinusoidal

Résumé

Mouvement rectiligne uniformément varié
Accélération nulle a(t) = —w? x(t)

dx

vitesse constante X (t) = o —X o sin(wt + D)

Equation horaire: x(t) = x,,cos(wt + P)

L'Equation différentielle du mouvement: X + w’x =0

I1.5.2.Mouvement plan:

Si la trajectoire appartient a un plan, il est possible de repérer la position d’un mobile soit par

les coordonnées cartésiennes ou soit par les coordonnées polaires.

11.5.2.1. Mouvement circulaire uniforme:

Le mouvement d’un point est dit circulaire uniforme si :

» le point se déplace sur un cercle ;

. . . de .
» sa vitesse angulaire de rotation o est constante i 0 = w = cste
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Caractéristiques cinématiques en coordonnées cartésiennes

Vecteur position

—_—

OM=xu,+ yu,

Le vecteur vitesse:

<
Il
=
8l
=
+
<
e
<

Le vecteur accelération:

A=k, + i

Caractéristiques cinématiques en coordonnées polaires:

Figure I1.25: Vecteur vitesse et accélération dans le cas d'un mouvement circulaire uniforme

Vecteur position

OM(t) = R,

Le vecteur vitesse:

_,_dW_d(Rﬁp)_Rdﬁp_Rg_, R
V="t T T ar M Tap T tHe T R0l
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Le vecteur accelération:
L'expression du vecteur accélération se simplifie. La vitesse angulaire étant constante la composante

orthoradiale a,,; du vecteur accélération est nulle. Il ne reste que la composante radiale: d,.

_ dv . d(pa)z_ig) _ dﬁg
“Ta T a P
d = pw(—01,) = —pwi,

La composante radiale:

—

——)_ _ 2—)
a=a,= pw-u,

Expressions générales des vecteurs vitesse et accélération en fonction du vecteur

vitesse angulaire pour un mouvement circulaire
Les vecteurs vitesses et accélération peuvent s'exprimer en introduisant le vecteur vitesse

angulaire

X» u

Figure 26 : Lien entre vecteur vitesse v et vecteur vitesse angulaire ®

Le vecteur vitesse:

En utilisant la relation: Ug = U, A Tip

—_—

¥ = Rwilg = Rw(t, Al,) = wi, ARU, = & AOM

., dom _, __,
V= —= wA0OM
dt

L'expression permet d'exprimer le vecteur vitesse indépendamment de la base choisie.

&
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Le vecteur accélération:

La composante radiale a,
dr = —Rw? U, = R w?(U, Alp) = R w?[U, \ (U, A,)]
d, = wii, A(wi, A\RY,) = @A (G AOM)
d.=w A7V

En utilisant la relation de ¥, on peut encore écrire :

. =0 AV=wA(cA0M)
La composante orthoradiale d,,:
. o d(wi,) —
aort=Ra)u9=Rd (i, A1) = g )
do
Aot = E AOM
Le vecteur accélération:
ad= a,.+ a,
, do — .,
a=—A0M+ (v A D)
~dt
L do — .
d=——"AOM+ |@ A (@A OM)]
Pour le mouvement circulaire uniforme:
Eiort =0

D’ou:
d=d.= & A(&AOM)

— — — — 4
Mouvement circulaire uniforie = d=4d, = @ A (& A OM)

I1.5.2.2. Mouvement parabolique
Considérons le cas ou le vecteur accélération est un vecteur constant et qu'a un instant choisi
comme origine t = 0 le vecteur vitesse ¥, est connu.

Pour simplifier I'étude, on peut définir le repere a partir des données du probléme.

&
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z M

Figure I1.27: Mouvement parabolique

L'origine du repére : position du point a t=0

L'axe z suivant le vecteur accélération, soit

d=ail,=g= —gi, =>a= —¢g

L'axe x perpendiculaire a 1'axe z et dans le plan contenant d et U,.
Pourt=0ona

L'axe y est défini de sorte que (y, Uy, U, ) forment une base orthonormée directe.

On obtient par intégrations successives: :

X =
i=1y=

Z=-g
U= Yy =15, =0

on a
X 2 X = Vgyt + Xgx = Vpxt
_, -y = =0
T | YTV 1
Z—>z=—§gt2+vOZt+ZOZ=—§gt2+vOZt
Avec:

Dans le cas ou vy, = 0, on retrouve le mouvement rectiligne uniformément varié suivant 1'axe des z.
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Pour vg, # 0, le mouvement est un mouvement plan, dans le plan défini par le vecteur accélération et
le vecteur vitesse a l'instant t = 0.
Le mouvement projeté suivant l'axe des x est un mouvement uniforme de vitesse vg,.

Le mouvement projeté suivant l'axe des z est uniformément varié, d'accélération constante a.

Equation de la trajectoire

X
t= Z
vox
1 x? N X
zZ=—=g—+ v, —
2 ox
27 v, Vox

Si a est I'angle que fait le vecteur vitesse vy avec l'axe des X et v, la norme de ce vecteur vitesse, on
peut écrire :
Vox = VpCOSQ
V,z, = VpSina
Vo,  VoSina

= = tana
Vox  VoCOSQ

1 g

—Eﬁx2+ x tana
v cos?a

zZ =

La trajectoire est une portion de parabole.

La fléche h; correspond a l'altitude maximale que peut atteindre le point mobile. La portée d

correspond a la distance maximale que peut atteindre le point lorsque qu'il revient a I'ordonnée z = 0.

" Laportee d

Figure I1.28 : Chute parabolique. L'accélération @ correspond ici a l'accélération de la pesanteur g.

z



Chapitre II Cinématique du point matériel

Calcul de la portée

Z =0
vg vi
x=d= — — 2sinacosa = — sin2a
a g

. T . . T
La portée est maximale pour 2 = > soit pour un angle de tir correspondant a @ = i 45°,

Calcul de la fleche

Elle peut étre obtenue de différentes fagons. On peut rechercher, par exemple, 1'ordonnée
< . d

correspondant a l'abscisse x = >

On obtient alors :

2

1 —-g (v§ | v

h=-—F———|—sinacosa| + |— sinacosa |tana
2 v§costa\ g g

Exercices corrigés

Exercice 1:

Ube automobile démarre lorsque le feu passe au vert avec une accélération a = 3m.s™ pendant une
durée t = 6s; ensuite le conducteur maintient la vitesse constante.

Lorsque le feu passe au vert, un camion roulant a la vitesse v =54 km/h est situé¢ a une distance d = 30
m du feu avant celui-ci, il maintient sa vitesse constante.

Dans un premier temps, celui-ci va le dépasser.

1. Faire 1’¢tude cinématique de 1I’automobile et du camion.

2. Calculer les dates (t; et t,) et les abscisses (x; et X;) des dépassements.

3. Représenter graphiquement les fonctions vitesse v(t) et I’accélération a(t) de I’automobile

4. Si le camion roulait a la vitesse v’= 35 km/h pourrait-il rattrapait I’automobile pour t <6s?

Si oui calculer I’instant pour lequel la distance qui sépare le camion et 1’automobile est minimale. En

déduire cette distance

&
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Solution:

1. Etude cinématique de I’automobile et du camion:

Camion Automobile
o :
: 0
d=30m

Etude cinématique de I’automobile:

Pour t € [0; 6s], le M.R.U.A car a=3m.s”
X, = %at2 + Vot + x4, 0raty=0, vo=0etx=0

dv
v(t) = i 3t

A l'instant t =6 s:

x, =15 xX6%2=54m

v, =3X6=18m.s?

Pourt > 6s,le M.R.U carv=18 m.s” = cste
x'1(t) = v(t—ty) + xo atd=6s,x0=
=>x'q1(t) = 18(t—6) + 54 =18t — 54

x'1(t) = 18(t—6) + 54 = 18t — 54

Etude cinématique du camion:
Le camion roule 4 v = 15m.s"!

x(t) = vt+ xy =15t — 30

x,(t) = vt+ x5 =15t —30

2. calcul des dates (t; et t;) et les abscisses (X; et x;) des dépassements.
Dates de dépassements t; et t;
Pourt € [0;6s],x; = x, 2 1.5t>=15t—-30 = 1.5t2—-15¢t+30=0

15+6.71

A= (=15)2— 4 x 1.5% 30 = 45 = VA = 6.71 soit t =
(=15) va sot 2% 15



Chapitre II Cinématique du point matériel

Les deux solutions sont:

15 -6.71

t'= ——5——=276s€ [0;6s]
15+ 6.71

" o_ T= 7.23s €& [0; 65]

Donc

La date du dépassement est: t' = 2.76 s

Pour t € [65; +oo[,x'; = x, = 18t —54=15¢t —30 =t = 23—4=8s

D’ou: t, = 8st € [6s; +oo,

t, =8ste [6s; +x,

Abscisses de dépassements x; et x;:
Pour t; =2.76 s, x; = 1.5 X (2.76)* =11.43 m

x; =11.43 m

Pourt; =85,x,=15Xx8—-30=90m

X2=90m

Pour ’automobile:

Pourt; =2.76 s, v; = 3t =8.28 m.s™"

v;=8.28 m.s™

Pour t, = 8s € [6s; 4o, le mouvement est uniforme: v =18 m.s™ =cste

v =18 m.s" =cste

3. Représentation graphique de la vitesse v(t) et de ’accélération a(t) de I’automobile:

v[m.s™1] a[m.s~?]

1 A 3

t(s)

t(s)

SF--=---
o
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4. le camion avec v’ = 38 km/h pourrait il rattrapé I’automobile pour t< 6s

Siv’ =38 kmh' =10.56 m.s" alors x’5(t) = 10.56 t — 30, etx1 1.5’
11 y’a depassement si, x; =x’», 1.5 t* -10.56t +20 = 0 = A= -68.5<0

Alors pas de rencontre et donc pas de ratrapage.

Ax = x; — x', =15t —10.56t + 30

dAx
Ax est minimale & — =0

dt
% =3t—10.56 =0 alors: t,;, = &:62 3.52s
AXpin = 1.5 X (3.52)2 — 10.56 X 3.52+30=1141m
AXpin=11.41m

AXpin=11.41m

Exercice 2:

Sur une piste d’essai rectiligne de longueur AB = 13.72 km, une voiture expérimentale part du point A
sans vitesse initiale, se déplace le long ABCD selon les phases suivantes:
Phase 1: AB de démarrage d’accélération al=0.1m/s2;

Phase 2: BC: mouvement uniforme pendant 14 min;

Phase 3: CD de ralentissement d’accélération

La vitesse de la voiture est nulle en D.

1. Calculer la vitesse maximum acquise par la voiture au cours de son parcours.
2. Déterminer la vitesse moyenne de la voiture sur le trajet AD.

3. Calculer les distances AB, BC et CD.

4. Ecrire les équations horaires du mouvement correspondant aux trois phase

5. Construire les diagrammes de la vitesse v(t) et de I’accélération a(t) dans I’ensemble.
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Solution:

1. Calcul de la vitesse maximum acquise par la voiture au cours de son parcours:

2
Phase 1: AB (MR.U.A): v —v2 + 2a, AB orv, =0 = AB = -2

2a1
BC
Phase 2: BC (M.R.U): vg = v, = = BC = vgtp,
BC
2
Phase 3: CD (M.R.U.D): — vé =2a,CD =CD = ZB
2

2 .2
Or AB+BC+CD=AD = —Z + vptpc + —2 = AD
1

2a2
Soit
2 2
UB _UB _ 2 .
55+t vs(14X60) + — = =13720 = v} + 84 vy — 1372 =0
—84 + 112
A= 84%2 + 4x1372 = 12544 = A = 112 alors v = —

Soit: vg = 14 m.s™!

La vitesse maximale acquise par la voiture: Vg = 14 m.s ™!

La vitesse maximale acquise par la voiture: vy = 14 m.s™ 1

2. Déterminons la vitesse moyenne de la voiture sur le trajet AD

VUmoy = f—D avec t4p la durée totale du parcours ABCD
AD
14
Phase 1: AB (MRU.A): Vp = itap = typ = — = — = 140s
1

Phase 2: BC (M.R.U): tgc = 14 min = 840 s

Phase 3: CD (MR.U.D): vp — v = Gy tep = tep = —2= ——=140s
2 —VU.

tAD S tAB + tBC + tCD = 140+840+140= 1120 S

_AD 13720 1295 1
Vmoy = oo~ 1120 m.s
Vinoy = 12.25m.s71
Calcul des distances AB, BC et CD:
AB = i = 14 = 980
~2a, 2x01 oM
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BC = vgtpe = 14 X 840 = 11760 m

—v2 B —142

D= —2= = 980
2a,  —2x0.1 m
AB = 980m
BC = 11760m
CD = 980m

4. équations horaires du mouvement correspondant aux trois phases

A B C D

t, =0 tg = 140s tr = 140 4+ 840 = 980s tp = 1120s
x,=0 xg = 980m X =980+ 11760 = 12740m Xp = 13720m
v, =0 vy = 14m.571 ve = 14m.5~1 vy, =0

Phase 1: AB(M.R.U.A): x,(t) = % a;t? 4+ vt +x4 oraty=0,x4=0etva=0

x,(t) = % a t? = 0.05t2 etv () = 0.1t

x1(t) = 0.05 t?

Phase 2: BC (M.R.U): de vitesse Vg = Vo = 14m.s™ !

x,(t) = vg(t —tg) = 14 (t —140) + 980 = x,(t) = 14t — 980

x,(t) = 14t — 980

Phase 3: CD (M.R.U.D): x5(t) = %a3(t — )2+ vo (E— to) + x¢

1
x3(t) = 50.1(t — 980)* + 14 (t — 980) + 12740

x3(t) = —0.05t2 + 112 t — 49000

x3(t) = —0.05t* + 112t — 49000
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5. construction des diagrammes de vitesse v(t) et des accélérations a(t)

a[m.s~%]
A B
] I I D
; : C (s)
140 980 1120 140 980 1120
-0,1

Exercice 3 :

Soit un mobile M en mouvement tel que :0M = 3 cos2t T+ 3 sin2t] + (8t — 4)k
1-Déterminer la nature de la trajectoire de M dans 1’espace (0, x, y, z).

2-Donner en coordonnées cylindriques 1’expression de la vitesse. Calculer sa norme.
3-Donner en coordonnées cylindriques 1’expression de I’accélération. Calculer sa norme.
4-Trouver la vitesse et 1’accélération dans la base de Frenet ?

5-En déduire le rayon de courbure r ?

Y

Solution:

Nature de la trajectoire de M dans ’espace (O, X, y, z)
La trajectoire dans le plan (O, x, y):

x = 3cos2t 2 2 2 e 2 . _
{y= 3sinzt = X 1t YT =9cos"2t +9sin 2t = 9(cos“2t + sin“2t) =9
La trajectoire dans le plan (O, x, y) est circulaire de rayon R = 3 m et de centre (0,0).
La trajectoire suivant I’axe Oz:

z=28t-4
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C’est I’équation d’une droite donc suivant Oz le mouvement est rectiligne

En conclusion:

Le mouvement a une trajectoire hélicoidal

2. vitesse en coordonnées cylindriques ainsi que son module

OM= Ré + zk = OM = 38+ (8t —4)k
. dOM _ d(Rqu )
VETar T att T e

S de,.do
U = Re, +Rd9d +zk—Rer+ R969+Zk

R=3
3 sin2t
Avec: {8 = Artg (%) = Arctg (3 z:;t) = Arctg (tan2t) = 2t
z=8t—4
R=3 R=0
z=8t—4 z=18

Le vecteur vitesse:

T =66+ 8k

Le module du vecteur vitesse:

1]l = V62 + 82 = 10 m.s~?

-1

7| = 10 m.s

3- accélération en coordonnées cylindriques:

dv d .., . -
= — (Ré, + ROéy + zk)

a E—
= RE. + RS °r 49 w63, + rij, + RO | g
= a6 dr T k0% * Roéo o dt
—RO% 8, + 7k

d= (R—R6%), + (2RO +RH)é, + 7k

R=3 R=0 R=0
= =2t =>|g=2=|6-=
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Le vecteur accélération:

d= 128,

Le module du vecteur accélération:

ld|| = 12 m.s™2

4.Vecteur vitesse et accélération dans la base de Frenet:

1_5 = U.T_ZT = 10 I_ZT et a = aTiZT + aNiZN
- dv - =
Avec: dp = —ur = 0
T ac °T
a'[‘ =0
a’=alt+ at = af = a® = ay=12m.s7?
=12 -2
ay=12m.s
5. Rayon de courbure R:
R v: _10° 8.33
—_ — e— . m
ay 12

R= 8.33m
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I1.6. Le mouvement relatif:

Le mouvement est absolu s’il est étudié par rapport a un repere fixe par contre le mouvement
est relatif s’il est étudié par rapport & un repere mobile.
Soit un point M en mouvement par rapport & un repére mobile R’(O’, x’, y’, z’) lui méme en
mouvement par rapport a un repere fixe R (0, X, y, z)
L’¢état de mouvement d’un corps dépend du référentiel utilisé pour le décrire. Le mouvement relatif est
la partie de la cinématique qui permet de trouver les relations (équations) entre les vecteurs position,
vitesse et accélération que mesurent différents observateurs.
Mouvement relatif de translation uniforme: Un des deux observateurs (O) est au repos alors que
I’autre (O’) se déplace avec une vitesse constante V par rapport au premier. Les deux observateurs sont
en conséquence inertiels, car ils n’ont pas d’accélération ni de rotation.
Mouvement relatif de rotation uniforme: Un des deux observateurs (O) est au repos (observateur
inertiel) et ’autre (O’) tourne avec une vitesse angulaire constante ® par rapport au premier. Le second
observateur est non inertiel.

Les équations qui font le lien entre les vecteurs position, vitesse et accélération mesurés par les
deux observateurs s’appellent les transformations de Galilée.
La figure suivante représente les deux observateurs inertiels et le vecteur position d’une particule en

mouvement pour chacun des deux

Y Y

L L LT T
- ol TR
L™
-
-

r

Figure 11.29: Mouvement de translation relatif

I1.6.1. Vecteur position
La position de M dans R(0, Uy, iy, Uy ) est la position absolue:

W=xﬁ’x+y1—iy+zﬁz
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—_

Sa position dans R’ (0’, u'y,,u'y, ,u’z,) c’est sa position relative

On a le vecteur position:

OM = 00' + O'M

I1.6.2 Vecteur vitesse:

La vitesse absolue est la vitesse de M par rapport a R(0, Uy, iy, Uy )

—

_dOM _dx_ dy_ dz

va dt dt T T gt
Cette vitesse peut étre calculée d’une autre fagon :
doM d0—0’>+ d0'M
dt dt dt
doM doo’ ,d?er ,dE”y+ ,dZF'ZJr dx' —  dy - d7
= X VA u — —Uu
dt dt at Y Tdt at dt YT et ae e
On pose:
doo’ | ,d?“r ,dE”er du,
= X VA
ve dt dat Y Tat dt
s _dx = dy' = dd =
Et U= x T+ dtuy+d 2
D’ou:

U, : C’est la vitesse relative c'est-a-dire la vitesse du mobile M par rapport au repére R’
U, : Représente la vitesse d’entrainement c'est-a-dire la vitesse du repére R’ par rapport au repére R.
Deux cas de mouvement de R’ peuvent étre, en translation et en rotation, la vitesse absolue et relative

garde la méme expression par contre la vitesse d’entrainement se met différemment.
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I1.6.3 Vecteur accélération
L’accélération absolue c’est 1’accélération du point M dans le repére R :
d?0M  d?x _ . d%y . d?z
= = u u —
dt? datz 7*  dtz Y der

d?0M _ d?010

dui d?ui d2ui der u'y,  dyr Wi, dzr u'
R e e Al e e e &
dt? dt dt dt dt dt dt dt dt dt dt
d’xr— | diyr— | diz—
dtzux+dt2uy+dt2 z

d,=d,.+ d,+a,

L’accélération absolue est la somme de trois accélérations :

L’accélération relative

— d’xr—  d*yr—3 | dPzi—
a, = a2 ux+—dt2 uy+ a2 u,
L’accélération d’entrainement
4’00 | a2, TN ,d2,
a, = X z
€ dt? dt? Y ~ae dt?

et I’accélération de Coriolis

o _ g ([ du', dy dwi, dz du',
a. = — - — 4+ —
¢ dt dt dt dt dt dt

Exercices corrigés

Exercice 1:

Soit un repere mobile R’(O’, x’, y’, z’) en mouvement de translation par rapport a un autre repere fixe
R (O, x, y, z) avec une vitesse ¥, (1,0,0) et R / R’. On suppose que les coordonnées de M par rapport
a R’ sont : x’= 6t,+3t, y’=-3t*, =3 et on suppose qu’a t=0s, les coordonnées de M par rapport & R sont
0 (0,0,0)

1. Donner la vitesse relative de ce point ainsi que sa vitesse absolue ?

2. En déduire les coordonnées du point M par rapport a R ?

3. Déterminer I’expression de 1’accélération relative et absolue ?
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Solution:

1. la vitesse relative et la vitesse absolue:

Ur

R // R’ donc:

Mouvement relatif

=(12t+3)7T— 6t]
= (12t+4)7— 6t]

(12t+4)1— 6t)

2. Les coordonnées du point M par rapport a R:

x(t)= 6t>+ 4t+cl
y(t) = =3t%+c2

z=c3

t
dez fﬁadt
0

A Pinstant t=0: x=y=z=0, donc: ¢;= ¢, =c3 =0

x(t) = 6t%>+ 4t
y(&) = -3¢

z=0

3. Pexpression de ’accélération relative et absolue:

- dﬁa - -
a, = dt=12l—6]
- dﬁr - -
a, = dt=12l—6]
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Exercice 2:

Deux trains A et B roulent sur des voies parall¢les a 70 km/h et 90km/h respectivement.
1. Calculer la vitesse de B par rapport a A s’ils :

a. se déplacent dans la méme direction

b. se déplacent dans des directions opposées.
Solution:
1. Calcul de la vitesse de B par rapport a A
V,=V.+V, = V)B/sol = VB/A + l7,4/501 = V)B/A = V)B/sol - l7,4/501
a. Méme direction:
Vassor = 901
Vassor =707
Vsa=907—707=207

La norme:

”I_,)B/A” = ZOm.S_l

b- Direction opposée:
Vsssor =907
Vajsor = =701
Vg/a=907—(=707) = 1607

La norme:

|Vs,all = 160m. s

Exercice 3:

Soient R(0,7,7, I_c)) un référentiel absolu muni de la base (7,7, E) et R1(04, Uy, Uy, E) le référentiel
relatif dont I’origine O; est en mouvement rectiligne sur I’axe (Oz). On donne 551 =a.t.k oua est
une constante positive, t est le temps.

En plus R1 tourne autour de I’axe (Oz) avec une vitesse angulaire constante w1 telle que :

@1(Ry/R) = wqk (wy, = 0).

Dans le plan horizontal (04,1, U,); une tige (T)tourne autour de l'axe(0,z) avec une vitesse

angulaire constante , tel que ¢ = w,t = (U, €,) ou &, est le vecteur unitaire porté par la tige (T).
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Un point M assujetti a se déplacer sur la tige (T). il est repéré par: O1M = p U, ou (é},, €y, I_c)) est une

base mobile dans R,

1. Déterminer I_/;(M ) le vecteur vitesse relative de M.

Déterminer l_/; (M) le vecteur vitesse d’entrainement de M.
Déduire I_/;(M ) le vecteur vitesse absolue de M.

Déterminer d,.(M) le vecteur accélération relative de M.
Déterminer d, (M) le vecteur accélération d’entrainement de M.

Déterminer d.(M) le vecteur accélération de coriolis de M.

AL T

Déduire d, (M) le vecteur accélération absolue de M.

Solution:

1. Détermination de Vr (M) le vecteur vitesse relative de M

B —

- do.M dpé,
=28 _
dt Ry dt Ry
N d(pcospu, + psingii,) €y
V() = — : )
P
N d(pcospi, + psingii,)
V() = — : ¥
Ry

V.(M) = p cos@liy — p@ sing Ty + p sing i, + pg cosei,

V.(M) = p (cosgii, + sing 1y) + pg (—sing i, + cosei,
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dp | de,
VM) =—-é+ p—-
. dé, do
V(M)=pe,+p To dr

V.(M) = pé,+ pw; é,.

2- Le vecteur vitesse d’entrainement

V,(M) = Vg(0,) + @(Ry/R) A O:M

V(M) = d001 + @ A O M
(M) = d(aik) + wk A pé,
(M) = d(aik) + wk A pé,

vitesse d’entrainement:

V,(M)=ak+ w1 pE,

3. Vitesse absolue:

= V.(M) + V,(M)

ST
|

= (p' é, + bwz §(p.) + (a k + a)lpé(p)

V, =pé,+plw; +w; )E’(p+aE

4. Le vecteur accélération relative de M s’écrit:

a. (M) = —| =
dr(M) dt | dt
1
pa dep dp
(M) = at© +p dt dt

Mouvement relatif

de d(p

A-(M) = pé,+ ppéy+ p@eé, + pPéy, + pp—— dp dt

dr(M) = pé)p + 2p (pé)(p + ,ngg(p - pgbzép

. dg .
Ona: ¢=0= d—‘f et w, = @ = cste

a, (M) = (p— pw3)é, + 2pw;é,
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5. Accélération d’entrainement:

dzﬁﬁ| L dBR/R)
dt

AOM + @B(Ry/R) A (B(R,/R) A O1M)

Ry

N d?0,0
ae (M) = +
R

1

dw, k
dt

Apé,+ w k A (w1E Apé,y)

d - - -
a,(M) =%+ pwik Ak A é,)= pwi(k A&,)= —pwié,

a,(M) = — pwigp

6. Accélération de Coriolis:

dc(M) = 28R /R)A V, =28, AV, = 2wk A (pé, + pw,&,)

a.(M) = 2wy pé, — 2p w1 w3 €,

7. Le vecteur accélération absolue de M:
do(M) = a,(M) + a.(M) + a.(M)
do(M) = (p— pw3)é, + 2pw,€, — pwie, + 2w, pé, — 2p w3 w,é,
do(M) = [ = p(wf + w3 + 20, w2 )18, + 2p(w1 + ;)8

do(M) = [p — p(w; + w3)?1, + 2p(w; + w,)é,

(M) = [p— p(wy + w2)?]E, + 2p(w1 + @)E,
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Chapitre III Dynamique du point matériel

Chapitre I1I: Dynamique du point matériel
I11.1 Introduction

La dynamique est une branche de la mécanique qui étudie les causes des changements de
mouvement mécanique. Cette science étudie la relation entre les forces qui agissent sur les objets et les

effets qu'elles vont produire sur le mouvement qui résulte de leur action

II1.2 Généralités:

II1.2.1 Concept de masse:

La masse est une propriété physique fondamentale d'un corps. Elle rend compte, dans une
bonne approximation, de la quantité de matiére contenue dans ce corps indépendamment de 1'endroit
ou il se trouve.

La masse se représente par le symbole m et, dans le Systéme international, son unité est le kilogramme

(kg).

I11.2.2. Systéme isolé:

Un systéme est mécaniquement isolé s'il n'est soumis a aucune force. Ce genre de systéme

n'existe pas en pratique (il y a toujours le poids du systéme et des frottements).
I11.2.3. Systéme pseudo-isolé:

Un systéme est pseudo-isolé si la somme vectorielle des forces extérieures qui s'exercent sur lui

est égale au vecteur nul.

I11.2.4. Référentiel Galiléen:

On appelle référentiel galiléen tout référentiel au sein duquel le principe d'inertie est vérifié,
dans lequel un point matériel isolé, c'est-a-dire soumis a aucune force, possede un mouvement
rectiligne uniforme. Méme s'il n'existe aucun référentiel galiléen au sens strict. Il est cependant
possible de considérer certains référentiels usuels comme galiléen si certaines conditions sont vérifiée :
a. Le référentiel terrestre peut étre considéré galiléen si on considére un mouvement dont la durée
ne dépasse pas quelques minutes dans le but de s'affranchir du mouvement de rotation propre de la
Terre.

b. Le référentiel géocentrique peut également étre considéré comme étant galiléen si on consideére un
mouvement dont la durée ne dépasse quelques heures dans le but de s'affranchir du mouvement de
rotation de la Terre autour du Soleil.

c. Le référentiel héliocentrique peut aussi €tre considéré comme étant galiléen car l'impact du

mouvement de rotation du Soleil au sein de la galaxie est négligeable.
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I11.3. Notion de forces:

Une force désigne, en physique, l'interaction entre deux objets ou systémes, une action
mécanique capable d'imposer une accélération, ce qui induit une modification du vecteur vitesse.
Définition : On appelle force, toute cause capable de:

» modifier I’état de repos ou de mouvement d’un objet

» produire des déformations

-

] 1 —

Rl L - I—‘
E— sy -
L " I I A £

i
A B -

L'action de la mamn déplace " 5.

=
-

I'éponge de A 4B D —
O

L'attraction de la terre met]] L'attraction de la terre modifie la
l'objet en mouvement trajectoire et la vitesse de la balle

Figure I1I1.1 : Effet dynamique ou effet de mouvement

G

L'action de la mam
déforme l'éponge

L'attraction de la terre
déforme le ressort

Figure I11.2 : Effet statique ou effet de déformation

Les quatre caractéristiques d'une force sont :
» direction,
> sens, intensité
» point d'application.
» Son intensité : en Newton
Pour représenter une force, on doit dessiner une fleche qui posséde les mémes caractéristiques que la

force (direction, sens, valeur) et qui commence au point d'application.

111



Chapitre III Dynamique du point matériel

I11.4. Les différents types de force:
Les types de forces peuvent étre mis en deux catégories: les forces a contact et les forces a
distance. Les forces a contact doivent toucher les objets sur lesquels ils agissent. Les forces a distance

ne doivent pas €tre en contact avec les objets.

I11.4.1. Les types de forces a contact:

a. La tension d’un fil:

La tension est la force dans une ficelle ou une corde quand vous tirez sur un bout. Imaginez que vous
tenez un bout d’une corde et votre ami tient I’autre. Si vous tirez les deux bouts, vous mettez de la

tension dans les cordes.

-

Exemple:

—

Ffillchariot

Figure I11.3: la tension F appliquée a un chariot

-

La tension d'un fil est la force exercée par ce fil sur le corps qui lui est attaché.

Caractéristiques de F
Le systeme étudié est {le chariot} dans le référentiel terrestre supposé galiléen.
Le fil exerce une action mécanique localisée pour laquelle on peut préciser:
» Un point d’application 1 (le point d’attache entre le fil et le chariot)
» Une direction (celle du fil)
» Un sens (du chariot vers le fil)

» Une intensité (qui dépend de I’effort réalisé en N).

b. Tension d'un ressort

La tension d'un ressort de masse nulle est la force exercée par un objet sur I'une des extrémités du

ressort.
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Xo R Eu T
¥ 5

Y mg

Figure II1.4: Tension d’un ressort

Elle est notée généralement Teta pour expression vectorielle
T =k Al
Et pour module::
IT|| = k 1L = L) = Kk |All

k constante de raideur N/m, Al I’allongement du ressort au repos (m)
Ses caractéristiques sont les suivantes

» Point d'application: I'extrémité du ressort

» Sens: de l'extrémité vers 'extérieur du ressort

» Direction: celle du ressort

» Valeur: elle est notée Fopjet/ ressort OU 7' €t mesurée en newton (N).

c. Force d’action et de réaction d’un support

C’est la force qu’un objet solide agit sur votre main quand vous essayez de le bouger.

Exemple 1 le cas d'une surface plane
La force de gravité¢ devrait normalement amener I’objet vers le sol (ou vers le centre de la Terre).
Toutefois, la table garde 1’objet immobile en exergant une force vers le haut qui vient annuler la force

de gravité. Cette force exercée par la table est appelée force normale.
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4 )

N /

Figure II1.5: Forces agissant sur un livre sur une surface plane

Exemple 2 le cas d'une surface incliné

La force normale doit étre toujours perpendiculaire ¢ la surface. Or, lorsque la surface est
inclinée, la force normale n’est pas égale a la force gravitationnelle, mais plutot a la composante de la
force gravitationnelle qui est perpendiculaire a la surface. La force normale sera de la méme grandeur,

mais de sens oppos¢ a cette composante.

Figure I11.6: Forces agissant sur un corps sur une surface incliné

Pour déterminer la force normale sur un plan incliné, on utilise la formule suivante:
Fn=mxgxcos0

Ou

Fx représente la force normale (N)

m représente la masse de l'objet (kg)

g représente l'accélération gravitationnelle (N/kg ou m/s?)

0 représente 1'angle d'inclinaison ()
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d. La force frottement

Les forces de frottement existent en deux formes 1’une qui accompagne le support sur lequel
l'objet est posé (ou en contacte avec en tout cas) donc sans glissement: frottement statique. La
deuxiéme frottement dynamique est un frottement avec glissement, donc qui ne suit pas le mouvement

du support

Adhérence ou frottement statique

Le frottement statique est une force FFS qui empéche un mouvement de démarrer. C’est lui qui
nous permet, en s’appuyant sur le sol, d’avancer et de tenir la route dans un virage. La bicyclette se
déplace vers 1’avant quand le pneu arrieére pousse sur la route, vers 1’arriere, grace au frottement. Par

réaction, le sol pousse le pneu vers I’avant, et par la suite le vélo et son cycliste.

Fnormale

Fréaction
=y

|

F frottement

Figure II1.7: Forces de frottement statique Ffmtt.

La force maximale de frottement statique, au-dela de laquelle il y a glissement, est proportionnelle a la
force normale Fy selon un coefficient de frottement statique ps dépendant des deux matériaux en

contact.

Ffrott= o X FN

ﬁfmtt est la composante tangentielle de ﬁreaction

Fy est la composante normale de F.q,ction

no coefficient de frottement statique
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Glissement ou frottement dynamique:

Un frottement dynamique est une force de frottement qui s'exerce sur un objet qui se déplace
avec une vitesse v dans un fluide (liquide ou gazeux).
Lorsque les solides glissent I'un contre l'autre ou dans un fluide la composante tangentielle T est

indépendante de la vitesse de glissement et déterminée par la loi suivante :

F= —k7v

k est le coefficient de frottement dynamique ou de glissement, dont la valeur dépend, entre autres, des

deux matériaux en présence et de I'état de leurs surfaces.

R
ai
£
Mouvement de la voiture Mouvement de la personne

Figure II1.8: Force de frottement dynamique

e. La force élastique: (Force de rappel):
La force de rappel d'un ressort de masse nulle est la force exercée par le ressort sur un objet 1i¢

a l'une de ses extrémités.

Elle est notée généralement Feta pour expression vectorielle:

F=—k(It)- ly)i= —kxi

Le module de la force de rappel: ||13|| =k |x|

k constante de raideur N/m, Al=x I’allongement du ressort au mouvement(m)
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Ses caractéristiques sont les suivantes:
» point d'application: 1'extrémité du ressort
> sens:
e de I'extrémité vers l'extérieur du ressort si le ressort est comprimeé;
e dans le sens contraire si le ressort est étiré
» direction: celle du ressort
> valeur: la valeur de cette force est notée Fressort / objet OU I €t mesurée en newton (N). Elle est

proportionnelle a l'allongement du ressort.

Cas de I’étirement:

F et T sont opposés

" ——

!

Lo

|
L F

BV AAAS  etrement
I

-

Y—

L

Cas de compression:

- — A
F et1 ont le méme sens

(b)

B VNG Roees

Lo

A

Y

——

c F

LJWWUWLHJ—'_} Compression
A
- L -

Figure II1.9: Force de rappel d’un ressort (a) cas d’étirement, (b) cas de compression

d’un ressort
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I11.4.2. Les types de forces a distance

a. La force gravitationnelle
L'interaction gravitationnelle correspond a l'attraction qui existe entre deux corps qui ont une masse.
Elle intervient, entre autre :
- entre les corps célestes, et permet d'expliquer le mouvement elliptique des astres.
- dans la pesanteur terrestre, dont elle est la cause
La loi d'attraction universelle a été formulée par Isaac Newton (physicien, mathématicien et
astronome britannique, 1642 - 1727). Cette loi traduit, par une formule mathématique, la notion

d'interaction gravitationnelle.

Figure I11.10: La force gravitationnelle

Soient deux corps A et B de masses respectives my et mp, distants de AB.
Alors, le vecteur force gravitationnelle exercée par A sur B est opposé au vecteur force

gravitationnelle exercée par B sur A, et a pour expression :

mympg _,

Fp.p= Fp,p= —G gz UYa-B

G =6,67x10"" N-kg? m?’; mu et mg s'expriment en kg et AB en m. La force est en N.

Cette force est une force attractive.

Intensit¢é de la  force|Intensit¢ de la force

gravitationnelle ¢lectrique

Entre la Terre et la Lune F=1,98x10" N (attractive) [[F=0N

Entre le noyau et l'¢électron de 47 . o .
F=3,6x10""" N (attractive) F=8,2x10" N (attractive)
'atome d'hydrogéne

Entre deux proton d'un noyau F=10"* N (attractive) F=10? N (répulsive)
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Au voisinage de la Terre, la force de gravitation universelle correspond au poids de I’objet, noté P.

P=mXg avec P en N et m : la masse de I’objet, en kg

‘corps
G

Figure: I11.11: Le poids représenté par un vecteur

Caractéristiques de P:

» Point d’application : centre de gravité (G)
> Direction : la verticale
> Sens : vers le centre de la Terre

> Intensité : exprimée en Newton (N)

b. La force électrique:

Cette force attire ou repousse deux objets avec une charge ¢électrique. La charge est une propriété
des matériaux a cause du nombre d’¢lectrons et de protons dans un objet. Les électrons sont des petits
objets avec une charge électrique. Les électrons ont une charge négative. Les protons sont aussi des
petits objets mais avec une charge positive. La charge est la propriété d’un objet. Deux objets avec la

méme charge se repoussent de leur fore €lectrique. Deux objets de charge opposés s’attirent par leur

©

force électrique.

o

Figure II1.12: Force électrique
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La force ¢électrique d'attraction ou de répulsion entre deux charges est inversement

proportionnelle au carré de la distance qui les sépare.

Foo 1 ﬂﬁ)
12 4'1'[80 d?

F est la force coulombienne exprimée en Newtons (N)
Q est la premiére charge ponctuelle exprimée en Coulombs (C).
q est la deuxiéeme charge ponctuelle (C).

d est la distance entre deux charges ponctuelles exprimée en metres (m).

1 _ , ,
ke=.—=9x 10°Nm?2C~2est une constante électrostatique
0

La force magnétique:
La force magnétique est la force d’un matériel magnétique dans un champ magnétique. Les aimants
sont des objets avec un pole magnétique nord et sud. Le pole sud est attiré par le péle nord d’autres

aimants et repoussé par les poles sud par le champ magnétique.

Figure I11.13: Force magnétique

I11.5. Quantité de mouvement:

La quantité de mouvement d'un objet se définit comme le produit de sa masse par sa vitesse.
Lorsque deux objets entrent en collision, la quantité de mouvement de chacun d'eux varie, mais la
quantité¢ de mouvement fotale du systéme reste constante
La quantité de mouvement par rapport au référentiel R d’un point matériel M, de masse m et de vitesse

v est donnée par:

|
I
3
<l
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I11.6.Lois de Newton:

I11.6.1. Premiere loi de Newton — Principe d'inertie:

Loi: Dans un référentiel galiléen, si un systéme assimilé a un point matériel n'est soumis a aucune
force — systéme isolé — ou s'il est soumis & un ensemble de forces de résultante nulle (Zﬁ = 6)—
systéme pseudo-isolé — alors il est immobile ou animé d'un mouvement rectiligne uniforme.
Réciproquement, si le vecteur vitesse du centre d'inertie d'un solide ne varie pas, la somme vectorielle
des forces qui s'exercent sur ce solide est nulle. Pour un systéme isolé ou pseudo-isolé, la vitesse est

constante et la quantité de mouvement se conserve.

I11.6.2. Deuxiéme loi de Newton — Principe fondamental de la dynamique:

. oq r . o = . r \
Dans un référentiel galiléen, la somme vectorielle des forces extérieures Y, F,,; appliquées a un

solide est égale a la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de mouvement

— — d_)
ZFextzmand_It’

C'est la relation fondamentale de la dynamique.
Si, au cours du mouvement, la masse du systéme est constante, cette loi se réduit au produit de la

masse du solide par le vecteur accélération de son centre d'inertie ; en effet :

7 _dp dﬁ_l_dmﬁ
2 =g~ Mde " dt

Sim=Cte,ona:

- dv .
fzmazmac

L’accélération d’un point matériel M en mouvement est proportionnelle a la résultante des forces qui

s’exercent sur lui et inversement proportionnelle a sa masse : C’est la deuxiéme loi de Newton.

I11.6.3. Troisiéme loi de Newton — Principe des actions réciproques:
Deux corps sont en interaction, de contact ou a distance, si I'état de repos ou de mouvement de

I'un dépend de I'existence de 1'autre.

Siun corps A exerce sur un corps B une force F,/p , alors B exerce sur A une force F,, telle que :
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Fap = -Fpa

Ces deux forces ont ces deux forces ont alors :
» La méme direction : la droite (AB)
> La méme intensité : Fp = Fg/a

> Des sens opposés

Aq 'ES.-"'.-'J

L‘_‘—‘\‘—"‘.

Figure I11.14: Les actions réciproques entre deux corps

Ces interactions mécaniques peuvent étre des interactions de contact ou a distance et interagir entre

deux corps au repos ou en mouvement.

I11.7. La conservation de la quantité de mouvement

La conservation de la quantité de mouvement peut intervenir lors d'une collision entre deux ou
plusieurs objets ou particules. Lorsqu'il y a conservation, 1’'addition vectorielle des quantités de
mouvement de chaque corps faisant partie du milieu conserve la méme valeur avant et aprés la
collision.
On dira que: Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un systéme isolé¢ (soumis a
aucune force) ou pseudo isolé (les forces se compensent) est une quantité conservée (constante en
fonction du temps)
Démonstration

Quand un systéme est isolé ou pseudo-isolé

zFext =0

—s —

d . -
d—’:, , donc dans ce cas, cela revient a dire que ﬁ =0,

D’aprés la seconde loi de Newton Y F,y, =

Autrement dit, la variation de la quantité de mouvement en fonction du temps est nulle, et donc p est

une constante en fonction du temps, c'est une quantité conservée.
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II1.8. Moment cinétique:
I11.8.1. Moment cinétique d’un point matériel par rapport a un point:
Soit M un point matériel de masse m, se déplagant a la vitesse ¥" dans un référentiel R et de quantité de

— —_—
mouvementp = mv.

Figure II1.15: Moment cinétique de M en un point O

Son moment cinétique en un point O est définit par:

—

LoM)=0M A mv=0M A P

On peut exprimer la norme de ce moment cinétique en fonction de 1’angle que forme la droite (OM) et

le vecteur —
Lo(M) = || Lo(M)|| = OM.mv. sina

Le moment cinétique s’exprime donc en kg.m?.s '

Sens du vecteur moment cinétique

Le vecteur ZO (M) semble venir vers nous dans la figure ci-dessus : ce sens est obtenu par le fait que la
base ( W, v, Zo (M)) est directe. Pour le retrouver, on peut utiliser les trois doigts de la main droite
(pour former le triedre) ou la régle du tire-bouchon.

Exemple du moment cinétique en coordonnées polaires

Soit un point M se déplagant dans un mouvement circulaire par rapport au référentiel R

Sa position en coordonnées polaires est : OM = r €,
Sa vitesseest: V' =10 &g
En effet, la composante suivant €, (7 €,) est nulle puisque r est constant (mouvement circulaire).

Son moment cinétique s’écrit donc :

Lo(M)=0M A mv
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Lo(M) =mr 8, A(Fé +106é)

Lo(M) =m7r2 08,

I11.8.2. Moment cinétique en O’ différent de O:
Le moment cinétique dépend du point ou on le calcule. On peut établir une relation entre le moment

cinétique en un point O’ et celui en un point O :

—

Lo,(M)=0M A 7
AD

Lo/(M) = (00 + OM)
Lo(M)= 00X P +OMA 7’
Lo(M)= 00 A 7+ Lo(M)

Donc: R N N
Ly(M)=Ly(M) + O0AN P

I11.8.3. Moment cinétique par rapport a un axe:
Cette grandeur n’est plus un vecteur mais une grandeur algébrique.

Soit A un axe orienté par un vecteur unitaire u,.

Soit O un point de cet axe et M un point dont on connait le moment cinétique ZO (M) par rapport a O.

(A)

Figure I11.16: Moment cinétique de M par rapport a I’axe A

Le moment cinétique de M par rapport a I’axe A est:

LA S Z)()(I‘q)ll—A> .
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Il est la projection du moment cinétique par rapport a un point de 1’axe sur celui-ci.

Cette projection est indépendante du point de I’axe choisi.

I11.9. Moment d'une force:
Le moment cinétique est reli¢ au moment des forces dans le théoréme du moment cinétique.
I11.9.1. Moment d'une force par rapport a un point:

On considére une force F agissant en un point M quelconque de l'espace. Le moment de la force au

point A est :

M,F)=AM A F

A

S

Figure I11.17: Moment d'une force par rapport a un point

Remarques : Le moment d'une force est un vecteur: La direction de ce vecteur moment est
orthogonal a la fois a la force F et au vecteur AM

Le moment ]\_)/[A d'une force F par rapport a un point a est: ]\7[:4 est le produit vectoriel de AM
et F, o0 M est le point d'application de la force.

Cette grandeur caractérise l'aptitude de la force F a tourner autour du point.

On l'exprime en Newton. Métre (Nm) et elle a la méme dimension qu'une énergie.

Son sens donne le sens de la rotation.

Le vecteur _J\/_fA( F ) est normal aux vecteurs AM et F. 11 est donc normal au plan contenant la force et

le point A.
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M ,(F)

o

L 7
main droite 4

.

\,_“rotation

Figure II1.18: Caractéristiques du moment d’une force par rapport a un point

Si d est la distance du point A a la droite d'action de la force F , la norme de _ﬁA( F ) est

|74 (F)|| = ||aM]| || F|| sina
Ou encore:

1M = [|4H| | Fl| = F d

Le moment est nul si AM=0,siF=0ousid=0 (met F sont colinéaires).

I11.9.2. Moment de force en A’ différent de A:

Avec le méme raisonnement que celui utilisé¢ pour le moment cinétique, on a :

Moy (F) = Ma(F) + AA A F

I11.9.3. Moment d'une force par rapport a un axe:
C'est la projection du moment par rapport @ un point de l'axe sur cet axe. C'est donc une

grandeur scalaire dont le signe indique le sens de rotation autour de l'axe.

Le moment d’une force F par rapport 4 un axe (A), dont un vecteur directeur U (unitaire) est i,
est égal au produit scalaire du vecteur u, par le vecteur moment en A de la force F ou A est un
point quelconque de I’axe (A).

L’expression du moment par rapport a 1’axe (A) est donnée par:

My (F) = w5 M4(F)
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Avec A un point fixe.

C’est donc une grandeur scalaire dont le signe dépend du sens de rotation du solide par rapport a I’axe

(A).

M. (F)4.

,
.

Figure III .19: Moment d’une force par rapport a un axe

I11.9.4. Interprétation physique du moment de force:

Le moment de force, également connu sous le nom de couple, est un concept important en physique
qui décrit la tendance d'une force a faire tourner un objet autour d'un point ou d'un axe donné. Son
interprétation physique dépend du contexte dans lequel il est appliqué. Voici quelques exemples

d'interprétation physique du moment de force :

Ouverture d'une porte : Si vous poussez ou tirez une porte autour de ses charnieres, vous appliquez
un moment de force. Plus la force que vous appliquez est ¢loignée des charniéres, plus le moment de

force est important, ce qui facilite 'ouverture ou la fermeture de la porte.

Rotation d'un levier : Lorsque vous utilisez un levier pour soulever un objet, le moment de force
dépend de la force que vous appliquez et de la distance entre le point d'application de la force et 1'axe

de rotation du levier. Un levier long permet de soulever des objets plus lourds avec moins d'effort.

Tourner une clé : Lorsque vous tournez une clé dans une serrure, vous appliquez un moment de force.
Si vous utilisez une clé plus longue, cela nécessitera moins d'effort pour faire tourner la serrure.

Dans chaque cas, le moment de force dépend de deux facteurs principaux : la force appliquée et la
distance entre le point d'application de la force et 1'axe de rotation. Plus cette distance est grande, plus
le moment de force est important. C'est pourquoi les leviers et les outils sont souvent congus avec des

poignées ou des manches longs pour maximiser 1'efficacit¢ du moment de force.
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II1.10. Notion de mécanique du solide : moment d’inertie:
Le moment cinétique est relié a une quantité représentant I’inertie de rotation d’un corps, appelée

moment d’inertie, et a la vitesse angulaire.

II1.10.1. Le moment d'inertie:

Le moment d'inertie, souvent noté J, est une grandeur physique qui mesure la répartition de la masse
d'un objet par rapport & un axe de rotation donné. Il quantifie la maniére dont la masse d'un objet est
distribuée autour de cet axe et influence sa capacité a résister a une rotation.

En général, on cherche a faire tourner un corps autour d’un axe, on utilise alors le moment d’inertie par
rapport a cet axe que I’on note Ju

On peut alors exprimer le moment cinétique d’un corps par rapport a un axe de la fagon suivante :

Ly=JaX @

Ce moment cinétique caractérise la tendance d’un objet a continuer a tourner autour de A, du fait de

son inertie.

I11.10.2. Exemples de moment d’inertie:

Au vu de sa définition, le moment d’inertie dépend de la répartition de masse du corps en question.
Cependant pour des corps homogenes et de formes géométriques simples, I’expression du moment
d’inertie est simple :

Moment d’inertie par rapport a son axe de révolution d’un cerceau de masse m et de rayon R:

Ja = m R?

Moment d’inertie par rapport a son axe de révolution d’un cylindre ou d’un disque de masse m et de

rayon R :

_1 RZ
]A—zm

Moment d’inertie par rapport a son axe de révolution d’une sphére de masse m et de rayon R :

_2 RZ
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II1.11. Théoréme du moment cinétique

II1.11.1. Par rapport a un point fixe

Soit O un point fixe du référentiel d’étude R. Ecrivons ce théoréme mathématiquement :

dLo(M e
LoD = Y M(E)

Littéralement, cela devient : la dérivée par rapport au temps du moment cinétique d’un point M par
rapport a un point O est égale a la somme des moments des forces par rapport a O appliquées a ce

point M.

Démonstration

Montrons que ce théoréme est une conséquence directe du principe fondamental de la dynamique.

On dérive I’expression du vecteur moment cinétique, donc le produit vectoriel :

dLo(M d /—— — dOM = av
ﬁz—(OMAmv)=—)\mv +0M Am =
dt dt dt dt
doM — do - =
Or aom _ vV donc — A mv =0
dt dt
Y,
m-—=ma=
dt o
l
D’ou:
dLo(M — 5
08D —OM A% F; = ¥,0M AF; = 3, M, (F)

Par rapport a un axe
Pour obtenir son expression, il suffit de projeter le théoréme par rapport a un point fixe.

On obtient;

L2 = ¥ Ma(F)

II1.11.2. Exemple du pendule simple:
Référentiel : du laboratoire considéré galiléen ;

Systéme : masse m considérée ponctuelle en un point M ;
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Forces:
Poids P
Tension du fil T

On utilisera les coordonnées cylindriques:

Appliquons le théoréme du moment cinétique au point d’attache fixe O du pendule:

o = Mo(P) + Wo(7)

Moment cinétique et sa dérivée

Exprimons tout d’abord le moment cinétique en O:

) . l 0 0
Lo(M)=0M A mv =|0A|mlé=] 0
0 0 ml?0
dL,(M) .
T = mlze uz

Pour le moment de la tension T+
Wy(T) = OM AT
Puisque OM etT sont colinéaire, alors: M—O)(f) =0

Pour le moment du poids P:

R, . l mg cos6 0
My(P)=0M A P= |0 A —mgsin9=‘ 0
0 0 —mg L sinf
dLo(M) — i — o
‘C’Z—E) = Mo (T) + My(P)

< ml*0u, = —mg lsind 1,
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Enfin I’équation:

0+%sin0=0

L’équation est une équation bien connue qui peut €tre retrouvée facilement a I’aide de la relation
fondamentale de la dynamique ou a I’aide de la conservation de 1’énergie mécanique (car T ne travaille

pas et P est conservative).

I11.12. Conservation du moment cinétique —forces centrales:

I11.12.1. Forces centrales:

En mécanique du point, un mouvement a force centrale est le mouvement d'un point matériel M
soumis uniquement a une force centrale, c'est-a-dire une force toujours dirigée vers le méme point noté
O, appelé centre de force
I11.12.2. Conservation du moment cinétique:

La dérivée du moment cinétique par rapport au temps s’annule si:

df_(_i
dt

» Si la particule est isolée :F= 0 ce qui signifie que le moment cinétique d’une particule libre
est constant.

> Silaforce F est centrale : F est paralléle a 7 Donc le moment cinétique par rapport au centre
de forces est constant. Le contraire est vrai ¢’est a dire si le moment cinétique est constant donc

la force est centrale.
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Exercices corrigés

Exerxicel:

Un pendule simple est constitu¢ d’une masse m considérée ponctuelle fixée a I’extrémité libre
M d’un fil (’autre O étant fixe par rapport a la Terre). La longueur du fil est 1.
Déterminer la position d’équilibre du systtme On écarte la masse de sa position d’équilibre et on la

lache sans lui donner de vitesse (vitesse initiale nulle).Etudier le mouvement de la masse

Solution

Le systéme est le point matériel M de masse m. Le référentiel est le référentiel terrestre galiléen
dans lequel le point O est fixe.
Bilan des forces extérieures appliquées sur M : Le poids (force a distance) et une seule force de contact

la tension du fil

Figure:1

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au systéme:

. a) Position d’équilibre (voir figure (1(a)):

La tension du fil Ta la méme direction que le poids P de M. Dans la position d’équilibre le fil prend

donc la direction verticale

b) En mouvement (voir figure 1 (b)) :

L’équation traduisant le principe fondamental de la dynamique est une équation vectorielle.
P+T=md

Dans la position (a):
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P+T=0
F-_p
Dans la position (b):
P+T=md

Le systeme de coordonnées polaires est appropri¢ et la base utilisée sera (ﬁp,ﬁg). En exprimant le
vecteur accélération dans cette base on peut €crire :

P+T =md =m(-10%, + 101g)

Par projection:

Selon #,: mgcosd — T = —ml§?

Selon iy : —mg cosd = mlé

L’équation différentielle du mouvement:

0+ %sinezo

Dans le cas ou I’angle 6 est petit, ona: sinf = 0

En posant: w? = % la solution de I’équation s’écrit:

0 = 0, sin(wt + @)

L’expression de la tension du fil:

mgcosf® —T = —ml0? = T =m(gcosb +16?)

T = m( g cos@ + 1 6?)

Exercice2:
Soit la base orthonormée (s, iy, U, ) associé au repére (O, X, y, z). On considére une force F

représentée par le vecteur F de norme: ||13 || =F =3N
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1. Donner en utilisant le produit scalaire, les coordonnées du vecteur F dans la base(l_ix, iy, ﬁz).

2. On veut calculer le moment MO (17" ), par rapport au point O, de la force F appliquée en un point M,
dont les coordonnées dans le repere (O, x, y, z) sont (—1; 2; 1) (unité m).

Sachant que M, (ﬁ ) = OM A F, calculer les coordonnées de M, (ﬁ ) dans la base (U, iy, U,).--

3. En déduire I’angle entre OM et F

4. Comment peut-on vérifier que OM A F est perpendiculaire a F?

Solution:

1. composante de vecteur F

F.a, | F |- Nz l. cos (F, )
F={Fa | = IF]I cos (F.35)
F.u, | |- 112l cos (F, )
vis
) 3><1><cos(§+ a)\‘ —3sin(a)
F=|3x1xcos(m— a) |= (—3 cos(a)>
0

3 X1 Xcos (g)
-3x(3)

R —3sin( a) —3sin( 30°)
F = (—3 cos(a)> = (—3 cos( 30°)> = V3
0 0 -3 X

2 composante de vecteur OM dans le repére (O, X, y, z).

Connaissant les coordonnées des points O(0; 0; 0) et M(—1; 2; 1) on obtient pour les composantes de

B

OM :
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. XM — Xo -1-0 -1
oM = (yM_yO):<2—O):(+2)

ZyM — Zo 1-0 +1

-1 —-1.5
My (F)= OMA F = <+2> A (—2.6)
+1 0

20—1x%2.6
OM A ﬁ:( 1x (—=15)— 1.0 >

(=1) x(2.6) —2x(-1.5)

_ . [+26
OM A F=<—1.5>

+5.1

3. Déduction de I’angle entre OM et F

oM A F|| = J/(2.6)2 + (=1.5)2 + (5.1)2
oM A F||=59N.m

Par definition:

[0% x F| = [OW].|F].sin(O¥; F

Avec: ||F||=F =3N et|oM|| = J(-1)2+22+12 = V6

| oM|| = 2.6 m
On obtient:
sin(OM; F) = _,5'9 = >9 _ 08053
Fom]|.|IF|| - 243
C'est-a-dire:

(OM; F) = 53.64°

4. Vérifions que OM A F est perpendiculaire a F

11 suffit de montrer que le produit scalaire
@M A F).F =0
I +2.6\ /—1.5
(OM A F).F = (—1.5).(—2.6)
+5.1 0
(OM A F).F =26 x(~=15) + (=1.5)(=2.6) + 5.1 x 0

(0M A F).F =0
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Exercice3:
Un skieur de masse m = 70 kg, décrit une piste formée par deux parties:
- AB une piste inclinée de 30° avec le pan horizontal ;
- BC, une voie rectiligne horizontale
les forces de frottements sont supposées constantes sur les deux parties et valent = 10N.

le skieur atteint le point B avec une vitesse VB =40 m/s puis il s’arréte en C. g= 10N/kg

A (S)

1

1. Sur la pente AB:

1.1. Faire le bilan des actions agissant sur le skieur

1.2. Déterminer 1’accélération du mouvement du skieur, en déduire la nature du mouvement

1.3. Prendre comme origine des abscisses le point A et comme instant de repére du temps ’instant de
passage par A.

Ecrire les équations horaires du mouvement du skieur

1.4. Le skieur décrit la pente AB pendant 7 secondes.

1.4.1. Calculer la vitesse Va, la vitesse de passage par le point A.

1.4.2. Déterminer la longueur de la pente AB.

2. sur la pente BC le skieur a utiliser son baton pour freiner, f de freinage est égale a 60N

2.1. Faire le bilan des actions agissant sur le skieur.

2.2. Déterminer ’accélération du skieur, en déduire la nature du mouvement

2.3. Prendre comme origine des abscisses le point B et comme instant de repére du temps I’instant de
passage par B

Ecrire les équations horaires du mouvement du skieur

2.4. Le skieur s’arréte au point C.

2.4.1. Déterminer a quel instant le skieur s’arréte t-il?

2.4.2. Calculer la distance BC.

Solution:

1. Sur la pente AB:
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1.1. Le bilan des actions agissant sur le skieur
Bilan des forces:
Le skieur est soumis a 1’action des forces suivantes :
> P:Son poids
> f : La force de frottement parall¢le au plan horizontale et de sens opposé a celui du
mouvement.

> N: Reaction du plan perpendiculaire au plan horizontal

-
' C
)

1.2. Déterminons I’accélération du mouvement du skieur, en déduire la nature du mouvement
Le systéme étudié: (m)
Référentiel terrestre supposé Galiléen

2éme loi de Newton :

Zﬁext:ma

P+f+N=mad

Projection sur Ox:

P, — f+0=ma,

Psina—f=ma

_ f
a=gsina— o
AN:
= 10 sin 30° 10
a= sin 70
a = 4.86 m/s*

Ona d = cste eta.v >0
Le mouvement est rectiligne uniformément accéléré.
1.3. Ecrivons les équations horaires du mouvement du skieur

On a: a= cste
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V() =at+V,
V(t=0) = VA
V(t)=at+Va
x(t) = %at2 + Vit + x,
x(t=0)=x0=0

1
x(t) = > at?+ Vit

1
x(t) = G 2.43t% + V,t

1.4.1. Calculons la vitesse VA, la vitesse de passage par le point A.

V(t)=at+V,
at=tg=7s
V(tg) =atg+ V,
Vg = atg+ Vy
V,=Vg— atp
AN:

Vy,=40—- 486 x 7

Vy=6m.s?

1.4.2. déterminons la longueur de la pente AB.

AB:xB_xA:xB:x(tB)

1
AB = _atZB + VAtB

2
A.N:
1
AB = 54'86X72+ 6XxX7
AB =161 m

2. Sur la pente BC

2.1. Le bilan des actions agissant sur le skieur.
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Bilan des forces:

Le skieur est soumis a I’action des forces suivantes:
> P:Son poids
> f : La force de frottement parall¢le au plan horizontale et de sens opposé a celui du
mouvement.

» N:Reaction du plan perpendiculaire au plan horizontal

> f; : Force de freinage parallé¢le au plan horizontal horizontale et de sens opposé a celui du

mouvement.
2.2. Déterminons I’accélération du skieur, en déduire la nature du mouvement

Le systéme étudié: (m)

Référentiel terrestre supposé Galiléen

2éme loi de Newton:

ZFext=m&

P+f+ f,+N=mad

Projection sur Ox:

P.— f— fg+0=ma,
_(f+fg):max

1
a=—a(f+fg)

AN: a=—%(10+ 60)

a=-1m.s?

Ona d =cste eta.v <0
Le mouvement est rectiligne uniformément retardé.

2.3. Les équations horaires du mouvement du skieur
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Ona: a=-1m.s?

V() =at+V,
V(t=0) = Vg
V(t)= - t+ Vg
x(t) = %at2 + Vgt + x,
X(t=0) = xo = 0

1
x(t) = > at?+ Vgt

1
x(t) = — > t>+ Vpt

2.4. Le skieur s’arréte au point C
2.4.1. L’ instant d’arréte du skieur
Ona: v(t) =at+ Vg
Vite) =atc+ Vg

0= atc+ VB
Vg
-
G a
AN:
40
te=—=
tC=4OS

2.4.2. Calcul de la distance BC.

BC: xc_ xB S xC:x(tc)

1 2
BC = —2 t¢ + Vgt

1
BC = —5402+4O><40

BC=800 m




Chapitre IV

Travail et énergie




Chapitre V Travail et énergie

Chapitre V: Travail et énergie

V.1. Le travail d’une force.

Définition: Le travail élémentaire dW effectué par une force F sur une masse ponctuelle m pendant

un déplacement élémentaire d7 est défini par:

dW = Fd7# = F dr cos(ﬁ d?),

Figure V.1: Travail ¢lémentaire sur un déplacement quelconque

Le travail total W nécessaire pour déplacer m le long d'un chemin C entre deux point A et B est :

B
w=jﬁd?=j?d?
A

W a pour unité le Joule (J)
Cas particulier: travail d’une force quelconque sur un déplacement rectiligne
Soit M un point matériel qui se déplace sur une ligne rectiligne AB et soumis a une force F .On

définit le travail de la force par :

—

W= FAB =F AB cosa

T

A M o B

Figure V.2: : Travail d’une force quelconque sur un déplacement rectiligne
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Propriétés du travail

» Le travail est une grandeur scalaire, positive, négative ou nulle.
» Seule la composante de la force paralléle au déplacement intervient dans le calcul du travail.
> (W]l=[Flld]=MIL*T?

» Le travail fourni par unité de temps est appelé puissance

dw _dr _
=F—=Fv

P=r=Fa

La puissance a pour unité le Watt

V.2. Energie cinétique
Définition

Afin d'accélérer une masse ponctuelle et 'amener a une vitesse définie, on doit fournir du travail. Ce

travail est alors emmagasiné dans cette masse ponctuelle sous la forme d'énergie cinétique

B
W= fﬁd?’:fﬁﬁdt
A

w=[m@sa=1m [awo
= mdtv —Zm vv

1
W = Em(v%—v%)z E,— E.

1 . C
Avec E,. = ;m v?  est’énergie cinétique

Théoréme de I’énergie cinétique:

W= E.,— E,4= AE,.

La variation en énergie cinétique d'une masse ponctuelle pendant un temps quelconque est égal au

travail fourni a cette masse pendant ce temps
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V.3 Forces conservatives ou force dérivant d’un potentiel:
Une force est dite conservative lorsque le travail produit par cette force est indépendant du

chemin suivi par son point d'action. Si ce n'est pas le cas elle alors dite non-conservative.

Wi

2

Figure V.3: Travail suivant trois chemins différents

W1:W2:W3

Si la force est conservative, on dira que le chemin est fermé et W est donné par 1’expression:

W= jﬂﬁd?zo

V 4. L'énergie potentielle
En général, une énergie qui ne dépend que de la position du corps dans l'espace et ne

dépend pas de son mouvement est appelée énergie potentielle.

V.4.1. Energie potentielle de pesanteur

L’énergie potentielle de pesanteur, transférée pour augmenter la hauteur d’un objet de 4 est
donnée par Ep=mgh, ou m est la masse de 1’objet et g est ’intensité du champ gravitationnel a la
position de I’objet.
Si m est mesurée en kilogrammes, 4 en metres, et g en newtons par kilogramme (N/kg) ou métres par
seconde carrée (m/s%), alors E p est mesurée en joules
Variation de I’énergie potentielle de pesanteur:
L'énergie potentielle est une fonction des coordonnées de 1'espace telle que la différence entre ses

valeurs initiale et finale soit €gal au travail fourni au corps pour le déplacer d'un point a un autre.

Wyrap = fﬁ dr = Fd#=—-mg (h, — hy)

%rav =-mgh, + mghy
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- %rav = Ep2 - Epl

AEp = — Wyray

AEp = — Wgrav

V.4.2. Energie potentielle élastique
Un ressort tendu constitue, comme une masse soulevée, une réserve d'énergie.

La force de rappel d'un ressort est F = —kx. Le travail fourni, quand I'allongement du ressort passe de

X1 4 Xy, est .

x2 x2
Welast:f Fdxz—f k x dx
x1 x1

1
W= —Ek(xg—xf)
1 1
W = Ekx%—ikxg

On définit alors I'énergie potentielle d'un ressort par

Variation de I’énergie potentielle élastique
Elle est égale au travail qu'il a fallu fournir pour amener le ressort de sa position de repos a son
¢longation finale x

— Weiast = Epz - Epl

AEp = — Wigst

V.5. Expression du champ de force conservative a partir de I’énergie potentielle
On sait que: dW = —dE,
dW = Fdi = F,dx +F,dy + F, dz
dE, = — Fdif = — (F. dx + F, dy + F, dz)

p

Ep(x,y,2) = f(x,y,2)
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dE, aEp aEp aEp
— = —d —d —d
dr 0x X+ aY y+ 0z z
Donc:
_ _ % _ 0k _ 0k
x ox 7 ay % 0z
F = —VEp = F= —gradE,

V.6. Energie mécanique totale ou énergie totale:
L'énergie mécanique désigne 1'énergie d'un systéme emmagasinée sous forme d'énergie cinétique et

d'énergie potentielle mécanique.

ET= Ec‘l‘ Ep= Em

V.7. Principe de la conservation de I’énergie totale:
Dans un champ de force conservative, 1’énergie totale se conserve
Erp = Erp
Eca+ Epa = Ecg + Epp
Le travail d’une force conservative d’un corps se déplacant de A a B est donnée par:

{WAB = AE. = Ecg — Eca
Wyp = AEp = Epgp — Epy

D’ou:
Ecg — Eca= Epp — Epa = Ecat Epa= Ecp+ Epp
Eca+ Epp = Ecp + Epp
Era = Erp

On dira que I’énergie totale se conserve.

L'énergie mécanique d'un systéme soumis uniquement a I'action de forces conservatives est conservée.
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Le théoréme de I’énergie totale stipule que :

«La variation de l’énergie totale entre un point finale et un point initial est égale au travail des forces
non conservatrices. On parle de la non conservation de [’énergie. Dans le cas ou on n’a que les forces
conservatrices, |’énergie se conserve, |’énergie totale de |’état initial est égale a |’énergie totale de

[’état final».

WA—B(Fnon-conservatice) = EM(B) - EM (A) = AEM

Exercices corrigés

Exercice 1
Un point matériel de masse m = 2 kg glisse sans frottements a I’intérieur d’une cuve semi-circulaire

ABC de rayon R = 80 cm. On le lache au point A sans vitesse initiale.

1- Calculer sa vitesse au point B

2- A quelle hauteur remonte t-il
Solution:

1. La vitesse au point B

Er = Cste

Eca+ Epy = Ecp + Epp

1
mghy = Emvé = vp = /29 hy

vp = 29 hy

vp =+/(2) x (10) x (0.8)

vg = 4m.s~1
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2. La hauteur maximale:

2 1 2
EmvB +0= Eva + Mmghmay

A la hauteur maximale v, = 0 m.s™!

2 2
\ v (4)
D’ou: h = £ = =0.8m
Ou: Mmax 29 2 x10

La masse (m) arrive a une hauteur maximale au point C: hy,q, = R

Exercice 2:

Une force conservative F = (6 x —12)T (N), ou x est exprimée en métre, agit sur une particule en
mouvement le long de I’axe x. L’énergie potentiel U associée avec cette force correspond a une valeur
de 27 joules a x = 0.

1. Ecrire I’expression de U en fonction de x.

2. Quelle est la valeur maximale de 1’énergie potentielle U ?

3. Quelles sont les valeurs de x pour que 1’énergie potentielle U soit nulle ?

Solution:

1. L’expression de U en fonction de x.

Une force est dite conservative si elle dérive d’un potentiel

F=- gradU

Ei+Fj+Fk= —(—z+—j+—k

du, dU_, dU _>)
dx dy dz

= U= —[ F.dx=—-(3x*—12x+C)= -3x>+12x—-C
Détermination de la constante d’intégration C :

U(0)=27 = —3(0) 2+ 12(0) — C =27 = C =27
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Ux)=—-3x" +12x + 27

2-Détermination de la valeur maximale de U

du
— = —-6x+12=0 = x=2m
dx

Unax=U2)=3(12)2 +12(2) + 27 =39 Joules

X=2m

Umax =39 Joules

3. Les valeurs de x pour que U soit nulle
(x)=-3x>+12x+27=0
La résolution de cette ¢équation permet de trouver deux solutions x; et X:

x1=2-V13=-1.60 x,=2+V13=5.60

La solution possible est: x; = 5.60 m

Exercice 3:

Une boule B de masse m, accrochée a un fil inextensible de longueur I, est écartée de sa
position d’équilibre d’un angle a et est abandonnée sans vitesse initiale (voir la figure ci-dessous).
Durant son passage par la position verticale, la boule percute un corps A de méme masse et s’arréte. Le
corps A glisse sur une piste OCD. La partie OC = d est un plan horizontal rugueux de coefficient de
frottement dynamique 4. La portion CD = L, parfaitement lisse, est inclinée d’un angle B = 30° par

rapport a I’horizontale.
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1. Dessiner les forces exercées sur le corps A en une position entre O et C

2. Calculer I’accélération du corps A entre O et C. Déduire la nature du mouvement.

3. Donner I’expression de la vitesse de la boule B juste avant de toucher le corps A

4. En utilisant la conservation de la quantit¢ de mouvement, calculer la vitesse du corps A apres
’interaction.

5. Exprimer la vitesse du corps A au point C en fonction de g, 1, d, a et pg.

6. De quel angle a,, doit-on écarter la boule B pour que le corps A arrive en C avec une vitesse nulle.

7. A partir du point C, le corps A aborde la partie CD avec une vitesse nulle. Il arrive sur un ressort
parfait de longueur a vide ly et de constante de raideur k. Représenter les forces exercées sur A au
cours de la compression du ressort.

8. Quelle est la valeur de la compression maximale du ressort.

On donne : m =200g,d =1m, 1= 10cm, L =Im, u4=0.1, g= 10m/s” et k = 140N/m.

Solution:

1. Figure:

2. Calcul de ’accélération du corps A entre O et C.

P+ C=mad
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o Ox: — C,=ma
Projection: {Oy: C,=mg =a= —lgg

a=(-0.1). 10
a=-1m.s?

Déduction de la nature du mouvement

Nature du mouvement: av<0—= M.R.U.D

3. Pas de frottement:

1
Eri=Erp = Em V2 =mgl(1— cosa) = Vg = \/Zgl(l — cosa)

Vg = 2g9l(1 — cosa)

4. Conservation de la quantité de mouvement:

ml73+ 0=O+mI7A = Vy =V, = 2gl(1 - cosa)

Vg =V, = 2gl(1 - cosa)

5. Vitesse au point C:

R 11
AEr =W(C,) = SmVE—smVi=—C.0C= —pg.m.g.d

Ve= 29l(1 — cosa) —2 u,.g.d

6. L’angle ap,

3

d
Ve=20 =>cosam=1—u%= Ay =

N
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7. Forces:

8. Compression maximale:

1
Ery = mgh =mg (L + x) sinf et Ep, = 2 K x?

Pas de frottements:

1
mg (L + x) sinf = El(x2 =70x>—x—1=0

x=12.7m

Exercice 4:

La barre AB, considérée dans ce probléme est rigide et homogene.

Elle est conductrice et mesure AB =2 1 =20 cm, sa masse est M= 100 g.

On prendra g = 10m.s et ©* =10

Les parties A et B sont largement indépendantes:

Partie A:

Les extrémités A et B de la barre sont soudées aux extrémités inferieurs de deux ressorts €lastiques,
linéaires, & spires non jointives, identiques, de méme longueur a vide, de méme raideur k = 25 N.m™.
Les extrémités des ressorts sont fixés en deux points M et N distantes de 21 ; O étant la position du
centre d’inertie de la barre a 1’équilibre. Ce point O est également le niveau de référence, a énergie
potentielle de pesanteur nulle; c’est aussi I’origine des altitudes.

1. Calculer I’allongement et Al de chaque ressort et 1’énergie potentielle du systéme (barre, ressorts,
terre) a I’équilibre de la barre.

2. On abaisse la barre parallélement a elle-méme, d’une longueur a = 4 cm de sa position d’équilibre

puis on 1’abandonne.
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a. Etablir I’expression de 1’énergie mécanique du précédent systéme a un instant t quelconque ou la
barre s’écarte de x de sa position d’équilibre animée d’une vitesse x en fonction de x ,x, M, k et Al

b. Montrer que la barre forme un systéme conservatif (ou que le systeme (barre, ressorts, terre) est
i1solé). En déduire 1’équation différentielle régissant le mouvement de translation de la barre et former
I’équation horaire du mouvement de la barre.

c. Donner I’expression de la tension instantanée T = f(T) de chaque ressort. A quels instants est-elle
nulle?

Partie B:
En réalité, la barre est soumise a une force de frottement f = —hv ,h=0.4u.S.L al’instant t= 0, x0

=4 cmetx=0.

1. En posant A= % , etablir la nouvelle équation différentielle. Calculer la pseudo-période T.

2. Déterminer la loi horaire du mouvement.

Solution:
1. Calculer I’allongement et Al de chaque ressort et 1’énergie potentielle du systéme (barre, ressorts,

terre) a I’équilibre de la barre.

™ N
T 17,
A 0 B
P
X
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Allongement a 1’équilibre:
a I’équilibre:
T,+T,+P=0
Par projection selon Ox:
-T,—T,+ Mg=0
= —kAlp— kAl +Mg=0
= 2k Al = Mg

= AlE:ﬁ

A.N:

0.1x10

AIE —W= 0.02m

Al =2 cm

Energie potentielle du systéme a 1’équilibre:
E, = E,p + Epe
A 1’équilibre:

1 1
Epp =0 = E, = ~kAl* + ~kAlg* = kAlp*

E, = kAl

AN: E,= 25 X 0.022 = 1072]

E,= 1072]

2.a. Etablir I’expression de 1’énergie mécanique du précédent systéme a un instant t quelconque ou la
barre s’écarte de x de sa position d’équilibre animée d’une vitesse x en fonction de x ,x, M, k et Al

En=Ec+Epy + Epe

1 1 1
E, = Esz + Mg(—x) + Ek(AlE + x)? +§k(AlE + x)?

1
E, = EMa'cz — Mgx + k(Alg + x)?

2.b. Donner I’expression de la tension instantanée T = f(T) de chaque ressort. A quels instants est-elle

nulle?
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Le systéme n’est soumis a aucune force extérieure, donc le systeme est isolé. L’énergie mécanique du

systéme se conserve ; on dit que le systéme est conservatif.

1
=E, = EM)'CZ — Mgx + k(Alg + x)? = cste

dE, 1  d(x% dx  d((Alg +x)%)
g Mg T MIGt kg
dEm : :
=>?=Mxx—ng+2k(AlE+x)x=O
dEy .
=?=x(Mx—Mg+2kAlE+2kx)=O

Or: —Mg + 2kAlp = 0 équation d’équilibre:
= i+ —x=0
Xt o

On pose:

D’ou I’équation différentielle:
¥+ wix =0
La solution de cette équation différentielle est de la forme :
x(t) = xpcos(wot + @)
A t=0s, x=xm =0 =0
La solution de cette équation différentielle devient:

x(t) = xpcos(wot)

N

k 2k

2 —
wo—ﬁﬁwo— i

AN: W, = /2;? = 22.36rad.s”!

La solution de cette équation différentielle du mouvement:

x(t) = 0.04 cos(22.36t) (m)

2.c Donner I’expression de la tension instantanée T = f(T) de chaque ressort. A quels instants est-
elle nulle
Appliquons le PFD:
T,+T,+P=Md
Projection suivant Ox: —T; — T, + Mg = Ma = MX = —2T + Mg = MX
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Donc: T = %(g - %)
Avec: x = — xpwosin(wot) et ¥ = —x,welcos(wyt)

On trouve:

M
= = (g + xwo?cos(wgt) )

M
T = 7(‘9 + xpwoicos(wot))

T=0 ¢ (g+ xnwo?cos(wgt)) =0

g Mg
= t) = — —
cos(@ot) X Wo? ax 2k
AN:
_ 1 _ 1 _ T
cos(wyt) = ~00ixS0- 3 = cos(wyt) = cos (n — §)
21 2 /1
S wot= —+2nm =t= —<—+n) avecn =0
3 wo \3
2 /1
t = —(—+n> avecn >0
Wy 3
Partie B:

1. En posant 4 = % , etablir la nouvelle équation différentielle. Calculer la pseudo-période T.

-

La barre est soumise a une force de frottement, f = —hv
Appliquons le PFD:
T, +T,+f+f,+P=Mad
Par projection selon Ox:
-Ty,—T,—fi—f, + P=Ma = MXx
= 2T —-2f + Mg = Ma = MX
= -2k (Alg+x)+ Mg —2hx = Mi
= —2kAlp —2kx + Mg — 2hx = MX
Or: = —-2kAlp+ Mg=20
2h 2k

5c'+ﬁ5c+ﬁx=0:> ¥+ 21x+wix=0

X+2Ax+wix=0
Avec:

2k
etwl ==
M
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Comme: A’ = 1?2 — w3 < 0, zlors cette equation differentielle caractérise un mouvement oscillatoire
rectiligne amorti.

Valeur de la pseudo-période T:

21 21 2

o Jube [y

T =

21

AN: T =

2%25 (0.44)2

T =0.286s =286 ms

2. Déterminer la loi horaire du mouvement.

Equation différentielle du systéme non harmonique: ¥ + 2 1% + w3 x = 0

La solution de I’équation différentielle avec A<0, s’écrit sous la forme:
x(t) = e cos (Qt+ @)

Avec: QP =w3 -1 = Q= Jwi — 22

(6) = d’;it)

Conditions initiales: x(t = 0) = x;, = X,,c05¢

= —Axpe Mcos (Qt+ @) —QxpeMsin(Qt+ @)

et "x(t=0)= —Axpcos (@) — Qx,sin(@) =0

—Axpmcos (@) = Qxp sin (@)

. sing A A
an = = — — = —
¢ cosQ Q 2 2
2 _ .2 o2
{ x2 = x2 cos?e x& = x2 cos g}
A2xZcos?ep = Q%xZsin?e A2x2 cos’p = (a)% —A ) xZ,sin?q
e xt = x2 cos?@
Xo = Xm COS™Q 2122
2,2 2.2 2, M — 42 gin?
A xm = W XpmSin©@ 2 XmSin=¢
Wy
A%x2,
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2 2
Wy Wo
= x2 = x3 ” /12 —x§<ﬁ>
a)o -
Wy
Xm = Xo (E)

Equation différentielle du systéme non harmonique: ¥ + 2 1% + w3 x = 0
La solution de I’équation différentielle avec A<O0, s’écrit sous la forme :

x(t) = x e cos (At + @)

w3 = % = z:is =500rad.s™!
wo = V500 = 22.36rad.s™ !
_h_om
= M = 01 = 4.49radad.Ss
2
o= Jwd—A" = /500442 = 2192 rad.s™*
X = %0 (22) = xp = 0.04(222) = 408 x 107 m
t A ik 0.2 0.197 rad 11,29
= —-—= - —= —0.2 = ¢p = —0. =_;0
e 0 21.92 ¢ e

L’équation horaire:

x(t) =4.08 x 1072 e 44t cos (21.92 t — 0.197) (m)
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