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Avant propos

Ce polycopié est un support pédagogique ; destiné aux étudiants inscrits a 1'uni-
versité en premiere année Licence LMD, domaine : Mathématiques et Informatique
MI. C’est un cours illustrant les notions de base en Analyse mathématique afin
d’acquérir et comprendre les fondements du raisonnement mathématique indispen-
sable a la compréhension de la suite des enseignements en Mathématiques ou en
Informatique.

Dans ce cours on présente les définitions des outils mathématiques et leurs pro-
priétés, tout en donnant les remarques importantes, qui aident a assimiler ces no-
tions, ainsi que les théoremes et propositions de base en illustrant le tout par des
exemples détaillés. A la fin de chaque chapitre on présente des exercices de degré de
difficulté variable, avec des corrigés détaillés.

Ce polycopié décrit le programme de la matiere Analysel, enseignée au premier
semestre ; aux étudiants de la premiere année MI; il est composé de quatre cha-
pitres, dans le premier on introduit le corps des nombres réels ensuite on passe au
chapitre sur le corps des nombres complexes, puis le troisieme chapitre concernant
les suites réelles, ainsi que leurs propriétés, pour passer enfin aux deux derniers
chapitres portant sur les fonctions réelles a une variable réelle, notamment les no-
tions de continuité, de dérivabilité ainsi que leurs développement en série de Taylor,
tout en introduisant I’étude des fonctions trigonométriques inverses et les fonctions
hyperboliques ainsi que leurs fonctions inverses.



Chapitre 1

Le corps des nombres réels

1.1 Définition axiomatique

e L[’ensemble des nombres réels est I’ensemble noté par R; sur lequel sont définies
deux lois de composition internes :
I’addition
"+7:RxR — R
(x,y) — x4y

et la multiplication
7V RxR - R

(z,y) — z-y
tel que (R, 4, -) est un corps commutatif archimédien.

e La relation ” < ”est une relation d’ordre total sur R :
V(z,y) eR*: (z<y)V(y<a).

e Les deux lois de composition internes; définies sur R sont compatibles avec la
relation d’ordre total 7 < 7.

e Toute partie non vide et majorée de R; possede une borne supérieure dans R.

1.2 La valeur absolue

Définition 1.2.1 La valeur absolue est une application de R dans [’ensemble des
nombres réels positifs Rt notée par |.| et définie par :

l|: R — Rt
{xsz’xZO

r = |z|= )
—zstx <0

Propriétés 1 1. |z| > 0,Vz € R.
2. |lz| =02 =0.
3. — x| <z <|z|;Vr € R



§1.3] Intervalles de R

4. Ya>0;|z|<ae —a<z<a.

o. |lzyl =laf |y, Yo,y € R.

6. |Z| = % V(x,y) € R x R*.

7. |z +y| <|z|+|y|, Yo,y € R, ( L’inégalité triangulaire).

8. x| = || < |z —vyl|, Vx,y € R, ( La seconde inégalité triangulaire).
Preuve :

7.0naVr,yeR
{ —lz] <z < |z
—ly] <y <y
d’ou en faisant la somme

— (el + ) <z 4y <lz[ + [yl & o +y| < || + v

8. OnaVr,yeR

2| =z —y+yl =z < |z -yl + |y & |z] = |y| < |z —y|

et

lyl=ly—z+z|=lyl <|ly—2|+|z| & —|z—y| < |z - |y|

donc

=l =yl <] =yl <[z =yl = [z = [yl < |z -yl

1.3 Intervalles de R

Définition 1.3.1 Une partie I de R est un intervalle de R si dés qu’elle contient
deux réels a et b alors elle contient tous les réels compris entre eut.
Va,be I[Nx eR,a<x<b=zxecl.

Exemples 1.3.2 1. R et l’ensemble vide ) sont des intervalles.

2. Rt est un intervalle.

3. R* et N ne sont pas des intervalles.

Remarques :
1. Pour les notations, soient a,b € R, on a les intervalles de R :
e bornés : ouverts |a, b[, fermés [a, b] ou semi-ouverts [a, [ , |a, b] .
e non bornés : ouverts |—oo, b[ , |a, +oo[ ou fermés [a, +o0[ , |—00, b] .
e Sia=balors [a,a] = {a}, Ja,b] = [a,b] = ]a,b] = 0.

2. Le complémentaire d’un intervalle ouvert est fermé.

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



8 Le corps des nombres réels [Ch.1

Remarque : R et 'ensemble vide () sont les seules parties ouvertes et fermées de
R.

En effet, R = ]—00,4+00[ est un intervalle ouvert donc son complémentaire,
I’ensemble vide () est fermé, or 'ensemble vide () peut s’écrire comme un intervalle
ouvert |a, af, a € R, donc son complémentaire R est fermé.

Remarques :

1. L’intersection de deux intervalles est toujours un intervalle.

2. Laréunion de deux intervalles ayant une intersection non vide est un intervalle.

Définition 1.3.3 Soient a,b € R, on appelle segment ’ensemble noté [a,b] défini
par [a,b) ={x € R / a <x <b}. Sia>b alors [a,b] = 0.

Définition 1.3.4 Soit V une partie de R et xo € R, On dit que V' est un voisinage
de xq s’il existe un intervalle ouvert |a,b[ de R contenant xq et inclu dans V, on note

Vo 0u V (x0) .

Exemples 1.3.5 1. Pour toute > 0; lintervalle V = |xg — &, x¢ + €] est un voi-
sinange de xq; car il existe un intervalle ouvert}ﬁo — 5, %+ 5 [ de R contenant
o et inclu dans V.

2. L’intervalle |a, b| est voisinage de tous les points x € |a,b].

3. Les ensembles N, 7Z et Q ne sont des voisinages d’aucun de leurs points.

1.4 Minorants, majorants, borne inférieure, borne
supérieure, maximum et minimum.

Définition 1.4.1 FEtant donné un ensemble E2 C R totalement ordonné par la rela-
tion d’ordre notée ” < 7 et soit A C E une partie non vide de E.

- On dit que M € E est un majorant de A si : Vx € A; x < M.

- On dit que m € E est un minorant de A si : Vx € A; m < x.

- A est dite majorée (resp. minorée) si elle posséde au moins un majorant (resp.
un minorant).

Remarque : Si A posseéde un majorant (resp. minorant), alors il n’est pas unique.

Définition 1.4.2 - Etant donnée une partie A de E non vide et majorée, et soit
Maj (A) C E lensemble des majorants de A, on dit que M € E est la borne
supérieure de A si M est le plus petit des majorants de A, on le note sup A.

- Etant donnée une partie A de E non vide et minorée, et soit Min (A) C E
I’ensemble des minorants de A, on dit que m € E est la borne inférieure de A si m
est le plus grand des minorants de A, on le note inf A.

Théoréme 1.4.3 Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R, posséde
une borne supérieure (resp. inférieure).

Remarques :

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§1.5] Minorants, majorants, borne inférieure, borne supérieure, . .. 9

1. Quand la borne supérieure (resp. la borne inférieure) existe alors elle est
unique.

2. La borne supérieure sup A (resp. la borne inférieure inf A) n’appartient pas
nécessairement a l’ensemble A.

Définition 1.4.4 - On dit que M est le plus grand élément de A ou mazximum de
A si M est un majorant de A qui appartient a A, on le note par max A.

- On dit que m est le plus petit élément de A ou minimum de A si m est un
minorant de A qui appartient a A, on le note par min A.

Remarques :

1. Si le maximum max A (resp. le minimum min A) existe alors sup A = max A
(resp. inf A = min A).

2. Si la borne supérieure sup A (resp. la borne inférieure inf A ) appartient a A
alors max A = sup A (resp. min A = inf A ).

3. Si la borne supérieure sup A (resp. la borne inférieure inf A ) n’appartient pas
a A alors le maximum max A (resp. le minimum min A) n’existe pas.

Remarque : La borne supérieure d’un ensemble majoré A (resp. la borne inférieure
d’un ensemble minoré A ) existe toujours mais peut ne pas appartenir a A, par contre
le maximum d’un ensemble majoré (resp. le minimum d’un ensemble minoré) peut
ne pas exister.

Exemple 1.4.5 Soit A =]-5,1]; A est une partie bornée de R.
L’ensemble des majorants de A est Maj (A) = [1, +ool,
sup A =max A =1.

L’ensemble des minorants de A est Min (A) = ]—o0, —5],

inf A = —5, min A n’eziste pas car —5 ¢ A.

Proposition 1.4.6 Soit A une partie non vide de R, les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) Ja>0,Vee A:|z| < a

(75) Im,M e RVz € A:m <z <M.

Preuve :

(1) = (it)
Il suffit de prendre m = —a et M = «.
(i) = (z)

11 suffit de prendre a = max (M, —m), en effet,
—a<m<z<M<a=-a<zr<ase|r|<a

a

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



10 Le corps des nombres réels [Ch.1

1.5 La partie entiere

Définition 1.5.1 La partie entiere d’un nombre réel x ; est le plus grand entier n
inférieur ou égal a x. En d’autres termes, la partie entiere de x est le seul entier
n € Z tel que n < x <n—+ 1. Elle est notée par [z] ou E (x).

Ainsi tout nombre réel x s’écrit de facon unique sous la forme

r=[z]+ o ot aec|01].
Exemple 1.5.2 [5,70911] =5, [-5,70911] = —6.

Propriétés 2 1. [z] € Z, Vz € R.
2. [z] <z <[z]+1,Vx € R
3. [x+m]=[z] +m,Vz € R,Vm € Z.
4. el + [y < vty <[]+ [y]+1,Ve,y e R
5. x<y=lz] <|y],Vx,y € R.

Preuve :
3.0naVzxeR

(2] <z <[z]+1,
d’ou
(1 (2)
[z]+m <z+m < [z]+m+1,Vm € Z.

D’une autre part, on a

(3) @
[x4+m] <z+m < [x+m]+1,

or [z + m] est le plus grand entier inférieur a = + m alors de (1) et (3) on a
[z] +m <[z +m], (1.1)
et [z +m]+ 1 est le plus petit entier supérieur a x +m alors de (2) et (4) on a

[z +m]+1< [2] +m+1,

d’ou
[z +m] < [z] +m. (1.2)
De (1.1]) et (1.2) on obtient 1'égalité [z + m] = [z] + m. O

Remarque : La partie entiere est une fonction croissante mais pas strictement
croissante.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§1.6] Caractérisation de la borne supérieure et de la borne inférieure 11

1.6 Caractérisation de la borne supérieure et de
la borne inférieure

Etant donnée une partie A non vide et bornée de R, soient m, M € R, on a les
caractérisations suivantes

B I/Vee Ay e <M
1 M_SupA(:){Z/V5>O; dJre A M—ce<ux

1/Vre A, m<«x

2. m:mfA(:){ 2/Ve>0; dx € A, zx<m+e

Preuve :

1. e Montrons tout d’abord que si M = sup A, alors pour tout ¢ > 0, il
existe x € A tel que M — e < x.

On supposera par 'absurde que 3¢ > 0,Vx € A; z < M — ¢, par
conséquent M — ¢ devient un majorant de A, or M étant la borne
supérieure de A; c’est le plus petit des majorants de A donc :

M <M —e<< e <0, qui est une contradiction.

e A présent montrons que si M est un majorant de A qui vérifie
Ve>0; dxg € A, M —e < xg

alors M est le plus petit des majorants de A.

Soit M’ un autre majorant de A, d’ou zo < M’, par conséquent ;
Ve>0; M —e<ag<M =Ve>0, M— M <c¢

doun M —M <0 M M.

2. On peut montrer la caractérisation de la borne inférieure de la méme fagon,
(a faire en exercice).

|

Exercice 1.6.1 Etant donné l’ensemble A = {Z—f% /neN, n> 3} .
1. Montrer que A est borné.
2. Montrer que sup A =5,inf A = 1.

3. Déterminer max A et min A s’ils existent.

Solution.

1. Ona:Vn>3:

2
n—2

d’ou la partie A est minorée par 1. D’une autre part on a Vn > 3 :

dn>12 & 5m—-10>n+2
&hn—2)>n+2

& 2 h
n—2 —

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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d’ou la partie A est majorée par 5, donc A est bornée.

. Montrons que sup A =5

5 est un majorant de A et 5 € A, pour n = 3 donc max A = 5 = sup A.

. Montrons que inf A =1

Soit € > 0; cherchons x € A, tel que * < 1+ &, ceci revient a chercher
n € N,n > 3 tel que

n+2 4
2<1+€<:>g+2<n,

alors il suffit de prendre n = [g + 2} + 1.
On remarque que 1 ¢ A; sinon

2
n—|—2 = 1< 2= -2, absurde.

dn € N, n > 3 tel que

d’ott min A n’existe pas.
JAN

Propriétés 3 1. Etant donnés A et B deux ensembles non vides, bornés de R,

tels que A C B, alors :
inf B<infA <supA <supB
En effet; on a
inffA<zx<supA;Vre A= inf A<supA,

Vi:x € A=xeB=infB<zx; VreA

d’ou inf B est un minorant de A, or inf A est le plus grand des minorants de
A, doncinf B <inf A et on a

ViizveA=zrxeB=z<supB; Vxre A

d’ot sup B est un majorant de A, or sup A est le plus petit des majorants de
A, donc sup A < sup B.

2. Etant donnés C' et D deux ensembles non vides, bornés de R, alors :

(a) sup (C'U D) = max (sup C, sup D)
inf (C'U D) = min (inf C, inf D)

(b) sup (C N D) < min (sup C,sup D)
inf (C'N D) > max (inf C, inf D)

(c¢) sup (C'+ D) =supC + sup D
inf (C'+ D) = inf C' + inf D
ouC+D={zx+y/xeC, ye D}

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§1.7] Principe d’Archimede 13

(d) sup (—C) = —inf C
inf (=C) = —supC
ou —C={—-x /zeC}

Exemple 1.6.2 Soit A = {HLH, (-1)" , ne N},
Montrer que sup A =1 et inf A = —1.
On remarque que A= C'UD, ot

C:{nil : nGN} et D={(-1)" , ne N} ={-1,1}

On aVn e N:
n<n+1<&

<1,
n+17—

d’ou 1 est un majorant de C.
Soit € > 0; cherchons x € C, tel que 1 — e < x, ceci revient a chercher n € N,
tel que

1
& - —1<n,
n-+1 €

alors il suffit de prendre n = H% — 1H +1. ou max (O, H% — 1H + 1) doncsup C' = 1.
On aVn € N:

l—e<

0< "
=~ TL+ 17
d’ot 0 est un minorant de C, or 0 € C, pour n =0 donc minC = 0 = inf C.
Pour l’ensemble D, on a supD =1, inf D = —1.

Par conséquent on a :
supA =max{l,1} =1 et inf A =min{-1,0} = —1.

1.7 Principe d’Archimede

Le corps des réels R vérifie le principe d’Archimede ; qui s’énonce comme suit
VeeRT,IneN:z < n.
c’est a dire que N n’est pas majoré.

Preuve :
Supposons par 'absurde que N est majoré dans R, alors il existe S € R; tel que
S =supN, d’ou

n<S, VneN.

On pose aussi ng = [S] + 1, ou [S] désigne la partie entiere de S, or S < [S] + 1,
donc dng € N, S < ng; contradiction. O

Remarque : Il existe une autre version du principe d’Archimede.

Ve,y e R, x>0, y>0; In e N":nx > y.

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



14 Le corps des nombres réels [Ch.1

Preuve :
on va supposer par l'absurde que :

dreR,yc R, Vne N :nx <y,

alors 'ensemble A = {nz / n € N*} est une partie non vide, majorée par y
dans R donc sup A = M existe, d’ou

ne < M;VneN* = (n+1)x < M; Vn e N*
S nx < M —x; Vn € N¥,

donc M — x est un majorant de A et M —x < M, car z > 0, ce qui est absurde
car M est le plus petit des majorants de A. |

1.8 La densité de Q dans R

Théoreme 1.8.1 FEtant donnés deux mombres réels a et b distincts tels que
a < b, alors 'intervalle ]a, b[ contient au moins un nombre rationnel ¢ € Q. On
dit que Q est dense dans R et on note Q = R.

Preuve :
a<b< b—a>0,alors d’apres le principe d’Archimede, il existe n € N, tel que

1
b—a

<n,

d’ou % < b —a, posons p = [an|, alors

p<an<p+1 &2<a<i+lcaq(b—a)
=a < <,

et’%le(@,doncf%le]a,b[ﬂ(@. O

1.9 La droite réelle achevée

Définition 1.9.1 On appelle droite réelle achevée qu’on note par R, l’ensemble
R U {—o00, +00}.
Propriétés 4 1. Vx € R; —00 < 2 < +00.
2.V € R; x4+ (+00) = (+00) + . = 400; & + (—00) = (—00) + = —00
(+00) + (+00) = (+00) , (—00) + (—00) = (—o0)
3. Vx> 0; x.(+00) = (+00) ; z.(—00) = (—0o0)
4. Vx < 0; z.(+00) = (—0) ; x.(—00) = (+00)
9. (+00) . (+00) = (400) , (=00) . (—00) = (+00)
(+00) . (—00) = (—00) . (+00) = (—o0)

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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6. Vx e R; = = -+ =0.

7 400 —00

Corollaire 1.9.2 Toute partie non vide de R, admet une borne supérieure et une
borne inférieure dans R.

Exemple 1.9.3 Etant données A et B deuz parties de R, telles que A = [5, +oc]
et B = [—o00,—1], alors sup A = 400, inf B = —c0.

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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1.10 Enoncés des exercices

Exercice 1 :
1. Montrer les inégalités suivantes :
(a) [z] +yl <lz+yl + [z —y|,Vo,y eR.
(b) VTG < I+ VT, Yo,y € RY.
(©) W=yl < Vle =yl Vo,y e RT.
2. Soit [z] la partie entiere de x; montrer que Vz,y € R :
(a) z <y=[z] <[y,
(b) [a]+ [yl <[z +y] < [2] + [y] + L.
Exercice 2 :
1. Montrer que :

(a) la somme d’un nombre rationnel et d’'un nombre irrationnel est un nombre
irrationnel.

(b) V2¢Q
(c) 0,336433643364... € Q

2. Soit a € [1,+ool, simplifier z = \/a+2va — 1+ va—2va—1
3. Calculer :

n

(a) A= > CF

n
k=0

n

(b) B:H(l%—%) tel que n € N*.
k=1

Exercice 3 :

On considere A une partie de R muni de I'ordre usuel, déterminer pour chacun
des ensembles suivants : ’ensemble des majorants Maj(A), ’ensemble des minorants
Min(A), la borne supérieure sup(A), la borne inférieure inf(A), le plus petit élément
min(A) et le plus grand élément max(A).

1. A=[-a,a],[-a,a],] —a,a],] — a,al.(telque a > 0), E = R.

2. A={zeR/ <2 },E=R.

3.A={1-% / neN*},E=R.

Exercice 4 :

Soit A une partie non vide et bornée de R.

On note B = {|z — y|; (z,y) € A%}

1. Justifier que B est majorée.

2. On note sup B la borne supérieure de I’ensemble B, montrer que

sup B = sup(A) — inf(A).

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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Exercice 5 :
On note par Pg(R) I'ensemble des parties bornées de R, montrer que VA, B €
Pg(R) :
1. (a) sup (AU B) = max(sup 4, sup B),
(b) inf (AU B) = min(inf A, inf B),
2. Si AN B # () alors :

(a) sup (AN B) < min(sup A, sup B),
(b) inf (AN B) > max(inf A, inf B),

3. sup(A+ B) =supA+supB ;
4. inf (A+ B) =inf A+ inf B
ouA+B={r+y/xecAetyec B}
(a) sup(—A) = —inf(A);
(b) inf(—A) = —sup A
tel que —A={—z/ =€ A}.

Exercice 6 :
En utilisant la caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure mon-
trer que :

1. supA:%, ianzlpourA:{gfLﬁ , nEN}
2. sup B =2, infBzOpourBz{%%—# ) nEN*}
3. supC =1, infC =0pour C ={e™, neN}

4. supD = —1, inf D = -2 pourD:{#—Z, nEN*}

Calculer max A, min A, max B, min B, max C, min C' et max D, min D s’ils existent.

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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1.11 Corrigés

Exercice 1 :
1. Vx,y € R, on a
(a)
2|zl =[x +y)+ (. —y)| = 2[z] < [z +y[+ |z -yl
2lyl =@ +y)+y—2) =2y < |z +y[+ ]z -y
d’ou
2| + 1yl <lz+yl + |lz—yl[,Vz,y eR.
(b) Yz,y >0, 0on a
r+y<z+2yry+y,
car 2,/ry > 0, ce qui est équivalent a

sy < (Va+ i) e VI ry <Vt e
(¢) Vz,y > 0ona
r=(x—y)tyet (x—y)+y<lr—yl+y
d’ou /x < /| — y| +y, donc en utilisant (b), on a
V< V=gl + Vi e vi- i< V=] (13)
de la méme facon, on a \/y < /|y — x| + z et en utilisant (b), on a
Vi<Viz—yl+vVaeva— > -]z —yl (1.4)
de (1.3)) et (1.4) on a donc
—V0r—yl <Ve—Vy <z —yl e Ve -y < Vl]x—yl.
2. Pour tout x et y dans R, on a

(a) z<y=z]<z<y<fy+l=z]<y<ly+1
or [y] est le plus grand entier inférieur a y, et comme [z]| est un entier
alors [z] < [y].

(b)

[z] <z <[z]+1
Wl<y<ly+1
or [x + y] est le plus grand entier inférieur a x + y, alors

2] + [y] < [z +y]. (1.5)

}éh$ﬂ%§x+y<h%ﬂm+2

D’une autre part, on a [z + y]+ 1 est le plus petit entier supérieur a x+y,

donc
z+yl+1<[z]+yl+2e [z +y] <[z]+ [y +1 (1.6)
deetona

2] + [y] < [z +y] < [2] + [y] + 1.
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Exercice 2 :

1. (a) Soient z € Q,y ¢ Q, on suppose par I'absurde que z =z +y € Q, d’ou
y =z —x € Q, contradiction.

(b) On suppose par I'absurde que v/2 € Q, alors :
dp,q € Z, PGCD(p,q) =1 tels que

V2 =2 o p? = 242 = 2 divise p? = 2 divise p
q
car 2 est premier d’ou p = 2k, k € Z donc
4k* = 2¢° & 2k? = ¢* = 2 divise ¢* = 2 divise ¢;

qui est une contradiction car p et ¢ sont premiers entre eux.

(¢) Soit x = 0,336433643364...
On a 10*z = 3364, 336433643364...
d’olt 10*z — 2 = 9999z = 3364 alors z = 334 c Q.

9999
da —4, sia > 2
2 _ _ _ ) [l
2. On a z* =2a + 2|a — 2| {4,511§a§2
3.
(a) On a le binéme de Newton :
(a+0b)" = > Ckakb"*; Va,b € R, dou
k=0
A=SCF=(1+1)"=2"
k=0
=TT+ D) = T[() ~2345.52 —ns1
k=1 k=1

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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Exercice 3 :

A Maj(A) Min(A) sup A inf A max A min A

[—a,a]  [a,4+00] |—o00,—q] a - « —
[—a,a] [a,4+00] |—o00,—q] e - i —a
| —a,a] o, +oo] | — o0, —q] a —« o ?
| —a,af  [a,+o0] ] — o0, —0a] « -« 3 ?

2. A =] —+/2,v/2], (4¢me cas du tableau ci-dessus).
3. A={~1 / neN}
On a Vn € N*:

n—1
n>len—1>20=

>0
n

et 0 € A, d’ou min A = inf A = 0.

FERDR 1)Vn e N*, =1 <1
A= 2)Ve > 0,3n. € N1 — g < 2=
1)Vn € N¥|
-1
n—lgn@n <1.
n
2) Soit € > 0,
n—1 1 1 1
1—-e< Sl-e<l—=e>—-—&n>-.
n n n €

alors il suffit de prendre n, = E] + 1.
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Exerci

ce 4 :

B={lz—yl; (z,y) € A?}.
1. A est une partie bornée, alors sup A et inf A existent.
On note sup A = M et inf A = m.

On a

donc
2. On a

et

V(z,y) € A%:
m<x <M m<x <M
m<y<M -M < —y<-m
=-—-M-m)<z—y<M-m
& |le—yl < M—m.
M — m est un majorant de B.

supA:M:V5>O,EIx€A,M—g<a: (1.7)

ian:m:>V€>0,3y€A,y<m+§<:>—m—§<—y (1.8)

de ([1.7)) et (1.8) on obtient

Ve>0,3(z,y) € A*, (M —m)—e<ax—y,

or x —y < |z —y| alors

par ¢

Exerci

1. (a)

Ve >0,3(z,y) € A%, (M —m)—c<|z—y|.

onséquent,

supB=M —m =sup A — inf A.
ce b :
sup (AU B) ~ max (sup A, sup B)
On a

AC(AUB) sup A <sup (AU B)

et = et

B C (AUB) sup B < sup (AU B)

d’on
max (sup A, sup B) < sup (AU B) (1.9)

D’une autre part, on a

rec A xr<sup A
re AUB & ou = ou = x < max(sup A, sup B)
reB r <supB

d’ot max(sup A, sup B) est un majorant de AU B, or sup (AU B) est le
plus petit des majorants de (AU B), donc

sup (AU B) < max (sup A, sup B) (1.10)
de (1.9) et (1.10]) on a I’égalité.

Analyse 1
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(b) inf (AU B) = min (inf A, inf B)

On a
AC(AUB) inf A > inf (AU B)
et = et
B C (AU B) inf B > inf (AU B)
d’on
min (inf A, inf B) > inf (AU B). (1.11)

D’une autre part, on a

reA x >inf A
re AUB & ou = ou = 2 > min(inf A, inf B)
reB x> inf B

d’ott min(inf A, inf B) est un minorant de (AU B), or inf (AU B) est le
plus grand des minorants de (AU B), donc

inf (AU B) > min (inf A, inf B) (1.12)

de (1.11)) et (1.12]) on a I'égalité.
2. Si AN B # (), alors

?
(a) sup (AN B) < min (sup A, sup B)

On a
(AnB)C A sup(ANB) <supA
et = et
(ANB)C B sup (AN B) <supB

d’ott sup (AN B) < min (sup A4, sup B).

(b) inf (AN B) > max (inf A, inf B)
On a
(AnB)C A inf(ANB) >inf A
et et
(ANB)C B inf (AN B) > inf B

d’ou inf (AN B) > max (inf A, inf B).
(¢c) sup (A + B) ~ sup A +sup B

WreA:x< My (1)
2QVe>0,dr c A: My —5 <z (2)
Vye B:y< Mg

1) (3)
2)Ve >0,dJye B: Mp—5 <y (4)

. supA:MA<:>{

° supB:MB@{
alors on a :
(H)+@B)=Vz€A+B:z2< Ms+ Mg

(2)+(4) =Ve>0,32€¢ A+ B:(Ma+Mp)—c<z
donc sup (A + B) = sup A + sup B.
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(d) inf (A+ B) = inf A + inf B

WreA:my <z

e inffA=my & (1)
2QVe >0,z c A:x <ma+5 (2)

YVye B:mg<y

R 1) (3)
¢ me_mB<:>{ 2)Ve >0,Jye B:y<mp+5 (4)

alors on a :
)+ B)=VzeA+B:my+mp <z
(2)+(4) =Ve>0,32€ A+B:z<(ma+mp)+e
donc inf (A + B) = inf A + inf B.
(e) sup (—A) L _infA

eVicA:z>infAs —x< —infA
d’out —inf A est un majorant de —A, or sup (—A) est le plus petit
des majorants de —A, alors

sup (—A) < —inf A (1.13)

o V(—z)€ (—A): —x <sup(—A) < x> —sup(—A)
d’ott —sup (—A) est un minorant de A, or inf A est le plus grand des
minorants de A, alors inf A > —sup (—A) donc

—inf A < sup (—A) (1.14)

de ((1.13)) et (1.14]) on a 1'égalité.
?

(f) inf(—A) = —sup A

o Vx e A:x <sup(A) & —x > —sup(A)
d’ott —sup (A) est un minorant de —A, or inf (—A) est le plus grand
des minorants de —A, alors

inf (—A) > —sup (A) (1.15)

o V(—z)e (—A): —z >inf(—A) &z < —inf (—A)
d’ott —inf A est un majorant de A, or sup (A) est le plus petit des
majorants de A, alors

sup (A) < —inf (—A) & —sup (A) > inf (—A) (1.16)

de (|1.15]) et (1.16) on a I’égalité.

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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Exercice 6 :

_ J3n+41
1. A= %il,nEN}

o infA=1
OnaVvneN:

3n+122n+1®2

alors 1 est un minorant de A.
On remarque que 1 € A, pour n = 0.
alors min A =1 = inf A.

° supA;%

OnaVneN: a1 3
tn+2<6n+3 & n < -,
2n+1 7 2
alors % est un majorant de A.
‘v’s>0,§|?n5€N:%—5<%
Soit € > 0,
3 3n+1 1—2¢

5 fSomy1 T a4 =

alors il suffit de prendre n, = H%” + 1.

_ 3 ‘e 3 I
Donc sup A = 3, mais 5 ¢ A alors max A n’existe pas.

2. B={++% neN}

° supB;2
On a

. [ n>1 1
Vn e N .{n221 :>{1

Vv

1
P22
n2

alors 2 est un majorant de B.
On remarque que 2 € B, pour n = 1.
alors max B = 2 = sup B.

e infB=0

On a Vn € N*: % + # > 0, alors 0 est un minorant de B.

Ve>0,3Mm. eN*: L+ L <e
Soit € > 0, on a

VneN:n+1<2n & ol<2

1, 1
54 E‘i‘pg
alorspourque%—{—#<5;ilsufﬁtque:%<5©§

de prendre n. = [2] + 1.
Donc inf B = 0, mais 0 ¢ B alors min B n’existe pas.

3. C={e™, neN}

2n
n2

SEINY

< n et donc il suffit

Damerdji Bouharis A.
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e supC =1
OnaVneN:0<n<s —n<0«& e ™ <1 alors 1 est un majorant de
C.

On remarque que 1 € C| pour n = 0.
alors maxC' = 1 = sup C.
e infC =0
OnaVn e N:e™ >0, alors 0 est un minorant de C.
Ve >0,3n. e N:e™ < e.

Soit € > 0, on a
e"<e & —n<lne
& —lne<n

alors il suffit de prendre n. = [|lne|] + 1.

Donc inf C'= 0, mais 0 ¢ C alors min C' n’existe pas.
4. D={% -2, neN}

e supD = —1,
On a Vn € N*:
1<n ©1<n*s 5 <1
&5 -2<-1
alors —1 est un majorant de D.
On remarque que —1 € D, pour n = 1.
alors max D = —1 =sup D.
o infD=-2
OnaVne N :0< # S -2< n—12 — 2, alors —2 est un minorant de D.
Ve>0,3M. e N*: L —2<e—2
Soit € > 0, on a

& L <npcarneN

£

<

alors il suffit de prendre n, = [\/%} + 1.

Donc inf D = —2 , mais —2 ¢ D alors min D n’existe pas.

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



Chapitre 2

Le corps des nombres complexes

Tout au long du chapitre, on considere le plan rapporté a un repere orthonormé
direct (O, g 7) appelé plan complexe.

2.1 Représentation algébrique

Définition 2.1.1 On appelle I’ensemble des nombres complexes et on note C ; [’en-
semble contenant l’ensemble des nombres réels R; tel que

C={z=z+iy /| (z,y) eR? i¥=-1}

ou v = Re (2) est dite partie réelle de z et y = Im (2) est dite partie imaginaire
de z; et donc
z = Re(z) + Im(2)i.

Cette représentation est dite représentation algébriqgue du nombre z, il existe
d’autres représentations.
Propriétés 5 On a les propriétés suivantes :

1. SizeCtel que z=x+1iy alors z=0 x =y =0.

2. Si 21,20 € C tels que z1 = x1 + 1y et 29 = xo + 1y alors

1 = To
21 = 29 <=
N =Y2

2.2 Représentation graphique

2.2.1 Définitions et notations

Dans le plan complexe, a tout point M (a,b); on peut associer le nombre com-
plexe z = a+1b, on dit que z est 'affixe du point M, ou que M est 'image ponctuelle
de z et que OM est I'image vectorielle de z.

Dans le repere (O, 7, 7) sur I’axe horizontal ; il y a les réels qui sont les nombres
complexes dont la partie imaginaire est nulle et sur I’axe vertical ; il y a les nombres
appelés imaginaires purs dont la partie réelle est nulle. Le point correspondant au

26
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nombre complexe z = a + ib est situé a la verticale du réel a et a ’horizontale de
I'imaginaire pur b, (figure [2.1]).
—

Dans le plan complexe ; le module de z est la longueur du vecteur OM. L’argu-
ment de z est la mesure de I'angle entre ’axe des réels et OM, orienté suivant le
sens trigonométrique et le conjugué de z est I'affixe du vecteur symétrique de OM
par rapport a l'axe horizontal des réels.

e Le conjugué du nombre complexe z = a + ib est le nombre complexe noté z

tel que
Z =a —ib.

s
e Le module de z; noté |z| est la longueur du vecteur OM

br—--- M(z)
|
oM I
|
I
_A 1
v/ I
O ﬁ : a
|
I
_— 1
oM’ 1
|
- M'(z)

FI1GURE 2.1 — Représentation graphique d’'un nombre complexe et de son conjugué

Propriétés 6 On a les propriétés suivantes :

1. |zl =0 2=0

2. Z=2z.

3. On a _ _
Re(z) = Z;—Z, Im (2) = ZQiz

4. z est un réel pur si et seulement st z = Z.

5. z est un imaginaire pur si et seulement si z = — Z.

6. |z] = [z = |-2| = |-Z]

7. Si le point M a pour affize z = a +ib et le point M’ a pour affize 2z’ = o’ +il/
avec a,a’,b,b € R, alors :

—
(a) Le vecteur MM’ a pour affize 2/ — z = (a' —a) +i (b’ —b)

H .
(b) La longueur du vecteur MM’ est donnée par

— @ —a) (=0 = | — 2.

r_ /
MM = ||MM

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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2.3 Représentation trigonométrique

Tout nombre complexe z = a + ib de C, peut s’écrire sous la forme
z=r(cosf+isinf), r>0

a=rcosf

~ ?
b—rsing * U 0 est 'argument de z,

our = |z| = va?+ b? est le module de z et {

S
noté arg (z) , qui est la mesure en radians de I’angle (7, OM ) d’otu la représentation
trigonométrique (figure , dite aussi forme polaire de z

z=a+1ib=r(cosf +isinf)

b |- — - - 9 M(2)
I
" I
i | |
0 I
o—= >
u a

FIGURE 2.2 — Représentation trigonométrique d’un nombre complexe

Remarque : Si z=a+ib=r(cosf +isinf) (avec a # 0) alors tan = 2.
Propriétés 7 On a les propriétés suivantes :
1. Siz1, 25 € C tels que z; = ry (cos Oy + isinby) et zo = 1y (cos by + isinby) alors

o o T =79
1T 91:92[27T]:62+27Tk,]€€Z

2. Siz=x€R=|z| = |z| (la valeur absolue de x) et arg (z) = 0[r| = km,k € Z
8. Siz=1iy = |z| = |y| (la valeur absolue dey) et arg (z) = 5 [7| = S+km, k € Z
4. Soit z =1 (cos@ +isinf), alors on a :

(a)

Z =r(cosf —isinf) = r[cos (—0) + isin (—06)]
d’ou arg (zZ) = —0 = —arg(z).
(b) —z=r(—cosf —isind) =r[cos (0 + ) +isin (0 + )], donc
arg (—z) =0+ m = arg (z) + .
Exemples 2.3.1 1. 2 =+/6+/2i = Re(2) = v6,Im (2) = V2
V6 +V2i| = V8 =2V2 et arg(2) :%[27],
d’oﬂz:Zﬂ(cos%—i—isin%).
2. z=-3+3i=Re(z) =-3, Im(2) =3

3
2| = =34 3i| = V18 = 3V/2 et arg (z) = - 2,

2] =

d’ot z = 3v/2 (cos & + isin &) .
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2.4 Forme exponentielle

Pour tout nombre réel @, on appelle ”exponentiel complexe”, noté e, le nombre
complexe de module 1 et d’argument 6

0

e’ = cosf +isinf

d’ott e = cosf — isinf et par suite on a les formules d’Euler

cosf = (ew + e’w)

—_ DN =

sinf = % (619 - e_’e)

i

par conséquent, pour un nombre complexe z; = ry (cosf; + isinfy), ou (r; = |z])
on a

21 = rie

21 = 7’16_101

et pour zo = 15 (cos Oy + isinfy) = r2e?2, onl (ry = |23|) tel que 75 # 0; on a

21.29 = Tyroet@1102)
21 — T1i(01—02)
z2 T2

Remarques :
1. Cette forme sert a la linéarisation des puissances du cosinus et du sinus.

2. On a
s . i —3 T .
e =1, e2 =1, "=-1e"'2 =—i.

(voir figure

A cause de la périodicité modulo 27 des fonctions sinus et cosinus; on a la
périodicité modulo 27 de ’exponentielle complexe, comme suit

e = 0F2h). g e R VE € Z.

d’olt
(S +2k)i _

i i 1 i . .
e?ﬂ’kl _ 1) €(2k+1)7rz _ _1’ ew(2+2k)1 —i,e —i

Propriétés 8 Pour tous réels 0 et 8" et pour tout entier naturel n non nul; on a

i . , n .
619820 :ez(e—i-@), (67,9) _ ezne

Y

:el

[SNE}

Exemples 2.4.1 On a —6 = 6e™ , 4i =4e2’ | —4i=4e= ' L2 41
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FIGURE 2.3 — Représentation des nombres complexes 1,-1,i et -i

2.5 Opérations sur les nombres complexes

Soient z; et zo deux nombres complexes tels que z; = a;+iby = r1 (cos by + isin b))
et zo = ag + iby = 15 (cos by + isinby) .

2.5.1 L’addition
On a

21+ 22 = (a1 + ag) + i (by + by) (Forme algébrique)
21+ 29 = r1cos6y + rocosby + i (rysinfy + rosinfy) (Forme trigonométrique)

2.5.2 Le produit
On a

21.29 = (a1ag — byb) + i (a1be + agby) (Forme algébrique)
21.29 = 1113 (cos (01 + 02) + isin (6; + 63)) (Forme trigonométrique)
(61+62) (

21.29 = T119€" Forme exponentielle)

2.5.3 Division
On a pour 2z, # 0,

Z1 ay + Zbl - (Cll + Zbl) (CLQ — ’lbg) . (CLlCLQ -+ blbg) +1 (a2b1 — albg)

29 (05} + ZbQ - (ag + ZbQ) (ag — Zbg) - CL% + b%

a_n [cos (01 — 02) 4 isin (01 — 03)]
zZ9 T

ﬁ — ﬁeiwl—ez)

22 (]

Propriétés 9 Si z; et zo sont deuxr nombres complexes alors

1. |z1 4 2| <|z1| + | 22|
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2
3.
/.
5.

= Lzl 4y que zo # 0.

|2122| = |le ’22| et |2 = 22|

Z1
22

27 = |2|° (c’est un réel positif).

arg (z1.20) = arg (z1) + arg (zq) , arg (j—;) = arg (z;) — arg (z2).

e ?'2 tel que z # 0.

z2 |z

Remarque : L’ensemble (C,+,-) est un corps commutatif (A vérifier en exercice).

Propriétés 10 1. Soit z un nombre complexe et o un nombre réel positif, alors

2.

3.

arg (az) = arg (z) + 2km, k € Z

en effet; arg (az) = arg (a) + arg (2) = arg (z), car arg (o) = 0[27] = 2km.

Soit z un nombre complexe et av un nombre réel négatif, alors
arg (az) =arg(2) +7(2k+1), ke Z

en effet; car arg (o) = 7w [27) = w + 2km, k € Z.

Soient M, M'deux points du plan complexe ; d’affixes z et z' respectivement,
tels que z = x +1iy et 2/ = 2’ +iy.

(a) La longueur du segment [MM'] est égale a MM' = |2/ — z|.

—  ——
(b) Les vecteurs OM et OM' sont orthogonauz si et seulement si Re (z2') = 0.
— —_ /
En effet; on a OM ( z > et OM’ ( z, ) et

— —_
OM L OM' < x2' +yy =0 =Re(zZ),

car zZ' = (v —iy) (2 +iy) =z’ + yy' + i (xy’ —y2').
(c) Les points O, M, M’ sont alignés si et seulement si Im (zz") = 0.
S . — ——
En effet; O, M, M’ sont alignés si et seulement si det OM,OM’) =0
et

—
det (O—]\>4, OM') =y —yx’ =Im (z7').

2.5.4 Formule de Moivre

Soit z le nombre complexe de module r égal a 1 et d’argument 6 € R,

alors

z=cosf +isinf

Vn € N; 2" = (cos 4 isinf)" = cosnb + isinnb

cette formule est appelée formule de Moivre, on peut la vérifier par récurrence. (A
faire en exercice).
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2.6 Racines n — ieme d’un nombre complexe

2.6.1 Racines n — ieme d’un nombre complexe

Soit w € C, n € N tel que w = p(cosa + isina).
Pour résoudre dans C ’équation 2" = w, on pose z = r (cos @ + isinf) d’ou

2" =r" (cosnb + isinnf) = o (cos o + isin )

et par identification on a

™ =0
nl = a2 =a+2kr; keZ

on trouve n solutions pour £ =0,1,2,....n — 1.

Exemple 2.6.1 Trouver la racine cubique du nombre complexe w = 1.
On a 1 = cos (2km) + isin (2k7) , et soit z € C; z =1 (cos @ + isinf)
23 =14 r3(cos30 + isin 30) = cos (2k7) + isin (2k~), d’ou

{r=%:1

0=2+2%r k=0,1,2

et I i
z :cos2T7r+isin2T7r; k=0,1,2
par conséquent on a trois racines cubiques
1 = 1
29 :COS%7r —I—z’sin%r = —%+i‘/7§
23 = —cos%’r —z'sin%’r = —% —i*/Tg

voir figure (2.4]) .

Remarque : On peut également calculer les racines carrées d’un nombre complexe
en utilisant la représentation algébrique.

2.6.2 Racine carrée d’un nombre complexe

Exemple 2.6.2 (D’application) Déterminer les racines carrées du nombre com-
plere w = 3 + 41
Soit z € C tel que z =a+ib et 22 = w

a2+ =5 a’*=4
P=wed - +2a=3+4is{ 2-0P=3 = P¥=1,
2ab =4 ab =2

alors (a,b) = (2,1) ou (a,b) = (=2, —1) d’ou les racines carrées de w sont

ZQZ—Z—i.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§2.7] Résolution des équations du second degré dans C 33

27
9 3 T
121
~3 4
3
FIGURE 2.4

2.7 Résolution des équations du second degré dans

C

Etant donnée I’équation (E) : az? +bz+c=0, 0 a,b,c e R,a #0, 2z € C.
Pour la résolution, on calcule le discriminant A = b* — 4ac, puis on distingue
trois cas

ler Cas : Si A > 0 alors I’équation (F) admet deux solutions réelles distinctes

b VA _—b+VA

21 =———c¢t 2
! 2a 2 2a

2éme Cas : Si A = 0 alors I'équation (£) admet une solution réelle double

—b

20 = —
2a

3éme Cas : Si A < 0 alors 'équation (F) admet deux solutions complexes dis-

tinctes
B —b—iv—A B —b+iv—-A

21 = et 29 =
! 2a 2 2a

Remarque : Si les coefficients a,b et ¢ sont complexes alors le discriminant A
pourrait étre un nombre complexe donc il faudra calculer ses racines carrées.

Exemple 2.7.1 Résoudre dans C ’équation (E) telle que :
(E): 22— (T+i)z+12+3i=0
Le discriminant de cette équation vaut

A= (7T+1)°—4(12+4 3i) = 2
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On calcule les racines carrées de A qui sont 1 +1 et —1 — i ; d’ou les solutions de
Iéquation (E) sont :

T 14
zl:( +z)2—|— +z:4+i
T+i)—1—1
22:(+Z)2 223.

2.8 Applications a la géométrie

Dans le plan complexe rapporté a un repeére orthonormé direct (O, , 7) ; soient
A, B et C trois points du plan complexe dont les affixes sont z4, zp et z¢ respecti-
vement, alors

1. L’angle </@ fﬁ) a pour mesure arg (zc ZA) = arg (zc — za)—arg (zp — z4) .

ZA

2. Les vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :

A‘B)B—o@arg< C‘“):%[ﬂ

ZB T ZA

ie. le nombre complexe <=4 est imaginaire pur non nul.
ZB—%A

Exemple 2.8.1 L’ensemble C = {z€ C / |z —w| =1} est le cercle de rayon r et
de centre Q; d’affize w.

2.8.1 Transformations géométriques

Soient M, M'et ) les points d’affixes respectives z, 2’ et w :

Translation :

Soit @ le vecteurd’affixe a € C, 'application qui au point M; associe le point
M’ tel que
7 =z+a,

. —
est la translation de vecteur 7 et on a: MM’ = .

Rotation :
Soit o € R, I'application qui au point M; associe le point M’ tel que
d=w+e(z—w),
est la rotation de centre (2; et d’angle « et on a

<W,§_2—]\_>4> =+ 2km; k € Z.
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Homothétie :
Soit k € R*, 'application qui au point M; associe le point M’ tel que
=w+k(z—w),

. — —
est ’homothétie de centre ) et de rapport k et on a QM’' = k.QM.

Remarque : Si k =1 alors ’homothétie n’est autre que I'application identité dans

R2.

Exemple 2.8.2 1. Soient A, B et C trois points d’affixes respectives :
Z2a=—-2—t,2p=1—-2i etz =—-14+2

(a) Montrer que le triangle ABC' est isocele en A.

(b) Montrer que le triangle ABC' est rectangle en A.
2. Dans le plan complexe, on donne le point Q) d’affize i.

(a) Donner I’écriture compleze de la rotation de centre ) et d’angle —7%

(b) A tout nombre compleze z # —2, on associe le nombre complexe 2z’ défini

par
,  2+4

T 42
i. Déterminer l’ensemble D des points M d’affize z; tels que |2'| = 1.

it. L’ensemble E des points M d’affize z tels que 2’ est un réel.

Solution :
1. (a) AB = |zp — za| = [3—1i] = V10, AC = |z¢ — za| = |1 + 3i| = V10,
d’ou le triangle ABC' est isocéle en A.

(b) (1@, @) = arg (%) = arg (%) = arg (%) = arg (i) = 5 [27].
(a)

im

2 =i+e 3 (2 —1)

d'oi
, (1 V3 V3 i
d=z—i—|z——+ 2.
2 2 2 2
. On a 4
) =1e P 1ot i) = |2+ 2)
+ 2

alors l’ensemble D est la droite dont les points M sont équidistants
des deux points A et B; d’affizes respectives 4i et —2, d’ou D est la
médiatrice de [AB].
i 2 € R & arg? = 0[n] & arg (%) = arg (7)) = 0[n], ou
- —
arg | =24 ) est la mesure de [’angle (A]W7 BM) d’ou l'ensemble E

z—zp

est la droite (AB) privée du point B voir figure (2.5)).
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zc

<0

ZB

FIGURE 2.5

2.9 Enoncés des exercices

Exercice 1 :
Ecrire sous la forme algébrique puis exponentielle ; les nombres complexes sui-
vants

’ (144)*

(V3-i)"

1+i—V3(1—1i)

141

Y

V642 8i

Exercice 2 :
On considere les nombres complexes suivants : z; = 14iv/3, 20 = 141 et 23 =

2+ 2/3i (\/§+i>2

21
29"
1. Ecrire z3 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

2. En déduire les valeurs exactes de cos {5 et sin {5.

Exercice 3 :
Lindariser cos® @ et sin® 6.

Exercice 4 :
Soit le nombre complexe z = —2cosf — 2isin §, peut-on dire que z = —2¢” est
la forme exponentielle de z 7 expliquer.

Exercice 5 :

1. Soit le nombre complexe w = 5 + 124, Vérifier que |w| = 13.
2. Déterminer les racines carrées de w.

3. En déduire les solutions complexes de I'équation

(1+4)2*+2-2—-i=0,

Exercice 6 :
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Comment choisir I'entier naturel n pour que (v/3 4 7)" soit réel ? Imaginaire ?

Exercice 7 :
Soit le nombre complexe z = x + iy, et Z son conjugué, on définit

L(z)=z(z=4(1-iv3)) — i (avB-y) +12

1. Montrer que L (z) € R, Vz € C.
2. Déterminer 1’ensemble (C') des points M; d’affixe z, tels que L (z) = 0.

3. Soit w l'affixe du centre du cercle (C'), donner la forme exponentielle de w,
puis montrer que w?016 = 24032,

4. Résoudre dans C I’équation :
2+ (3i—4)z+1-Ti=0.
5. Soit P le polynome de la variable complexe z, tel que :
P(s) =2+ 2 (V3—4i) +2 (=5 - 3iv3) —2 (V3 —i)
(a) Montrer que 2i est une racine de P, puis factoriser P (z).

(b) Déduire toutes les solutions de P (z) = 0.

Exercice 8 :
Dans le plan complexe; muni du repere orthonormé (0,7, 7), on considere les
points A, B, C, E et I’ dont les affixes sont données par :
a=V34i g =V3—i,z0=1i =205 zp =25

1. Ecrire z4, 2z sous la forme exponentielle et zg et zp sous la forme algebrique.

<27A>2013 n (,L'ZTE)QOI?) L

3. Soit le nombre complexe 20 = (—1 + \/3) +1 (1 + \/§) ,

2. Vérifier que

(a) Déterminer le nombre complexe zp tel que zp = a?, puis 'écrire sous la
forme exponentielle.

(b) Déterminer I'entier naturel n € N, tel que (Z—D> eR.

ZE
Exercice 9 :

1. Pour quelles valeurs de z € C a-t-on |1 4 iz| = |1 — iz|?
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2. On considere dans C I’équation

1+iz\" 1+ia
E): = R
(&) <1—m> 1—ia’ *S

Montrer, sans les calculer ; que les solutions de (F) sont réelles. Trouver ensuite
ces solutions.

3. Calculer les racines cubiques de %

Exercice 10 :

Soit M un point d’affixe z, déterminer dans chaque cas ’ensemble des points M
tels que :

1. |2+ 5i = 2.
2. Z2—-3+i|=|z—5|.
3. arg(z) = § [7].
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2.10 Corrigé des exercices

Exercice 1 :
242v3i _ 1 N\ iz
1. Ona\/i;f 5(\/6—1-\/52)—\/566

2. Ona%:%(l—i\/g):i*% dou(L) —%(2—2\/_) -
; ; (% 2 T
3. Ona HRBIED 14 V3 = 2%, don (HRE) = —24 218 = 4eF

4. Onal+i= \/561%, d’ou (1 +i)4 =47 = —4
et V3 —i= Ze_i%, d’ou (\/§ — i)3 =8¢ i3 = —8t, donc

(+)* 1 —i

J
2

e

1
(\/§—i)3 2i 2 T 2

Exercice 2 :

()r1a,23:1+2‘/§~|—‘/g :26%,zgzﬂe%,d’oﬁzgzx/ie%,alors
zgzﬂ(cos%+zs1n%>
donc
r 14+v3 1 V3-1
cos — = —

= , SIn = .
12 22 12 2v/2

Exercice 3 :

On a )
cosf = 3 (619 + e’“g)
d’ou . )
cos® ) = 3 (e + )’ = 3 (€% + 3¢ + 37" 4 %)
donc

1 3
cos® f = 100830+ZC080

et de la méme fagon
: Lo i
sinf = % (e —e )
d’ou ) .
sin?h = — (eie _ 649)3 _t (6:%9 36 4 3e-10 67319)
81 8
donc
- [2i sin 30 — 6i sin 6] L oin36 4 3 sine
sin®f = — - = —— -
81 4 4

Exercice 4 :
z=—2cosf —2isinf = —2 (cos +isinf) = —2¢”, n’est pas la forme exponen-
tielle de z car le module r de z doit étre positif, or on a

z=2(—cosh —isinf) =2 (cos (8 + ) +isin (0 4 7)) = 20+
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Exercice 5 :

1. |w| = |5+ 12i| = /25 + 144 = /169 = 13.

2. Soit z € C tel que z = a + b,

a?+b* =13
P=wed -V +ab=5+12i={ a® - =5 |,
2ab =12

d’ou les racines carrées de w sont
w =3+ 21

Wy = -3 — 21.

3. On calcule le discriminant de 'équation A = 5 4+ 12¢ = w et on déduit de la
question précédente que 1’équation admet deux solutions complexes distinctes

I R L
YT+
C1-3-2%  —2-0 (2-i)(1—4i) -3
2T o0y 1+ (40 (-9 2 2

Exercice 6 :
On pose z = v/3 + i, alors on peut écrire z sous sa forme exponentielle comme
. in .
suit z = 2e% , d’ou

2" = (\/§—|—z> :2”62% = 2" <cos7r—n+isinﬂ>.

6 6
Donc
z"ER@sin%zO@%:kﬂ, keZ on=6k kcZ
et ™ ™ T
S EiR & cos e =06 o= o kT, k€Z e n=3+6k kel

Exercice 7 :

1. Soit z € C, z=x+1iy; z,y € R alors
L(z)=a>44y* -4z —4yV/3+12€R
2. On a
L(z)=0&e 2>+ y* —dz —4yV/3+12=0
@(m—2)2+<y—2\/§>2:4,

donc (C) est le cercle de rayon 2 et de centre (2,2v/3) .
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cosf =

1 .
3. w=242iV3, dol |w| =4et { 7z = arg(w) = I [27], donc w = 4e's
2

sinf =
ot w2016 — (4@2%)2016 — 42016 ,672im _ 42016 _ 94032

4. (E): 224+ B3i—4)2+1-T7i=0.
A=(3i—4)7—4(1—7Ti)=3+4i
On cherche les racines carrées de A, soit § € C; § = a +ib et §2 = A d’oit
a? — b + 2iab = 3 + 44, alors

a>+ b =5 a*=4 (a,b) = (2,1)
-0 =3 ¢ P¥P=1 = ou
2ab =4 ab =2 (a,b) = (—2,-1)
d’ou les racines carrées sont 0, = 2 4+ ¢ et 9o = —2 — i, par suite les solutions
de (F) sont
L —(Bi—4)+2+3 g
2
—(3i—4)—2—1
Sl C k) L Y
2
5 0On a

P(z) =2 422 (VB—di) + 2 (-5 - 3iv3) —2 (VB —i)

(a) Il suffit de remplacer 2: dans P (z) pour trouver P (2i) = 0, d’ou on a la
factorisation

P(z) = (2 —2i) (*+ az+b) & P(2) = 2°+2* (a — 2i)+2 (b — 2ia)—2ib
donc par identification on récupere le systeme suivant :

a—2i=+3—4i
b—2ia=-5—3i/3 <
—2ib = —2 (V3 — )

d'ott P(z) = (2 —2i) (22 + (V3 —2i) 2+ (-1 — iV3))

On calcule le discriminant : A = 3, alors

(122

Z4 =

22—1—(\/5—22')2—1—(—1_@'\/5):0@{ Zgzi—ﬁﬂ'

et enfin P (2) = (2 — 2i) (2 + V3 —4) (z — ).
(b) L’ensemble de toutes les solutions de (E) est {4,2i, —v/3 +1i} .
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Exercice 8 :

. . . . 42 s
2a=V3+iz5=V3—i,z0=1i,z25 =23 2p =23,

1. 24 =26 , 25 =2e7"% , 25 = —/3 — i, 2p = 2.

9. (%)2013 _ (eig)%l?’ — im(33448) _ jim3sa ilr _ idE
(izTE)2013 _ <_€¢2;T>2013 _ _imi3a2 _ g
d’ou

<%4)2013+ (ZZTE) _
3 a=3[(-1+V8) +i(1+V3)]

(a) tp=a? e zp = —/3+i=2%.

"2 EN" L ime  gsm,  _ynm — C .
(b) (i—g) = (2;%@> = —ie's" = ¢35 = e "5 = cos (=5T) + isin (%)

alors

(Z—D) ER@SiIl(%W) zoﬁ%m:kw;kGZ(:)n:—Sk;kEZ‘.

ZE

Exercice 9 :

1.
114iz| =1 —iz] & [1+iz]° = |1 —iz]?
& (1+iz) (T+1iz) = (1 —iz) (1 —iz)
< (1+iz) (1 —iz) = (1 —iz) (1 +1i2)
Sl—iz+iz+z2z2=14+1iz—12+ 22
Sz=zsz€ R
2.

1—iz) 1—ia

14iz\" 141
(E):( “Z> _ o eRr

142" 1+ia

JAR=S =

() ‘1—iz '1—ia
1+ 2" i in
;1——22:”:1@’1“4 = |1 —iz|

& |1+4iz] = |1 —iz] & z € R (a vérifier facilement).

Pour calculer ces solutions réelles; on sait que pour tout réel z; il existe un
angle 0 € ]—%, g[ tel que z = tanf, d’ou

— €2in9

1—itanf -

1+itan@\" (cosf+isinf)" e’
~ (cos@ —isinf)" e~
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et on a aussi a = tana , a € }—%,g[ d’out

1+4a 1+itana cosa +isina el
— = - = . = — =€
1—1a 1 —2tan o cosS o — 78in o et

alors

(B) e ¥ =¥ onf=a+kr, k=0,1,2,..,n—1
k
@9_9+—W k=0,1,2,..,n—1
n
ainsi

k
z:tan(g+—ﬂ) Ck=0,1,2,..,n—1
n n

tel que a = tana.

3. Les racines cubiques de ?H

On pose w = \‘;J” etonaw=e3, dou

s VBHi s e 12 =1
V3 N Jargz =5 +2km, k=0,1,2

alors

|z| =1
argz:g—i—%ﬂ, k=0,1,2

. . s ks
donc les racines cubiques de w sont e's, e'9 | €

Exercice 10 :

1. L’ensemble {z € C / |z + 5i| = 2} est le cercle de rayon 1 et de centre (2;
d’affixe w = —bi.

2. Z—-3+i|=1]z—5|.
Soit. A le point d’affixe 3 — 7 et B le point d’affixe 5,
zZ—3+il=|z2-3+i|=[Z-3—i]=]z—3—1
alors I'ensemble

(:€C/|[z—3+i=]:-5}={+€C/ |z —3+i]=|>—5}

est ’ensemble des points M tels que AM = BM donc la médiatrice du segment
[AB].

3. L’ensemble {z € C / arg(z) = % [r]} est la premicre bissectrice privée de l'origine.
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Chapitre 3

Suites de nombres réels

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Une suite réelle (uy), oy est la donnée d’une application u de
l’ensemble des entiers naturels N a valeurs dans R.

u: N — R
n = u(n)=u,
e u, est appelé terme général de la suite (uy), oy €t uo est appelé premier terme
de la suite.

o (up),cy est dite suite arithmétique s’il existe a € R, tel que upq1 — u, = a,

dans ce cas on a : u, = ug +na; ¥n € N.

Un+1
Un

® (up),cy est dite suite géométrique s'il existe a € R, tel que = a, dans ce

cason a : u, = ug.a™; ¥n € N.

3.2 Monotonie d’une suite réelle

Définition 3.2.1 Soit (uy,), oy une suite réelle,
o (Upn),cy est dite croissante (resp. strictement croissante) si :
Vn € N; upyg —u, >0 ((resp. si¥n € Nyup,q — u, > 0).
o (upn),cy est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si :
Vn € N; upy —u, <0 (resp. siVn € Nyuy —u, < 0).
o (un),cy est dite monotone si elle est soit croissante soit décroissante.
o (un),cy est dite strictement monotone si elle est soit strictement croissante
soit strictement décroissante.
Exemples 3.2.2 1. Pour u, =n*—2n, n € N; la suite (uy), .y est croissante.
En effet;
Upi1 —Up = (n+1)°=2(n+1)=n*—1>0,Yn e N.
2. Pour u, = %, n € N; la suite (uy), oy est décroissante.
En effet ;
<0,Vn € N.

—n
Upt1 — Up =
i (n+1)!

44
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3.3 Suites réelles et relation d’ordre

Définition 3.3.1 Soit (uy), .y une suite réelle.

o (Up),ey est dite majorée si : AIM € R;Vn € N; u,, < M.
® (up),cy €st dite minorée si : Im € R;Vn € N; m < u,,.

o (Upn),cy est dite bornée si elle est majorée et minorée ou s’il existe M > 0 tel
que |u,| < M.

Exemples 3.3.2 1. S§iVn € N, u,, = cosn, alors la suite (uy), oy est bornée.
En effet; |u,| < 1,¥n € N.

2. Sivn € N*, u, = Zk%, alors la suite (uy), oy €st majorée par 2.
k=1

En effet; on a Vk € N* :

1 1
E>k—-1<kB>kk-1)>0 —< ——
= >k ) 2= k(k—1)
d’otl
"1 u 1 "1 " 1
— < = — <1
22k D < +Zk(k—1)
Ork(klfl):ﬁ_%’d’ml
e <14+ 30 (55— %)
k=2
SuSlr(-b+i-b+i-wodr - b

et par conséquent

1
U, <2——<2VneN".
n

3.4 Sous-suites

Définition 3.4.1 Soit (uy,),.y une suite réelle et @ une application strictement

croissante de N dans N, la suite <U<P("))neN est dite sous-suite ou suite extraite de
(un)neN :
Exemple 3.4.2 Soit (uy), .. une suite réelle telle que wu, = (_i)n, on peut en

extraire les deuz sous-suites (Ugn), e« €t (Uant1),en telles que :

1 —1
W= —.YneN* et ugpyy = ——— ¥n e N.
U9 omn n e €l Uap11 o+ 1 n c
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3.5 Convergence d’une suite

Définition 3.5.1 Soit (uy), oy une suite réelle, on dit que (un), oy €st convergente
sl existe un réel l € R, tel que

Ve >0,3n. e NNVn € N;(n > n. = |u, — | < ¢).

on note lirrJlr u, =1 et on dit que | est la limite de (uy), cy-
n — (e.e]

Exemple 3.5.2 On considére la suite (uy), oy, telle que u, =1 — 5%
Montrons que (Un)neN est convergente vers 1.

lim u,=1)< Ve>0,37n. e N\Vn e N;(n > n. = |u, — 1| < ¢))

n — +0o

n (2)

s "

2 2
\un—1\<5<:>5—<5<:>—<5 &
" €

. In %
alors il suffit de prendre n. = [%] + 1.

Théoréme 3.5.3 Si(u,), oy est une suite convergente alors sa limite est unique.

Preuve :

Supposons par I'absurde que (u,),, oy est convergente vers deux limites différentes
l1,1s,telles que Iy # 5, alors on a :

(lim w =)< (V5>0,Eln€€N,VnEN;nZnE=>]un—h] <§)

n — +0oo 2

( liIrJlr un:l2)<:><V6>0,3n;€N,VnEN;nZn’E:>|un—l2|<§>
n — o
Comme
[l = | = [(un — 1) + (l2 — un)l,

alors si on pose n! = max (n.,n.), on a
Ve >0,3n! e N; Vn e N; (n > nl = |lo — L] < |[(up — L)| + |(un — I2)] < €).

d’ou
Ve>0,3n e N;,VneN;n>nl = |l — 1| <e¢

par conséquent [; = ly; absurde. O

Remarque : Une suite est dite divergente si elle tend vers 'infini ou bien si elle
admet plusieurs limites différentes.
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3.6 Suites divergentes

Définition 3.6.1 Soit (uy), .y une suite réelle,

( lim un:—i—oo) < (VA>0,3ny e NVne Nin > ny = u, > A)

n — +0oo

( lin}r un:—oo> < (VB <0,3dng € N,Vn € N;n > ng = u, < B)
n — o

Proposition 3.6.2 Si (uy), .y est une suite divergente, telle que

lim wu, =400 (resp. lim wu, = —00),
n — +o0o n — +oo

et (Un),eny une suite telle que u, < v, (resp. u, > v,), Vn € N; alors la suite
(Vn)pey €St divergente et on a

lim v, =400 (resp. lim v, =—00).
n — +oo n — +oo
Preuve :

En effet, on a
VA>0,dnp e NNVneN;n>ny = u, > A

et
Uy, < v,,Vn €N
alors
VA >0,9ny e NNVn e Nyn > ny = v, > A,
d’ou

lim v, = +o0.
n — +oo

Proposition 3.6.3 Toute suite convergente est bornée.

Remarques :
1. Par contraposée ; une suite non bornée est divergente.

2. La réciproque n’est pas vraie, une suite bornée n’est pas toujours convergente.
Exemple 3.6.4 Soit u, = (—1)", Vn € N, alors la suite (uy), oy est bornée car
VneN; |[(-1)" < 1.

et (Un), ey €st divergente car elle admet deuz limites différentes :

lim wu, =
n — +oo

1 sin est pair
—1 sin est impair

Proposition 3.6.5 Si (uy), .y est une suite convergente alors toutes ses sous-suites
sont convergentes vers la méme limite.

Remarque : Par contraposée, il suffit de trouver deux sous-suites qui ne convergent
pas vers la méme limite pour dire qu’une suite est divergente.
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3.7 Opérations sur les suites convergentes

Théoreme 3.7.1 Soient (uy), oy €t (Vn),cn deus suites convergentes repective-
ment vers les limites Iy, 1y et soit X\ € R, alors les suites (un 4 Vn), e > (AMn) e s

(Un-Vn) pen » (“—”) o’ (|un|) ey convergent aussi et on a :
n

Un

~

lim (un + Un) = ll + lQ.

n — +

n — 4oo

. En}roo (Upvy) = 11.0s.

2
3
4. ngnioog—::%szlﬁéo.
5

Hm  |u,| = |l].
n — +o0o

Remarques :
1. La somme de deux suites divergentes peut étre convergente.

2. La valeur absolue d’une suite divergente peut étre convergente.

Exemples 3.7.2 1. Soient les suites (un),cy €t (Vp) telles que Yn € N

neN’

U, =2n etv, = —2n+e ",

(tn)pen € (V) ey sONt divergentes or la suite (u, + vy), oy €st convergente
car u, +v, =8, Vn € N.

2. Soit u, = (—1)" , Vn € N. La suite (uy), oy est divergente or on a |u,| = 1,
Vn € N, d'ot la suite (Juy|), oy est convergente.

Propriétés 11 1. Si (un),cy est une suite convergente telle que u, > 0, ¥n € N
(resp. u, < 0, Vn € N), alors
lim w, >0 (resp. lim u, <0).
n — 4oo n — 4oco
2. Si (Un) ey €t (Un),en SONt deux suites convergentes telles que u, < v,, Vn € N

alors

lim wu, < lim wv,.
n — —4oo n — —4oo

Preuve :

1. Onawu, >0,Vn € Net soit [ = lim wu,. Montrons que [ > 0.

n — +oo

Supposons par ’absurde que [ < 0, et soit € = %' > (0 alors on a :

l
dn. e N,Vn € N; (n > n. = |u, — | <%),

d’ou
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] ]
l 5 <u, <l+ 5 <0,

ce qui est absurde car u, > 0, Vn € N .

2. On a u, <v,, Yn € N, soient [; = lim wu, et ly = lim wv,,
n — +oo n — +oo

Supposons par 'absurde que [, < l1, et soit € = % > ( alors on a :

I —1
dn. e NVn e Njn > n. = |u, — 1] < 12 2,
d’ou
lLh—1 lLh—1 I +1 3l —1
[ 2<un<l1+ 12 2 o 1;— 2<un< 12 2...()
et on a l l
Inl e N,Vne Nyn > nl = |v, — lg] < 1; 2,
d’out
li, —1 L, —1 3ly — 1 I +1
Iy — 2<vn<l2+1’ 2 o 22 1<vn< 1+2...(2)
2 2 2
posons n = max (n.,n.), alors de (1) et (2) on a
I +1
Eln’s’EN;‘v’nEN;(nZn’s’:vn<l+2 Up)

donc v, < u,, ce qui est absurde car u, < v,, Vn € N .

Ou bien on peut simplement voir cette propriété comme conséquence directe
de la premiere, ou il suffit de poser w,, = v,, — u,,.

wy, >0VYneN= lim w, >0

n — +oo
< lim (v, —u,) >0
n — +oo
& lim v, > lim w,.
n — +oo n — +oo

Théoréme 3.7.3 Toute suite croissante (resp. décroissante) et majorée (resp.
minorée) est convergente vers sa borne supérieure (resp. inférieure).

Preuve :
Soit (uy),cy une suite croissante et majorée alors :

VneN:u, <u,r et IM € Ryu, < M

posons E = {u,, n € N} et u =sup E; on a alors d’apres la caractérisation
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de la borne supérieure :
Ve >0,dp € NJu — e < up,
et comme (uy), est croissante alors :
VneN:n>p=u, <u,

or u, < u, dou
u—e<up, <u, <u<u-te,

par suite on a
Ve>0,3peNVneNn>p=|u,—ul<e

alors lim wu, =supF. O
n — +oo

Théoréme 3.7.4 ( Encadrement d’une suite ) Soient (un),cn » (Vn)nen » (Wn)pen
trois suites réelles, telles que : ¥Yn > ng; u, < v, < w, et

lim w,= lim w,=I1, alors lim v, =1I.
n — 4oo n — 4oo n — 4oo
Preuve :

Soit € > 0 alors on a In; € N,Vn € N; n > ny :
lup, =l <esl—c<u,<l+e
etonadn, e NVneN; n>mny:
lw, —l|<eel-c<w,<l+e¢
posons nz = max (ng, ni, ny), alors Ing € N,Vn € Nyn > nj :

l—e<u, <, Sw, <l+e=l—-c<v, <l+es|v, -1 <e,

Ve > 0,3ng € N,Vn e Nyn > ng = |v, — | <e,

lim v, =1L
n — +oo

Exemple 3.7.5 u, = W,Vn S\

On a Vn € N* :
—1 —1"1 1
-1<(-)"<1& nn < (=1)"Inn < nn} car Inn > 0.
n n
et l l
lim —nn im ﬂ:0,
n — +o0o n n — 400 N
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alors

n — —4+oo n

Théoréme 3.7.6 Soient (un), oy €t (Vn),cy deus suites réelles, telles que :

lim wu, =0 et (vy),cy st bornée; alors lim w,v, = 0.
n — +0o n — 4oo

Preuve :
Comme (v,),,cy est bornée alors IM >0, Vn € N : |v,| < M et on a :

. €
lim u,=0&Ve>0,3In. e NNVn € N; n > n. = |u,| < —
n — +oo M
d’ou
Ve > 0,3n. € N,Vn € Ny n > n. = |u,v,| < e,
donc lim w,v, =0. O
n — +oo

Théoréme 3.7.7 (Bolzano-weiestrass) Toute suite réelle bornée (uy,),, oy admet
une sous suite convergente.

Preuve :

On utilise la méthode de Dichotomie. La suite (un), .y ¢tant bornée, il existe
A, B € R tels que A < u, < B,Vn € N, on construit deux suites (A,), .y et
(Bn),en €t une application strictement croissante ¢ de N dans N telles que

AOIA, BOZB, QD(O):O

L’un des deux intervalles (segments) [AO, AO;BO] , [AO;BO , Bo} contient les termes
de la suite pour une infinité d’indices n, on note [A;, B;] cet intervalle et ¢ (1)
un entier tel que ¢ (1) > ¢ (0) et uyy € [Ar, By]. En répétant cette opération,
on a pour tout entier naturel n un intervalle [A,, B,] de longueur 32_,1’4 et un
entier ¢ (n) > ¢ (n —1) tel que uym) € [An, By], d’ott (u%ﬂ("))neN est une sous
suite de (uy), oy - Par construction la suite (A,), .y est croissante et (B,), oy est

déCI"OiSS&Ilte et hm Bn — An = hm = 0 d’OI\l 1eS suites ATL et
on ) neN

(Bn),en sont adjacentes donc convergent vers la méme limite [ et comme pour
toutn e N: A4, < Up(n) < By alors d’apres le théoreme de 'encadrement d’une

suite ([3.7.4]) . 1_1)1751r Up(n) = L. O

Remarque : Ce théoeme est une autre propriété caractéristique de ’ensemble des
nombres réels R. Ce n’est pas vrai dans Q.
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3.8 Suites adjacentes

Définition 3.8.1 Soient (uy), oy €t (Vn),cy deuz suites réelles, telles que (un), o
est croissante et (Un), oy €st décroissante.

(Un)pen €t (Un),en SONt dites adjacentes si . Err}roo (U, —v,) = 0.

Théoreme 3.8.2 Deux suites réelles adjacentes sont convergentes vers la méme
limite.

Exemple 3.8.3 Les suites (up),cp- €t (Vn)

n
Uy = Y %,et Uy = Uy + %; convergent vers la meéme limite car elles sont adja-

nene telles que - Vn € N*;

k=1
centes.
En effet, (un),cy- €st croissante, (vy),cn- €St décroissante et on a
lim (v, —u,) = lim % =0.
n — +oo n — 4oo™

3.9 Suites de Cauchy

Définition 3.9.1 Une suite réelle (uy,), oy est dite de Cauchy si :

Ve >0,3n. e NVp,g e N; (p>n. et ¢g>n. = |uy, —uy| <e).

Théoreme 3.9.2 Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est de
Cauchy.

Preuve :
(=) Etant donnée une suite réelle (uy,)
nombre réel [ alors on a :

nen s Si(Un), ey €St convergente vers un

3

Ve > 0,dn. € N,Vn € N; n2n5:>\un—l]<2

Soient p,q € N tels que p > n. et ¢ > n. alors
€

19
-] < = et 1| <
|up | 26 |Uq | 5

or |uy, —ug| = |u, =l +1—u,| d’on
up — ug| < Jup — U] + |ug — 1| <,
par conséquent (up), oy est de Cauchy.

(<) Si la suite (uy), oy est de Cauchy alors

Ve > 0,dn. € N,Vp,q € N; (pZn6 et ¢ >n. = up—uq|<§... (1))
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d’ou
€ €
uq—§<up<uq+§,
pour ¢ > n. fixé, alors la suite (up)pGN est bornée, car méme si p < n. alors la
suite (up) ¢y a pour valeurs {ug, i, ..., Up, 1} -

Posons A, = {ux , k >n} = {u,, uns1,...,..}, on remarque que A, est un
ensemble borné car (u,),.y est bornée, d’ott sup A, et inf A, existent, notons
inf A, = a,, et sup A,, = b,, donc a,, < u, <b,, Vk > n.

OnaVvVneN: A, CA,, dou

sup A,41 <sup A, PN bpt1 < by
inf A, <inf A, ap < Gpyt

alors (an),cy est une suite croissante et (by,), oy une suite décroissante.
On a aussi:

supA, =b,Ve>0,IpeN;p>n:0<0b, —u, <

W™ | m

infA, =a, & Ve>0,3¢geN;¢>n:0<u; —a, <
Par suite; comme

by, — an| = by — up + up — Uy + ug — ay,
alors

b, — an| < [bp — up| + up — ug| + [ug — ay
d’ou

(DAR)AB) = |bp —an| <€

or b, > a,,Vn € N; alors

Ve >0,dn. e N;Vn>n. = b, —a, <e¢,
par suite

lim (b, —a,) =0.

n — —+oo
par conséquent (a,),cy €t (bn),cn sont adjacentes et donc convergent vers la
meéme limite [, et comme a, < u, < b,, Vk > n, alors (u">n€N est convergente
aussi vers la meéme limite [. O

n
Exemple 3.9.3 La suite (uy),oy telle que u, = k‘EZikl) est convergente car elle
k=1

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



54 Suites de nombres réels [Ch.3

est de Cauchy. En effet, soient p,q € N, tels que p > q, et soit € > 0

p
cosk
— <
= [y “q‘—k;ﬂ k(k+1) ‘ Z k(E+1) k+

p
= |u —u|<§ R = |u, — u,| < LI < !
P q_k:qul ko k+1 P =g+1 p+1 q+1

cosk

- +1k’ (k+1)

— Uyl =

alors il suffit que —= q+1 < g, ce qui équivaut a q > — 1, et donc il suffit de prendre

n. = [|g — 1H + 1, pour avoir :
Ve>0,3n. e NVp,g e N; (p>n.Aqg>ne = |uy, —u,| <e)
Par conséquent ; la suite (uy), oy est de Cauchy.

Remarque : Pour montrer qu’une suite est divergente il suffit de montrer qu’elle
n’est pas de Cauchy, en utilisant la négation du critere de Cauchy.

de >0,VYn e N,3p, ¢ e N;p>n. Ag>n. Alu, —uy| > e.

3.10 Suites récurrentes

Définition 3.10.1 Soit f : D C R — R une fonction, telle que f (D) C D. On
appelle suite récurrente une suite (uy) définie par la donnée de ug € D et la
relation de récurrence u,,1 = f (uy) .

neN ;

e Si la fonction f est croissante alors la monotonie de (u), .y revient a I'étude
du signe de la différence f (ug) — uo.
- Si f (ug) —up < 0, alors la suite (uy), oy est décroissante.
- Si f (ug) — up > 0, alors la suite (uy), oy est croissante.

e Sila fonction f est monotone et continue sur D et la suite (uy),, oy est conver-
gente vers une limite [ € D alors sa limite vérifie I'équation f (I) = [ (point

fixe).
3.11 Enoncés des exercices

Exercice 1 :
En utilisant la définition de la hmlte d’une suite, montrer que :

3n—1 __ 3 — 2In(14n) __
1/nl_1>rj{1002 +3 2/n1_1£100 7 =0 3/,11_1)%0 a2
4/ lim 3" =400, 5/ lim @22 = 00, 6/ lim In(Inn) = +oo.
n—+00 n—+00 n—+00

Exercice 2 :
Calculer les limites des suites suivantes de terme général :
1. Un _ cos<2n3—5) 9 Un _ (2n4—8n2) 3Un _ 3n+(_3)’ﬂ7

3n34+2n2417 3nt+-cos n+n—15 ’ 3n

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§3.11] Enoncés des exercices 55

_ 372574677
Uy=vVn2+n+1—+vn2—n+1, 5. Un = 75 miem

4
6. U :M, 7. U, = n% P tel que o € R, 5 € R7.
8.

3

3

2e™ 43
Un = 2%7
(indication : en utilisant le binéme de Newton ; montrer que 2" > @)

Exercice 3 :

1. En utilisant le principe d’encadrement d’une suite, montrer que la suite (U, ),,cy

converge vers une limite [ a déterminer dans chaque cas :
n

a/Un:Zn%M, b/Un:kZlﬁ

k=1

c/U, = m ,n € N*, (ou [ | désigne la partie entiere).

n

2. Soit U, = > m, montrer que lim U, = 4oo.

k=1 n—-+o0o

Exercice 4 :
Uy=0

On considere la suite (Uy),,oy définie par :{ Upor = VU, F2.9n € N
1. Montrer que : 0 < U, < 2,Vn € N.

2. En déduire la monotonie de (Uy,),,oy -

3. On considere la suite (V},), oy définie par : V,, =2 — U, ,Vn € N.
(a) Quel est le signe de (V)

(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

2
neN"’
Vn+l

1
<1

(c) En utilisant un raisonnement par récurrence montrer que :
1 n—1
Vn S (5) ,VTL e N*.

(d) En déduire la limite de la suite (V},) puis celle de (U,,)

neN’ neN *

Exercice 5 :
Uy=1

On considere la suite (U,) Uniy = Uye U ¥n € N
n+l —

neN

définie par : {

1. Montrer que U, > 0;Vn € N.

2. En déduire la monotonie de (Up),,cy-

3. En déduire que (U,),,cy est convergente puis calculer sa limite.
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n

4. Soit S, = > Uy, montrer que U, ;1 = e Vn € N.
k=0

5. En déduire que lim S, = 4o0.

n—-+0o

Exercice 6 :
Uy=0

__ TUn+4.
Un+1 = 30,%3° Vn € N

On considere la suite (Uy),,oy définie par :{

1. Montrer que : 0 < U, <2; VneN

2. Etudier la monotonie de (Uy),,cxn

3. Déduire que (U,), oy est convergente puis calculer sa limite
4. Soit E = {U, / n € N}; déterminer sup E et inf E.

Exercice 7 :
Uy >0

On considere la suite (Uy,) Upir =In(1+0,); YneN
n+l — n)s

définie par : {

neN

1. Montrer que : 0 < U, ; Vn e N

2. On pose g (x) = In(1+ x) — x; étudier les variations de g sur ]0, +o0o[, puis
préciser son signe sur |0, +00|

3. En déduire la monotonie de (Uy),,cy -

4. En déduire que (U,), oy est convergente puis calculer sa limite.

5. Soit £ ={U, / n € N}; déterminer inf F' et montrer que sup F est positif.

Exercice 8 : "
Pour tout n € N*; on pose U,, = Z\/LE
k=1

1. Montrer que lim U, = +o0

n—-4o0o

2. Montrer que pour tout n € N*: - A— < /n+1—/n < -

2v/n+1 — 2v/n
3. En déduire que pour tout n € N* : 2 (\/n +1-— 1) <U,<2yn-1

4. Pour tout n € N*; on pose V,, = 5—%; montrer que (V,), oy~ st convergente

vers une limite a préciser.

Exercice 9 :
On définit les deux suites réelles (Uy,)

{ Uy =1 ot { Vi =12
Upyr = P2 ¥n € N Viyr = Eet3he yp € N
1. On pose Vn € N*, W,, = V,, — U,.
Exprimer la suite (WW,,),,cy- en fonction de n puis calculer sa limite.

2. Montrer que les suites (Uy,),,cn- €t (Va),en sont adjacentes.
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Exercice 10 :
En utilisant le critere de Cauchy montrer que la suite (Uy),,cy. est convergente
et que la suite (V},), oy >y €st divergente.

n

sin k i} |
U, = S EN, 2/Vnzzm,Vn22.
k=0 k=2
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Suites de nombres réels [Ch.3

3.12 Corrigés

Exercice 1 :

1.

(nl_igfoongré _ g) o (>0, T eN, vneN: (n2n = |23 <o)
Ona|22d —3d|l<eo e <eat-2<n
Alors il suffit de prendre n, = H% — —H + 1.
lim 5 =0 (Ve>0, I eN, Vn e N; (n > n. = || <e))
n—-+00
Ona 5= < e < 722 <n. Alors il suffit de n. = [|522]] + 1.
lim 25400 — 9 & (Ve >0, 3. €N, vneN; (n2n. = |25 — o) <))
n—-+0oo
On a
21n(14n) 2‘ _ |2m@+n)—2mmn| 2ln(1+n) ) ln(%-i-l) . 2111(%-"-1)
Inn - - Inn - Inn - Inn - Inn

2ln(1+1) < 2n2
Inn — lnn

<eon >t , d’ou il suffit de

et on sait que Vn € N* : % < 1 donc , alors pour que

21In(14+n)
Inn

prendre n, = [ M] + 1.
lim 3" =+o00 < (VA >0, 37n. € N, Vn e N; (n > n. = 3" > A))

n—-+o0o

Onad">Asn> lnA , alors il suffit de prendre n, = [“n’ﬂ + 1.

21n2

2’ < ¢g; il suffit que :

lim Mz—%@(VB<O, 370, €N, vneN;(nan:» M<B))

n—+o0 an 4n

On a === <B<:>5"+2> —B et on sait que :

* . 5n2 on 42 n 5n2+2 L
Vn E N 5n +2>5m? s i > 2¢, alors pour que "= > —B; il suffit

que > —B & n > 4B s d’ou il sufﬁt de prendre n. = [%] + 1.
lim ln (Inn) =400 (VA >0, I7n. €N, Vn € N;(n > n. = In(lnn) > A))

n—-+o0o

In(Inn) > A< n > e’ alors il suffit de prendre n. = [eeA] + 1.

Exercice 2 :

1.

lim <25 20— 5)| < 1.0 € N; et i 0
n_l}f_{loom car ‘COS( 77/ — )‘ n & e Hn m = U.
4 2
im ) gy (o)
- cosn - °
nooodniteosntoy oo (3+5+0g) 3
lim 3HES" i T4 (—1)"] = 0 s% n est impair
3’)1
n— oo n—-+00 2 si n est pair
lim vn?24+n+1—+vn?2—n-+1= lim 2n
n—>+<x>\/ tnt \/ T n——+oo V2+n+1+vnZ2—n+1
= lim 2 1
n—too/1+1+ L+ /1-14+
3 n 5 n
R N (3)"-2(3)"+6 ¢
lim lim =

n_)+oo7.2"+3.4n+5.7" - n—>+007(%)n+3<%) +5
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1—e "4e—2n

6 nl—l>r—|r-loo 2en+3 :n1—1>r—&{loo 2e- 43¢~ 20 +0o0
lim —am = 0,81 <0
n—-+0o o ]
7. lim n% P =0, car lim n%#" = lim 7= =0,si >0
n——+o00 n—+o00 n—+00 1 .
lim & =0,sia =
n—~+oo
8. On a le binome de Newton :
(a+0b)" = > Ck.a*bn7F; Va,b € R,
k=0
d’ou
& n(n—1)
M=(1+1D)"=) CF=1 — .41
L+1)"=) Cr=ldnt ———+.+1
k=0
donc
n(n—1) n 2
20> ——— & — <
2 2 T n—1’
2

. n .
=0< lim — < lim
n——4o00 21 n—+oon — 1

et lim Ll = 0 alors
n—+oo™™

lim 2~ =0

Exercice 3 :
+o0o
1. (a) Pour U, = >,
k=1

OnaVvVk=1,..,n:

n_ .
n3+k)

n n

3 3 3 n
n+1<n+k<n+n& < <
- - n+n " n3+k " nd3+1

d’ou
zn: n_ " n < " n n? <. < n?
3 = 3 = 3 3 =Yn = 73
—~n +n c=~mn + k c—~mn +1 nd+n n3 +1
Comme
) n? n?
lim = 1

im =0,
n—+oons 4+ n n—+oomn3 + 1

alors d’apres le théoreme de 1’encadrement d’une suite on a

lim U, = 0.

n—-+o00

(b) Pour U, = ;ﬁ
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OnaVvVk=1,..,n:

n?+1<n?+k<n’+n ©vVn2+1<vVn2+k<vn2+n

1 1 1
= Vn24n S Vn2+k = Vn2+1

3

1 n n

- - <U, < —
kzl\/nQ—l—n kzl\/n2+k kzl\/n2+ vnZ+n n?+1
- =

lim —— = lim —— =1,

n—+004/n2 +n N—+00 4/

alors d’apres le théoreme de ’encadrement d’une suite on a

=
1
n
n? +
lim U, = 1.

n—-+o00

[vr]

n

(¢) Pour U, =
On a

,n e N

VeeR:[z]<zx<[|z]+1,

donc en particulier :

[Vn] < vn < [Va] +1,

posons [y/n] = p alors :

1 1«1
p 1
S o S Un =5

alors d’apres le théoreme de ’encadrement d’une suite on a

lim U, = 0.

n—-+o00

. = 1
2. Soit Un = k;lm, 3

OnaVk=1,...,n:

sink| <1 <« 3+ |sink| vk <3+VE<3+n

= 3+ [sink|VE <3+ yn & 3+1\/ﬁ S 3+|siik|\/E

n n
1 1 n
- kz::f”‘/ﬁ = gﬁﬂsmk\ﬁ < 55y = UnVn EN

Et comme lim 2~ = +oo alors lim U, = +o0.

n—+00 3+vn n—+00
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Exercice 4 :

1. Par récurrence :
pour n=0:0na0 < U< 2.
On suppose que 0 < U,, < 2, alors

2< U, +2<4V2< Uy <2=0< Upy < 2.

donc
0<U, <2,VneN.

2. La monotonie de (Uy),,cy :

U.+2-0U2 (U, +1)(2-U,)
Uiy —U, =JU, +2-U, = n_ _
i VU, +2+U, VU, +2+ U,

et on a
0<U,<2,VneN

donc
U,+1)(2-U,) >0

et par conséquent (U,), oy est croissante.

3. V,=2-U, VneN.

(a) On remarque de la question 1 que U,, < 2,¥n € N donc

0<V,,VneN.
(b)
Vi 2-Up  2-VU,+2 (2—U,) !
Vo  2-U,  2-U,  (2-U)02+VU,+2) 2+U,+2
or Vn e N :
1 1

(c) Par récurrence :
pourn=1:onal; <1.
On suppose que V,, < (%)n_l , alors

1 1 /1\"!
Vn <_Vn<_ o )
=0 —2(2)

1 n
Vn-i—l S (5)
1 n—1
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(d) Comme

1 n—1
0<V, < (5) Vn € N*

1 n—1
li — =
n=rtoo <2> 0

par suite lim V,, =0 et comme U, = 2— V,, alors
n——+o0o

lim U, = 2.

n—-+o0o

Exercice 5 :

1. Par récurrence :
pour n =0:on a Uy > 0.
On suppose que U, > 0 alors U,e Y > 0, donc

U, > 0,¥n € N.

2. La monotonie de (Uy),,cy :

Un1 — Up = U, (e77 = 1)
comme U,, > 0,Vn € N donc
U, <0=e V" -1<0
et par suite
Upi1 —U, <0

donc (Up),,cy est décroissante.

3. (Un)pen st une suite minorée et décroissante alors elle est convergente vers sa
borne inférieure.

Posons lim U, =1= lim U,;;, dou
n—-4o00 n—-4o00

Ui =Upe "= l=le’al(e'-1)=0&1=0.

Alors
lim U, = 0.
n—-+o00
4. Par récurrence :
pour n =0:ona U, =e Y0 =¢ %,

Supposons que U, 41 = e~>*, et montrons que U, o = e 5n+
Un+2 — Un+1€*Un+l — efsne*Un+l — efsn+l

donc
Upi1 = e 7", ¥n € N.
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5. On a
Sp,=—InU,; et lim U,y = lim U,=0
n—-+00 n——+00
alors :
lim S, = +oc.
n—-+4o0o

Exercice 6 :

1. Par récurrence :
pourn=0:0na0 < U, <2
On suppose que 0 < U, <2, d’ou :

U, +4
(%20:>a%+32
et
Uy <26 TU, +4 < 646U, o 0n 2 o
3U,+3
donc 0 < Up,yq < 2.
Et par conséquent : 0 < U, <2; Vn € N.
2. La monotonie de (Uy,), ¢y :
U+1_U:7Un+4_ :—3Un2+4Un+4:(2—|—3Un)(2—Un)
" to3u,+3 " 3U, +3 3U, +3

comme on a
VneN,0<U, <2,

alors
et on a aussi 3U,, + 3 > 0 donc (U,),cy est croissante.

3. (Un),en st une suite croissante et majorée alors elle est convergente vers sa
borne supérieure.

Posons lim U, =1= lim U,;;, d'ou
n—-+o0o n—-+o0o

_ TUp+4 _ Ti+4
Unt1 = 3UZ+3 == 3143

&3 —4l—-4=0
s @243)(1-2)=0
sl=2vi=-2

orU,>0=1>0dou
lim U, = 2.

n—-+o0o

4. E={U, / neN};dou
sup = lim U, = 2.

n—-+00

Comme (Uy,),,cy st croissante ; alors Uy est un minorant de £, en effet :
Uy < Up,;Vn € N, de plus Uy € E; donc min £ = Uy = inf E.
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Exercice 7 :

1. Par récurrence :
pour n =0:ona Uy > 0.

On suppose que U, > 0, dou : 1 + U, > 1, alors In(1+U,) > 0, car la
fonction In est strictement croisssante, et donc U, 11 > 0

donc U, >0 ; Vn € N.
2. g(x)=In(1+2z) —z;

In(1+x) x

"(z) = 7 Vz €10, 4o00]
g - 1+$7 ) )

donc
g () <0,Vx €]0,+00|.

x 0 +o0

g(z) \

—00

Par conséquent,
g (z) <0,Vz €10, +o0].

3. La monotonie de (Uy),,cy :

U1 —U,=In(1+U,)—-U,=9g(U,) <0
donc (Uy),,cy est décroissante.

4. (Upn),ey est une suite minorée et décroissante alors elle est convergente vers sa
borne inférieure.

Posons lim U, =1 = lim Uy, doul > 0et [ =In(l+1) car In est une
n—-+00 n—-+o0o

fonction continue donc
In(l+1)—1l=0<g(()=0
et d’apres le tableau de variations de g on a [ = 0.

5. E={U, / neN};inf E = lim U, =0 et comme (U,), .y est décroissante,

n——+0oo
alors Uy est un majorant de E, qui appartient a F, d’ou

max F =sup £ = Uy > 0.
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Exerc%ceS:
— 1 *
Un—kglﬁ,VnEN
1. VE=1,...,n;
1 1 "1 "1
k<nevi<yne ——=<-—a> —<Y — o /n<l,
n kooaovn k:l\/E
d’ou lim U, = 4oc.
n—-+00
2. OnaVn e N*:
2vn < 4+ vVn+1
< <
VREVntl = a T < oy T
=2yn<yVn+vn+1<2yn+1
1 1
S sam SVntl-vn<gog
3. Onapourtoutkzl,..,n:2}CHS k—{—l—ﬂﬁﬁalors
pourkzlonaﬁigx/i—lgé
— 1 _ 1
pourk—ZOHamg\/g \/§§2\/i (3.1)
pourk:nonaQng n+1—\/ﬁ§#H
En prenant la somme de (3.1)) terme a terme de k =1 a k = n on obtient :
11 1 1 1 1 1 1
— =+ —==+ ...+ S\/n+1—1§—{1+——|———|—...+—}
21v2 V3 vn+1 2 V2 V3 vn
d’ou
1

1
S =1 S VaFT-15 §Un:>2<\/n+1—1) < U (1)

Et en faisant la somme de (3.1)) terme a terme de k = 1 a k = n—1 on obtient :

1
5[Un—l] <Vn-1&U,<2vyn—1..(2)
de (1) et (2) on obtient
2<\/n+1—1> < U, <2vn—1.

4. OnaVneN-:

2<\/n—+1—1)gUng2\/ﬁ—1<:>

<

S

NG

alors lim V,, = 2, car
n—-+0oo

2 -1
lim = lim 2yn -1 2
n—+00 \/ﬁ n—+00 \/ﬁ

2(Vn+1-1) U, _2yn-
vn

1

S—
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Exercice 9 :

_ _ Un4+3Vy Un+2Vy 1
L Wi = Vo — Upyy = =72 — 2o = SW,

On en déduit que la suite (W),), o~ est une suite géométrique de raison r = L

127
d’olt .
1\" 11
o ()

12 ~ 1on-t
et par suite lim W,, = 0.

n——+o00

U +2Va

Un+1 - Un = 3

2 2

alors :
Un+1 -U, >0

car W, > 0,¥n € N*, d’ott (U,),,cy- €st une suite croissante.

Up + 3V,
S Ve
4 4

—1 —1
- (Vn - Un) = _Wn7

Vn+1 - Vn - 4

alors :

Vn—i—l -V, <0,
d’ott (V3,),,en+ €St une suite décroissante.
e lim V,—-U,=limW, =0

n—+00 n—s-+o00

Par conséquent ; (Uy),,cn+ €t (Vi),en+ sONt des suites adjacentes.

Exercice 10 :
1. U, = >k vn e N7,
k=0

(Un)pen st une suite de Cauchy si et seulement si

Ve > 0,3n. € N; vp,qu:<{ p :>|Up—Uq]<a)

ne <
ne <gq

Etant donnés € > 0,p,q € N, supposons p > ¢ :

P q. . P .
U= Ul = |t - St =] 5 et
k=1 k=1 k=q+1
) P
S Z ’SIQka’ S Z 21k7
k=q+1 k=q+1

car [sink| < 1,Vk =1,...,n.

Or,
"1 1 1 1
)DL S

2k 2q+1 2q+2 9P
k=q+1

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§3.12] Corrigés

67

est la somme des p — ¢ termes d’une suite géométrique de raison %, d’ou :

11 [(1-55) 1 L
Zﬁ_gqﬂ 1-1 T 2a \ " o

k=q+1
donc
S| 1
2w <
k=q+1
Par conséquent :

1
|Up - Uq| < %-

Alors pour que |U, — U,| < ¢, il suffit que :

L o lomg s 2ie

—<e& — .

24 € 4 In2
Et donc il suffit de prendre n, = H _hlln; H + 1.

2. V=215, Vn>2
k=2

(Vi) pen 1'est pas une suite de Cauchy si et seulement si

n <

<
Je > 0,Vn € N; EIp,qGN:({n_]qo /\|Vp—\/}1|25)

On prend ¢ = n et p = 2n alors

2n 2n
1 1
Vo=Vl = Vo Vil = | 2 1= 2 1oy
k=n+1 =n+1
orlnk < k,Vk > 0, d’ou

2n 2n 2n

1 1 1

2omr oMl ) g

D’une autre part; on a pour tout k tel que : 2 < k < 2n:

1 1
- > —,
k — 2n
d’ou , ,
1 1
> _
D125
k=n+1 k=n+1
or

2n
1 1 1
=V, — V> -
Zzn 2 |p tI| 2
k=n+1

par conséquent, il suffit de prendre ¢ = %
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Chapitre 4

Fonctions réelles d’une variable
réelle

4.1 Définitions.

Définition 4.1.1 - Une fonction réelle d’une variable réelle est une application f
d’un ensemble E C R dans un ensemble F' C R, notée

f:+ F — F
z = f(z)

On appelle x la variable réelle et f (x) limage de x par f.

On appelle graphe de f toute partie I'y du produit cartésien R x R; telle que
Iy =A(z, f(z)) [z e E}.

Le domaine de définition de f est [’ensemble des valeurs de x € E pour lesquelles
la fonction f (z) € F, on le note par Dy.

On note par F (E, F) = {Ensemble des fonctions de E dans F'} .

Définition 4.1.2 (Parité d’une fonction)

Soit f une fonction de R dans R.

[ est dite paire siVx € Dy : f(—z) = f(x) : le graphe de f est symétrique par
rapport a l'axe (y'y) .

f est dite impaire si Vo € Dy : f(—x) = —f (x) : le graphe de f est symétrique
par rapport a l’origine o.

Définition 4.1.3 (Périodicité d’une fonction)
On dit que f est une fonction périodique s’il existe un nombre réel strictement
positif T' tel que :
Vee Dy: f(e+T)=f(x).

Exemples 4.1.4 - Pour f (x) =sinz ou f () =cosx , on a T = 2.
- Pour f(z) =tanx , on a T = 7.
- Pour f(z)=xz—[x] ,onaT=1.

3 4
- Pour f (x) = cos ; ,onaT:?ﬂ.
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Remarques :

1. Si f est paire ou impaire, alors il suffit de I’étudier sur la moitié de son domaine
de définition.

2. Il existe des fonctions qui ne sont ni paires ni impaires.

3. Si f est périodique de période T', alors il suffit de I’étudier sur un intervalle de
longueur 7'

4.1.1 Fonctions monotones

Définition 4.1.5 Soit f : E — F une fonction, telle que E, F C R.

[ est dite croissante siVr,y € E:xz<y= f(x) < f(y).

f est dite décroissante siVr,y € E:x <y= f(z)> f(y).

f est dite monotone si f est croissante ou décroissante.

f est dite strictement croissante siVx,y € E:x <y = f(z) < f(y).

f est dite strictement décroissante siVr,y € E:x <y= f(x)> f(y).

f est dite strictement monotone si f est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Remarque : Si la fonction f est strictement monotone alors f est injective, voir

Lemme [4.5.24]

4.1.2 Fonctions bornées

Définition 4.1.6 Soit f : E — F une fonction, telle que E, F C R.

f est dite majorée sur E si IM € R.Vx € E: f(x) < M.

f est dite minorée sur E si Im € R,Vex € E:m < f(x).

f est dite bornée sur E si f est minorée et majorée, ou s’il existe M > 0 tel que
|f ()| < M,Vx € E.

4.2 Limite d’une fonction

Définition 4.2.1 Soit f une fonction définie d’un intervalle ouvert I de R dans R
et xg un point de I.

On dit que f admet une limite lorsque x tend vers xg et on note lim f(x) =1
T—T0

s’il existe un nombre réel | tel que

(Ve>0,da>0Ve el / |[z—zy| <a=|f(zx)—I<e)

Théoreme 4.2.2 Si f admet une limite au point xy alors cette limite est unique.

Preuve :
Supposons par l'absurde que f admet deux limites différentes Iy et Iy (I3 # l2)
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lorsque x tend vers xg, d’ot1 on a

(limf(x):ll) & <V5>0,E|a1>0,‘v’x€_f/ |x—x0|<a1:>|f(x)—l1|<f>

Tr—T0 2

(gmf(x):zz) = <V€>O,E|oz2>(),Vx€[/ lz — 20| < @ = |f (x) — o] <§)
T—T0

Soit € > 0,
= b=l — f(2)) + (f (z) — )]
alors pour @ = min (ay, ) ; on a

= lof <|(f (2) =L)[+|(f (x) —l2)] <&

pour tout € > 0, donc
ll - lg.

Définition 4.2.3 .

- On dit que f admet une limite l; lorsque x tend vers xo a gauche ou par des
valeurs inférieures et on note lim f (z) =1, si

xixo
Ve>0,da>0Veel /xg—a<z<zy=|f(x)—I<e

- On dit que f admet une limite lg lorsque x tend vers xy a droite ou par des

valeurs supérieures et on note lim f (x) =y si

>
T—T0

Ve>0,Ja>0Verel [z <z<xzyt+a=|f(x)-I<e

Proposition 4.2.4 Remarques :

1. Sv f admet une limite | lorsque x tend vers xq alors

lim f (z) = lim f (z) =L

T—T0 T—T0

2. St f admet une limite a gauche de xo notée l, et une limite a droite de xo notée
lq; telles que l, = 14 alors

lim f (z) =1, = la.

T—xTQ

3. Si les deux limites 1, et |y existent et sont différentes alors f n’admet pas de
limite lorsque x tend vers xg.

4.2.1 Autres limites

1. (hmf(.il?):—l-OO)(:)(VA>O,E|CY>0,VJSEI/ |z —xo] <a= f(zx) > A)

T—T0
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10.

11.

12.

lim f (z) = 400
x§x0

lim f (z) = —o0
xixo

lim f () = 400

>
T—T0

lim f (z) = —©

>
T—T0

limf(x)——oo><:>(VA<0,3a>O,Vx€I/ |z — o] <a= f(x) < A)
lim f(:c):l)@(V5>0,Ela>0,Vx€I/x>oz:>\f(a:)—l|<6)

lim f(x)—l)<:>(V€>O,EICz<O,Vx€I/3:<Oz:>\f(x)—l|<5)

& VA>0,3a>0Veel Jz>a<a= f(r)>A)
& (VA>0,3a<0,Veel Jz<a= f(x)>A)
& VA<0,da>0Veel Jz>a= f(x) <A

& (VA< 0,da<0Veel Jz<a= f(x) <A

& (VA>0,3a>0Veel Jog—a<z<zy= f(x)>A)

& VA<0,Ja>0Ve el /xg—a<z<zo= f(x) <A

& VA>0,3a>0,Ve el Jxp<zx<zg+a= f(x)>A)

& (VA<0,da>0Veel Jog<z<zg+a= f(x) <A

4.2.2 Relation entre limite de fonctions et limite de suites

T—T0

n—-+o0o

Théoréme 4.2.5 Soit f une fonction définie de l'intervalle [a,b] dans R, xog un
point de [a,b], alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. lim f(x) = .

2. Pour toute suile (x,),cy telle que : x, € [a,b], Vn € N; x, # xq et telle
que lim x, =xo; on a lim f(x,)=1.

n——+o00

Prel?lve :
(1) = (2)
On a

hmf(a:):l><:>(V£>O,E|a>0,‘v’a:€[a,b] [z —xo] <a=|f(x) =1 <e)

(J:—):c()

Analyse 1
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Soit (2n),,cy une suite telle que z,, € [a,b]; Vn € N, 2, # x¢ et telle que

< lim xn:xo) & (Ve' >0,3Ing e N;Vn e N/ n>ng = |z, — x| <€)

n—+0o00
alors en particulier pour ¢ = «; on a
ng eN;VneN /n>ng: |z, —xo| <a=|f(z,) =] <e¢
donc nl_l)I_’I_loof' (x,) = 1.
(2) = (1)

On suppose par I'absurde que la premiere assertion est fausse alors par la
négation de la définition; on a

de > 0,Va > 0,3z € [a,b] / |x —xo] <aA|f(z)—=1>c¢
en particulier pour a = %, d’ou
. 1
Vn € N*; 3z, € [a,b] / |xn—x0|<ﬁ/\]f(xn)—l|2€

donc la suite (), oy converge vers xo mais (f (7)), oy De converge pas vers [; ce
qui est absurde, alors la premiere assertion est vraie. O

Remarques :
1. Le théoreme reste vrai pour x = o0 ou [ = +o0.
2. 'l existe deux suites (2n),cn €t (Yn),ey dans [a,b]; qui convergent vers o
avec lim f(z,) # lim f(y,) alors lim f (z) n’existe pas.
n—-4o0o n—-+4o0o T—T(
3. 9’1l existe une suite (x,), .y dans [a,b]; qui converge vers zo mais lim f (z,)

n—+oo
n’existe pas alors lim f (z) n’existe pas.
T—T0

1 -1 1 1
Exemple 4.2.6 Soit f (z) = sin —, Va € [—, —] et montrons que lim sin — n’eziste
x Y 20
pas.
R . -1 1 .
On consideére deuw suites (Tr),cn € (Yn)peny dans |—, = |, qui convergent vers
T
0 et on pose Vn € N*;
1
Tp=g5— € Yp=F7"5—
2nm 5+ 2nm
alors
lim z, = lim y, =0
n——+00 n—-+00
or
Jim () # lim f(ya)
car

lim f(z,) =0 et lim f(y,) =1

n——+0o n—-+00

o1 .
par conséquent lim sin — n’existe pas.
z—0 xT
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4.2.3 Opérations sur les limites de fonctions

Théoreme 4.2.7 Soient [ et g deuz fonctions définies sur un intervalle I de
R, telles que lim f (x) =1y et lim g (z) =ls, a € R; alors on a :
T—T0 T—T0

Jim (f+9)(2) = lim [f(z) +g(@)] =l +1
2. hm (fg) (z) = hmO [f (x).9(x)] =1l.ly
3. hm (af)(z) = ima|f (z)] = aly

T—T0 T—T0
I f@) o
- Jim ({) (@) = lm {3 = onta .

Formes indéterminées

On distingue 4 cas de limite ou on ne peut pas conclure, on dit qu’on se trouve
en présence d’une forme indéterminée F'.I, si lorsque = tend vers zy on a

1. lim f(z)= 400, lim g(z)=—00
T — X0

r — X0
et f + g qui se présente sous la forme +oo — co.

2. lim f(z)=0, lim g(z) =00
Tr — X0

Tr — X0

et fg qui se présente sous la forme (0) (00).
3. lim f(x)=o00, lim g(x)= o0
x — X0 T — X0

t L qui se présente sous la forme 2.
g o0

4. xlgnxof (x) = O,xlgnxog () =0

t L qui se présente sous la forme 2.
g 0

Dans ces cas la on enleve 'indétermination par des transformations adéquates.

Exemple 4.2.8 [ = lim 122 — QFRI

r —= 0 sinz

On a sin (22) = 2sinz cosz d’ou

sin (2x . 2sinxcoszx .
[ = lim ( ): Iim ————— = lim 2cosz =2

4.3 Notations de Landau o et O.

Soient f, g deux fonctions définies dans un voisinage d’un point xq de R.

Définition 4.3.1 On dit que [ est négligeable devant g quand x tend vers xq, et on
écrit f =o0(g) ou bien f=o0(g) si:

zo

Ve>0,3a>0,VreR;, 0< |z —zo| <a=|f(x)] <elg(x)

Remarques :
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2. f=o0(9) < <f () =g (x)h(x) /m h_}mz h(x) = 0) on peut écrire aussi :
f=g0(1).
3. Sig(x)=1,VzeR jalors f =0(1) < lim f(z)=0.

T — 0

Définition 4.3.2 On dit que [ est dominée par la fonction g quand x tend vers xg,
et on écrit f = O (g) ou bien f =0 (g) si :
zo

AK >0,3a>0,Vz eR; 0< |z — 2ol < a=|f(2)] < K|g(z)]
- Les symboles o et O sont appelés notations de Landau.

Remarques :

1. Si f = O/(g) alors on peut écrire f = g.o(1), ie, la fonction % est bornée dans
un voisinage de xg.

2. Si lim %est finie alors 5 est bornée dans un voisinage de o d’ott f = O (g) .
T — o

3. Sig(z)=1,Vx € R, alors f = O (1) & f est bornée dans un voisinage de zg.
Définition 4.3.3 Soient f, g deux fonctions définies sur l'intervalle |xg, +oc0] on a

f+: 0(g) ©Ve>0,Ja>0,Vz eR; z>a=|f(x) <elg(z).
f+: O(9) = 3IK>0,3a>0,VeeR; x>a=|f(z) < K|g(z)|.

).

Exemples 4.3.4 1. x = 0(
2. tanx = O (2x).

8

3. x?sin X = —23 4o (x?).
(o0}

b 2 240().

1—x +o0

Théoréme 4.3.5 Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage d’un
point xy de R.

1. f=o0(g9)= f=0(g), la réciproque n’est pas toujours vraie.

2. f=0(9),h=0(9)= f+h=0(g)
5. [=o(g9),h=0(9)= f+h=0(g)
4. f=o0(9),h=0(1)= fh=o0(g)

5 f=o0(9),h=0(9)= f+h=0(g)
6. f=0(g9),h=0(1)= fh=0(g)

7. f=0(9),h=0(f)=h=0(g)

8 f=0(g9),h=0(f)=h=0(9)
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4.4 Fonctions équivalentes

Définition 4.4.1 Soient f,g deux fonctions définies dans un voisinage d’un point
o de R.

On dit que f est équivalente a g quand x tend vers xy, et on note f ~ g si
zo

f—g=o0(f) au voisinage de xy.

Remarques :
Lfrgef-g=olf)ef-g=o0(g.

2. S'il existe un voisinage V' de xg, tel que f et g ne s’annulent pas dans V ~{zo},

alors
f~gs lim f (@) =
o T — mog ({L‘)

3. La relation ” f est équivalente a ¢ quand z tend vers xy” est une relation
d’équivalence dans I’ensemble des fonctions définies dans un voisinage de xg.

Théoreme 4.4.2 Soient f, f1, 9,91 des fonctions définies dans un voisinage de
x A X . . M .
0, sauf peut étre en xq telles que f ~ f1 et g ~ g1; st lim o) eviste alors
o o

Tr — X0 (:17)
lim 2@

existe ausst et les deux limites sont €gales.
T — 20 g1(z)

Remarques :
fi

g1’

1. Sif;\;fletg;\;glalorsgw

z0

2. On a le méme résultat pour le produit : si f ~ f; et g ~ g1 tel que :
Te) )
lim f(z).g(z) existe alors lim f; (z).g; (z) existe aussi et les deux limites
T — X0 T — X0
sont égales, d’ou si f ~ fi et g ~ ¢y alors f.g ~ f1.91.
xo o o

3. Dans le calcul des limites; on peut remplacer une fonction par sa fonction
équivalente dans le produit et la division seulement, ceci n’est pas vrai dans le
cas de la somme et la différence.

4. Si f est une fonction dérivable en xg telle que f’(xg) # 0; alors
f(x) = [ (2o0) it f' (x0) (x — o)

Exemples 4.4.3 .

1/ sinﬁrBJx, 2/ tanz ~ , 3/ e“—lfov:):,
4/ 1 1) ~ 1- ~Z
/ In(x+ )Ox, 5/ cos T ~
Exercice 4.4.4 En utilisant les fonctions équivalentes calculer les limites suivantes :
. (e*—D(tanz)® _ 1. z(@)?® . 2 _
1. [y = lim ¥—222 = lim &%~ = lim (z)” =0.
z — 0 z z—0 7 — 0
n sinz)? i
9 Iy = Jim PUHENDY) o ma? @2 s g,
z —0 s 3 z —0 3 r — 0 3 z — 0

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



76 Fonctions réelles d'une variable réelle [Ch.4

Inx
sin(xz—1)

r —1
Ici on se ramene au voisinage de 0 par le changement de variables suivant

CVit=zx—-1ex=t+1

In(t+1 t
I3 = hmM = lim- = 1.
t =0 sint t =0t

T —+o0 111(%'1‘1)
Ici on se rameéne au voisinage de 0 par le changement de variables suivant

1 1
CVit=—&zr=—-
x t
d’ou )
t_1 t2
T Gl R TN A PP
t%Oln(t—{—l) t >0t t =0

4.5 Fonctions continues

Définition 4.5.1 1. Soit f une fonction définie d’un intervalle I de R dans R,
xo € I. On dit que f est continue en xq si

lim f(z) = f(20),

T — X0

cect est équivalent a
Ve>0,3a>0Ve el / |[r—x <a=|f(x)— f(x)] <e.

2. f est dite continue a droite de xo si lim f(x) = f (o), ceci est équivalent a
r — 0

Ve>0,da>0Ve el /xg<x<zo+a=|f(z)—f(x)] <e.

3. [ est dite continue a gauche de x¢ si lim f(x) = f(xg), ceci est équivalent a
>
r — 0

Ve>0,3a>0Ve el /xg—a<z<zo=|f(x)— f(z)| <e.

4. f est continue en xqy si f est continue a droite et a gauche de xg :

lim f(x) = lim f(z) = f (z0).
T i xo x Z> Zo
5. Une fonction qui n’est pas continue en xq est dite discontinue en xg.

6. Une fonction définie d’un intervalle I de R dans R est dite continue sur I; si
elle est continue en tout point de I.
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7. L’ensemble des fonctions continues sur I est noté C(I).

Exemple 4.5.2 1. Toute fonction polynome est continue sur R.

2. La fonction f définie par f(x) = { 177 S;Z.xgc 73_00 est continue en x = 0,

en effet, '

: . sinx
. S Inx ,six >1 ) )
3. La fonction f définie par f(x) = o1 ‘ est discontinue en
a1 s stx <1
x =1, en effet

—1 —1 1 1
lim f(z) = lim :r;3 = lim ’ = lim —— = -
r S 1 xilx_l zil(x_l)(xz—i_x—i_l) x§1x2+$+1 3

et

Théoreme 4.5.3 La fonction f est continue en xq si et seulement si pour toute

suite de points (x,) telle que lim x, = xq alors :
n— —+o0o

lim f(zn) = [ (20)-

n— —+0oo

neN>»

4.5.1 Continuité uniforme

Définition 4.5.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. f est dite
uniformément continue sur I si :

Ve >0,da > 0,Vry, 20 €1 [ |21 — x| <= |f(x1) — f(x2)| <e.

Remarques :

1. La continuité uniforme concerne tous les points de l'intervalle, tandis que la
continuité simple peut ne concerner qu’'un point de l'intervalle.

2. Dans la continuité uniforme, le nombre « ne dépend pas de x1, x5, il ne dépend
que de ¢, tandis que pour la continuité en xg, le nombre o dépend de ¢ et de
xo-

3. Toute fonction uniformément continue sur un intervalle I, est continue sur I,
la réciproque n’est pas vraie.

Exemple 4.5.5 Montrer que :

1. La fonction f (x) = x*, est uniformément continue sur 10, 1],
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2. La fonction f (z) = z* n’est pas uniformément continue sur R.
Solution :
1. Soit € > 0, et soient x1,x9 € ]0,1] alors on a :

O<<letl0<a<1=20<z1+a9<2
or
|f (21) = f(22)| = ’ﬁ_xg} = |z — 22| (21 + 22)
d’ot
|f (21) = f(z2)| < 2|21 — 29

alors il suffit de prendre a = 5 > 0.

2. S8t on prend € = 2; on peut trouver deur points xi1,rs € R, tels que :
x1:n+%, To =n et pour a > 0; on a

1 1
z) — 29| <ae — <as — < n;
n a

il suffit alors de prendre n = [ﬂ + 1 alors

)~ f ()| = 5 42

d’ou
|f (21) — f(22)] > 2;

par suite
Je > 0,Va > 0,3z, 20 ER / |x1 — x| <aN|f(z1) — f(z2)| > ¢
et donc f n’est pas uniformément continue sur R.

Le procédé qui suit est une méthode pratique pour montrer qu’'une fonction est
uniformément continue.

Définition 4.5.6 On dit qu’une fonction f définie de I C R dans R est k— Lipschitzienne
sur I s :
ElkZO,V:cl,xQGI . \f(xl)—f(x2)| Sk’&?l—xg‘

Remarque : Une fonction k—Lipschitzienne sur I est uniformément continue sur
I.

en effet ; pour € > 0, il suffit de prendre @ = £, tel que

2
Vo, xe €1 ) |xy — 29| < avalors |f (z1) — [ (22)] < k|zy — 22| < €.

Définition 4.5.7 On dit qu’une fonction f est contractante sur Il si f est k— Lipschitzienne
avec 0 < k < 1.

Conclusion 1 Une fonction contractante sur I est uniformément continue sur I.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§4.5] Fonctions continues 79

Exemple 4.5.8 La fonction f (x) = \/x est une fonction contractante sur [1,+00[.
En effet;

L1 — X2

VRN

Vay,wp € [, +oo[ : |f (71) — f (22)] =

d’ou . )
|f($1) _f($2)| < 2 |x1 —x2|; k= 9

Théoréme 4.5.9 (de Heine) Toute fonction continue sur un intervalle fermé
borné |a,b] est une fonction uniformément continue sur |a,b].

Preuve :

On suppose par 'absurde que f est continue mais non uniformément continue sur
[a,b] , alors il existe € > 0 tel que pour tout entier naturel n, il existe deux suites
(Zn) pen » (T1,)en dans [a, b] telles que

o = 2] < ALf () = F ()] 2 € > 0 (4.1)

. / ) s
Comme les suites (), .y et (2,),cy sont bornées dans [a, b] alors d’apres le
théoreme de Bolzano Weierstrass on peut en extraire deux sous-suites convergentes

(Zn ) pen €8 (‘/E;lk)keN :

1 m z, = n m x. = xg aussl car |r, — T = mm
Soit 1 - o donc 1 " o aussi car |z, 'l < L et comme
k— 400 k— 400 k n

Tn, € la,b];Vk €N, alors zy € [a,b] et donc f est continue en zy et on a

lim f (o) = Jim f(s),) = f (x0)

k— +oo

ce qui est absurde car |f (n,) — f (x;k)| > 0;Vk € N. a

4.5.2 Prolongement par continuité

Définition 4.5.10 Soit f une fonction définie sur un intervalle I, sauf peut étre en

xg € I, si f admet une limite finie | en xo; lim f(z) =, alors la fonction définie
T— X0

par

Y

f(x):{ flz) siz#

[l siz=uxg

est appelée prolongement par continuité de f sur I.

Remarques :
1. Les deux fonctions f et f coincident sur 7 ~ {zo}.

2. La fonction fest continue en x.
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Exemples 4.5.11 1. La fonction définie par f(x) = % est prolongeable par
continuité en xo = 0, car limof () = limo% =1, d’ou
T—r T—r

f(x):{ s‘?siw%O

stx =0

2. La fonction définie par f (z) = In (1;—352) n’est pas prolongeable par continuité

en o =0, car limof () = +o0.
T—

4.5.3 Théorémes sur les fonctions continues

Théoréme 4.5.12 (Opérations sur les fonctions continues) Soient f et g
deuz fonctions continues en xq et soient o, 5 € R; alors les fonctions f+g, f.g,
af +Bg, |f] et § (si g (x0) # 0) sont continues en xq.

Théoreme 4.5.13 Soient f et g deux fonctions, telles que f: I; — I,

g: 1o — R, I, I étant deux intervalles de R. Si [ est une fonction continue en
xg € I1, et g une fonction continue en f(xg) € Iy, alors go f: I} — R est une
fonction continue en x.

Preuve :
Soit zg € I alors f (zg) € Iy et comme g est continue en yo = f (z9); on a

Ve >0,30" >0y €l [y —yol < ' = [g(y) —g ()| <¢
or comme f est continue en z, alors pour ¢ = o/; on a
dJa>0Ve el |z —xzg| <a=|f(z)— f(x)] <€
d’ou

Ve>0,da>0;Ve el : |z —xo| <a=|(gof)(x)— (g0 f)(x0)]| <e

Théoréme 4.5.14 Soit f une fonction définie de l'intervalle fermé borné [a, b]
de R dans R. Si f est continue sur [a,b] alors f est bornée sur |a,b].

Preuve :
On suppose par I'absurde que f n’est pas bornée sur [a, b, alors

Vn e N: 3z, €a,b] / |f(z,)] >n

dans ce cas la suite (z,),y est bornée; et donc elle admet une sous-suite conver-
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gente (Tn, ),y €t on a

lim z,,, = g avec g € [a, ]
z— 0

et
lim |f(x,,)] =400 car Vn € N: |f (z,)] > n,

k— +o0

or f est continue sur [a,b] alors | f| est continue sur [a, b] ; d’on

lim_[f (2a,)| = 11 (20)] < o0,

k— +

ce qui est absurde. O

Théoréme 4.5.15 Toute fonction continue sur un intervalle [a,b]; atteint au
moins sa borne supérieure et sa borne inférieure dans [a,b] .

Preuve :

Comme f est continue sur [a, b] alors f est bornée sur [a,b], donc sup f (z) = M
z€[a,b]

existe

Vo € [a,b] : f(x) <M

on suppose par I’absurde que f n’atteint pas sa borne supérieure c’est a dire que

Vo € [a,b]: f(x) <M

et on considere la fonction g (z) = M+f(x), g est continue sur [a, b] alors bornée
sur [a, b], donc sup g (z) = « existe, or
z€[a,b]

g(z)>0;Vx € [a,b] = a >0

On a aussi

1 1

ce qui est absurde car M étant la borne supérieure ; est le plus petit des majorants
de {f (2); € [a,b]}.
Comme f est continue sur [a, b] alors f est bornée sur [a, b], donc
inf f(z)=m existe
z€a,b]

Vo € [a,b] :m < f(x)

on suppose par 'absurde que f n’atteint pas sa borne inférieure c’est a dire que

Vo € [a,b] : m < f (z)
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et on considere la fonction g (z) = f (x) —m, g est continue sur [a, b] alors bornée
sur [a, b], donc i?fb]g (x) = [ existe, or
xre|a,

g(z) > 0;Vz € la,b] = >0
On a aussi
Ve ela,b:g(x) > fx)—-m>p< fx)>m+5>M

ce qui est absurde car m étant la borne inférieure ; est le plus grand des minorants

de {f (z);z € [a,b]}. O

Théoreme 4.5.16 Soit f une fonction continue et strictement monotone sur

Uintervalle [a,b] , si f(a).f(b) <0 alors IAM €la;b[ / f(M) = 0.

Pour la preuve du théoreme nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5.17 Soit E une partie non vide et majorée de R. Soit M sa borne
supérieure alors il existe une suite (x,)nen d’éléments de E qui converge vers M.

Preuve du Lemme :
Comme M est la borne supérieure de F ; alors c¢’est le plus petit des majorants de

FE et on a
Ve>0;, dr e E, M—e<ax <M

en particulier pour € = % > 0; pour tout n € N; il existe un élément x, dans F,
telle que :

1
M—-—<x, <M
n

alors d’apres le théoreme d’encadrement d’une suite on a lim =z, = M. O
n— —+o0o

Preuve du théoreme :
On va supposer que f (a) <0 et f(b) > 0 et on pose

E={zelab] / f(z)<0}

On remarque que E est un ensemble non vide car a € E et que E est majoré
par b, alors EF admet une borne supérieure; soit M = sup E' et on montre que
f(M)=0.
On a M € [a,b] et comme M = sup E alors d’apres le lemme précédent;
il existe une suite (z,)neny d’éléments de E qui converge vers M alors f (z,) <
0,Vn € N, et comme f est continue donc par passage a la limite, on a f (M) < 0.
Comme M = sup E alors

Vee|M,bl:x2 ¢ E= f(x)>0

d’ou il existe aussi une suite (y,)nen d’éléments de |M,b| qui converge vers M
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d’on
f(yn) >0,¥n €N

alors par passage a la limite; on a f (M) > 0, par conséquent f (M) = 0.
On suppose par I'absurde qu’il existe un autre réel M’ # M telque f(M') =0,
d'ou f(M') = f(M), avec M' # M, ce qui contredit la stricte monotonie. O

Théoréme 4.5.18 (Des valeurs intermédiaires généralisé) Soit f une
fonction continue sur un intervalle quelconque I de R, soient x1,x9 € I tels que
r1 < X9 alors

Vy € 1f (z1), f (z2)]: 2o € |w1,22] [y = [ (20)-

(en supposant que f (x1) < f(x2)).

Preuve :

Soit y € |f (x1), f (x2)[, alors
fx1)—y <0, f(z2) —y>0

alors en posant g (z) = f(z) — y qui est une fonction continue sur [z, xs]; on
remarque que g (z1) < 0 et g(x3) > 0 donc d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires ; on a

Jzo € Jz1, 2] [ g(20) =0 f(20) =y

a

Corollaire 4.5.19 L’image d’un intervalle de R par une fonction continue est un
intervalle de R.

Théoréme 4.5.20 (du point fixe) Soit f une fonction continue d’un segment
non vide [a,b] de R dans [a,b], alors il existe au moins un point fize xo € [a,b],
ie f (xg) = xo. Géométriquement; le graphe rencontre la droite d’équation y = x
(la 1ére bissectrice) au point d’abscisse xg.

Preuve :
On pose la fonction g (z) = f (x)—x sur [a, b] , g est continue sur [a, b], on remarque
que g(a) >0et g(b) <O0.

Sig(a)=0% f(a) =a= 29=a.

Sigb)=0« f(b)=b=z9=0.

Sinon g (a) > 0 et g (b) < 0 alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
on a

dxg € |a,b] /g (x0) =0< f(x0) = zo.
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Exemple 4.5.21 La fonction f (x) = x? est continue sur [—1,1] et lintervalle est
stable par f, ie, f([-1,1]) C [-1,1], d’ou f admet au moins un point fize dans
Uintervalle [—1,1] .
En effet,
P?=rer=0Vr=1

Le théoreme suivant assure l’existence et 'unicité du point fixe.

Théoréme 4.5.22 (Banach) Soit I un segment non vide de R, et f une fonc-
tion contractante de [a,b] dans [a,b] alors :

- [ admet un unique point fize | dans [a,?].

- La suite (uy), oy définie par

ug € [a,b]
Up+1 = f (un> 7vn eN

est convergente vers l.

Preuve :
Comme f est contractante sur [a, b] , alors f est uniformément continue sur [a, ],
donc continue sur [a, b] , d’ou d’apres le théoreme du point fixe ; il existe au moins
xy € [a,b], tel que f (zo) = xo.

Supposons par 'absurde qu’il existe deux points fixes 1,z € [a,b], tels que
x1 # 9, f(x1) =21 et f(xg) = x9, or f est contractante sur [a, b] d’ou

dk:0<k<1, |f(z1) — f(x2)] <k|zy — 23] & 1 <k, (contradiction).

Théoreme 4.5.23 FEtant donné I un intervalle de R et f une fonction mono-
tone de I dans R. f est continue si et seulement si f(I) est un intervalle de

R.

Lemme 4.5.24 Soit f : I — R; une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f
est strictement monotone sur I, alors f est injective sur 1.

Preuve :
On suppose que f est strictement croissante, et soient x; et x5 deux points de I,
tels que xy # x5 alors on a soit

ry < my = f(11) < f(22)

soit
ry > 19 = f(11) > f(22)

et dans les deux cas f (x1) # f (x2), d’ou f est injective sur I. O
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Théoréme 4.5.25 (inversion d’une fonction) Une fonction f continue et
strictement monotone d’un intervalle I de R dans R est bijective de I dans
f(I) et sa fonction réciproque f=1: f(I) — I existe , elle est continue et suit
la monotonie de f.

Preuve :

f est surjective de I sur f(I), et comme f est strictement monotone alors f est
injective donc bijective sur f (I), alors f~lexiste et elle suit la monotonie de f;
en effet, on suppose que f est strictement croissante et soient yi,ys € f([); tel
que y; < yo, alors

A=) A (),
car f~1 est injective aussi; d’oil
Jzy, w5 € I tels que f7 (1) = @1, [ (32) = 22

donc x1 # x5 . On suppose par 'absurde que z; > x5 alors comme f est strictement
croissante f (x1) > f (x2), ce qui est absurde car y; < ya, donc

1 <z [ () < 7 (w2),

d’on f~! est strictement croissante.
Comme f est continue sur I alors f (I) est un intervalle, or f~! existe d’on
f7Y(f (1)) = I est un intervalle donc f~! est continue.

4.6 Fonctions trigonométriques inverses

4.6.1 Fonction arcsin

[+ [-33 - L1
x —  f(z) =sinz

[ est continue, strictement croissante sur [—7, 7], alors f est bijective et donc
f~! existe, est continue et strictement croissante, et on a

S(1=5.8]) = LA et
7 =151 = [-2,7]

202
Y —  f71(y) = arcsiny

arcsiny = o sinx =y
“1<y<1 —I<p<?

d’ou on a:

voir figure [4.1]
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y=

15

(arcsin)

,
. ]
(sin)
05 ]
]
]
iR Lis R —05 05 > 1.5l
_m m
A 05 5

|
I

1

-15

-2

FiGURE 4.1
4.6.2 Fonction arccos
f:[0,n] — [—1,1]

r = f(z)=coszx

f est continue, strictement décroissante sur [0, 7], alors f est bijective et donc
f~! existe, est continue et strictement décroissante et on a

F(0,7]) = [=1,1] et

fil : [_]—7 ]-] — [07 7T]
Y —  f1(y) = arccosy
d’oti on a :
arccosy =z \ _ ([ cosz =y
—1<y<1 O<z<m
voir figure [4.2]

4.6.3 Fonction arctan

fo]-2.2] — |00, +oo
x = f(r) =tanx = 2%
f est continue, strictement croissante sur ]—7—;, 3 [, alors f est bijective et donc

f~1 existe, est continue et strictement croissante et on a
f (=331 =]-00,+ocf et

R e 11|
y — [~ (y) = arctany
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(arccos)

0.5

FIGURE 4.2

arctany = x tanx =y
<:> K ™
yeR —F<x <3

d’ou on a:

voir figure 4.3

2 (-
" (tan)
v (arctan)
FIGURE 4.3
4.6.4 Fonction arccot
f: ]Oaﬂ[ — ]—OO,+OO[
r = f(z)=cotw =7
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f est continue, strictement décroissante sur |0, 7[, alors f est bijective et donc
f~1 existe, est continue et strictement croissante et on a
F(0,7[) = ]—o00,400] et

fil : ]_007 +OO[
)

/-
arccoty = x N cotx =y
yeR O<zx<m

0, 7]

%
— [~ (y) = arccoty

d’ou on a:

voir figure [4.4]

(arecot)

—1

-2

FIGURE 4.4

Propriétés 12 : Vr € [-1,1]; arcsinz + arccosz = 7.

Remarques :
1. Sit € [-Z,2] alors (sint = z) < (arcsinz = t)
Sinon
. t = arcsinx + 2km
(sint =7) & { t = (7 — arcsinz) + 2k ik ez
2. Sit € [0,7] alors (cost = x) < (arccosz = t)
Sinon
- t = arccosx + 2km
(cost =) & { t = —arccosx + 2km keZ

3. Site]-2, 2] alors (tant = z) < (arctanz = ?)
Sinon
(tant = z) & t = arctanz + km; k € Z
4. Sit € ]0,7[ alors (cott = x) < (arccot x = t)
Sinon
(cott =) & t = arccotx + km; k € Z.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§4.7] Fonctions élémentaires 89

4.7 Fonctions élémentaires

4.7.1 Fonction exponentielle

Définition 4.7.1 La fonction exponentielle (népérienne), notée exp est l'unique
fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée et vérifiant : exp(0) = 1.

Propriétés 13 1. Vo € R: exp(z) > 0.
2. Vo,y € R: exp(z +y) = exp(x) exp(y).
3. Notation d’Fuler : On pose exp(z) = e” ; ot €' = e~ 2.718, d’oi

Ve,yeR: e =¢% e =L V=5 (") =e",neN.

4. La fonction exp est strictement croissante sur R.

ef=eY Sr=y.

e <e¥ sa<y.

6. La fonction x — e® est une bijection de R dans R7..

5. ‘v’x,yER:{

Quelques limites de référence :

. o . T __
1. lim e®* =0, lim e® = 4o00,lime= =1,
T——00 T——+00 z—0 T

2. liI_P ;—i = 400, lim x"e* =0, pour tout n € N.
T—>+00 T—>—00

4.7.2 Fonction logarithme népérien

Définition 4.7.2 On appelle fonction logarithme népérien notée In; la fonction
réciproque de la fonction exponentielle, définie de ]0,4o00] sur R telle que

Ve>0:x=¢e"&y=Inux.

Remarque : Les graphes de la fonction logarithme népérien et de la fonction
exponentielle sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice i.e la droite
d’équation y = x, voir figure |4.5]

Propriétés 14 1. In1 =0, Ine=1.

2. VzeR:Ine* =x et Vo €]0,+o0[ : " = .
La fonction In est strictement croissante sur |0, 400 .
Ve,y €0,400[: Inzx=lny <z =y.
Vr,y € ]0,+00] : In(zy) =Inz + lny.
Va,y €]0,400[ : In (i) =—lIny; In (5) =Ilnz—Iny
Vr €]0,+o0[,Vn € N: Ina" =nlnz.

NS U
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FIGURE 4.5 — Graphes des fonction exponentielle et logarithme népérien

Quelques limites de référence :

. . . In(az+1
1. lim Inz = —oco, lim Inx = 400, lim et — 1,
r—0t r—+00 x—0 T

2. lim BZ =0, lim 2"Inz =0, pour tout n € N.
z—4o0 T Z——00

4.7.3 Fonction logarithme de base quelconque

Définition 4.7.3 Soit a un réel strictement positif et différent de 1, on appelle
fonction logarithme de base a ; la fonction réelle notée log, et définie sur ]0,4o00|

par

Inz
x—log, x = —
Ina

ot In est le logarithme népérien.

Pour a = e, on retrouve le cas particulier de la fonction logarithme népérien In,
car Ine = 1.

Sia = 10, alors la fonction logarithme de base 10 est appelée fonction logarithme
décimal, notée log ol In 10 ~ 2, 302, elle est utilisée en chimie.

On a également un autre logarithme utilisé souvent en informatique, c’est le

. \ In

logarithme en base 2 ou logy z = 13-
Propriétés 15 Soient a et b deux réels strictement positifs et différents de 1, on
a:

1. log,1=0,log,a =1, log: = —log, .
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Inbd

log, > = log, z; Vx > 0.

Ina
En particulier pour a =e et b =10; on a Inx = In10log z.
Va,y €0,+00[: log,z =log,y < x=y.

Vx,y €10, 4+o0[ : log, (zy) = log, x + log, y.

\V/.',U, Y€ ]07 +OO[ : loga <%> == loga Y3 loga <§> = loga‘r - logay
vV €0, 4+00[,Vn € N: log, (") = nlog, x.

N R

La fonction log, est strictement croissante sur 0, +oo[ pour a > 1 et stricte-
ment décroissante sur |0, +oo[ pour 0 < a < 1.

4.7.4 Fonction puissance

Définition 4.7.4 Soient a un réel strictement positif et différent de 1 et x un réel
quelconque, la fonction a puissance x ou fonction exponentielle de base a est la
fonction notée a® et définie par

a® = eaclna7

c’est la fonction réciproque de la fonction log, (logarithme de base a).

Propriétés 16 Soient a et b deux réels strictement positifs, x et y deux réels quel-
conques :

1. a* > 0; Ina® =zlIna.

2. 1" =1, a*V = a*a¥, a™% = L, av % = %,

3. (ab)” = a*b" , (a*)? = a™.

4. La fonction exponentielle de base a est strictement croissante sur R pour a > 1
et strictement décroissante sur R pour 0 < a < 1.

5. 1l existe aussi la fonction définie par x* pour a € RY..

4.8 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.8.1 Fonction cosinus hyperbolique

[ [0,+00] — [1, +oo]
x = f(z) = chy = <=
D; =R, f est paire.
[ est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ alors f~! existe et est conti-
nue et strictement croissante et on a f ([0, +o0[) = [1, +o0o[ et

f7h 1, oo
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argchy = x chx =1y
( 1<y )‘:)( Os:n)

d’ol1 on a :

voir figure [4.6

(argch)

FIGURE 4.6

4.8.2 Fonction sinus hyperbolique

f: ]—oo,+o0[ — |—00, +00]

x = f(z) = sha = <=

Dy =R, f est impaire.
[ est continue et strictement croissante sur |—oo, +-o0o[ alors f~lexiste et est

continue et strictement croissante et on a f (]—o0, 400[) = |—00, +00[ et
[t ]-o0,+00][ — ]—o00,+00
Y — [~ (y) = arg shy (argument cosinus hyperbolique)
d’olt on a :

arg shy = x shr =y
( yeR )‘:’( reR )
voir figure |4.7]

4.8.3 Fonction tangente hyperbolique

f: ]-o0,400] — -1, 4+1]
x = f(z) =the = =<

er+e™®

x
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(sh)

Y=z

(argsh)

-2

FIGURE 4.7

D; =R, f est impaire.
[ est continue et strictement croissante sur |—oo, +-00[ alors f~lexiste et est
continue et strictement croissante et on a f (]—oo,+o00[) = |—1,+1[ et

f_l : ]_17_'_1[

Y

d’ou on a :

voir figure

|—00, 400

%
— [~ (y) = argthy (argument cosinus hyperbolique)

argthy = x
(—1<y<1><:><

the =y
relR

4.8.4 Fonction cotangente hyperbolique

f:

10, +oc0[ —

x — f(z) =cothz =

Dy = R*, f est impaire.
f est continue et strictement décroissante sur 0, +oo[ alors f~lexiste et est
continue et strictement décroissante et on a f (]0, +oo[) =]1, +o0[ et

)1, +oo]

Y

d’ol1 on a :

voir figure [4.9

— 10, +o0|
S

11, +00]

__ e"te™ "

1
thx et —e™ 7T

cothx =y
x>0

[~ (y) = argcothy (argument cosinus hyperbolique)

(argcothyza: ) (:)(
y>1

Analyse 1
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Propriétés 17
2.

S G Lo

argth)

(th)

-1

-2

-3

FIGURE 4.8

1. chx + shx = e”.
chx — shx = e™".
ch’r — shx = 1.
1 —th’z = chl%.
ch (x +y) = chx.chy + shx.shy.

sh (x +y) = shx.chy + chx.shy.

Expression sous forme logarithmique.

Les fonctions réciproques des fonctions hyperboliques s’expriment a l'aide de la
fonction logarithme népérien, comme suit

argthr = 1 1In (13£) ,\Vz € ]-1,1[.

arg cothz = $1n (2££) | Vz € |00, —1[U]1, +o0].

arg shx = In (x—i—\/l—i—:r:Z) Ve e R.
arg chr = In (:L'—l— Va2 — 1) Vo > 1.

Preuve :

1. Soit x € |—1,1[, on pose argthr =y

argthe =y & thy = r & i;::z =z
& ;iizz =rol-eW=g(l+ec?)
SeW(l+r)=1-=z
@ezy—Hw{:}Qy—ln‘k }
@y—argthw—lln( ‘”)

|+
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. (argcoth)

y==x

(coth)

1 2 3 4 5

FIGURE 4.9

2. Soit x € |—o00,—1[U]1, +0o0[, on pose argcothx =y
argcothr =y < cothy =z & ez+z - =

(:)}J_rg,gy =r&elteW=z(l—e?)

SeW(l+z)=x-1

& e = 1+“”<:)2y—ln‘_|

@y:argthz—lln( )

T

3. Soit x € R, on pose arg shx =y
arg shr =y < shy =«

et on a

e’ = shy + chy et chy = \/sh?y + 1
ey:x+\/a:2—|—1@yzargshlen(x—i—\/:c?—i—l).

4. Soit x > 1, on pose argchx =y

alors

argche =y < chy = x

et on a

eV =chy + shy et shy =+/ch?y —1
ey:x—i-\/xQ—1<:>y:argch$:1n<m+\/x2+1>.

alors
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4.9 Enoncés des exercices

Exercice 1 :

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

f@) =25 2/f@)=7=  3/f@)=v?—1(er7),

1
—ex

4/f (z) = <1+1nx>%, 5/f (x) = oy, 6/f<x>={1nffc_+z>’, r<1

Exercice 2 :

Calculer les limites des fonctions suivantes :

1/ b = ligosing, 2/ L = lim wsin}, 3/ b = BmZeiies,

. . ino— . in(zInx)
4 l4 — limz 5/ 1. = lim S2z=cosz g/ 1. — lim sin(z
/ —0 % / > z ’ / 6 z—0 z? ’

1—tgx
— i VZ—VatVz—a _ 1\Z
7/ ;= hén VEvre, 8/ Is = lim_ (1+4)7,

9/1ly= lim (sinvz+1—siny/z), 10/ ljp = lim (1 — z) tan (Z£) .
T—+00 z—1

Exercice 3 :

En utilisant la définition de la limite d’une fonction, montrer que :

. . . -1 _ 3
1/ glcliﬁ@x 1)=17, 2/ lim 221 =

$_>+002x+1 27
3/ lim Inz = o0, 4/ hm 5 = +00.
T—>+400 233 +

Exercice 4 :

Soient f, g et h trois fonctions définies dans un voisinage de o € R, montrer
que :

f=o0(gg Nh=0(1)= fh=o0(g)
f=0(g ANh=0(g9)= f+h=0(g)
f=o0(g) Nh=0(f
f=0(@Ah=0(1

= h=o0(g)

Ll

)
)= fh=0(g)

Exercice 5 :

En utilisant les fonctions équivalentes, calculer les limites suivantes :

1n<1+(sinx)2)

1/ 1) = lim 2lne 2/ Iy = lim

z—05n(22)’ x—)O tgy ’
3/ I3 = lime?- 7 (n(sin ) 4/ ly=limln (e —z)In(In(z)),
Ty zSe

1 zlnzx
5/ 5 = lim x( T — 1>’ 6/ lg= lim (1n(1+x)> .

T—>—+00 r——+00 Inz
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Exercice 6 :

On considere les deux fonctions f et g définies sur R par :

2 sz #£0 zes, six <0
f(@:{é*”, iz 0 etg(x)=< 0, sixz=0
 SLET= a:zln(l—i—%),six>0

Etudier la continuité de f et de g sur leurs domaines de définition.
Exercice 7 :

Etudier le prolongement par continuité des fonctions suivantes sur R :
1/ fa)=cost, 2/ fx)=we ), 3/ f(a) = Sz

1—x
Exercice 8 :

1. Montrer que la fonction f est uniformément continue sur [0, +oo[ et que la

fonction g ne l'est pas sur |0, 1], ou f (z) = i—i; et g (x) = 1.

2. Montrer que toute application continue f d’un segment [a,b] dans lui-méme
admet un point fixe.

Exercice 9 :

Montrer que :

1/ Vo € [-1,1] : arcsinz 4 arccosx = 7.
2/ Vz € [-1,1] : sin (arccos z) = /1 — 22
Exercice 10 :

Résoudre les équations suivantes :

1/ arcsin x 4 arcsin (9:\/5) =Z.
2/ (arctanz) (arctan x + 2) = 3.

Exercice 11 :

Simplifier les expressions suivantes :

1/ ch (arg shx),

2/ th (arg shz),

3/ sh(2arg shz)

Exercice 12 :

Déterminer le domaine de définition de la fonction f, puis la simplifier

f(z) =argch (i (z+1)).
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4.10 Corrigés

Exercice 1 :

L. Dy =]~00,0[U]0, +oc.
2. Dy = U |2km, 7+ 2kn].
5. Dy = o0, 1] UL 0]
4. f(z)= (1 —i—lnx)% — im(4a)

alors Dy ={x €R /x>0A1+Inz >0} dou Dy = e, 4o0].
5. f (@) = g alors Dy =]—00,0{U[1, +oo[, car [o] = 0 & = € [0,1].

6. Dy =]—2,1] U [2, +oo].

Exercice 2 :

1.
[y =1lim xsin— =0,
z—0 xT
car limz = 0 et [sin1]| < 1,¥z € R*.
x—0 x
2.
) 1 ~ sini
lo = lim zsin— = lim —* =1
T—+00 X r——+00 p
3.
1 sin(2x)
. & —sin (27) o2 [5_ 2% ] -1
lg:hr%_i__—(B):hr% Pt Hl e
z—=07T SN (OX T— sin(3z
3z [5 + 3—3:}
4 t ,
I = lim—o =l o =,
a0 T 20T COS T
5.
. sinz—cosx . cosx[tanz — 1] V2
Is = lim ———— = lim = ——,
=2 1 —tanzx a—2 1 —tanz 2
6. ) _
I — i S0 (x1Inz) _ i S0 (xlnz)Inz e
z—0 2 20 (xlnz) =z
7.
NN Vea 4 g
— VT —a = t1 T+va 1
l; = lim\/_ vatyr—a = lim ¥ ¢ = lim (va+va) =

z3a xZ_CLQ r3a Vx+a' z3a vl'—|-CL \/20,‘

1 T
ls = lim <1+_) — Qim *(+3)

T——+00 €T

et en faisant le changement de variables : ¢ = ~, on a

. In(1+4¢)
lg=lim e t =e.
t—0
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T—+00
= i in( —=L Varltve)
= Am 2sin <2(¢mw5)) cos ( 2 > 0

10. llO = algl_)l’l% (1 - .T) tan (%m)

ly = lim (sinvz+1—siny/z) = lim 2sin (—W) cos <—W)
T—+00

et en faisant le changement de variables : t =2 — 1, onaxz =%+ 1 et

o = lim(—#).tan ( 2+ ) =1 ~ lim—— 2
107 tgl(l) -tall 2 2 B tgl(l)tan (%) B tgl(l)E tan(%) T
%t
car tan(a + %) = —-.
Exercice 3 :
1.
(1112(21;—1):7) o (Ve>03a>0VreR |z —4] <a= |20 —8 <)
z—

g
2r — 8| <ee2r—4|l<ee|r—4 < <,

2
alors il suffit de prendre o = 5.
2.
-1 3 3r—1 3
lime =—)&s (Ve>0,da>0,VreR; z>a= ’ ——l<e

z—s4o02r +1 2 20 +1 2

3r—1 3 e >5—2€

— = x
20 +1 2 4 + 2 4e

alors il suffit de prendre o = 52—38}

(lirf ln:r:+oo)<:)(VA>O,E|a>0,Vx€R; r>a=Inxr > A)
T—>+00

Inz>A<z>ed,
alors il suffit de prendre a = e?

4
lim = 400 @(VA>0,30¢>0,V3:€]R;—3<x<—3+a=>
xz>—3$+3

4
A
x+3> )

4
>Aesr<—-—3
x+3 * A ’

alors il suffit de prendre o =

NS

Analyse 1
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Exercice 4 :

1.
f=o0(g) e limi% —¢

:E—>JDO ( )

h=0(1)< 3IM >0,3a >0, |z —xo| < a= |h(x)] < M.
Alors

~—

[l _ i L @) A () _

2. f=o0(9) < hm E‘T)) 0

x

Donc la fonctlon f est bornée dans un voisinage de x
ie

M, >0,30&1 >0,|I‘—$0| < o] = ‘M’ < M,
g(z)

et on a

h(z)

h=0(g) & (3M2>0,3a2>o,\x_x0| <oy = 'W

Alors en posant M = M; + M, et o = min (al, a2) on a

E|M>O/Eioz>0]x—x0|<oz:>‘f 'f ’ (z) <M
g ()
dou f+h=0(g).
3. f=0(g) & lim g&i 0
h=0/(f) donc la fonction % est bornée dans un voisinage de z,
o ) a)
x)h(x
lim =0&h=o0(g
M) 7 @) )
4.

F=0(g) & 3M > 0,301 > 0, |z — 20| < oy = ‘%( < M.
h=0(1) < 3My > 0,30y > 0, |x — 20| < ag = |h(x)] < Mo.

Alors en posant M = M; M, et @ = min (g, o), on a

IM > 0/,3a > 0|z — x| < a = ‘f(x)h(:c)
9 (@)

<M<& fh=0(g).

Exercice 5 :

1.
1 1
l, = hmﬂ = lim—ZF — _ o car sin2z ~ 2z
z—08Iin (21}) z—0 2 0
2. )
In(1+ (sinx
lo = lim ( ( )) = lim2x =0,
z—0 tan% z—0
car .
.2 .2 2 z z
In (1+ (sinz)?) ) (sinx) ~z” et tan2 Y5
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3. I3 = lim eZo—r (In(sinz))
T3
On se ramene au voisinage de 0 par le changement de variables :

t=x—7,etona

l3 — lim 6%(1n<sin(t+g)))] — lim [e%(ln(cost))] = lim [ei(ln(l—i-(—l—l-cost)))
t—0 t—0 t—0

or
2

In(1+ (—1+cost)) ~ (—1 4 cost) iy

d’ou

.=t
[3 =lime=s =1.
t—0

4. ly=limIn (e —z)In(In (z))
wie

On se ramene au voisinage de 0 par le changement de variables :

t=x—e, et on a

t
ly, =limIn(—¢t)In(In (¢t +¢e)) = limIn (—¢ ln(lne<—+1))
= limln (<) I ¢+ ) = limn (=1 !

=limIn (—¢)In (1 +In (E + 1>)
t50 €
ln(l+ln(£+1>)~ln(é+1)~é,
e 0 e 0 e

t
l, =lim-In(—t) = 0.
t50€

or

alors

5. ls = lim x (e% — 1)
T—>+00
On se ramene au voisinage de 0 par le changement de variables :

t:l,etona
T

(e —1) t
l5:hmT:1, car (e —1) r;t.

t—0
6.
! N e G
lo = tim (M) = g (U5 = i e
T—+00 Inz L300 Mararis®t
1 1<1+1H(1+“13)>
= lim e ") = dim 04 = lim etr = e,
T—+00 T3 —00 o300
car

In(1+1 In(1+1 1 1
1n<1+—( x)> N—( :) et ln(l—i——) ~ =
Inx 0o Inx T ) oo
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Exercice 6 :
L1, sixz 0

1. f(x)= Itew 7 ,Df:]—oo,—l—oo[.
0, siz=0

f est continue sur |—oo,0[ U |0, +o00] car c’est la composée, la somme et le
rapport de fonctions continues sur R*.

limf (z) = lim ’ - =0,limf (z) = lim ’ - =0
:Cio 33301"_6; mz)() $Z>01+€;

et f(0) =0, alors f est continue en 0 donc f est continue sur R.
xe%, six <0
2.g(x)=4¢ 0, siz=0 , Dy =]—00,400].
xﬂn(l—l—%), siz >0
g est continue sur |—oo, 0[U]0, +oof car ¢’est la composée, la somme, le rapport
et le produit de fonctions continues sur |—oo, 0[ U |0, +00] .
lim g (z) = lim zex =0,

2350 50
lim g (z) = limz?In (1 4+ 1) = limz?[In (z + 1) — Inz]
230 30 230
= limz?In (z + 1) — 2*Inz = 0.
230

et g (0) = 0, alors g est continue en 0 donc g est continue sur R.
Exercice 7 :
1. f(z) =cos?,
lim f(z) = lim cos i qui est une limite qui n’existe pas, donc f n’admet pas
z—0 z—0 z
un prolongement par continuité en x = 0.

2. f (ZL’) — Iﬁarctan(gc%)?

1 T
lim f (z) = hmx-eamm(w%) = 0, car lim arctan (—2) = —,
x—0 z—0 x—0 €T 2
Donc f admet le prolongement par continuité suivant
1

Fla) = { z.emetan(3z) g o #0

T 3 —_
5 sixz=20

sinmx

lin () = iy T

en faisant le changement de variables : t =x — 1, on a

— si t+1 — si t+1 in 7t t
limf (z) = hmm = lim sinm (¢ + 1) e LR
z—1 t—0 t t—0 t t—0 ¢ t—0 ¢

Donc f admet le prolongement par continuité suivant

S e g
f(x)—{ T siz=0
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Exercice 8 :

L (a) flo) =25
Soient x et y deux réels positifs ;

F@) - fl= | | ey
r+2 y+2 (+2)(y+2)| (z4+2)(y+2)
x>0 (x+2)>2 1 1
Z _ = 2 ) >4 = < =
{y20<:>(y+2)22 (et 2= Ty <3
d’ou ]
@)= F @<l =l
avec 0 < i < 1, alors f est contractante donc uniformément continue
sur [0, +oo].
(b) g(z) =

( g n’est pas uniformément continue sur |0, 1])
& Je > 0,Va > 0,3x1,22 €0,1] / |za — 21| <aAlg(xe) —g(z1)| > ¢

On a: Va > 0,3n € N*, tel que

1 1
$1=%€]0>1]7 $2=ﬁ€]071]

d'ou |zg — 1] = %, alors pour que |zo — 71| < « il suffit de prendre :

1
= |— 1
n [204} +

et comme |g (z2) — g (71)| = n alors il suffit de prendre € = %

5-
2. Soit f une fonction continue d’un segment [a,b] dans lui-méme.
On pose
g9(x) =f(z) -z,
g est continue sur [a, b] .
On a Vx € [a,b] : a < f(x) < b, alors

a<f(a)<b 0<g(a)
{asﬂw3b:{g@20

et donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :
deea,bl:g(c)=0=3c€[a,b]: f(c)=c

et par conséquent f admet un point fixe dans |a, b].
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Exercice 9 :

1. On a d’une part :

T _ s T )
Ve e [-1,1] : ) < arcsinz < 5 =0< 5 —arcsing <,

et

7T , . .
cos (5 — arcsin x) = sin (arcsinx) = x,

d’une autre part on a

arccosz € [0, 7] et cos (arccosx) = x

donc

™ . . ™
— — arcsin . = arccosS & < arcsinx -+ arccosr = 5

2. OnaVre[-1,1]:

cos (arccos ) = x = sin? (arccos r) = 1 — cos? (arccosz) = 1 — 2

et comme sin (arccos z) > 0 alors
sin (arccos ) = V1 — 22.

Exercice 10 :

1.

arcsin x + arcsin (.r\/g) =I & arcsin (93\/5) = § —arcsinx
< 1v/3 = sin (E — arcsinz

2

2
& 2v/3 = cos (arcsin z)

& 1v/3 = /1 —sin? (arcsinz) = /1 — 2

sdrt=1ler==Louzr=

2

Or I'équation n’est vérifiée que pour z =

N N

2. (arctanz) (arctanz + 2) = 3 < (arctan )
En posant ¢ = arctan z, on a

242 -3=0<(t+3)(t—1)=0&t=-3out=1

Or arctanx € ]—%,%[, donc

t=arctanr =1z =tanl.

Exercice 11 :
1. ch(arg shx) = /1 + sh? (arg shx) = V1 + 22.

sh(arg shx T
2. th (arg th) = chEarishx% - Vida2®

3. sh(2arg shx) = 2ch (arg shx) sh (arg shx) = 2xv/1 + 22,

+ 2 (arctanz) —3 =0

Damerdji Bouharis A.
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Exercice 12 :

o f(z)=argch (% (m—i—%))
Df:{xGR*, %(m—k

1 1 (x —1)°
s let o >1le . >0 2>0= D;=]0,+o00].

e argcha =1In (Oz—i—\/a?—l)
or \/(% (a: + %))2 —1= |$22;1|, donc

z2—
flx)= ln|:;(x+_)+‘2—xll
Inzx si x>1

—Inz si0<z <1
(x) = |Inz|,Vx > 0.

ZC
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Chapitre 5

Fonctions dérivables

5.1 Fonctions dérivables

Définition 5.1.1 Soit I un intervalle de R, xy un point de I et f une fonction de
I dans R. On dit que f est dérivable en xy si la limite suivante existe et est finie

i F@) = 1 (@)

x*r — o T — 2o

=AeR

Cette limite est appelée dérivée de f au point xy et on la note par f'(zo).

On peut avoir la définition analogue suivante :

L f@Hh) = f @)

h1—> 0 h

f est dérivable en = < ( =f'(x)€ ]R) :

Définition 5.1.2 - On dit que [ est dérivable a gauche (resp. a droite ) en xq si le

rapport
f (@) = f (x0)
T — Zo
admet une limite finie a gauche (resp. a droite ) en xq et cette limite est appelée
dérivée a gauche (resp. a droite ) de f au point x.
- Pour que f soit dérivable en xo; il faut et il suffit que f soit dérivable a gauche
et a droite de xy et que les deux limites soient égales.
F@) = flw) @)= f ()

te. lim ———————= =
r — X9 r — T

= [ (%) .

< >
T — X0 T — Xo

- Une fonction définie d’un intervalle ouvert I de R dans R est dite dérivable
sur I; si elle est dérivable en tout point de I.

Exemples 5.1.3 - Toute fonction polynome de degré n est dérivable sur R, et sa
dérivée est un polynome de degré n — 1.

- Toute fonction rationnelle (quotient de deux polynomes) est dérivable sur son
domaine de définition, et sa dérivée est une fonction rationnelle.
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- La fonction [ définie par f (x) = \/x est dérivable en xoy = 2; en effet
— /2 1 1
lim —\/_ V2 = lim =
v =2 x—2 2 =2 T4+ V2 22

- La fonction f définie par f (z) = |x|; est continue mais n’est pas dérivable au
point xo = 0 car les limites a gauche et a droite en 0 sont différentes; en effet

= /(2.

. x| —0 . =
i 2] = lim — = —1
x<—>0$ 0 :v<—>0x

x| —0 . T
hrnH = lim — =1
m>—>0x_0 z 20 L

- La fonction exp est dérivable sur R et on a
(expz) = (¢*) = expa,Vr € R.

- La fonction In est dérivable sur ]0,+oo[ et on a
;1
(Inz) = —,Vz €]0,+o0].
T
- La fonction log, est dérivable sur |0,+o00| et on a

1
log! (z) = M,Vx € 10, 4+o0].

- La fonction puissance a® avec a > 0 est dérivable sur R et on a

(a*) = (Ina)a® , Yz € R.

5.1.1 Interprétation géométrique

Soit f une fonction définie d'un intervalle I de R dans R, et soit (I") son graphe,
soient My un point de (T") tel que My(xg, f (x9)), et M un autre point de (T") tel que

M (z, f(x)).

FIGURE 5.1 — Interprétation géométrique
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Si f est dérivable en zy alors le graphe (I') admet en x, une tangente (7)
d’équation (T') : y = f (zo) + f' (x0) (x — o) , en effet;
En calculant la pente de (MyM) , c’est a dire la tangente de I'angle que fait 'axe
des abscisses avec la droite (MyM)
e T )= (0)
r — 2o

on remarque que quand z tend vers z alors la pente de (T') est égale a

f(z) = f (@)

T lim:co r — o - fl (.To) .
d’ou
(T):y=(f"(xg) .z) +b, tel que b €R
or
Mo(zo, f (70)) € (T) = b= f (z0) — f' (w0) 20,
d’ou
(T) 2y = f(x0) + [ (0) (x — o) .

Remarques :

1. Si la fonction f admet en xy une dérivée a gauche [, et une dérivée a droite
lq telles que I, # l;; alors le graphe (I'y) de f admet en My(x, f (z0)) deux
demi tangentes et on dit que My est un point anguleux de (I'y).

2. Si les deux limites sont infinies et différentes alors on dit que le graphe (I'y)
admet au point My(zo, f (zo)); une tangente verticale d’équation x = z¢ et
que M, est un point de rebroussement de (I'f).

Proposition 5.1.4 Si f est une fonction dérivable en x = a alors f est continue
en r = a.

Preuve :
On a

lim [f () = f (a)] = lim

r — a T — a

et comme f est dérivable en x = a; alors

lim [f(2) = f(a)] = lim [f@"f)— <a>} lim [z —

r — a

d’ou

|

Remarque : La réciproque est fausse. En effet, la fonction z — |z| est continue
mais n’est pas dérivable en xq = 0.
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Théoreme 5.1.5 Soient f et g deuz fonctions dérivables en xq et soit a, B € R,
alors les fonctions f + g, fg, af + Bg et § (si g (xg) # 0) sont dérivables aussi
en xo et l'on a :

1) (f +lg)/ (z0) = (f (20) +g(lﬂfo))' = ["(z0) + ¢’ (o) ,
2) (f-9) (wo) = (f (w0) .9 (x0)) = [ (x0) .g (x0) + f (20) -¢" (70),
3) (af + B9) (z0) = (a.f (z0) + B.9 (z0)) = . f' (z0) + B.9' (z0) ,
4) i), (z0) = (féwog ! _ f’(IO)g(wO()_J;)(gUO)g/(IO)'
Preuve :
1) et 3) sont évidentes.
2) On a
f(x)g(x)x—_iéxo)g(xo) _ Lf (xx) : io(l’o)]g(x) + f (20) lg (xx):io(%)]

alors par passage a la limite

f(x) g (x) = f (x0) g (x0) [f () = f (w0)]

[9 (v) — g (x0)]

g(x)+ lim f (o)

lim = lim

d’ou

(f-9) (z0) = f" (o) g (z0) + f (x0) ' (x0)
[

4) Pour montrer que ( ) (zp) = Llzalolzo)=fla)g’(x0) . 3} guffit de montrer que

FRED)

1\’ —q (x
(_> (z0) = (o)
9% (xo)
On a . )
i@ " s _ —(9(x) —g(x0)) 1
T — Zo (z — o) (9 (z0) .9 ()
alors par passage a la limite
1 1
lim 9(x)  glwo) _ —g' (o)
T w0 T — X g% (zo)

Proposition 5.1.6 Soient f et g deux fonctions, telles que :
f:lh =1y, 9: 1, —R; I, I, étant deux intervalles de R.
Si f est dérivable en xg € I et g est dérivable en yo = f(xy) € I, alors :
go f I — R est dérivable en zy et on a :

(g0 f)(x0) = g'(f(x0)) [ (wo)

T — X0 T — X9 T — X0 r — XTo T — X0 r — X
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Preuve :

O e @) = (go Plae) o (F @) =g (F (o)) £ () — f (20)

T — T  f(x) = f (=) x — o
alors par passage a la limite comme f est dérivable en xy et g est dérivable en
Yo = f(zo); on a

i (92D(@) = (g0 f)(wo)

T — X0 .T_J;O

= gl(f(zo))f/(l’o)

d’ou

(g0 f) (w0) = g'(f(x0)) [ (o)

Exemple 51.7 (ln (COS (6:)3)))/ _ —e” sin(e®) '

cos(e®)

Remarque : On peut montrer que si f une fonction dérivable en z( telle que
f'(x¢) # 0, alors on a ’équivalence suivante :

g o f dérivable en xg ssi g est dérivable en yo = f(xo).

En effet, soit f une fonction dérivable en z telle que f'(x) # 0, on a

(o)~ (g0 Nlmw) _ . a(F @) =9 (f @) £ @)~ 1 (w0)
z — zo T — T e =z f(x)— f(z0) T — Zo
g —a () | f@) - )
S 1o I A R g
o 20 9

¥y =Y Y—"%Y

Il découle que la limite

i 9o N@) —(go f)lzo) _ . 9(f()) = g(f(20))

T — X0 T — X T—=To €T — Ty

existe si et seulement si la limite

lim 9(y) — 9(vo)
Y=Y Y — Yo

existe. D’ou,

g o f est dérivable en z ssi g est dérivable en yo = f(z0). (5.1)

5.1.2 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoreme 5.1.8 Soit f une fonction bijective et continue d’un intervalle I de
R sur un intervalle J de R. Si f est dérivable en xy € I, telle que f'(xq) # 0,
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alors la fonction réciproque f~1est dérivable au point f (x¢) = yo, €t on a :

(f_ ) (y()) = f/ (-TO)

Preuve :
Montrons que

yh—>myo Y — Y B f' (o)
On a
T T ) )~ ()
Y = Yo Y—Y% T = o f () = f(z0)

car f~! est continue, donc

T W) = ) r—1z9 1
lim = lim ————F+— = lim ———,
Yy = v Y—Yo e —aof(z)— f(xg) == f(@)—f(xo)
T—x0

comme f est dérivable en xq et d’apres le théoreme de I'inverse de limite; on a

lim F71 ) = () _ 1 _ 1
Yy = Yo Y—Y% lim £@=f@o)  f7 ()
x — xg L0
d’ou .
—1\/
(f ) (yO) f/ ($0)

O

Remarque : Si f est une fonction bijective, dérivable en xq telle que f'(zg) # 0
alors f~! est une fonction dérivable en yo = f(x¢). En effet, on a

flof=1d (5.2)

ou Id désigne I'application identité : Id(x) = x,Vx € I. alors d’apres I’équivalence
(5.1]), comme Id est dérivable en zg et f'(z¢) # 0, on conclut que f~! est dérivable
en yo = f(xg) et en calculant la dérivée de (5.2)) au point zg, on a

-1y / _ -1y I 1
) o) S0 =1 = () () = 55 = 7 )

car o = f1 (o).

Dérivées des fonctions réciproques des fonctions trigonométriques

1. f7'(x) = arcsinz

arcsinx =y o siny =x
—1<a<1 —5<y<}
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1 1
(arcsinz)’ = =, Vo € ]-1,1[.
(smy cosy \/1— smy v
d’ou
(arcsin g (x)) = (z) — pour g (z) € |—1,1].
\/ (g9 (x
2. f7'(x) = arccosz
arccosz =y \ , ( cosy==a
—1<z<1 O<y<m
1 —1 —1 —1
(arccosz)’ = ;= — = = Vo e |-1,1].
(cosy)  smy 1 — (cosy)? V1— a2
d’ou )
—9 (x)

(arccos g (x)) =

3. f71(z) = arctanz

arctanxr =y tany = x
<:’\> s ™
relR —5 <y<y

o1 cosy)’ = ! - T
(arctanz) = (tany) (cosy) 1+ (tany)® 1+ :BQ’V € R
d’ou /()
I g \r
ctan g () = 0

4. f~'(x) = arccot x

arccotr =y PN coty ==
reR O<y<m

1 . -1 -1

(arccot z) = oty = —(siny)” = T (cotay) =17 x2,Vm eR.
d’ou
arccot (g (7)) = _—g(@)
(nccot (9 (=) = 12100

Dérivées des fonctions réciproques des fonctions hyperboliques

1. f7!'(z) = arg shx

1 1 1
(arg shx)' = = Vo e R.
(shy ch \/1 shy \/1 + a?
d’ou ()
x
(arg shg (a)) = — ==
L+ (g(x)
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d’ou

d’ol
(argthg () =

4. f~1(z) = argcothx

1 1 1
the) = ——— = —sh’y = = —o0, —1|U|1 .
(arg coth x) oty sh'y = - ;1o I2,V$ € |—o0, —1[U]1, +o0|
d’olt
/
(argcoth g (z))" = g (@) 5, pour g (x) € |—o0, —1[U]1, +o0].
1—(g(x))

5.2 Dérivée n-ieme d’une fonction

5.2.1 Dérivée n-ieme d’une fonction

Définition 5.2.1 Soit f une fonction réelle, dérivable sur un intervalle I de R, f est
dite n — fois dérivable sur I si toutes ses dérivées successives f', f", f, f®, .., f
existent sur I.

) est appelée dérivée n —iéme de f et on a par récurrence

f(O) = f, f(n) _ (f(nfl))’

Si de plus ™ est continue sur I; alors f est dite de classe C™ sur I (toutes ses
dérivées successives existent et sont continues) et on note f € C™(I).

[ est dite de classe C° (I) si elle est continue sur I.

f est dite de classe O (I) si f™) egiste et est continue sur I; pour tout n € N.

Exemples 5.2.2 A vérifier par récurrence que :
1. Si f(x) = e®, alors f™ (r) = e”,Yn € N.
2. Si f(z) = e, alors f™ (x) = a™e®,¥n € N.
3. Sif(z)=(142)",a€R,
alors f () =a(a—1)(a—2)..(a —n+1)(1+2)*",vn € N*.
4. Si f(z) =sinx alors f™ (z) =sin (z +nZ),Vn € N.
5. 8i f(x) = cosz alors f™ (z) = cos (x 4+ n%),Vn € N.
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5.2.2 Dérivée n-ieme d’un produit de fonctions (Formule de
Leibnitz).

Théoreme 5.2.3 Si f et g sont deux fonctions réelles admettant des dérivées
n-iéme au point xo alors la fonction produit f.g admet une dérivée n—iéme au
point xo et on a :

(£.9)™ (a0) = z CE OB () g8 ()

S k __ n!
ou Oy = K (n—h)!

Exemple 5.2.4 La dérivée n—i¢me de la fonction f(x) = (2° — 3z +1)e* est
calculée comme suit :

(N (@) = (hg)™ (2) = S CER (@) g (a)
k=0
ot
h(z) =e* et g(z) = (2*— 3z +1) donc :
AW (z) = 2"e® Wn e N

et
g (x)=22-3, ¢"(x) =2 et g™ (2) =0,Vn > 3.

d’ot

(N)™ (2) = e¥2" | (a? =3z + 1) + g (22 —3) +

5.3 Théoremes sur les fonctions dérivables

5.3.1 Théoréeme de Fermat

Définition 5.3.1 Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I de R, xo € 1.
On dit que f admet un maximum local (resp. un minimum local) au point xq si :

dJa>0Veel:|jz—xy <a= f(z) < f(xn)

(resp. oo > O;Ve € I 1 |v — x| < = f(xg) < f(2))
On dit que f admet un extrémum local au point xqo si f admet en x¢ un mazximum
local ou bien un minimum local.

Définition 5.3.2 On dit que f admet un mazimum global (resp. un minimum glo-
bal) au point xq i :
Veel: f(x) < f(x)

(resp. Yo € 1 : f (z0) < f ()
On dit que f admet un extrémum global au point xq si f admet en xoq un maximum
global ou bien un minimum global.
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Théoréme 5.3.3 (de Fermat) Soit f une fonction réelle définie sur un inter-
valle |a, b, telle que f admet en xo un extrémum local, si ' (xo) existe ( f est
dérivable en xo) alors f' (z9) = 0.

Preuve :

On suppose que f admet en x(y est un maximum local, alors on a :
da>0Veel:|z—x| <a= f(x) < f(x).
Si < xg alors & — x < 0 or f(2) < f (o) donc lim {810 > ¢

T—T0
T o
Six > xg alors x —xg > 0or f(x) < f(xg) donc lim %ﬁxo) <0.
>
Tr — 0

Comme f est dérivable en x( alors la dérivée a gauche est égale a la dérivée a
droite, par conséquent

i 1) = f (@)

T— T T — X

= f'(zg) = 0.

Exemple 5.3.4 Soit f la fonction définie sur R par f (z) = =2° — 2La? +1
flx)=%8a>—Bao=3a(x—2).
St f admet un extrémum local au point x alors

ff(r)=02(z—-2)=02x=00uz=2

et comme f'(z) < 0, Vx € [0,2] et f'(x) > 0, Vo € |—00,0] U [2,+00[, donc la
/(foncti)on f admet un minimum local au point (2, %) et un maximum global au point
0,10).

5.3.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 5.3.5 Soit f une fonction définie de l'intervalle |a,b] dans R, conti-
nue sur |a, b] , dérivable sur|a, b| et telle que f (a) = f (b); alors il existe un point
¢ dans |a,b[ tel que f'(c) = 0.

Preuve :
- Si f est constante sur [a, b] alors c¢’est évident.
- Sinon ; comme f est continue sur [a, b] alors elle est bornée sur [a,b], d’ou elle

est majorée donc sup f (x) = M existe, on a alors Vo € Ja,b[ : f(x) < M , on
x€a,b]

peut supposer que M est différente de f (a) = f(b) et donc il existe ¢ dans |a, b]

tel que M = f (¢), par conséquent

Vo €la,bl: f(x) < f(c),

alors ¢ est un maximum local de f ainsi d’apres le théoreme de Fermat

[ (c)=0.
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F(@) = F(b) gmmmmegf o2

2 -——————
O ———-—---

/

FIGURE 5.2 — Théoréme de Rolle

| O

Exemples 5.3.6 .

1. Pour montrer que l’équation 4x® — 182% + 222 — 6 = 0 admet une solution
dans Uintervalle |1, 3[; il suffit d’appliquer le Théoréme de Rolle d la fonction
f(z) = 2" — 62% + 112 — 62 sur Uintervalle |1,3[; en effet f est continue sur
[1,3], dérivable sur]1,3[ et on a f(1) = f(3) =0.

2. Etant donnée la fonction f définie sur [—%, %] par :

1

_J xsing siz#0
f(x)_{o six =0

ol

On ne peut pas appliquer le Théoreme de Rolle a f sur [—

En effet; f n’est pas dérivable sur ] —%, %[ car elle n’est pas dérivable en 0.

5.3.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 5.3.7 Soit f une fonction définie de lintervalle |a,b] dans R, conti-
nue sur |a,b| et dérivable sur]a,b[ ; alors il existe un point ¢ dans |a,b[ tel que :

f )= f(a)=f"(c)(b—a).

Preuve :
On pose h(z) = f () — f (a) — {9=1 (2 — a)

a
h est continue sur [a,b] car f l'est et dérivable sur |a,b| car f l'est et on a

h(a) = h(b), donc d’apres le Théoreme de Rolle on a :

e € Ja,b[; b (¢) =0,

or I (¢) = f(¢) — 10 aingi [ (5) — [ (a) = ' () (b— a). 0
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f(b) ¢ -cm e |-

f(a) o---—--

\
- ———————-

[ B S e e e I S
o e et et el el e e i el el e

i~

FIGURE 5.3 — Théoréme des accroissements finis

Remarque : Soit h > 0, si on pose a = x , b = x + h, alors f est continue sur
[z, x + h| et dérivable sur |z, z + h[ ; et on a

flz+h)—f(z)=hf(c)

ouc=x+0htel que 0 <0 < 1.
En effet ;

x<c<x+h<:>0<%<l

c—

alors en posant % = 0; on a :

fO)=fla)={b—=a)[f (a+0(b—a))

Application :
Siona |f (x)] < M;Vx € |a, b alors

[f(0) = fla)l < M (b—a).
Exemple 5.3.8 Montrer que Pour tout x > 0 : x%l < In (1 -+ %) <
On pose f (z) = Int; sur [z, z + 1]
Pour tout x > 0; f est continue sur [x,x + 1] et dérivable sur |z, z + 1, donc
d’aprés le théoréme des accroissements finis; Jc € |x, x + 1] tel que

1 1 1 1
ln(a:+1)—lna::—<:>ln(x+ )zln(l—{——):
x

8 |~

c x c
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. r<c<wz+1 @$<%<% 1
@a<ln(x—|—1l)—lr11w<z
&L <h(1+1)<1

d’ou

T +

1 1 1
<ln(1+—)<—; Vo > 0.
1 T T

Corollaire 5.3.9 FEtant donnée f une fonction dérivable d’un intervalle I de R

dans R et x1,x9 deux points quelconques de I ; alors il existe un point c strictement
compris entre x1 et xo tel que

fxa) = f(x1) = f(c) (xg — 11)

5.3.4 Variations d’une fonction

Théoréme 5.3.10 Soit f une fonction définie de l'intervalle |a,b] dans R,
continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b[ ; alors :

1. f est croissante sur |a,b] si et seulement si Vx € |a,b[: f'(x) >

0.
2. [ est décroissante sur [a,b] si et seulement siVx € |a,b[: f' (z) <O.
0.

3. [ est constante sur |a,b] si et seulement siVx € ]a,b]: f'(x) =

5.3.5 Formule de Cauchy- Accroissements finis généralisés

Théoréme 5.3.11 Soient f et g deux fonctions continues sur |a, b],
dérivables sur]a,b[; si ¢’ (x) # 0,Vx € ]a,b] alors

FO) - f@
el ) T =g T 7o

Preuve :
On pose
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alors d’apres le Théoreme de Rolle; on a 3¢ € Ja,b] / A/ (¢) =0, d’ou

J(b)—[fla )= fla)  fc
g LOS@ o SO S
g(b) —g(a) g(0)—gla) g (c)
O
On a comme conséquence directe de ce théoreme le corollaire suivant :
La regle de I’Hopital.
f'(x)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], dérivables sur ]a, b[; si

admet une limite [ au point xy € Ja, b[, telle que lim ()
CC*):COg (x)

'(z)

Q

= [; alors

@)= @) _
g (@) =g la)

En effet, il suffit de prendre dans le théoreme des accroissements finis généralisés
a=mxget b=x dou c € |xg,z[ et quand x tend vers z; alors ¢ tend vers z aussi et

on a lim £ = d’ot lim &=L _
2>z 9 (@) z—xo 9(x)—g(z0)

Cette méthode est utilisée pour enlever les indéterminations du type % ou .

Exemples 5.3.12 1. [} = 11mSl.n(lx) =% car lim lcos(l 2) — L
20 Sin(lx) 20 Leos(lz)
2. Iy = lim1=% = 1" ¢gp lims2e = L
2 =0 7 2’ 10 2% 2

5.4 Formule de Taylor

Pour une fonction f continue sur un intervalle [a, b] et dérivable en zq € ]a,b],

T — X0 I—,I'O

d’ou on peut écrire

f(x) = f(20) o
L) (o) + e (a)
avec lim e (z) = 0 alors au voisinage de xg, f peut s’écrire

Tr—T0

f (@) = f (o) + [ (o) (x — o) + & () (x — o)

ou ¢ est ue fonction qui vérifie lim e (z) = 0. On dit que f peut étre approximée
T—I0

par le polynome P de degré 1

P(x) = f (w0) + f" (z0) (x — 20)

avec une erreur commise notée R (z) = € (z) (x — z9) = o(x — x0) qui tend vers 0
quand x tend vers x.
Plus généralement, on a

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



120 Fonctions dérivables [Ch.5

la formule de Taylor : Une fonction n—fois dérivable f peut étre approximée
dans un voisinage d’un point xy par un polynome de degré n; et on écrit

[ () = Py () + Ry (2)

. (k) A ’
ou P, (z) = Z £ (IO (2 — x0)" est un polynome de degré n en (z — z) et Ry ()
est 'erreur Commlse dans cette approximation dite reste d’ordre n qui peut avoir

plusieurs évaluations entrainant plusieurs formes de la formule de Taylor.

(x — x0)2
21

(:E - xO) /
S g () +

F (o) + Ra ()

f(@) = f(20) + I () + ...

(x — )"
n!

5.4.1 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Soit f : [a,b] — R; une fonction; telle que f € C= ([a,b]), f™est dérivable sur
la, b[ et soit xy € [a, b] alors :

)n+1

P = Y )+ S

2 1) £ (o)

ou ¢ est un point compris strictement entre x et x.

Remarques :

(x—z0)" ! f(n-i-l) (C) ost a 1é te de L
ECS ppelé reste de Lagrange.

2. Si on pose h = x — xg; alors

1. Le terme

1.
3 <

C
ro<c<rerpy<c<zrgt+hes <

alors en posant 6 = <, on a ¢ = 0h + x tel que 0 < 6 < 1 et on obtient par

conséquent que pour tout h € R, tel que xy + h € [a,b],30 € ]0,1] :

h ! h2 1!
f(zo+h)=f(x0) + Ff (wo) + gf (z0) +
hn ' hn+1 .

.+ Hf(n) (o) + mﬂnﬂ) (zo + OR)

Formule de Taylor-Mac laurin

Si g = 0 alors h = x et ¢ = 0Oz, et on obtient la formule dite formule de
Taylor-Mac laurin avec reste de Lagrange :

n+1

—f(”“) (0x);0 <0 < 1.

[ (@) = JO)+ 5 0+ 50" (0) 4+ f”“() CES
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Exemples 5.4.1 1. On donne La formule de Taylor-Mac laurin avec reste de
Lagrange de la fonction f (x) =sinz a l'ordre n = 3 :

w3 2t
51na:::c—§+zs1n(9:v);0<9< 1.

2. Pour l'ordre n on a besoin de la dérivée n-ieme de la fonction sinx ;
on a¥n>1: (sin)"™ (z) = sin (z+nZ), dou

) (TN (=1)F sin =2k +1
(sin) (0)_8”1("2)_{ 0, sin=2k

Ccn«‘ﬁl

et le reste s’écrit : R, (v) = CESyI (sin) "™V (6x) , or le dernier terme non nul

de la somme est de degré impair n = 2k + 1; car toutes les dérivées d’ordre
pair s’annulent ; d’ou
£2(k+1)

R, (z) = o (sin) #*2 (9z)

et

(sin) "2 (0z) = sin (0z + 2 (k + 1) g)
=sin (0x + (k+ 1) 7)

= (=) sin (0z),
car sin (a + kr) = (—1)*sina; Vk € Z
d’ot
3 2k-+1 2k-+2
. T kT k+1 T .
e ()P )M gin ()
sine = = gr e GO Gy U gy sin (0

avec 0 < 6 < 1, est le développement de Taylor-Mac laurin avec reste de
Lagrange de la fonction sinx a 'ordre n = 2k + 1.

3. Pour f (z) = cosx; de la méme fagon on a

1'2 ZL‘4 2k 1 2k+1

I A Y kRl T _
cosz =1 ST ot (=1) (2k)!+( ) (2k+1)!s1n(6’x),
avec 0 < 6 < 1.

4. Pour f(x) =e€"; de la méme fagon on a

. n l’k xn+1 o
e :;H—i_(n—kl)!e s avec 0 < 0 < 1.
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5.4.2 Formule de Taylor avec reste de Young

Dans cette formule nous allons nous passer de la dérivabilité de f(™, on supposera
seulement son existence,
Soit f : [a,b] — R; une fonction et soit zo € [a, b] tel que f™ (z4) existe alors :

Fa)= 3L 0 ) 0@ - )"

k=0
Al —

le reste R, () = o (z — x0)" est tel que xli}rilo ez =
Il existe une deuxieme écriture de cette formule en posant (ffg))n =e(x), don

R, () = (x — x9)" € (z) et par suite on a

& —xok k n .
f(x)= @T)f( ) (20) 4 (. — x0)" € (), avec lime (z) = 0.

T—T0
k=0

5.4.3 Formule de Taylor-Mac laurin-Young

Si xg = 0 alors on a

2 n
F (@)= FO) + 58 (0)+ S 8" (0) + 4 7 (0) + 0 (a")
ou bien

2 n
F (@)= FO) + T8 (0)+ 58" (0) 4 o+ f ) (0) + 27 (),

avec lim e (z) = 0.
T—T0
Exemple 5.4.2 Le développement de Taylor-Mac laurin- Young de la fonction :
f(z) =tanx a l'ordre n = 3 est donné par

3

tanxzx—i—%—i—x%(:c).

On déduit la limite sutvante

. tanz —x . r+H -z 1
|=1lm — = lim —2—— = —.
T—T0 333 T—T0 3}3 3

5.5 Fonctions convexes

Définition 5.5.1 Une fonction f définie sur un intervalle I est dite convexe sur
I; si sa courbe (I') est en dessous de toutes ses cordes et au dessus de toutes ses
tangentes.

f est dite concave sur I si la fonction (—f) est convexe sur I.

Exemple 5.5.2 Soient f(x) = 2% ; et g(x) = %}-
f est conveze sur tout R , g est convexe sur |0, +oo[ et concave sur |—o0,0].
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S
|
8=

Convexe

Concave

-

FIGURE 5.4

5.5.1 Paramétrage d’un segment

Définition 5.5.3 Soit a,b € R, tels que a < b; soit x € R alors :
r€la,b < 3tc[0,1] /x=(1—t)a+tb(ilsuffit de posert=3=2).

Remarque : Sit:()alorsx:aetsit:lalorsx:betsit:%alors:L':“T’Lb.

Définition 5.5.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
- On dit que f est convexe sur I si :

Vo, xg € IVE € [0,1] 1 f (toy + (1 —t) xa) < tf (1) + (1 — 1) f (22)
- On dit que f est concave sur I si :

Vo, xg € I,VE € [0,1] 1 f (toy + (L —t)xo) > tf (x1) + (1 — 1) f (22)

Exemple 5.5.5 La fonction f (z) = |x| est convexe sur R; en effet :
pour x1,x9 € Rt €10,1] on a

Proposition 5.5.6 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, f est convexe
sur I si et seulement si sa dérivée f' est croissante sur 1.

Corollaire 5.5.7 Une fonction f deuz fois dérivable sur I est convexe sur I si sa
deuzieme dérivée f" est positive sur 1.
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5.5.2 Point d’inflexion

Définition 5.5.8 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R, zo € I,
soit (I'y) le graphe de f.

On dit que xy est un point d’inflexion de f si (I'y) change de concavité au point
My (o, f (x0)), i.e la courbe traverse sa tangente au point M.

En conclusion on a le théoreme suivant

Théoréme 5.5.9 Soit f une fonction définie sur [a,b] et dérivable en xo €
la,bl, soit (I'y) le graphe de f. Si f" s’annule en xo ou f” (vo) n'existe pas et
que dans les deux cas f” change de signe en o alors le point (xq, f (o)) est un
point d’inflexion de (I'y).

Preuve :

e Sion a
f"(z) <0, Vo <z et f"(x) >0, Vo> x9
alors f est concave sur |—oo, zg| et convexe sur |zg, +oo[, donc change de
concavité en o et d’out le point (zo, f (x¢)) est un point d’inflexion de (I'y).
e Sion a
f"(x) >0, Vo <xg et f"(x) <0, Vo> xg

alors f est convexe sur |—o0,zo[ et concave sur |zg, +oo[, donc change de
concavité aussi en o et d’ou le point (zg, f (z¢)) est un point d’inflexion de

(I'y)-
0

Théoréme 5.5.10 Soit f une fonction définie sur [a,b] et dérivable en
xgo € |a,b[; alors xg est un point d’inflexion de f si l'une des conditions suivantes
est vérifiée :

1. f change de concavité en xg.

2. f est dérivable sur [a,b] et f' admet un extrémum en x.

3. [ est 2-fois dérivable surla,b| et f" s’annule en xo en changeant de signe.

Preuve :
On va prouver la condition 2. car 1. et 3. sont évidentes.
Supposons que f’ admet un maximum en zy;
Ja > 0,Vz € |Jvg — a,z0 + o = [ (x) < [/ (z0);

alors :
- Six > zp; alors d’apres le théoréme des accroissements finis sur [zg, z] on a :
Six > xg; alors d’ le th d ts fi 0,

f @) = f (x0) = f'(c) (z — x0)

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§5.6] Etude des branches infinies 125

avec g —a < xg < c < < xo+ a, dou f'(¢) < f'(zg) donc

f@) < f(@o) + [ (wo) (x — o)

par suite sa courbe (I'y) est en dessous de sa tangente en .
- Si x < xp; alors d’apres le théoréme des accroissements finis sur [z, 2] on a

flxo) = f(x) = f'(c) (xo — @)
avec g —a < x < ¢ < xg < xo + «, dou f'(¢) < f'(zg) donc
f (o) = f' (o) (w0 — ) < f ()

par suite sa courbe (I'y) est au dessus de sa tangente en . O

Théoreme 5.5.11 Soit f une fonction 2—fois dérivable sur un intervalle I de
R, g € I; si f admet un point d’inflexion au point (zo, f (x¢)) alors f” s’annule
en Io.

Exemple 5.5.12 Toute fonction polynomiale de degré 3 admet un point d’inflexion.
En effet; soit f (v) = ax® + bx® + cx + d tel que a > 0.

[ (z) = 3az® + 2bx + ¢ et [’ (x) = 6ax + 2b

() =0&z=3

T —00 _—b —+00
3a
f7 () - 0 +
.. +00 +00
B
3a
Convexité
concave convezxe
de f

5.6 Etude des branches infinies

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R dans R et (I'y) son graphe,
soient a et [ deux nombres réels, tels que a est I'une des extrémités de I.

Définition 5.6.1 .

On dit que [ posséde une branche infinie en a si im f (x) = [ tel que l'un au
T—a

moins des deux éléments de a ou | est égal a +00 ou —o0.
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1) Sia € R etl=+xoo, alors (I'y) admet une asymptote verticale d’équation x = a.
2) Sia = xo00 etl € R, alors (I'y) admet une asymptote horizontale d’équation
y=1
f(z)

3) Sia=Zoo etl=+oo, alors on doit calculer lim == = o :
T—00

i) Si a = 0 alors (I'y) admet une branche parabolique dans la direction de
Paze (2'x) .

ii) Sia € R* et xhg)lo [f () —az] = B € R alors (I'y) admet une asymptote
oblique (A) d’équation y = ax + p.

iii) SiaeR* et xh_)rgo |f (x) — ax] = o0 alors (I'y) admet une branche para-
bolique dans la direction de la droite d’équation y = awx.

iv) Sia = £o0o alors (I'y) admet une branche parabolique dans la direction de
Vaze (y'y) .

Remarque : Pour étudier la position du graphe (I'y) de la fonction f par rapport
a Pasymptote oblique (A); il suffit d’étudier le signe de la différence f (z) —y

Si f(x) —y <0 alors (I'y) est en dessous de (A).

Si f(x) —y >0 alors (I'f) est au dessus de (A).

Exemples 5.6.2 1. f(z) = -2 (') admet une asymptote verticale d’équation
T = 2.

2. f(x)= et~ —1; (['y) admet une asymptote horizontale d’équation y = —1.

3. f

x)=1x+ % ; (T') admet une asymptote oblique d’équation y = .

4. f(x)= %x—l— Ve +1; (L) admet une branche parabolique dans la direction de
la droite d’équation y = %a:

5. f(x) = Va; (T'y) admet une branche parabolique dans la direction de l'aze
(x'z).

6. f(x) = 2*; (I'y) admet une branche parabolique dans la direction de l’aze
(¥'y) .

Exercice 5.6.3 Pour l’étude de la fonction f (x) =In i

et —9 )
e’ (e®—5)(e"+1
Df :]1D27—|—OO[, f’(l’) = m-

x In 2 Inb5 400
f'(z) - 0 +
“+00 —00
/() ~.
In 10
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§5.6]
/T
|IIIII \\I
/ Y
."rl "-\ y =gl 1
.I .."|_ I
7 N
: -
\ |
o
(a) flz) = 25 (b) f(z)=e~=" -1
4 L]
-8
(e) flzl ==+ 1
n |
I|
L y=a®
' 0 Jﬁ
= f’ 3
| .
|
- |-|D
!
(2) f(z) = /Tz) () f(z) = 2°
FI1GURE 5.5 — Graphes de I'exemple 5.6.2
2x —2x —2x
lim £ = jim L {ln%} = lim % {x—l—ln%] =1.
z—4oco T $—>+§o € € z—r+o0® e
. L (145e727)
Am (@) —e) = lm In Ty = 0.
D’ou (I'y) admet au voisinage de +oo une asymptote oblique (A) d’équation
Yy = x.

e— 2z
Et comme f (x)—y =In % > 0,Vz > 1In2 alors (I'y) est au dessus de (A).
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5.7 Enoncés des exercices

Exercice 1 :

1. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes en zy :

zes si <0
a. f(x)= 0 siox=0, x=0
xﬂn(l—i—%) si >0

i <
b. g (z) = { arctan x si |z] <1 o =1, 29 = —1

Zsign (z) + 44 st |zf > 17

2 2 1
() =4 €77 sl fr[<a _
C (ZE) { 0 si ‘.Z" >a , Xy a

2. Déterminer les constantes a, b, c et d pour que f soit dérivable sur R

ar+0b si z <0
fx)=1Q cx*+dz si 0<z<1
-1 s a1

Exercice 2 :

1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
2
(a) fi (@) =sin(Inz), () falz) =In(cost),  (¢) fa(w) = “Eh,
(d) fy (x) = earetane (e) f5 (z) = cos (arcsinz) , (f) fe (xr) = arctan (3%:) )
2. Etudier les variations de la fonction f (z) = arctan (x +Va? — 1) .

Exercice 3 :

Calculer les dérivées n-iemes des fonctions suivantes :
1/fi(x)= (1+2)*, pour a = —1 et @ = +3.
2/fo(z) =In(1+2), 3/fs(x) = (x+1)°e™.

Exercice 4 :
On considere la fonction f définie de R dans R par : f (z) =

22 1

z267

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine de définition.
3. f est-elle prolongeable par continuité sur R ?

4. Etudier les variations de f.
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Exercice 5 :

Soient a,b deux réels strictement positifs et f une fonction définie et continue
sur U'intervalle [a, b] et dérivable sur |a, b[, on suppose que : f2 (b) — f% (a) = b* — a*.

Montrer que I’équation f’(x).f (x) = x admet au moins une solution dans l'in-
tervalle |a, b .

Exercice 6 :
Montrer que I’équation suivante admet une solution réelle unique.

2B+ 72 —5=0

Exercice 7 :
Soit f une fonction continue sur 'intervalle [0, 2] et deux fois dérivable sur ]0, 2[;

on suppose que f(0) =0, f(1)=1, f(2)=2.
Montrer que : 3c € ]0,2] / f"(c) =0.

Exercice 8 :

1. Soit f : R — R la fonction définie par

sinx + cosx
1+ cos?z

f(z) =

Montrer que, pour tout a € R, la dérivée de f s’annule au moins une fois sur
I'intervalle |a, a + 27| .

2. Soit g la fonction définie de l'intervalle [0, 1] dans R; deux fois dérivable sur
[0, 1].
On suppose que : g(0) = g (%) = ¢g(1) = 1, montrer en utilisant le théoreme

de Rolle que ¢” s’annule au moins une fois sur0, 1].

Exercice 9 :

1. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :

(a) Vo >0, 157 < arctanz < z,
(b) Yz > 0, argshx + ﬁ < argsh(x+1) < arg shx + ﬁ

2. Etant donné In(100) = 4,6052; en appliquant le théoréeme des accroisse-
ments finis, montrer qu’en écrivant : In(101) = 4,6151 on commet une erreur
inférieure & 1074

Exercice 10 :
Calculer les limites suivantes en utilisant la regle de I’'Hopital (quand c’est pos-
sible).
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z2—1
lim arctan — +1
rx—1 €T — 1

2. 1lim (6 — z)75 ,

r—5

)

. T —sinx
3. lim ——,
z—+00 2T + SIn T

. 1
4 tim (322)

5. lim x[(l—i—%)x—e}.

T—+00

Exercice 11 :
1. (a) En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre n; montrer que
2 n

T x x
A e
n!

‘v’xZO,l—i-l! o

(b) En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre 2; montrer que

8
- <e<3.
5 <¢
(¢) En déduire que :
! < 1+ ! + ! +...+ ! < ;
e— —+ 4.+ =
(n+1)! 2! n! (n+1)!

2. En utilisant la formule de Taylor, montrer que

(a) Vz € [0,%], cosxﬁl—é—?%—fl—?.

b) Ve >0, 2—Z 42 2 cln(z41)<z—2 42,

Exercice 12 :
On considere la fonction f définie par

2x
+ 22

f(z) = arcsin
Etudier la fonction g (z) = 2%
En déduire que f est définie et continue sur R.
En déduire que f est dérivable sur R\ {—1,1}.
Quelle propriété de f permet de réduire le domaine d’étude ?
Calculer la dérivée f'(z) sur R

En déduire la convexité de f sur R puis étudier I'existence de points d’inflexion.

N Ot =

Dresser le tableau de variations de f puis tracer son graphe.
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Exercice 13 :

Soient f une fonction définie sur R par : f (z) = 2¢® ' — 2? — x et G sa courbe
représentative.

1. Calculer f’'(x) et f”(x), pour tout z dans R.

2. Etudier la convexité de la fonction f sur R.

3. Montrer que f admet un point d’inflexion A et préciser ses coordonnées .

4. Quelle est I'équation de la tangente (74) & G au point A?

En déduire que pour tout x > 1: ¢! > % (2?2 +1).

Exercice 14 :

Soit f la fonction définie et continue sur [0, 1] telle que f(0) =0; f(1) = 1.
On suppose que f est dérivable sur [0, 1] et que f'(0) = f/(1) = 0.

On considere la fonction g : [0, 1] — R définie par

-1 si =0
g(z) = @—% si xe€]0,1]
1 si z=1.

1. Etudier la continuité de g sur [0, 1].
2. Montrer qu'il existe a € ]0,1] / g(a) = 0. En déduire que f(a) = a.
3. Montrer qu'il existe g € ]0,1] / f'(B) = 1.

Exercice 15 :

1. Etudier la fonction g (z) = 2arctan (35) — 5502

1

2. En déduire I'étude des variations de la fonction f (x) = 22 arctan (1+_:c) ,

3. Etudier la dérivabilité de f en zy = —1 puis tracer son graphe.
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5.8 Corrigés

Exercice 1 :
xe%, stz <0

1. (a) f(z)=4q¢ 0, siz=0 ; z9 =0
:1:21n(1+%),six>0

1
z

f()-1(0)

lim==—= = lim*= =0
:L“§0 xSo
i =110 _ i 20012)
:EZ>0 w0 zz>0
=lim[zln(z+1)—2lnz] =0.
x2>0

d’ou f est dérivable en zy = 0.

(b) g(x) = arctanx si —1<zx<1
I\E = Zsgn (z) + 554, siz €]—o0,—1[U]1, +oo]

s
o lim2@=ol) _ jj, rtanezy 1
z—1 x—1 2
31 31
. x)—ag(l . £I+$_l—£
hmg() g():hm4 2 4 1
S — S r—1 2
=1 =1

d’ou g est dérivable en xy = 1.

—1
g(z)—g( —Trt5 4T

. —1) T o
d’ou g n’est pas dérivable en xog = —1.
1
2 _a2 3
o) hig)=d €5 F, sl —a<z<a ’ = a
(©) h(z) {0 , six€]|—o0,—alUla,+o0] 0
1

lim 28=he) — fip e —

xga xﬁa

lim M@= —

23a

d’ou h est dérivable en xy = a.
axr +b, six <0
2. f(x)=1¢ ex*+dx , si0<z<1
1-1 siz>1
Comme f est dérivable sur R alors f est dérivable et continue en 2y = 0 et
zo = 1 alors :

e limf (x) =limf (z) & limazr + b= limcz? +dz & b=0

50 230 50 230
e limf (z) =limf (z) & limcz® + do =1liml — L & c+d=0..(1)
31 31 31 31

o lim O = )iy JOO) o iz = fimer +d s a=d ... (2)
30 30 50 30
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e lim—=
31 31
31

et en faisant le changement de variables ¢ = x — 1, on obtient :

lim {00 _ fim2etedt _ o0y g @ (3)

f@)=fQ) _ 4y c2?4dz—0
—1 a—1

PRV t50
. z)—f(1) . 1—-1-0

et hgif( ;7{( )hinl —~—=1..(4)
x5 x>

de (3) et (4) onac=1alorsd=a=—1.

Exercice 2 :

L (a) fi (v) = =0 gin(Inx), () fi(2) = Stan (L),

arctan x
e

1422’
(f) fé (@) = sy

(¢) fi (x) = 2hechz=sh®a (d) f;(z) =

—T
e ! €Tr) = —_—
(e) f3 () A
2. f(z) = arctan (z + Va2 — 1)
Dy={r€R />~ 120} =]-00,~1JU I, +oo|
lim f(z) = mgr_noo arctan ((1: + m) — lim arctan (m+«/ziﬁ\/ﬂ%«/ﬁ)

r—r—00 r—r—00
= 0.

=l S S
= xgr_noo arctan =y
lim f(z) = mgrfoo arctan (a: + m) -z

T—r+00

Ona f'(z) = Mﬁ

T —00 -1 1 +00
(@) - |+
0 T
f(z) \ o m / ’
4 4

Exercice 3 :

L fi(z)= (1+2)7,
fl@)= a(l+2) ", fI'(x)= ala—1)(1+2)**,... alors
f1(n) () = ala—1)...(a—=n+1)(1+2)"",Vn € N (& vérifier facilement
par récurrence.)

(a) Pour a = —1: fi(2) = =
Vn € N,
(—=1)"n!

™ (2) = (<1)(=2) .. (—n) (1 +2) "= LD
@)= CDE 0T =
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2. fa(z) =In(1+2)= f5(x) = 17 = fi(e), alors
Vn € N,

oy (L " ey, (DT 1)!
Po=-(gs) -w- S

3. fs(x)=(z+1)°e"
On a la formule de Leibnitz : (g.h)"™ = S Ck.g®) pn=h)

n
k=0

On pose g (z) = (z +1)° et h(z) =7,
Alors :
g (@) =3@+17% ¢ (x)=32(x+1),¢"(z) =3.2.1, dou

|
Vn=0,1,2,3, ¢ (z) = E En)' (z+1)>" et g™ (z) =0;¥n >4
et
vn € N,A™ (z) = (=1)" e 77,
donc
(n) & k 3! 3—k —k

k=0

(a vérifier facilement par récurrence).
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Exercice 4 :
2 1

fla) = e

1. Dy =]—00,-2[U]-2,0[U]0, +o0.

2. f est continue sur Dy car c’est la composée, le produit et le rapport de fonctions
continues sur Dy.

f est dérivable sur Dy car c’est la composée, le produit et le rapport de fonc-
tions dérivables sur Dy.

. . 2 1
3. lim f(z) = lim JHew = —o00

zS5-2 r—=>—2
. g2 1

lim f(x) = lim 5ew = 400

-2 -2

d’ou f n’admet pas un prolongement par continuité en xy = —2

. . 2 1

hg(l)f (x) = hné;fﬂez =0

x x

lim f (z) = limx"”—;e%, en faisant le changement de variables t = 1, on obtient
> >

T f (2) = Tim —L ¢! — 400

230 t~>+oot(1+2t)

d’ou f n’admet pas un prolongement par continuité en zy = 0.

4. f/ (I) _ 2:2+3m—22€% _ (90*931)(95*5”2)6%

(z+2) (z+2)*
oﬁxlz#ﬁ<—2etx2:#ﬁ>0
x —00 1A -2 0 1) +o0
f'(z) + 0o - | - | - o +
f(zq) +00 +00 +00
f(z) _— ~ S ~~ _—
o oo 0 F(a2)

Exercice 5 :
On pose g () = f* (x) — 2%,
g est continue sur [a, b], dérivable sur |a,b| et on a g (a) = g (b), car :

g(a) = f*(a) — a’etg (b) = f* (b) — V7,

alors d’apres le théoreme de Rolle il existe un réel ¢ dans Ja,b[, tel que ¢’ (¢) =0
d’ou :

e € Ja,b[,2f" (¢).f (¢) —2¢ =0« Fc € la,b], f (c).f (c) =c.

Exercice 6 :

On pose f (z) = 2 +7x% —5, et on remarque que f (0) = =5 et f (1) = 3 et que
f est continue sur tout R alors en particulier sur [0, 1] et f est strictement croissante
car

f'(z) = 132" + 212* = f'(z) > 0,Vx €]0,1]
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donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un nombre réel unique
a dans |0, 1] tel que
fla) =0.
Exercice 7 :
On pose g (z) = f (z) — .
g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[ et on a g (0) = g (1), car :
g(0)=f(0)-0=0etg(1)=f(1)-1=0

alors d’apres le théoreme de Rolle il existe un réel ¢; dans |0, 1[, tel que

g (c1) =0.

De la méme fagon, g est continue sur [1, 2] et dérivable sur |1,2[ et on a :

9(1)=9(2),
car g(1)=f(1)—1=0¢et g(2) = f(2) —2 =0 alors d’apres le théoreme de Rolle
il existe un réel ¢y dans |1, 2[, tel que
g (c2) = 0.

Alors ¢’ (¢1) = ¢ (¢2), de plus ¢’ est continue sur [¢1, ¢o] et ¢’ est dérivable sur
|e1, o, done d’apres le théoreme de Rolle il existe un réel ¢z dans ey, co, tel que

g// (CS) — O
or c3 € Jer, o] € 10,2[ et g” (c3) = f” (c3) alors :

des €10,2[ / f"(c3) =0.
Exercice 8 :

1. Comme la fonction f est 2wr—périodique alors f(a) = f(a+27), et f est
continue sur [a,a + 27| et dérivable sur ]a,a + 27|, alors d’apres le théoréme
de Rolle il existe un réel ¢ € |a,a + 27|, tel que

f'(e)=0.
2. Un utilise le méme raisonnement que l'exercice 7 : on applique le théoreme de
Rolle a la fonction g trois fois.
Exercice 9 :
1. (a) On considere la fonction f (x) = arctanx pour = > 0,

f est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[, alors d’apres le théoreme
des accroissements finis :

Je e |0 t =
cel0,z[ / arctanz e

et on a
x

< <z
1+22 1+¢2

I<c<zel<lt+l<l+r?e

d’ou

x
Ve > 0,—— < arctanz < x.
1+ 22
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(b) On considere la fonction f (z) = arg shx sur [z, z + 1], pour tout x > 0,
f est continue sur [z, + 1] et dérivable sur |z, x + 1[, alors d’apres le

théoréme des accroissements finis :
1

Jeelr,x+1 argsh(x 4+ 1) — arg she = ——
] [/ argsh(z+1) g N

O<z<c<z+1l =VIi+222<VI+ER<V2+2r+ 22
1 1 1
2425+ 2 < V1+c2 < V1+z2

@\/ﬁ <argsh(z +1) —argshx < ﬁ

& arg shr + \/ﬁw < argsh(x +1) < arg shx + —\/11?

2. On considere la fonction f (z) = Ina sur U'intervalle [100, 101],

f est continue sur [100, 101] et dérivable sur |100, 101[, alors d’apres le théoréme
des accroissements finis : 3¢ € ]100,101[ / In101 —In100 = %, or

1 1
100< e <10l & o < * < s <:>r.1<lr1101—111100<1—OO
= In101 < 55 + 4, 6052
= In101 — 4, 6151 < 4,6152 — 4, 6151

= Erreur commise < 10~

Exercice 10 :

221
arctan £ w21 RH
+1 2r
Ll =lim— "= 1m:v4+1 =1.
z—1 z—1

2. l2 = lim (6 - .C(Z)ﬁ = hm@ﬁ n(6—z) _ el
T—5

x—>5
car lim—=1In (6 — :1:) hm6 L=-1
5T~ z—5°77
T —sinx

3. l3= lim ——
3 :c—1>r4£1002x—|—sinx
1 —cosz

lim ——— n’existe pas, alors on ne peut pas utiliser la regle de I’'Hopital.
z—+002 4 COS T

sinz 1
I3 = lim —*—= = —.
3 x_l)I_,’I_loo(Q + SIHJJ) 2

4. [y = lim (ﬂ””)i2 — lime=? In( =)

x—0 x—b
. T Ccos x—sinx .
i 1 I SINT\ RHI1 iy —osine — _ ,mxcosa: —sinx
z—0 12 T =0 21 =0  27r%sinx
et
hmxcosx —sinx RH?2 im —sinx RH3 lim —Ccosx B —1
e=0  2r’sinx z—02(2sinx + x cos x) z—02(3cosx — xsinx) 6’
d’ou
-1
l4 = e 6.
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5. s = lim x [(1 + %)w — e} = lim =z [exln(H%) — e]

T——+00 T—r+00
on faisant le changement de variables : t = g—lc, on obtient

Lin(14+4) _ }
et e _
I5 = lim[ re oy, (L= +Y) et 1+,
t—0 t t—0 12 (1 —|—t)
on a
limt—(1+t)1n<1+t) RHll —ln(1+t) RHQI —1 :—_1
t—0 t2(1+41t) 50 2t + 312 t—>02(1+3t))(1+t) 27
et limet "+ = ¢ donc
t—0 e
l5 - —5

Exercice 11 :

1. (a) En appliquant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre n a la fonction
f (z) = €*; on obtient :

2 " xn-ﬁ-l
=14+ 4Ty —1———|——e€x,aveC0<9<1.
2 (n+1)!
or (sz)!eex > 0,Vx > 0, donc
2 "
e’ > 1+ '+—+ +—.

2!

(b) Pourn:Z:e$:1+%+§+%369$,avec()<0<1.
d’ot pour x =1, on a :

5 1
€:§+6€6,aV6C0<9<1
et on a: 5,1 _5,10_5_,1
0<f<1 ©g+g<g+?6 <8§—|—66
S3<e<gtge=3<e<3
(¢) Pour x =1, 0n a:
11 1 1,
e=14+—4+—=+4+..+— TR ,avec 0 <0 <1
1 2l nl " (n+1)
= NI +1 Lo
e— e
1 2l CES
et on a
1 1 1 3
0<f<le < b < <
tr ) S ) S mr ) S )
car e < 3.
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(a) En appliquant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre 4 & la fonction

f (z) = cosx; on obtient :
I A

cosx—1—§+z—gsm(9x) avec 0 < 0 < 1.

comme 6 € [0,1] et z € [0, Z] alors :

x° 2 g
sin (Ox) 20:>—§sin(€:c) <0=cosx < 1—5-1-?

(b) En appliquant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre 3 et 4 & la fonction
f(x)=In(z+1); on obtient :

2 133 1’4

i
n=3:Vr>0, n(z+1)=0——+— - ———
@+1) 2 3 4(hz+1)

R 25
n=4:YVe>0, ln(z+1)=2——+—— — 4+ ——
( ) 2 3 4 50z +1)°
comme Vz > 0, — W<Oetw>0alors:
2 a3 g 2 8
e H<ax——+—.
oty o st oot
Exercice 12 :
f(a:):arcsin%
1. g(z) = 1_2;2.
D, = limg(z) = 0, ¢ (z) = 22
g = =00, +ocl, limg(z) =0, ¢’ (x) = {177
T —00 —1 1 +00
g'(x) - 0 4+ 0 -
0 1
s@) | T \0

2. La fonction arcsin est définie sur [—1, 1] et d’apres le tableau de variations de
la fonction ¢g; on a g (x) € [—1,1],Vz € R alors f est bien définie sur tout R.

f est continue sur R, car c’est la composée de fonctions continues sur R.

3. La fonction g est dérivable sur tout R, et la fonction arcsin est dérivable sur
|—1,1[, alors la fonction f est dérivable sur tout R sauf pour I'ensemble

{reR/g(z)=1o0ug(x)=—-1}

—-lerz=—-letg(x) =1z =1, dou f est dérivable sur
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4. f est impaire; en effet :

—2 2
f(—z) = arcsin 1+ 22 = — arcsin rxﬂ =—f (),

alors la fonction f est symétrique par rapport a ’origine o donc on peut réduire
son domaine d’étude a [0, +o00] .

5.
2(1—x2
o @) et 20-a) 20—
1= (a2 422241 14+ 22) |22 -1 14 22)|1 — 22
V1-—(g%(z)) \/—(1+x2)2 ( )| | )| |
d’on

1;9262 , sl x €]—o0,—1[U]1, 400[.

{ﬁ,sme]—u[

6. On déduit que

2 six € ]—o0,—1[U]1,+o0.

) T . siz€]-L
(1422)*

alors on résume le signe de f” et la convexité de f dans le tableau ci-dessous

T —00 —1 0 1 +00
f"(x) - + 0 - +
Convexité
de f concave convexe concave convexe
e

On remarque que la deuxieme dérivée f” s’annule et que f change de convexité
a l'origine o (0, 0) ; par conséquent I’'origine o est un point d’inflexion du graphe
de f.

Tableau de variations de f

T —00 —1 1 +00
e - + -
— o
f(z) —T / 2
2 \ 0

7. Ci-dessous (figure le graphe de la fonction f
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FIGURE 5.6 — Graphe de la fonction f

Exercice 13 :

f(x)=2e""1—2% -2

1 ff(x) =21 -2z —1; f"(x)=2e""1—2 pour tout z dans R.
2. f'z)=0s2x=1

T —00 1 +00
[ () - 0 +
Convexité de f concave convere

3. On remarque que f” s’annule et change de convexité en zy = 1; par conséquent
le point A (1,0) est un point d’inflexion du graphe de f.

4 (Ta) sy =F () + (1) (1), dott (Ta) sy =~z + 1.
Dans l'intervalle [1,4o00[; f est convexe donc son graphe Gy est au dessus de
toutes ses tangentes ; en particulier (7)4) alors on a :
Ve>1l:f(r)>ye2e -’ —z>1—zs e > 1 (2 +1).

Exercice 14 :

On a f(0) =0; f(1) =1, f est dérivable sur [0,1] et f'(0) = f'(1) = 0.

—1 siz=0
g()=1{ 1@ MO g0
1 siz=1
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1. La fonction g est continue sur |0, 1], car c’est la somme et le rapport de fonc-
tions continues sur |0, 1].

g (1) = i 21— 1

30 30

= limg (2) = lim 22 — lm L2 — f/(0) — 1 = —1 = g(0)
z=0 =0 =0

g (1) = i 21— 2

51 51

= limg (¢) = lhm 22 — 822 — 1= /(1) =1 =9 (1)
z—1 31 2351

Donc g est continue sur [0, 1].

2. g est continue sur [0,1], dérivable sur |0,1] et ¢ (0).¢g (1) < 0 alors d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel o dans |0, 1] tel que

g(a) =0.
fl@) f@)-1_, _ a—f@)

e a—1 ala—1)

g(a)=0«< =0« f(a) =«

3. f est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1[ alors d’apres le théoréme des ac-
croissements finis on a :

35 €]0,1] /f (1) = f(0) = f'(B) & 3B €]0,1] / f(B) =1

Exercice 15 :

1. g(x )—Qarctan( ) 2+2z+$2

lim g (z ): hm g(z)=0 , limg(x)=1—-7 , hmg( )=1+m
T z—>—1 z3-1
g’(x)z%ég()<0,VxeDg.

x —00 -1 400

g'(z) - | = o

0 14+
9(z) \1 T~
-7 0

2. f(x) = 2 arctan (1+:L”)
Df:]—OO,—l[ ] 1,+OO[
Pour le calcul des limites on remarque qu’au voisinage de I'infini ; on a I’équivalence
entre arctan (1 +x) et ( ) alors

1 — 1 — 1 —$2 — —
xgrgof(x)—xgn%)ox arctan(1+ ) _xgmoolﬂ oo

1 = = 1 _x2 =
mgr&of () = hm z? arctan (1+ ) = xEIE)on +oo

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§5.8] Corrigés 143

lim f () = —% , lim f(z) = 3.

zS5-1 z5—1

f'(x) = 2z arctan (H%z) - % =xg(z) , Vo € Dy.

On remarque du tableau ci-dessus que

Vo € ]—oo,—1[:g(x) <0et Vo e]-1,+00[:g(x) >0 douona

T —00 —1 0 +00
f() + | - 0 o+
f(x) B / \ 0 /
/

/

T

11
7

FIGURE 5.7 — Graphe de la fonction f
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