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PREFACE

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la deuxieme année Licence LMD de la faculté de
chimie, Spécialités : "Genie des Procédés", "Raffinage et pétrochimiques” et "Hygiene et
sécurité industrielle”. Ce manuel comporte un rappel de cours et des exercices résolus sur les
différents chapitres du module de Vibrations. Le rappel de cours a été introduit afin de mettre
en exergue les notions de base des vibrations permettant ainsi la compréhension des exercices
de Travaux Dirigeés. Il peut servir comme un support au cours dispensé aux étudiants. Il est
présenté avec un style trés simple qui permet aux étudiants une compréhension trés rapide.

Le contenu de ce polycopié est structuré en cing chapitres :

- Chapitre | : Généralités sur les Vibrations et les équations de Lagrange

- Chapitre Il : Oscillations libres non amortis des systémes a un degreé de liberté
- Chapitre 111 : Oscillations libres amorties a un degré de liberté

- Chapitre IV : Oscillations forcées des systemes a un degré de liberté

- Chapitre V : Oscillations libres des systémes a plusieurs degrés de liberté

Chaque chapitre s’ouvre par la précision des objectifs vis€s et des prérequis nécessaires.
Pour ce mettre en situation d’épreuves, de nombreux exercices et problemes supplémentaires
sont proposes a la fin de chaque chapitre. Je dois souligner que ce document ne remplace en
aucun cas le TD en présentiel. Comme pour tous les exercices autocorrectifs, les solutions
profitent plus aux étudiants qui fournissent 1’effort nécessaire pour réfléchir et essayer de

résoudre les exercices proposes.

Je souhaite que ce recueil d’exercices corrigés et exercices supplémentaires en vibrations

puisse aider de maniere efficace la majorité d’étudiants.
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Chapitre | Généralités sur les Vibrations et les équations de Lagrange

1.1 Définitions
1.1.1 Définition d’une oscillation (Vibration)
La vibration est un phénomeéne physique oscillatoire d’un corps en mouvement autour de sa
position d’équilibre.
1.1.2 Mouvement périodique :
Un mouvement périodique c'est un mouvement qui se répete et dont chaque cycle se reproduit
identiquement. La durée d'un cycle est appelée période T qui s’exprime en seconde (s).
- Le nombre de répétition par seconde est appelé fréquence (notée f, mesurée en (Hertz)

ou (s1)). Elle est reliée a la période par :

1

f== (1.1)

T

- Le nombre de tours par seconde est appelé pulsation (notée m, mesurée en rad/s.)
w=2nf=2 (1.2)
Mathématiquement, le mouvement périodique de période T est défini par : x(t + T) = x(t).
I.1.3 Mouvement vibratoire :
Un mouvement vibratoire est un mouvement périodique se produisant de part est
d’autre d’une position d’équilibre.
I.1.4 Mouvement sinusoidale :
Un mouvement vibratoire est sinusoidal, si 1’élongation x (y ou z) d’un point vibrant
est une fonction sinusoidale simple du temps de type :
x(t) = A sin( wt + @) Ou bien x(t) = A cos( wt + @)
x(t) est appelée 1’élongation (ou la position) a ’instant t.
A : Pamplitude d’un mouvement ou L’¢élongation maximale.

w: La pulsation du mouvement et exprimée en (rad /s).

@ : la phase initiale, correspond a la phase a I’instant t = 0
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Figure 1.1 Exemple d’un mouvement périodique sinusoidal

Exemple : Sur la figure 1.1 considérons un mouvement vibratoire sinusoidal de la forme :

x(t) = Acos(wt + ) , de période T= 1s et d’amplitude 1cm.

_2m_628 .
w = T— 1 = 0. rad.s

A =1=x(t) = cos(2nt + @).
At=0=2x(0)=0=¢ = g:>x(t) = cos(Znt+g) (cm)
1.1.5 Mouvement Oscillatoire :
Un systéme oscillant est caractéris€ par des mouvements périodiques au voisinage d’une
position d’équilibre sous 1’effet d’une perturbation extérieure. Lorsque le mouvement est
sinusoidal, I’oscillateur est dit harmonique.
On distingue deux types de types de vibrations (oscillations) :

- Les oscillations mécaniques (pendule simple, corde vibrante, ...)

- Les oscillations électromagnétiques (Lumicre, ondes radio, ...)
1.2 Coordonnées généralisées d’un systéme physique
1.2.1 Coordonnées généralisées :
Les coordonnées généralisées sont tout ensemble de variables permettant de spécifier I'état
d'un systéme physique. Les coordonnées généralisées ne sont pas toujours supposees
indépendantes, et leur intérét, par rapport aux seules coordonnées cartésiennes, est de pouvoir
choisir les coordonnées les plus adaptées pour représenter le systeme, en tenant compte de ses

contraintes.
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Exemple : dans le cas d'un pendule, il est avantageux d'utiliser I'angle du pendule parmi les
coordonnées généralisées.

Les coordonnées généralisées sont au nombre de n <3N, ou N est le nombre de points
permettant de décrire le systéme et sont souvent notées : q,(t), q,(t) ... ... ... gn (D).

1.2.2 Degré de liberté :

On appel degré de liberté (ddl) d’un systéme, la capacité de ce systeme d’effectuer le
mouvement de translation et de rotation par rapport aux axes. Ou, le nombre de coordonnées
géneralisées liées, pour configurer tous les éléments du systéme a tout instant

moins (-) le nombre de relations reliant ces coordonnées entre elles : d = N —r.

d: Degré de liberte.
N : Nombre de coordonnées généralisées.
r : Nombre de relations reliant ces coordonnées entre elles.

= Exemple :

Un cylindre homogéne de masse M et de rayon R, roule sans glisser x

M
sur une plate-forme horizontale. 9
0

On a deux coordonnées généralisées x et 6 donc : N = 2.

x et 6 sont liées avec une relation: x = r6 donc : r = 1. Figure 1.2 : cylindre
Donc : le nombre de degrés de libertét d = N —r = 1.

Il est possible aussi de déterminer le degré de liberté DDL par la relation suivante :
DDL=[nombre de coordonnée générales]-[coordonnée =0 ou Cst]. Nous pouvons citer
quelques exemples :

= Exemple : Particule en chute libre : x @ —y
Sur les trois coordonnées X, v, z l
Nombre de coordonnée générales : 03. z
On a deux coordonnées constantes : y et z. Figure 1.3 : Particule

DDL= 3-2 =1.
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1.3 Choix de la méthode
Le choix de la méthode de calcul a utiliser pour en aboutir a 1’équation du mouvement
(EDM), on distingue :

- L’équation de Newton.

- L’équation de Lagrange.
1.3.1 Equation de Newton :
Ce formalisme est baseé sur le principe fondamental de la dynamique il est appliqué selon
le cas de figure du mouvement a savoir : translation ou bien rotation.
1.3.1.1 Mouvement de translation :
Si un systeme de masse m est soumis a des forces extérieures, la loi fondamentale de la
dynamique (L.F.D.) nous donne :

Ziﬁi: mYy;= ma; (1.3)

1.3.1.1 Mouvement de rotation :

La Loi fondamentale de la dynamique d’un mouvement de rotation s’écrit :

XiMj (ﬁl) =]0= :127? (1.4)

=  Exemple : (Masse-ressort)

Considérons une masse attachée a un ressort de constante de raideur K,

K
appliquant un déplacement sur la masse dans la direction x
F
F : Force de rappel du ressort : F = —Kx
- . | L
L’application du formalisme de newton (PFD) en translation
conduit: Figure 1.4 : Masse-

ressort

SF=Mi =>-Kx=Mg = %+-x=0

Delaforme:%+wix=0=0=> w, = /%
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1.3.2 Equation de Lagrange :
La fonction de Lagrange (lagrangien du systéme) qui est la différence de 1’énergie cinétique

Ec et de I’énergie potentielle Ep :

L=E,—Ep (1.5)
d foLy oL _
p (ﬁ) ~3q — Fextg (1.6)

avec :
g: est la coordonnée genéralisée qui caractérise le mouvement vibratoire.
Fextq: Les forces extérieures genéralisees.
1.3.2.1 Cas des systemes conservatifs :
Pour un systeme conservatif, la force appliquée dérive d’un potentiel, I’équation de Lagrange
des systemes conservatifs en absences des forces dépendantes du temps (libres) et définis par
une seule cordonnée généralisée (1DDL) s’€crit :

%(Z—z)—g—zzo (1.7)

Pour un mouvement unidimensionnel x (translation), I’équation s’écrit :

d (9L oL
a(G) 5 =0 (1:8)
Pour un mouvement rotationnel 6 (rotation), 1’équation s’écrit :
d (0L\ oL
a(56) 3 =0 (1.9)

- L’énergie cinétique de translation ECtran d’une masse “ m et de vitesse “v ” est :
1o 1 .o
Ec = EmV = Ec = me (|10)
- L’énergie cinétique de rotation ECrot d’un corps de moment d’inertie [, est :
E, ==1,,62 (1.12)
c— 5, /A .
- L’¢énergie potentielle Ep d’une masse dans un champ gravitationnel :

Ep, = mgh (1.12)
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- L’énergie potentielle d’un ressort :

Ep = > Kx? (1.13)

p
= Exemple:

Reprenons le méme exemple déja traité par le formalisme de Newton, par le formalisme de

Lagrange (Masse-ressort).

1_2
ECZZEBAX

1 2
Ep::Epm):?EKX

ez Lo 2
L= Ec_'EP ==ED4X -—EI(X
L’équation de Lagrange est donnée comme suit :

d (0L\ 9L _ N _ o, Ko o 2. _
E(&)_&_O: Mi+Kx =0 = X+ x=0 delaforme X+ wjx =0

Pulsation propre du systeme w, = \/%

1.3.2.2 Cas des forces de frottement dépendant de la vitesse :
Dans le cas de présence des forces de frottement qui dépendent de la vitesse [Amortissement],
I’équation de Lagrange s’écrit :

d(aL) oL , oD _ (1.14)

at\aa) "~ oq ' 0

D est la fonction de dissipation donnée par : D = %qu

1.3.2.3 Cas d’une force extérieure dépendant du temps
Dans le cas d’une force extérieure dépendant du temps, 1’équation de Lagrange s’écrit

comme .

d /0L JL D
€ (a) — B_q + a = Fext,q (1.15)
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Et pour un systéme a plusieurs degrés de liberté, I’équation de Lagrange s’écrit :

d /oL oL 0D )

1.4 Exercices corrigés sur les vibrations

Exercice N°1

Un mouvement vibratoire est caractérisé par le déplacement suivant :
x(t) = 10 cos(50t + g)

Ou x en centimeétres (cm), t en secondes (s) et la phase en radians (rad).

1- Déterminer I’amplitude maximale.

xl' -
2- Donner la pulsation,

3- la fréquence et la période du mouvement.

4- Exprimer la phase initiale (déphasage a 1’origine).

5- Calculer le déplacement x et la vitesse v a I’instant t=0s.

Solution N°1

L’équation x(t) = 10 cos(50t + g) De la forme x(t) = A cos( wt + ) alors :

1- L’amplitude maximale est 5 cm. (A=5cm).

2- La pulsation est w=50 rad.s*

3- Lafréquence f : f:% = ;—2 =7.98 Hz , la période T = lf = %93 =0.125s.
4- Laphase initiale :¢ = - rad.

5

Le déplacement, la vitesse :
At=0s, x(0) = 10cos(50(0) +§) =0m
v(t) = x(t) = —Aw sin( wt + @)

v(0) = %(0) = —10 * 50 sin(50(0) + ) = —500 m/s?
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Exercice N°2

Les oscillations harmoniques d’un point matériel sont décrites par 1’équation :
x(t) = 0.5sin(25t + E) (m)

1- Trouvez I’amplitude A et la pulsation w.

2- Déterminer la fréquence f, la période du mouvement T et déphasage initiale ¢.
Solution N°2

1- L’amplitude A= 0.5 (m), La pulsation est =25 rad.s™.

2- La fréquence f : f:% =2 2398 Hz.

2T

- Lapériode T = 1=l 0255,
3.98

- La phase initiale :¢ = 7 rad
Exercice N°3
Une particule vibre autour d'une position d'équilibre prise comme origine avec une fréquence
de 100 Hz et une amplitude de 2 mm. Sachant que v(0) = 0. Ecrire I'équation horaire du
mouvement sous la forme x(t) = A cos( ot + @) et x(t) = Asin( ot + ¢).
Solution N°3
1- I'équation horaire :
* L’amplitude A=2.1073 (m)
» Lapulsation w = 2nf, =628 rad.s*
a- L'équation horaire : x(t) = A cos( ot + ¢)
v(t) = x(t) = —Ao sin( ot + ¢)
v(0) =x(0)=0=sin(0)=0=>¢=0
L'équation horaire demandée s'écrit : x(t) = 2.1072 cos(628.t) m

b- L'équation horaire : x(t) = A sin( ot + o)

L'équation horaire demandée s'écrit : x(t) = 2.1073 cos (628. t+ g) m
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Exercice N°4

1- Déterminer 1’équation de mouvement d’un pendule simple
de la Figure ci contre, constitué d’une masse m et fils de
longueur L de masse négligeable pour des faibles oscillations
par la méthode de Lagrange.

2- Quel est le nombre de degré de liberté. Justifier

Solution N°4

1- L’équation de Lagrange caractérisant le systeme est donnée par :

d(aL)_aL_O
dt \ a6 90

Le lagrangien est donné par L = E. — Ep

1 . 1 .
EC = EI/AGZ = Emlzez
E, = —mgh = —mglcos6

Pour les faibles oscillations sinf = 0 et

92
cosO =1——
2

2

L’énergie potentielle s’écrit : E, = —mgh + mgl 67

Et le Lagrangien :
2

LYY
L=§ml 0 —mgh+mgl7

4oLy _ oL _ 24 _ 580 _
S(%)-%=0>mP8+mglo=0 >6+E0=0

La pulsation propre du systeme wg = %

2- le nombre de degré de liberté :

On a trois coordonnées généralisées x,y et8 donc: N = 3.
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x et 0 sont liées avec une relation: x = Lcos6
y et 8 sont liées avec une relation: y = Isin®
Donc r = 2.
Donc : le nombre de degres de libertéed = N —r = 1.
Exercice N°5
Un oscillateur a pour équation réduite X + 4x + 16x = 0.
Calculer sa pulsation propre m,, son coefficient d’amortissement §, pseudo pulsation o, sa
pseudo-période T
Solution N°5
L’équation d’un oscillateur harmonique peut s’écrire sous la forme: ¥ + 26% + wix = 0
Par identification on trouve :
* Lapulsation propre wy : % = 16 rad.s™! = wg = 4 rad.s™*
» |e coefficient d’amortissement § : 26 =4 = § = 257!

= pseudo pulsation o :

0= ’w%—é‘z = V16 — 4 =V12rad.s™!

= le pseudo-période T:
=1.815 s

Exercice N°6

Un mouvement harmonique est décrit par : x(t) = 10 cos (g) t, (X en (mm), t en secondes).
1- Déterminer la fréquence et la période du mouvement.

2- Déterminer I’amplitude du déplacement, de la vitesse et de I’accélération.

3- Le déplacement, la vitesse et 1’accélération aux instants t=0 s et t=1,2 s
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Solution N°6

T

x(t) = 10 cos (5) t
1- La fréquence et la période du mouvement :

L'équation horaire © x(t) = Acos(wt + @)

la période du mouvement T :

T==-=—=10s

1
0.1

~l =

2- P’amplitude du déplacement, de la vitesse et de 1’accélération :
x(t) = Acos(wot + @)

= x(t) = —Awsin(wyt + ¢)

= %(t) = —Aw*cos(wot + @)

2
x(t) =10 cosgt = x(t) = —21Tsin§t = x(t) = —uz)—gcos (g)t

-L’amplitude du déplacement A: A = 10 mm

-L’amplitude du déplacement x,, :

Xo = —2mmm.s !

-L’amplitude de I’accélération : X,
2

% = —10 x (g) = —3,943mm/s?

3- Le déplacement, la vitesse et I’accélération aux instants t=0 s et t=1,2 s :

x(0) = 10 mm
at=0=1{ x(0) = 0mm.s™!
%(0) = —3,943mm/s?

x(1,2) = 7,29 mm
at=12s=1{ x%x(1,2) =43 mm.s™?!
%(1,2) = 1,23mm/s?

11
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1.5 Exercices supplémentaires
Exercice N°1
Les oscillations harmoniques d’un point matériel sont décrites par 1’équation :
x(t) = 0.2 cos(mt + g)

Trouvez : I’amplitude A, la pulsation w, la période T, la fréquence f et le déphasage initiale ¢
Exercice N°2
Un mouvement harmonique est décrit par : x(t) = Acos(wot + @)
Les conditions initiales sont : x(0) = x,,%(0) = X,
1- CalculerAete.
2- Exprimer x(t) sous la forme x(t) = Bcos(wyt) + Bsin(w,t) et en déduire B et C.
Exercice N°3
Un systeme mécanique masse-ressort, oscille harmoniquement avec une amplitude A = 2cm,
et une fréquence f = 1Hz. A I’instant t = 0, son déplacement est maximum. Sachant que la
masse m = 10 kg.
Calculer I’énergie cinétique, potentielle et totale de cet oscillateur a ’instant t = 2s .
Exercice N°4
L’"equation d’un oscillateur harmonique peut s’ "ecrire sous la forme:

X+ 28X+ wix =0 (*)
Si I’on considére que les solutions sont de la forme x = e™. Donner :
1- L’équation caractéristique.
2- Déterminer la solution de cette équation pour le cas A< 0.
3- Dans le cas ou § = 0, déduire la solution de I’ ‘equation (¥*).
Exercice N°5
On considere un point materiel astreint a se déplacer sur un cercle de rayon R et de centre O

contenu dans le plan XOY.

12
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1- Traduire la liaison par une ou des relations mathématiques.

2- Quel est le nombre de degreés de liberté de ce point ?

3- quelles sont les coordonnées généralisées que 1’on peut utiliser pour repérer ce point ?
Exercice N°6

On considere un point matériel astreint a se déplacer sur une sphére. Répondre aux mémes
questions que I’exercice précédent.

Exercice N°7

On considere un haltere constituée de deux masses identiques m, supposées ponctuelles,
reliées par une tige de longueur L, de diamétre et de masses négligeables.

1- Comment s’écrit mathématiquement la liaison entre deux masses ?

2- Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systeme ?

Exercice N°8

Pour repérer la position d'un solide dans I'espace, il faut repérer la position de trois points non
alignés A, B et C de ce solide.

1- Traduire les liaisons physiques par des relations mathématiques; quel est le nombre de
degrés de liberté de ce solide?

2- Quelles sont les coordonnées généralisees les plus couramment utilisées pour décrire le
mouvement d'un solide?

Exercice N°9

Un oscillateur a pour équation réduite X + 16x + 64x = 0.

1- Calculer sa pulsation propre w, la fréquence propre fyet la période propre T,.

2- Déterminer le coefficient d’amortissement §

3- Déduire le pseudo- pulsation o, pseudo période T

13
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Exercice N°10

Dans les systemes mécaniques représentés sur les figures ci-dessous, les positions d’équilibre

sont représentées en pointillés.

“/ €e
—>
er )
M
Figure (a) Figure (b)

Figure (c)

1- Quel est le nombre de degré de liberté du point matériel dans chaque systeme.

2- Quelles sont les coordonnées généralisées que 1’on peut utiliser pour définir le mouvement

de ce point.

Exercice N°11

Un systeme mécanique est constitué d’un ressort de constante
de raideur k relié a une masse ponctuelle m, oscille autour
de sa position d’équilibre.

1- Quel est le nombre de degré de liberté. Justifier.

X

2- Retrouver 1’équation différentielle du mouvement en appliquant les deux formalismes.

Exercice N°12

Un cylindre homogéne de masse M et de rayon R, roule
sans glisser sur une plate-forme horizontale. Le centre du
cylindre est relie a un bati par un ressort de raideur 2K
(\Voir le schéma ci-contre).

Rappel : le moment d’inertie du cylindre ] = %MR2

Répondre aux mémes questions que 1’exercice précédent.
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Chapitre 11 Oscillations libres des systemes non amortis a un degré de liberté

1.1 Les systemes libres non amortis (Oscillateurs libres)

Un systéme oscillant en absence de toute force d’excitation (forces extérieures) est appelé
libre (oscillateur libre non amorti). Le nombre des variables indépendantes décrivant le
systeme est appelé degré de liberté (DDL).

1.2 Oscillateur harmonique

En mécanique, on appelle oscillateur harmonique qui, dés qu’il soit écarté de sa position
d’équilibre d’une distance x (ou angle ), est soumis a une force de rappel opposee et

proportionnelle a I’écartement x (ou 8).

11.3 Equation du mouvement

L’équation différentielle d’un mouvement libre non amorti est de la forme :
j+wiqg=0 (1.1)

L’équation de Lagrange pour les oscillations libres d’un systéme conservatif est donnée par :

%(Z—;)—Z—;=0 (11.2)

La solution de I’équation (II.1) est donnée par :
q(t) = Acos(wot + @) (1.3)

A : Amplitude des oscillations, ¢ : Phase initial.
wy: La pulsation du systeme, elle dépend des eléments constitutifs (masse, ressort, fils...).

Les constantes A et ¢ sont calculés a partir des conditions initiales :

q(t =0) =qo
=0 - 1

L’amplitude des oscillations d’un oscillateur harmonique libre ne dépend pas du temps.
De telles oscillations sont dites non amorties.

1.4 L’énergie cinétique et I’énergie potentielle

11.4.1 L’énergie cinétique E_ :

L’énergie cinétique est une notion fondamentale en physique, en particulier en
dynamique. Comme toute énergie, 1’énergie cinétique s'exprime en joules (J).
L'énergie cinétique d'un systéme est la somme des énergies cinetiques des corps qui le

composent. On distingue deux formes d’énergie cinétique :
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= ]’¢énergie cinétique de translation ;

= [’énergie cinétique de rotation.
Dans le cas d’un corps en translation, de masse m et de vitesse v, I'énergie cinétique E. est

proportionnelle & la masse du corps et au carré de sa vitesse, soit la relation :
1 o 1 .o
Eczsz :>EC=5mX (11.5)
Dans le cas d’un corps en rotation, 1’énergie cinétique est proportionnelle au carré de la

vitesse angulaire 6, selon la relation :

Ee = -1,,6? (11.6)

€T 2
Ou 1/, représente le moment d’inertie du systéme.
11.4.2 L’énergie potentielle E, :
L’énergie potentielle est une notion fondamentale en physique, en particulier en dynamique.
Comme toute énergie, 1’énergie potentielle s'exprime en joules (J).A chaque type d'interaction
correspond une énergie potentielle particuliére : de pesanteur, électrique, élastique, etc.
11.4.2.1 Energie potentielle de pesanteur :
L’énergie potentielle de pesanteur est proportionnelle a 1’altitude h du corps et a ’intensité g

du champ de pesanteur considere. Elle se note E, et est exprimée en joules (]). Cette énergie

est définie par rapport a une position choisie arbitrairement servant de référence, en général :

E, = mgh (1.7)
avec m en kilogrammes (kg), g en newtons par kilogramme (N.kg~1) et h en métres (m).
11.4.2.2 Energie potentielle électrique :
Une particule chargée placée dans un champ électrique possede une énergie potentielle

electrique, notée E,. Cette énergie dépend de la charge g de la particule et du
potentiel électrique V du point ou se trouve la particule :

E, =q.V (1.8)

avec q en coulombs (C) et V en volts (V).
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11.4.2.3 Energie potentielle élastique :

L’¢énergie potentielle élastique est 1'énergie potentielle emmagasinée dans un corps ¢élastique
lorsque ce dernier est compressé ou étiré par rapport a sa position naturelle. Lorsque la force
comprimant ou étirant le corps élastique cesse, celui-ci tend naturellement a retourner a sa
position naturelle et transforme ainsi son énergie potentielle en énergie cinétique.

Dans le cas classique d’un ressort, I’énergie potentielle élastique E,dépend de I’allongement
ou du raccourcissement du ressort, noté x, et de la constante de raideur K du ressort selon la

relation :
E, = 1 Kx? (11.9)
P 5 :
Avec K en newtons par métre (N.m ~1) et x en métres (m).

I1.5 Conditions d’équilibre

Deux conditions définissent le mouvement vibratoire :

. O OE
* La condition d’équilibre : —= =0
- N . 0%Ep
= La condition de stabilite est donnée par : Fre >0
q=0

La figure 11.1 montre la variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de x.
Dans un mouvement vibratoire, I’énergie totale est constante. L’énergie se transforme d’une
énergie cinétique a une énergie potentielle. Quand 1’énergie cinétique diminue, 1’énergie
potentielle augmente et vis versa. Cette propriété est appelée conservation

de I’énergie totale du systeme.

> X

Figure. 1.1 : Variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de x
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L’énergie totale du systéme est égale a une constante. Elle est proportionnelle au carré de

I’amplitude et de la fréquence de 1’oscillation.
Em =Ec+E, (1.10)
11.6 Systémes équivalents

C’est un systéme simple qu’on représente en générale par un ressort équivalent ou une masse

équivalente.
11.6.1 Ressorts équivalents : On a deux cas :

11.6.1.1 Ressorts en série
La constante de ressort équivalent Kg:

Keq

11.6.1.2 Ressorts en paralléle et solide intercalé entre

deux ressorts

La constante de ressort équivalent Keg:

K1 K K2 - ch
Keq = Kl + KZ

11.6.2 Cas d’un ressort de masse non négligeable.
m : La masse du ressort.
AU repos :

= [ :Lalongueur du ressort.
= dm : masse élémentaire située a une distance y
du point de suspension.

En mouvement :

= x(t) : Déplacement instantané de I’extrémité mobile du ressort.
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" dy = %x(t) : Déplacement de la masse élémentaire
sa vitesse = %J'C(t)
-La masse linéique du ressort a une distance l: p = ? =>m = pl
-La masse de ’élément dy du ressort :m; = pdy = %dy
=L énergie cinétique= ), tous les énergies de ses éléments
-r.= 1 () x (2307)
l

E, = fol% SOy dy = %%X(t)z.); 0
1

o= 5(5)202 = gmegi?)

meng

1.7 Moments d’inertie des solides réguliers

Anneau ou Tige mince Tige mince Spheére pleine
Cylindre Creux
(troux de rayon

r=R)

| S

J=IML* | ]=3iML?

Disque plein Cylindre

plein

<

] = MR?

] = MR2

Sphére creuse

e

2MR?2
3

] =

Figure. 11.2 : Moments d’inertie des solides

- Le moment d’inertie d’une tige de masse M de longueur L autour de centre de gravité G

est | = %MLZ

- Le moment d’inertie d’un disque de masse M de rayon R autour de centre de gravité G

est | = %MRZ

-Théoréme des axes paralléles (Huygens) : Le moment d’inertie d’un solide par rapport a

I’axe de rotation (A) paralléle a I’axe (D) passant par le centre de gravité (C.G) :

1
](A) = ](D)(C- G) + 1\/[(212 = EMLZ + Mdz

Jp)(C.G) : le moment d’inertie de 1’objet par rapport a I’axe (D)
passant par (C. G).
d : la distance entre I’axe de rotation (A) paralléle a I’axe (D) ’

passant par (C. G).
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11.8 Exercices résolus

Exercice N°1

Soit un systeme modélisé par une masse M et deux ressorts de raideur K.

(\Voir le schéma ci-contre).
Valeurs numériques : M=0.5 kg, K=100 N/m.

1- Quelle est le type du systeme ?

2- Trouver I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle Ep,.
3- Etablir I’équation différentielle du mouvement en fonction de x.

4- Donner la solution finale si: x(0) =1 cm;x(0) = 0.

5- Calculer I’énergie totale.
Solution N°1

1- Le type du systeme : Systeme libre a 1 ddl.

2- L’¢énergie cinétique E. et I’énergie potentielle Ej, :

E —1M'2
C_2 X

1 2 1 2 2
Ep = EP(K) +EP(K) =EKX +EKX =Kx

L=E,—Ep

3- L’équation du mouvement:

d (dEC) N dE, 0

dt\dx/ " dx
Te=Mx ; (T = M
dx dt \ dx
dE
p
— =2K
dx X

L’équation du mouvement s’écrit :

2k
MX +2kx =0 = 5&+MX=O

20
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L’équation différentielle du mouvement est de la forme : X + w3 x = 0

la pulsation propre w3 = % = Wy = \/% = /% =20rad.s™?!
‘i op =2 g [M gy o5
La période propre To: Ty = o 2n K= 2n 00 = 0,314 s

La fréquence propre fo : f = ;"—; = i /% = i /% = 3,184 Hz

4-la solution finale est :
x(t) = Acos(wot + @)

{5{(0) = —Awysin(p) =0 =sin(p) =0= ¢ =0
x(0)=A=1cm =0.0lm

Alors : x(t) = 0,01 cos(wot) m = x(t) = 0,01 cos(20t) m

5- Energie Totale :

E(t) = Ec() + E, (V)

E(t) = E(0) = E.(0) + E,(0) = %M)'(Z(O) + Kx%(0) = K. A% = 100 x (0.01)?
E(t) = 0.01]

Exercice N°2

Une poulie homogene de masse M = 2 kg et de rayon R = 0.2m.

Onnote:1,, =], = %MR2 , le moment d’inertie de la poulie.

La poulie est suspendue par une corde inextensible a un bati fixe. Aux
Extrémités de la poulie sont fixés un ressort de raideur k = 60 N/m,
et une masse m = 0.5 kg par un fil inextensible de masse négligeable.
On néglige aussi la masse du ressort et le frottement autour de 1’axe de
la poulie. Si x est le déplacement vertical de la masse m.

1- Donner I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle E,, du systeme
en fonction de 6.

2- Trouver le lagrangien L et déduire I’équation du mouvement.
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3- Trouver la pulsation propre o, la période propre T, et la fréquence propre fj,.

4- Trouver la solution finale en prenant comme conditions initiales : 6(0) = % :0(0) = 0.

Solution N°2

1- I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle E,

Ec.=Em +En

E, =§]é2 +%m)'<2 ,avec x = RO = x = RO
=1(1MR?) 62 + 1 mR292

Ec =3 (3 MR?) 6% + ZmR?6

1/ M .
EC=E(§+m)R262

Ep = Epc) = ;kx? = Ep = SkR202

2- Fonction de Lagrange :

L=E.—Ep

1/ M . 1
— | — 202 _ 202
L—2(2+m>R9 2kRE)

L’équation différentielle du mouvement :

d(@L) 6L_
dt\gd/ a6
oL M . d /oL M )
(—)=<—+m)R29 = —(—)= (—+m)R29
6 2 dt\58 2
oL _ R
00

] M 25 20 . 2k _
Donc : (2+m)R §+kR0=0= B+_-0=0

3- la pulsation propre w,, la période propre T, et la fréquence propre f; :

. .2 2K _ 2K _ (120 _ -1
La pulsation propre :wj = M = Wo = /M+2m = /—3 = 6,324 rad.s
- . _ 2_11' _ M+2m 3 _
La période propre To: T, = o = 21 / i 2T /—120 =0,992s

La fréquence propre fo: fy = =2 = LK i f% = 1,007 Hz

2 2w M+2m
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4-la solution finale est :

H(t) = ASln(th + (p) = H(t) = Awocos(a)ot + (p)
: T
0(0) = Awycos(@) =0 = cos(p) = 0= ¢ = >

T TC

= A=—

0(0) = sm(cp)—E=> sm(—)—g 7T

2
Donc:

0(t) = - sin (wot + g) = 6(t) = sin (6,324t + g)

Exercice N°3

I
Soit une poulie (cylindre creux) de masse M et de rayon R peut tourner
librement autour de son axe fixe. La poulie est suspendue en son centre par M
RO
X o

une corde inextensible a un bati fixe. De part et d’autre de la poulie on
fixe sur sa périphérie deux ressorts de méme raideur K. les deux ressorts
ont leur autre extrémité reliée au sol. On donne le moment

d’inertie chlindre/O = MRZ

Valeurs numériques : M=1 kg, K=50 N/m, R=0.2 m

1- Quelle est le type du systeme ?

2- Trouver I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle Ep,.

3- Déterminer 1’équation différentielle du mouvement en fonction de 6.

4- Trouver la solution finale en prenant comme conditions initiales: 8(0) = 0;8(0) = 5w,.
5- Calculer I’énergie totale

Solution N°3

1- Le type du systéeme : Systéme libre a 1 ddl.

2- L’¢énergie cinétique E. et I’énergie potentielle Ej, :

Ec = 5]0? = ZMR?6?
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Ep = Epg + Epgo) = 3 kx? +-kx? =kx? ,x = RO
Ep = kR?62
L=E.—Ep

3- L’équation de Lagrange est donnée par :

d oL\ oL _ d (9E;\ | 0Ep _
_(ﬁ) E—Ooudt( )+ =0

dt 20 26
dEc _ MR2§ : i(%) — MR%D
dé de \ dé

dEp _ 2

T 2KR“0

L’équation du mouvement s’écrit :
i 5 . 2k
MR“0 + 2kR“6 =0 = 9+M6=0

L’équation différentielle du mouvement est de la forme : ¥ + w3 x = 0

la pulsation propre :w3 = % => Wy = \/%K = /% =10rad.s™?!
ari T = 2T _ fﬂ - /L —
La période propre To: Ty = o 2n i 2n 00 = 0,628 s

La fréquence propre fo: f = 3—1‘; = %T /% = %T f%o = 1,592 Hz

4-la solution finale est :

{G(t) = Asin(wyt + @)
0(t) = Awycos(wot + @)

0(0) =0 = Asin(p) =0 =sin(p) =0=>¢ =0
5 5
cos(o) - cos(0) -

0(0) = Awycos(9) = 50y = A = 5
Donc : 6(t) = 5sin(10t) m

5- Energie Totale :

E(t) = Ec() + E, (D)

1 242 2 1 2 2
E(t) = E(0) = E.(0) + E,(0) = EMR 6°(0) + kR?6%(0) = EMR (5wg)

= %(1 x (0.2)%) x (0.01)? = 2 x 10 9]
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Exercice N°4

On considere le systeme mécanique représenté a la figure

o

3________--_________-_-_-_______ ——

ci-contre. La tige de masse négligeable et de longueur 2L

La tige effectue des oscillations de faibles amplitudes autour d'un axe

fixe passant par le point O. Le milieu de la tige (point b) est relié a un

bati par un ressort de raideur K et son extrémité libre porte une masse

M.

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéeme étudier.

2- Trouver I’énergie cinétique E, et I’énergie potentielle E,, du 1

systéme (pour la variable 6). Equilibre

3- En déduire I’équation différentielle du mouvement de ce systéme, utiliser la
variable 6, et préciser sa fréquence propre f,.

4- La solution de 1’équation différentielle est de la forme : 6(t) = Asin(wyt + @).

Déterminer I’amplitude A et la phase initiale ¢ si a I’instant t = 0,

T[ .
20’

0(0)=—;600)=0

Solution N°4

1- Le nombre de degré de liberté du systeme :

Le systeme oscille a un degré de liberté car il y a une seule variable indépendante qui

caractérise le mouvement.

2- L’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle E,, (variable 6):
Ec = Ecm = %]Méz, Ju = M(2L)? = 4ML?
1 . )
Ec = - (4ML)O? = B, = 2ML2$?
Ep = Epimy + Epx
E, = Mgh + ! Kx?
p = Mg 2
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: : 02
i ~ — — Qin2 ~ -
Faibles amplitudes 6 < = sinf =~ 0, cos® = /1 —sin?(0) = 1 >

x=Lsind=>x=L6

2

0
h=2L(1—COSG)=>h=2L<1—1+7>:>h=L92

E, = Mgh 1KL292
p=Mgh+>

2 1 202 1 2\n2
E, = MgL®” + - KL?0% = Ej, = - (2MgL + KL*)#

3- L’équation différentielle du mouvement et la fréquence propre :

d (6L> oL 0 d <0EC) N 0E,
dc\ag) 90 "M ac\ge) T o0 T
d (dE,\ OE,

a(ae ) +59 =0

9Ee _ 4ML26 i(@) — AML26

do dt \ de

dE

- = (2MgL + KL?)8
L’équation du mouvement s’écrit :

- , . (2MgL + KL?)
4ML*0 + (2MgL + KL =0 = 8 + VTR

:»é+<g+ K)O—O
2L 4M)

L’équation différentielle du mouvement est de la forme : 6 + w2 6 = 0

2 _ (9 i) _ (i i)
“’°_<2L+4M = @0 = g0 T am

w1 (g_l_K)
fo_Zn_Zn 2L 4AM

4- L’amplitude A et la phase ¢ :

La solution de I’équation différentielle est :
0(t) = Asin(wot + @) = 6(t) = Awycos(wyt + @)
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8(0) = 0 = Awycos(p) = 0= cos(p) =0 = ¢ =

N A

GO—T[ Asi _m Asin (M) = ™ A
()—%ﬁ sm(cp)—ﬁ=> sm(E)—Eﬁ =30

Les conditions donnent : A = % et = g

Exercice N°5

Un systeme mécanique est constitué une barre de masse M

et de longueur L oscille autour de I’articulation O dans le

plan de la figure. A I’extrémité de cette barre, on place un ressort

de constante de raideur K. A I’équilibre, la barre est verticale et le

ressort de raideur K est au repos.

1- Donner le moment d’inertie du systéme (en utilisant le
Théoreme de Huygens). Equilibre

2- Donner I’expression I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle E,, du systeme dans le
cas des faibles oscillations (pour variable ).

3- Déterminer 1’équation différentielle du mouvement en fonction de 6.

4- Trouver la solution finale en prenant comme conditions initiales: 6(0) = 2”—2 :0(0) = 0.

Solution N°5

1- Le moment d’inertie total [y, :

I =Jmyce +Jmjo

M2 13ML?
= — = =
Ju =75 Jum 1

2- L’énergie cinétique E, et I’énergie potentielle E,, (variable 6):

1 . 1/13ML?\ .
Ec =§]M92 =5 62

2 12

Ep = Epmy + Epky
1 2
Ep = Mgh + S Kx
2
Faibles oscillations 6 «< = sinf ~ 6, cos 0 = /1 —sin?(0) =~ 1 — 67
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x=Lsin0=>x=L0
62 K
h=L(1—-cos6) >h=1L 1—1+7 =>h=7
E M 62+1KL2(3)2 E 1ML+KL262
= —_— — = = —

Fonction de Lagrange :

L =E, — Ep
_ (BN Loy L + KL»)6?
2\ 12 > (Mg )

3- I’équation différentielle du mouvement en fonction de 6 :
d <6L) oL
dt\agp/ 096

JL 13ML?) . d /0L 13ML?%) ..
a0 12 dt\ge 12

oL _ MgL + K1L?)0
36 = (Mg )

L’équation du mouvement s’écrit :

13M 12\ ..
)8+ (MgL+KL?)8 =0

.. 12g 12K

6+ (oot )0 =0
13L  13M

L’équation différentielle du mouvement est de la forme : § + w2 8 = 0

. 12 12K 12 12K
la pulsation propre :w§ = (—g + —) = Wy = (_9 + _)
13L 13M 13L 13M

: fp=to L (Ls 126
La fréquence propre fo : fy = =\ Gt G

4-la solution finale est :
0(t) = Asin(wot + @) = 6(t) = Awycos(wyt + @)
a m

. _ T (M T _ T
0(0) = Asin(yp) —§=>Asm (E) =—= A=
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Donc : 6(t) = 2“—2 sin (wot + g)

Exercice N°6

Pour le systeme mécanique de la figure ci-contre,
on considére une barre de masse négligeable de
longueur 2L. Sur ses extrémités sont fixes une
masse m, et des ressorts de constante K.

La position d’équilibre correspond a 6(0) = 0.
1- Quelle est le type du systeme ?

2- Déterminer I’énergie cinétique E, et 1’énergie

potentielle E,, du systéme (pour la variable 0).

3- Etablir I’équation différentielle du mouvement
libre pour de oscillations de faibles amplitudes.

4- Trouver la pulsation propre w,, la période propre T, et la fréquence propre f;.

6- Trouver la solution 6(t).
Solution N°6

1-Le type du systeme : Systeme libre a 1 ddl

2- L énergie cinétique E, et I’énergie potentielle E, :

1 N2 2 2
Ec = Ecrot = E]me , Jm = m(L)* = mL

1 .
Ec = = mL?62
C=35 m

Ep = Epy + Epy + Epxy

1 1 1
= —Kx? + =Kx? + —Kx?

E
P2 2 2

Faibles amplitudes 6 < = sinf = 6

x=Lsin0=>x=L6

E —1KL92+1KL62+1KL92
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3
E, = 5 KI?6?

Le Lagrangien:

1 ... 3
L= Ec — Ep = L =5 mL?§? — > KI?6?

3- L’¢équation différentielle du mouvement en fonction de 6 :

Formalise de Lagrange :

d <6L> oL _ 0

dt\ps/ 00

JoL . d /0L .
00 dt\oe

oL _ 3 K126

0 4

L’¢équation du mouvement s’écrit :
. 3
mL20 + ZKLZG =0
0+ 5K =0
4m
4- la pulsation propre g, la période propre T, et la fréquence propre f; :

L’équation différentielle du mouvement est de la forme : 6 + w2 6 = 0

la pulsation propre : ©2 = -X = @, = |-X
- 2 4
La période propre To: Ty = — = 2= /—m
(o1 3K
oo 1 [3K

La fréquence propre fo : fy = = |

5- Ecriture de la solution 6(t) :
6 + w3 8 = 0 Systéme libre non amorti donc la solution est de la forme :

0(t) = Asin(wyt + @).
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1.9 Exercices supplémentaires

Exercice N°1

Un systéme mécanique est constitué d’un ressort de constante de raideur k relié a une masse

ponctuelle M, oscille autour de sa position d’équilibre.
Données numériques : M = 0,2kg, K= 6 N.m™!
. . . . . K
1- Déterminer 1’énergie cinétique et potentielle du systeéme.
2- Déduire le lagrangien.
N
E

3- Donner 1’équation de mouvement et sa solution.
4- Calculer la pulsation propre wg, la période propre T, et la fréquence propre f;.
5- Donner la solution finale si : x(0) = 3 mm; x(0) = 0.

6- Calculer I’énergie totale de 1’oscillateur harmonique. Conclure

Exercice N°2

Dans la figure ci-dessous, un systéme mécanique constitue d’une masse M=0.5 kg, d’un
ensemble de ressorts.

On donne : k = 60N/m.

1- Simplifier le schéma en calculant le ressort équivalent

2- Trouver I’énergie cinétique E. et I’énergie potentielle Ep,.

3- Donner 1’équation de mouvement et sa solution.

4- Calculer la pulsation propre wy, la période propre To et la fréquence propre fo.
5- Donner la solution finale si : x(0) = 2 cm;%x(0) = 0.

6- Calculer I’énergie totale.
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Exercice N°3

Un systeme mécanique est constitué une tige de
longueur 3L de masse négligeable est articulée
O et porte & son extrémité C une masse m

(\Voir le schéma ci-contre). Deux ressorts de raideur

K; et K, sont liés a la tige aux points A et

B respectivement.

A 1’équilibre, la tige est horizontale et elle est écartée
d’un angle 6 supposé tres petit (les faibles oscillations).
1- Calculer I’énergie cinétique et potentielle du systéme.
2- Déduire le lagrangien.

3- Etablir I’équation du mouvement.

4- Trouver la solution 6(t) si 6(0) = % :0(0) = 0.

Exercice N°4

Un masse M (assimilable a un point matériel A) est suspendue

ok

a un fil passant par une poulie de masse m, de rayon R.
Onnote J,, = %M R? le moment d’inertie de la poulie par rapport

. . i 9/ M
A I’axe Oy passant par O et perpendiculaire au plan de la poulie.
On admettra que le fil ne glisse pas sur la poulie.
La poulie est suspendue par son centre "a un ressort de constante

de raideur k, et de longueur a vide [,. On néglige les (A)

frottements. On appelle z et Z, respectivement,

I’écarts de la masse M et de la poulie par rapport & leur position

d’équilibre.
1- Donner I’énergie mécanique et 1’énergie du systéme en fonction de z et de z (on

n’explicitera pas [, longueur a 1’équilibre du ressort).
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2- Déterminer 1’équation du mouvement.

3- Donner la période des petites oscillations de la masse autour de sa position d’équilibre.

Exercice N°5

Soit une masse m fixée a I’extrémité d’une tige de masse négligeable et de longueur 2L .

(Voir le schéma ci-dessous). La tige effectuée des oscillations de faibles amplitudes autour

d’un axe O et perpendiculaire au plan du mouvement. Le point b de la tige, tel que Ob =L,

est relié a deux batis fixes A; et A, respectivement par deux ressorts de raideur K; et K.

A 1’équilibre, la tige est verticale.

1- Sachant qu’a I’équilibre, les deux ressorts ne sont pas déformés, établir I’équation
différentielle du mouvement du systéeme.

2- Sim, K, ,K, et L sont donnés, quelle condition doit satisfaire la longueur a pour que le
systeme puisse osciller ?

3- Cette condition étant satisfaite, déterminer I’expression de la pulpation propre du systéme.

Ki
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Chapitre 111 Oscillations libres amorties des systemes a un degré de liberté

I11.1 Introduction

Dans les oscillations amorties, les forces de frottement sont prisent en considération. Les
frottements sont visqueux et dépend de la vitesse.

111.2 Oscillateur amorti

Le mouvement oscillatoire harmonique n’existe pas dans la réalité : tout systétme mécanique
réel présentant un frottement, une partie de I’énergie mécanique est dissipée en chaleur, et les

oscillations du systeme sont amorties.

111.3 Frottement et coefficient d’amortissement
111.3.1 Frottements visqueux :
La force de frottement visqueux est proportionnelle a la vitesse de déplacement et de sens
contraire.
F=—-avV (111 1)
o : Le coefficient de frottement visqueux (kg/s).

111.3.2 Frottements solides :

La force de frottement est constante et opposée au mouvement.

111.4 Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme libre amorti s’écrit :

d (0L oL oD
E(aﬁ)‘@*a—q—o (11 2)

On définit la fonction de dissipation par :

1., 0D _ ...
D—Za.q =>aq,—oc.q,q—xa (II1. 3)

X,:le déplacement de I'amortisseur
La forme de I’équation différentielle est :
4 +28G+wiq=0 (111 4)
Avec :
§ est le coefficient d’amortissement.
wy : la pulsation propre.
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I11.5 Régimes de I’oscillateur amorti

L’équation différentielle d’un oscillateur amorti est :

G+ 28q + wiq = 0.
Il existe trois régimes possibles:
I11.5.1 Régime apériodique (6 > w, ), les frottements sont importants, la valeur du
coefficient d’amortissement est grande, le systéme revient lentement a sa position d’équilibre
sans effectuer des oscillations et la solution de I’équation différentielle est de la forme :
q(t) = Ajesit + A,es2t

q(t) = A,el3VT=00%]t | g [-8+V87=we?]t (1L 5)

A; et A, sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales.

111.5.2 Régime critique (§ = w ), le retour a la position d’équilibre se fait sans oscillation et
rapidement. Il permet de fixer la limite entre les régimes pseudopériodique et apériodique, la
solution est de la forme :

q(t) = (4; + 4,)e™ % (111. 6)

A; et A, : Constantes d’intégration définies par les conditions initiales.

111.5.3 Régime pseudopériodique ( § < w,), (régime des faibles amortissements) on observe
que I’amplitude des oscillations est toutefois décroissante, elle est pondérée au fil du temps
par un facteur exponentiel décroissant dépendant du frottement, et la solution de I’équation
différentielle est de la forme :

q(t) = Ae %t cos(wt + ¢) (1. 7)

A et ¢ sont des constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales.

w est la pseudo pulsation définie par :

w = ’wg—Sz (111. 8)
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q@® b
q(t=0) -

- Régime apériodique : 0>wo

Régime critique : d=wo

Reégime pseudo-périodique : §< o
w

amortissement
plus faible

Figure 111.1 : La variation de g(t) en fonction du temps t pour les trois régimes (Régime

apériodique, Régime critique et Régime pseudopériodique).
La figure I11.1 illustre la variation de q(t) en fonction du temps t pour les trois régimes (Régime

apériodique, Régime critique et Régime pseudopériodique).

111.6 Décrément logarithmique
Le décrément logarithmique est la mesure logarithmique de la décroissance périodique d’une

grandeur oscillatoire (amplitude du mouvement).

_ g A g A(t) o A(ti+T)
D=In A6 In ACtT) In VTR (1IL.9)
Ou:
_ 1, _A®
D=Jln A(t+nT) (111.10)

n : le nombre de périodes
En remplacant les formules des amplitudes, on obtient a :

D=8T (111.11)

0 est le coefficient d’amortissement.

T est le pseudo période. Elle est donnée par :
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r=2" 111.12)
= " ( .

w est la pseudo pulsation, elle est égale a :

w=+Jwi—82 (1. 13)

111.7 Coefficient de Qualité :

Est une mesure sans unité du taux d’amortissement d’un oscillateur. Le coefficient de qualité
permet de quantifier la qualité d’un systéme oscillatoire. Plus 1'amortissement est faible, plus

la qualité du systeme est grande. Or Q est d'autant plus grand.

Q=2n-@—&

= (111. 14)
Ediss 26

111.8 Energie Mécanique

Pour le cas d’un systéme faiblement amorti (§ << wg), ’énergie mécanique s’écrit :
E(t) = E,.e~2% (1I. 15)

E, = E(0) Energie totale initiale (at=0), E, = E(0) = E.(0) + E,(0)

ANEW)

E(0)

Ec

2t (s)

Figure 111.2 : La variation de 1’énergie totale (mécanique) en fonction de temps t avec

frottement

Le systeme amorti perd de I'énergie par des phénomenes de dissipation (frottement). L'énergie

totale du systeme décroit au cours du temps.
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111.9 Exercices résolus

Exercice N°1

Soit un systeme mécanique constitue d’une masse M = 0.5 kg ,
d’un ensemble de ressorts et d’un amortisseur de @ = 1 kg/s.
(voir le schéma ci-contre).

Ondonne:K=60N/m , x(0) =0.1m, x(0) =2m.s™ !

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systeme ?

2- Simplifier le schéma en calculant le ressort équivalent

3- Trouver I’énergie cinétique, potentielle et de dissipation.

4- Etablir I’équation différentielle du mouvement dans le régime des

faibles amortissements. ALY
5- Calculer I’énergie totale a t = 0 et donner son expression finale en fonction du temps.
6- Calculer la valeur de a pour que I’amplitude atteint une valeur de 1mm apres une
oscillation pseudo-périodique.
Solution N°1

1- le nombre de degré de liberté : 1

: . K
2-le schéma equivalent et le ressort équivalent Keq: “
1 1 4 1 4 1 I 2k
—_—= —t— 4 — > = -
keq 2k 2k 2k 173 M Ix
2 x60
eq =3 = 40 N/m
3- I’énergie cinétique, potentielle et de dissipation : o
» ]’énergie cinétique: E. = %MV2 = E. = %M)’(Z ~{FTRVTRTRRH TR
), . Do 1 1 (2K
* Dénergie potentielle: Ep = Ep(keq) = ;Keq x? = E (?) x? = =Kx?
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= Dénergie de dissipation : Ep = - a(k,)? = ax?
4- I’équation différentielle du mouvement dans le régime des faibles amortissements :

Formalise de Lagrange :

d (0E.\ 0E, OEp
dt\ox /" ax  ox

0E. . d (0E; .
( ,)=Mx:>—(—,):MX
0x dt \ ox

OEp
ox

oxX

9OEp

E = KeqX

L’¢équation différentielle s’écrit :

MX + ax + K 0 "+a'+Keq 0
= = — —X =
X+ ax eqX X MX MX

L’équation différentielle de systéme est de la forme : % + 26% + wix = 0
Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 6 :

a 1
T 2M  2x05

20=—= 6 =1s"1

La pulsation propre wy :

K K 2k 2 X 60
2 _—_€ eq -1
s = ’ = ’_ = ; = 8944 rad.
@o M ®o M 3M 3x0,5 8, ad.s

La pseudo-pulsation w :

0= ’(0(2) —8§2=>+vV80—-1=+79 =8,888rad.s!

Le pseudo période T:
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2n 6,28
T = —=
o 8,888

= 0,706 s

La solution de 1’équation différentielle du mouvement :
x(t) = Age %tsin(ot + @)

5- I’énergie totaleat =0s:

Eo = E(0) = Ec(0) + E,(0) = E(0) = %MXZ(O) + %Keq x2(0)

1 1
E(0) = (E x 0,5 X 2) + <§ X 40 X (0,1)2> =0,7]

L’expression de 1’énergie totale du systeme :

E(t) = E;.e72%t = 0,7e7%]

6- La valeur de a pour que I’amplitude atteint une valeur de 1mm aprés une oscillation
pseudo-périodique :

Le décrément logarithmique D :

A(D)
= |ln——
At+T)
100
D=ln—=4.6
1
2m 27
D—8.T—8$ 8@3—82
) 412 82 o ) - i 2 2 »
5 5= 20 _ 638545
T e—————————— T . S
V4n? + D?

a=26M = 2 x 6.3854 x 0.5 = 6.3854 kg/s

a = 6.3854 kg/s
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1 o
Exercice N°2 L]

Soit une poulie (cylindre creux) de masse M et de rayon R peut tourner

librement autour de son axe fixe. La poulie est suspendue par une corde M
RO

inextensible a un bati fixe. Aux Extrémités de la poulie sont fixés un
ressort de raideur K, et une masse M par un fil inextensible de masse

négligeable. On néglige aussi la masse du ressort et le frottement autour de

a

I’axe de la poulie. On donne le moment d’inertie J o = %MRZ.

Valeurs numériques :

M = 1kg,K=50N/m, R=0.2m,a = 1kg/s.

1- Trouver I’énergie cinétique E, I’énergie potentielle E, et I’énergie de dissipation Ep.

2- Etablir I’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 6.

3- Donner la solution dans le régime des faibles amortissements ( § < w).

4- Calculer le coefficient de qualité du systeme mécanique Q.

5- apres 15 périodes, I’amplitude du mouvement diminue de 30% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D.

Solution N°2

1- L ¢énergie cinétique E, potentielle E,, et de dissipation Ep:
L’énergie cinétique E:

1. 1/1 :
Ec = E]/OOZ = E(EMRZ) 62

L’énergie potentielle E:

1 .
Ep = Epx =§Kx2,avec x=RO=>x%x=R0O

1
Ep = ~kR?6?
P2
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L’¢énergie de dissipation Ep:

Ep = 5(k,)? = 5 0

D—Z(XXO( —Z(XX
1 .

EDZE(XRZGZ

2- L’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 6.

Formalisme de Lagrange : % (gg) + aE—D =0 ou — (?9) + % + % =0
(259 - ()= (25 -

6& = aR20

Gl

aaEeP = kR?0

1 . )
EMRZG + aR?0 + kR?0 =0

L’¢équation différentielle s’écrit :

54+2%+ K90
M M

L’équation différentielle de systéme est de la forme : 0 + 260 + w20 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 9 :

3- la solution dans le régime des faibles amortissements.

8(t) = Age % sin(wt + @)

o= /wg—csz = V100 — 1 = V99 = 9.949 rad.s™*
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4- le coefficient de qualité du systeme mécanique Q :

10
2x1

=X0-_— =55 Q=5
Q=32=>—-=5= Q=

5- Le décrément logarithmique D :

1l A(b) b 1 100 0.0237

=—-In—————— =>D=—In——=0.

n VAt + nT) 15 7100 — 30

D = 0.0237

Exercice N°3

Dans le systeme ci-contre, un disque homogeéne de masse M K

et de rayon R peut tourner librement avec un angle 6 autour de

son axe fixe. La masse m sur le plan horizontal est reliée a un

h LALLARLLRARRLRRRNRNAY

a
m
amortisseur de coefficient a et au disque par un fil inextensible et —
(L
non glissant. <_X‘

Valeurs numériques : M = 2kg, m = 1kg,R = 0.2 m,a = 1 kg/s K = 72N/m.
1- Trouver la relation entre x et 6.
2- Donner I’énergie cinétiqueE,, 1I’énergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep en

fonction de la variable x, ainsi la solution dans le régime des faibles amortissements
. . . 1
(6 < ®p). Le moment d’inertie du disque autour de son axe est : ], = 3 MRZ.

3- Trouver le Lagrangien et déduire 1’équation du mouvement en fonction de variable x .

4- Calculer le coefficient de Qualité é du systeme mécanique Q.

5- Définir et calculer le décrément logarithmique D.

6- Donner le nombre de périodes n pour lequel I’amplitude du mouvement devient 60% de sa

valeur initiale.
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Solution 3

1- larelationentrexet6: x = RO

2- I’énergie cinétiqueE, 1’énergie potentielle Ej, et la fonction de dissipation Ep en fonction
de la variable x :
= [’¢énergie cinétiqueE, :

Ec=Ewm+ Ecm

1., 1
ECZEI/OG + me

x=RO=x=RO

1/1 . 1 1/1 . 1
E.=— _MRZ) 2 _ ‘2=_(_MR2 2) - o2
c 2(2 0° + me >\3 0° )+ me

E —1<1M+ )'2
0_22 m )X

* L’énergie potentielle Ep:

1 2
Ep - EP(K) = EKX

= [’¢énergie de dissipation Ep:

ED = EO(()'((X)Z = EGXZ

3- Le Lagrangien est :

1
L=E.—Ep==

1 1
2(—M+m>>'(2 —EKXZ

2

Le Formalisme Lagrangien :

d (0F\ OE, 0Fp
&(ax) ox T ox

(55) = M+ m)i= 5 (5) = (GM+m)s
ox) _ \2 TM)X T i \Gr ) T2 TX
dEp
ox
dEp
ox

ox

Kx
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L’équation différentielle s’écrit :

X+ x=0
M M
m+ = m+ =

M
(m+?)i+af<+Kx=0 =%+

L’équation différentielle de systéme est de la forme : X + 26x + wéx = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 6 :

o 5 o 2
= = =
m+% M+2m 24+ (@2x1)

28 = =0,5s"1

La pulsation propre wy :

) K K 72 1
Wy = M > Wo = M= 2=6rad.s
m+7 m+7 1+7

La solution est :
x(t) = Age %tsin(ot + ¢)
4- le coefficient de qualité du systeme mécanique Q :

Wy 6
T 28 2x05

Q =4=> Q=6,0=6>1

Le régime des faibles amortissements.
5- Le décrément logarithmique D :
2md 2md 2x%x3,14x%x0,5
o  Jo2-82  V36-1

6- Le nombre de périodesn :

= 0,810 = D =10,530

1. AQ®

_1 AQY) 1 /100
~h VA(t+nT) (

1
-l = p=——] —)=3.14
T A+ T T 053 60

n =~ 3 oscillations
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Exercice N°4

Un disque homogéne de masse M et de rayon 2R
est relié a sa périphérie a un ressort de raideur K
et a un amortisseur de coefficient de frottement a. Une masse

2m est suspendue a un fil enroulé autour de la périphérie du

disque et une autre masse m suspendue a un fil enroulé

autour d’un sillon de rayon R gravé sur la surface du disque.

Les fils sont supposes inextensibles et non glissants.

Le disque peut tourner librement autour de son axe fixe.

Le moment d’inertie du disque autour de son axe est : ], = % MR?,
Ondonne:a=8N.s/m,K=2N/m ,M = 2m = 1kg, m = 0.5kg

1- Trouver Iénergie cinétique E, I’énergie potentielle E, ainsi la fonction de

dissipation Ep pour 8 « 1. (a I’équilibre le ressort n’était pas déformé).

2

Etablir I’équation différentielle du mouvement.

3- déduire la pulsation propre w, et le coefficient d’amortissement 8.

4- Trouver la nature de mouvement.

5

Quelle est la valeur de a qui ne pas dépasser pour avoir des oscillation.

Solution 4
1- L ¢énergie cinétique E, I’énergie potentielle E, ainsi la fonction de dissipation Ep, :
= [|’énergie cinétique E. :

E. = E. disque T Ecom + Ecm

1,1 Nag 1 S
E.= E(EM(ZR) )9 + E(Zm)X + E(m)x
Puisque le fil est non glissant et inextensible on a :

{x=Re :>{5<=R9
X = 2RO X = 2RO

1/1 . 1 . 1 .
Ec = E(EM(ZR)2> 62 + E(m)4R262 + E(Zm)RZGZ
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E. = MR?6? + 2mR?6? + mR?6?
E. = (M + 2m + m)R?6?
E. = (M + 3m)R?6?

* D’énergie potentielle E,:

Ep = Epxy + Epzm) + Ep(m)

1
Ep = EKXZ + 2mgx — mgX

1
Ep = §K4R292 + 2mgRO — mg2RO = Ep = 2KR?6?
= |a fonction de dissipation Ep :
1
Ep = —a(Xa) —aX2

1 . .
Ep = 5 a4R?0% = Ep = 2aR*0>

Le Lagrangien est :
L =E.—Ep = (M + 3m)R?6? — 2KR?6?

2- L’équation différentielle du mouvement :

] ] ]
Formalisme de Lagrange : (g—;) -— + aE—D =0 ou — (;;) + % + % =0

(aEC) 2(M + 3m)R%6 = (aE ) 2(M + 3m)R28
T = m —_— = m
PY: dt\ 96
9Ep
—— = 4aR?%0
26
OEp
— 4KR?
20 0

L’équation différentielle s’écrit :
(M + 3m)R26 + 4aR?0 + 4kR%206 = 0

6 4aR? - 4KR? 60
2(M+3m)R2~  2(M +3m)R2

2a b+ 2k o=
(M + 3m) (M+3m)

0+
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3- La pulsation propre w, et le coefficient d’amortissement &:
L’équation différentielle de systéme est de la forme : 6 + 260 + w20 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement § :

20 o 8

= —_ = = = -1
“M+3m T Myom 1¥1 S

28

La pulsation propre w,, :

,_ 2k 2k 22 _ o
PO M+3m) T [M+3m) [T+ @Bxo05) OTTAES

4- La nature de mouvement :
5% — w3 = (4)? — (1.264)% = 6.4 > 0 = Le mouvement apériodique.
5- Pour avoir des oscillations il faut que §2 — w3 < 0 = § < wg = a < 4/2K(M + 3m)

=a < 4 Ns/m

Exercice N°5

On considere le systéme mécanique ci-contre,
constitué d’une tige de longueur L et de masse
négligeable pouvant tourner dans un plan vertical
autour de son axe fixe O. Le point A est relié a un bati
fixe par un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux a. A ’autre extrémité de la tige est fixée une

masse ponctuelle m qui est reliée a un second bati

fixe par un ressort de raideur K.
On se place dans le cas des oscillations libres de faible amplitude.

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéeme étudie. Justifier ?

2- calculer I’énergie cinétiqueE, I’énergie potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep, en

fonction de la variable 0.
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3- Etablir I’équation différentielle du mouvement dans le régime des faibles amortissements
ainsi que sa solution.
4- Apres 15 périodes, ’amplitude du mouvement diminue de 25% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D.
5- En déduire le nombre de périodes pour lequel I’énergie total diminue avec le méme
pourcentage .conclure

Solution N°5

1-Le systéme oscille a un degreé de liberté car il y a une seule variable indépendante qui
caractérise le mouvement.
2- Les énergies cinétiqueE,, potentielle E, et la fonction de dissipation Ep, (variable 0) :
= L’énergie cinétique E:

1 . L)?2 L2
Ec = Ecm = 3Jm/ob% In=m(3) = =

. 1 mL?2 52
c 2\ 4

* L’¢nergie potentielle Ej:

Ep = Epim) + Epx)
1 2
E, = mgh + > Kx
2
Faibles amplitudes 6 < = sinf =~ 0, cos 8 = /1 —sin?(0) = 1 — 67

L
X 2Sll’l X >

h L(1 ) = h L(y 1+62 h=Cg2
g\ T oS 2 2 4

E L62+1KLZG2 E ! mgL+ KL 02
= —_ —_ —_— = [ f— _— _—
p =BT TIRY »T2\72 T
= L’énergie de dissipation Ep:

ED = EO(()'(O()Z = EQXZ
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. 1 al? o
D=2\ 4

3- L'équation différentielle du mouvement satisfaite par 0 :

d (0E.\ 0Ep 0Ep
dt( )+ '+69

- ()= 2(5)-(2)
(2
()

L’équation différentielle s’écrit :

mL?\ .. al?) . mglL.  KL?

7 )0t \ )0t 7)ol
@), ()

4 ). 2 )

ml2 0 ml2 6=0
(7)) ()

.oooa 2g K
e+—e+<—+—)e=0
m L m

0 +

L’équation différentielle de systéme est de la forme : 0 + 260 + w20 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 6 :
o o
20— = 6 =—

m 2m

La pulsation propre w, :

La solution est :

x(t) = Age %tsin(ot + @) avec w = \/W

4- le décrément logarithmique D.
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1 A® 1 100
=D = _ln(mo — 25

=l ): 0191
n TA(t+ nT) 15 0.0

D =0.0191

5- le nombre de périodes pour lequel I’énergie total diminue avec le méme

Pourcentage :
D= 1 E(t) o 1 E(t)

~2n "E(t+nT) "~ 2D "E(t+nT)

_1, E® 1100
"T2D "ECt+nT) T 2x0.0191 "100—25 O

n = 35 oscillations

L’énergie totale du systeme décroit deux fois plus rapide que I’amplitude d’oscillation.

Exercice N°6

Une tige de longueur 3L porte en ses extremités des
masses M et m. La tige peut tourner autour d’un
point 0. L’ensemble des frottements est symbolisé
par I’amortisseur de coefficient a. A I’équilibre le
ressort était non déformé et la tige était verticale.

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systéme

étudie. Justifier ?
2- Trouver I’énergie cinétique E, ’énergie potentielle E, L’équilibre 1
et la fonction de dissipation Ep en fonction de la variable 6.
3- Trouver le Lagrangien et I’équation du mouvement. Déduire & et wo.
4- Déterminer la solution dans le regime des faibles amortissements.
5- déduire le coefficient de qualité du systeme mécanique Q.
6- Donner 1’expression de I’énergie mécanique.

7- Apres 30 périodes, I’amplitude du mouvement diminue de 45% de sa valeur initiale.
Calculer le décrément logarithmique D.
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Solution 6
1-Le systéme oscille a un degre de liberté car il y a une seule variable indépendante qui
caractérise le mouvement.
2- I’énergie cinétique E, I’énergie potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep.
= L’énergie cinétique E:

1 2 1 )
Ec =Ecm + Ecm = Elm/oe + E]M/oe

]m/o = mL?

Jmjo = M(2L)? = 4ML?

1 2 1 .
Ec = EmL292 +s (4ML2)H°

1 .2
Ec =5 (m + 4M)L20
* L’énergie potentielle Ep:
Ep = Epk) + Epam) + Epvy

1
E, =§Kx2 + mgh — MgH

. . 02
1 ~ — — QinZ2 ~ -
Faibles amplitudes 6 << = sinf = 6, cos® = /1 —sin?(0) = 1 >

x=Lsin0=>x=L0

67 LO®
h=L(1—-cosb) =>h=L 1—1+? =>h=T

62
H=2L(1—cose):h=2L<1—1+?>=>H= L6?

2

1 Lo
= _KL20% + mg——— Mg Lo?

Ep >

E —1KL202 1 2M)L0?
p=3 +g(m —2M)

= [’¢énergie de dissipation Ep:

1
ED = EO(()'((X)Z = EQXZ
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1 .
ED = E (XLZGZ

3- L'équation différentielle du mouvement satisfaite par 0 :

Fonction de Lagrange: L =E.—Ep = L = %(m + 4M)L26% — %KLZGZ - %g(m — 2M)L@2

i CL(GY 2 D gy (%) g O O
Formalisme de Lagrange : dt(ae) 5 56 =0 ou “\%2) Y50 30 =0

d (0E;\ O0Ep  0Ep

E(aé)Jr 56 "8 =0

0E. . d (0E, .
— | = + 4M L26=>—(—)= + 4M L29
(ae) (m+4ML6 = 7\ 5g) = (m+4W)
OE .
—D — 126

Gl
OEp
=5 = KL?0 + g(m — 2M)LO = (KL? + g(m — 2M)L)0

L’équation différentielle s’écrit :

(m + 4M)L?6 + al?8 + (KL? 4+ g(m — 2M)L)8 = 0

, ol . (KL? + g(m — 2M)L)

0 + 0+ 0=0
(m + 4M)L2 (m + 4M)

5 « . (KL +g(m—-2M)L)

+ +
(m + 4M) (m + 4M)12

L’équation différentielle de systéme est de la forme : 6 + 260 + w20 = 0

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 6 :

(04 (04

20 =tz am = T 2tmt 4

La pulsation propre w, :
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Wi =

(KL? + g(m — 2M)L) _|(KL2 + g(m — 2M)L)
(m + 4M)12 o~ (m + 4M)12

4- la solution dans le régime des faibles amortissements :

0(t) = Age %t cos(wt — @) avec w = /03 — 52

5- le coefficient de qualité du systeme mécanique Q :

(m + 4M)L2

T 28 .
2(m + 4M)

(KL? + g(m — 2M)L)

Q

6- I’expression de 1’énergie mécanique :
E(t) = E,.e2%¢
1- Calculer le décrément logarithmique D :

1. AQ® 1 ( 100

P O BN N —)=0.0199
n TA(t+nT) 30 "\100 — 45

D =0.0199

111.10 Exercices supplémentaires

Exercice N°1

Un systeme mécanique constitue d’une masse

M = 1 kg, d’un ressort de constante de raideur I

-

K = 50 N/m et d’un amortisseur de coefficient

a = 2 kg/s (voir le schéma ci-contre).

1- Déterminer I’équation du mouvement.

2- Determiner : le coefficient d’amortissement &, la pulsation propre w, la pseudo-
pulsation w et le pseudo période T.

3- Trouver la solution de 1’équation différentielle du mouvement si :
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x(0) =0; x(0) =5m.s™ L.
4- Donner I’expression de 1’énergie mécanique (I’énergie totale du systéme).
5- Calculer le coefficient de qualité du systeme mécanique Q et le décrément logarithmique D.

Exercice N°2

X
: : : K —_
Le systéme de la figure ci-contre est constitué AAAAAAA
d’un disque de masse M = 2kg et de rayon T m R M
A1 q 9

R en rotation autour de son axe fixe.

Un fil inextensible de masse négligeable entraine
le disque sans glissement sur sa périphérie.

Il porte & son extrémité une masse m = 1kg,

un ressort de constante de raideur K = 25 N/m et un amortisseur

de coefficient de frottement a = 2 kg/s.
A Dautre extrémité est attaché un autre ressort de raideur K.
1- Trouver la relation entre x et 6.

2- Trouver I’énergie cinétique E, I’énergie potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep, en
fonction de la variable 6. Le moment d’inertie du disque autour de son axe est :

Jjo =3 MR,
3- Donner 1’équation différentielle du mouvement en fonction de variable.
4- Donner la solution dans le régime des faibles amortissements ( § < wy).
5- Apres 30 oscillations pseudopériodiques, 1’énergie totale du systéme vibratoire diminue de
70% de sa valeur initiale.
a- Calculer le décrément logarithmique D.
b- Aprés combien d’oscillations pseudopériodiques, 1’amplitude du mouvement devient
égale a 60% de sa valeur initiale

6- Quelle est la valeur de a pour laquelle le mouvement devient critique.

7- L’énergie totale du systéme est-elle conservative ? Expliquer.
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Exercice N°3

Un systeme mécanique comprenant une barre horizontale de

masse négligeable et de longueur 2L qui peut pivoter sans
frottement autour d’un axe passant par son milieu.

Dans le cas des oscillations de faibles amplitudes :

1- Trouvez le systeme équivalent.

2- Trouver I’équation différentielle du mouvement en

fonction de la variable 0.

3- Donner la solution dans le cas b < w,.
4- Apres 15 périodes, ’amplitude du mouvement diminue de 25% de sa valeur initiale.
Calculer le decrément logarithmique D

Exercice N°4

Le systéme de la figure ci-contre est constitué _x . "

d’une poulie de masse M = 1 kg, et de rayon I m 'VWV\M7R7\ M
R = 0.2 m, le moment d’inertie de la poulie !O/

Jjo = %MRZ. Cette poulie tourne sans frottement

autour d’un axe fixe passant par le point O. o
la masse m = 0.5 kg sur un plan horizontal est reliée a

un ressort de raideur K = 90 N/m et au poulie par un fil inextensible et non glissant.

A Tautre extrémité de la poulie, est fixé Un amortisseur de coefficient a = 0.5 kg/s.

1- Déterminer 1’équation différentielle du mouvement en fonction x et déduire la pulsation
propre w, et le coefficient d’amortissement 6.

2- Donner la solution finale,siat =0 : x(0) = 0;%(0) = 2 w (w : pseudo — pulsation).

3- Calculer le coefficient de qualité du systeme mécanique Q.

4- Calculer le décrément logarithmique.

5- Aprés combien d’oscillations, I’amplitude du mouvement diminue de 40% de sa valeur
initiale.
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Exercice N°7

La figure ci-contre représente un systeme mécanique

ressort de raideur K. Avec (OA=AB=BC=L/3) -

faiblement amorti formé d’une masse m a ’extrémité 1 K
d’une tige de masse négligeable est attaché a i W
i L/3
un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a. M K |
MW——"

Le point A de la tige est relié a un bati par un ressort de . LA
raideur K, et aussi le point B est relié a un bati par un - i

-

1- Quel est le nombre de degré de liberté du systeme étudie. Justifier ?

2- Trouver I’énergie cinétiqueE,, I’énergie potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep, en
fonction de la variable 0.

3- Donner 1’équation du mouvement, déduire & et wo.

4- Déterminer la solution dans le régime des faibles amortissements.

5- Apres 62 oscillations pseudopériodiques, I’énergie totale du systéme vibratoire diminue de
58% de sa valeur initiale. Calculer le décrément logarithmique D.

6- Aprés combien d’oscillations pseudopériodiques, I’amplitude du mouvement devient égale

a 35% de sa valeur initiale.
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

IV.1 Introduction

D’apres le chapitre précedent, on a constaté que 1I’amortissement fait réduire I’amplitude de
vibration, et ’amortissement des oscillations était dii a une diminution de I’énergie
mécanique, pour vaincre les frottements responsables des pertes d’énergie et des
ralentissements des systémes en mouvements, il faut appliquer une force extérieure qu’on

appelle excitation.

IV.2 Equation différentielle du mouvement
L’équation différentielle des oscillations forcées des systemes a un degré de liberté est donnée

par :

d (GL) oL 0D

2« Ga) % a_q=pext (IV.1)

a) Pour un mouvement de translation 1’équation s’écrit :

d (0L oL aD
(%) -5+ = Fox (1V.2)

b) Pour un mouvement de rotation, I’équation s’€crit :

d

oL dL D
dt (_) Y + 0 M(Fext) (IV. 3)

a6
F,.:: la force généralisée a une force extérieure.
M (Foyry : Moment de la force appliqué.
M (Fext) = Foxe X L (IV 4)

= Le Moment : caractérise la capacité d’une force a tourner un objet autour d’un point.

= [ :estladistance droite d’action de la force.

L’équation différentielle du mouvement vibratoire forcé est :
G+ 258G + wiq = A(t) (IV.5)
IV.2.1 Exemple d’un systéme forcé amorti (Systeme masse-ressort-amortisseur)

Dans la figure ci-contre, la masse m est fixée a un ressort K et un amortisseur a.
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On applique a la masse M une force F,,; = FysinQt
L’énergie cinétique du systéme : E. = %MXZ

5 s . . N . _ _ l 2
L’énergie potentielle du systeme : Ep = Epk) = > K x K I::la

La fonction de dissipation : Ep = %a. X2

dL d (0L

ox - X2 g (ax) MX M j

o _ _ l Fex

Pyl Kx

% = X Figure 1V.1 systeme masse-ressort

En remplagant dans I’équation de Lagrange on aura :

. . U K Fo .
M+ a.X+ Kx = F,y => X+MX+ Mx=ﬁsmﬂt

C’est I’équation différentielle du mouvement d’un systéme amorti forcé a 1ddL.

De laforme: § + 268G + wiq = ApsinQt

( a
6 =—

2M
) _ K
Wy = M

Fo
Ao =3y

IVV.3 Solution de I’équation différentielle du mouvement

L’équation différentielle du mouvement des oscillations forcées est une équation différentielle
du second ordre avec un second membre. La solution de cette équation différentielle du
second ordre est égale a la somme de la solution de 1’équation sans second membre (ou
solution homogeéne (transitoire)) qy(t) et d’une solution particuliére (permanente) de

I’équation avec second membre qp(t) .

q(t) = qu(t) +qp(t) (Iv.6)
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L’équation sans second membre g (t) est déja traitée, cette solution contient dans tous les cas
le terme exponentiel e ~9¢. 11 faut signaler qu’au début du mouvement x(t) représente le
régime transitoire. Au fil du temps la solution homogeéne q(t) devient négligeable la
solution particuliére g (t) qui définit le régime permanant. Ainsi la solution totale dans

ce cas, est de forme : q(t) = qp(t).

Quand la solution homogene est non négligeable et non nulle, le régime est dit transitoire.
IVV.3.1 Excitation sinusoidale :
Dans le cas ou I’excitation est une fonction sinusoidale de la forme : A(t) = Aycos(Qt).

La solution totale s’écrit alors comme suit :

q(t) = qp(t) = Acos(Qt + @) (IV.7)
Ou laconstante A représente I’amplitude de la solution totale et ¢ le déphasage.

IV.3.1.1 Calcul de Pamplitude A

L’équation du mouvement devienne :
G+ 286G + wiq = Agcos(0t) (IV.8)

L’excitation A(t) sous forme complexe est égale :
A(t) = Age/™ (IV.9)
On cherche la solution de I’équation différentielle sous forme complexe :

q(t) = qp(t) = Ae/ O+
gp(t) = AjQe/ ) = jQq, (1)
Gp(t) = Aj2Q2e/O9) = — 02q,(t)
AjEQ2el ) 4 254jQe) ) 4 wiAe/OHO) = A/
[(0F — Q2) + 26Qj]Ae/+0) = A, e/

[(w} — Q%) + 26Qj]4e¢ = A,
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On divise sur e/% et on trouve :

[(w2 — Q2) + 26Qj]4 = Age ¥ (1)
Le conjugué de cette équation est la suivante :
[(0F — Q2) + 26Qj]4 = Agel? (2)
(1) x (2) = [(w} — Q%) % + (260)%]4% = A,°
Ay

= A= (IV.10)
J(wg - 0%) 2 + (26Q)?

1V.3.1.2 Calcul de ¢

Aoe_j(p

2 _ 2 94 —
[(w = 07 + 2004 {Ao(cosq) — jsin )

A(w?2 — Q%) = Aycos @ N

A(w2 — 0% +2480] =A — g si =
(w5 ) j 0Cos @ — jAysing {ZASQz—Aosingo

—260Q

tang = ———— =
YT )

arctg —22% (IV.11)
= —Arctg ———— :
@ g (g — Q%)

Donc:

A, —260
qp(t) = cos | Qt + Arctg T on (Iv.12)
\/(mg —02) 2 4 (260)? (05 = 0%)

IVV.3.2 la pulsation de Résonnance

La pulsation de Résonnance Qp : La pulsation de I’excitation (la fréquence) pour laquelle

I’amplitude est maximale.

L’amplitude A(Q) est maximale lorsque 5 = 0.
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dA d A
—=0 = 2 =0=

an an J(mg—QZ) 24(260)2

[(w§— Q%) 2+ (260)*]=0=>

da
an

Q, =0

2_02)_os2] —
Q[((‘”o Q) 25] 0= Q, = ’w(z)_z(gz

La pulsation de résonnance est donnée par :

Qg = /wg — 262 (IV.13)

Dans le cas des faibles amortissements (8 << wo), la fréquence de résonance est trés peu

différente de la pulsation propre Qz = w, , on obtient :

Ag
20w,

A(Q) =

wo
5

Pour qu’il y résonance : § < NG

on dit que le systéme entre en résonance (Q = Qg) et

I’amplitude A est maximale :

A(Qg) =

28+ w3 — &2

AEEOA(Q) =0

Remarque :

X/

% Pour qu’il y ait résonance il faut que w3 — 26°>0=>1— % >0=>0> % =

I’amortissement doive étre faible.

K/
°e

L’amplitude de vibration atteint un maximum quand Qp = w,.

K/
*

Si § = 0 (systeme non amorti) : I’amplitude tend vers I’infini or en réalité, les

systemes sont tous amortis donc I’amplitude n’est jamais infini.
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I1VV.3.3 Bande passante
On définit par bande passante, la bande des pulsations autour de Qz = w, pour lesquelles

Amax(QRr)
A(Q) > T )

La bande passante B s’écrit :
B=Q, -0, (IvV.14)
Les deux pulsations Q, et £, , situées de part et d’autre de la pulsation w, et pour lesquelles

AQ) = Amax(QR) , sont appelées pulsations de coupure.

V2
Le calcul de B consiste a rechercher les deux pulsations pour lesquelles A(Q2) = Am%zm“).
On obtient I’expression de la bande passante B :

B=Q,—Q, =26 (IV. 15)
A4
AIT]HX
Amax
V2
Qi Qr Q2 Q

Figure IVV.2 Amplitude A en fonction de Q (bande passante)
1V.3.4 Coefficient de qualité

Le coefficient de qualité est défini par le rapport de la pulsation propre w, a la largeur de

bande passante B.

Q=—=— (IV. 16)
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IVV.3.5 Excitation périodique

Soit une excitation périodique appliquée a un systéme amorti a un degré de liberté. L’équation

différentielle qui régit ce systéme s’écrit :

§ + 256G + wiq = A(D) (IV.17)

La fonction A(t) étant périodique, de période T, son développement de Fourier s’écrit :

o

A(t) = 70 z a, cos(nwt) + b, sin(nwt) (Iv.18)

n=1

L’équation différentielle s’écrit alors :

a
4+ 28+ wiq = 70 + z a, cos(nwt) + b, sin(nwt) (IvV.19)

n=1

La réponse permanente peut étre calculée par :

o

_ Ao n cos(nwt + @) + by, sin(nwt + @)
®) = Z J@Z—02) 2 + (250)?

(IV. 20)

n=

IV.4 Impédance mécanique

Un systeme mécanique soumis a une force sinusoidale F(t) = Fycos(Qt), le point
d’application de cette force se déplace avec une vitesse v(t) = Vycos(Qt + @) .
L’impédance mécanique d’entrée du systéme mécanique, le rapport des amplitudes complexes

de la force F et de la vitesse v.

Zg = F IV.21
E— v ( " )
IV.4.1 Impédances mécaniques
% Masse
La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
F = dv IV.22
m I (IV.22)
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L’impédance complexe d’une masse est :

.TT
Zym = jmQ = mQe’2

(IV.23)

La force appliquée f appliquée au ressort s’exprime en fonction de 1’allongement par

F = kx
k : La constante de ressort

L’impédance complexe d’un ressort est donné par :

7 k k B k _}2
k=i~ JaTaf
< Amortisseur :

La force appliquée est reliée a la vitesse par :

F=av

On en déduit I’'impédance complexe d’un amortisseur : Z, =

1VV.5 Exercices résolus

Exercice N°1 :

Un systeme mécanique est constitué de masse m=0.5 kg et

d’amortisseur de coefficient de frottement & = 2 kg/s relié a des

ressorts de méme constante de raideur K=20N/m.

Le systeme est soumis & une excitation extérieure de mouvement

F(t) = Fycos(Qt).

1- Calculer la constante de raideur équivalente K.

2- Trouver I’énergie cinétique E, I’énergie potentielle E, et la
fonction de dissipation Ep.

3- Trouvez le Lagrangien puis I’équation du mouvement.

(IV. 24)

(IV. 25)

(IV. 26)

”%”%“

IT(t)

i

4- Trouvez sa solution en régime permanant (Préciser son amplitude A et sa phase ¢).

5- Donnez la condition de résonance et la pulsation de résonance Q.

6- Donner la bande passante B pour un amortissement faible : § < w,
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Solution N°1 :

1- la constante de raideur équivalente K :

K K Keql K
eq

T o — y[a Hro — % !
l_

K Yy

F(t)

m

A\VMY AW\ ALY

—_
—_
—_
~
X
~
N R

Keq = Keqr + Keqz = 2k + - =
2- L’énergie cinétique E, I’énergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep, :

» [’énergie cinétique: E. = %mv2 >E,= %my2
= I’énergie potentielle: Ep = Epkeq) = %Keq y? = %(%) y? = ZKy2

= ]’énergie de dissipation : Ep = %a(ya)z = %ayz

3- Le Lagrangien puis I’équation du mouvement :

Fonction de Lagrange: L=E.—Ep=>L = %my2 — %Kyz

(&)-s-- s

Formalisme Lagrangien 4
grangien - 5oy 3

dt

6L_M.:d(6L)_ .
ay Y T ac\ay) T ™Y

oL 5K
dy 2 y
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OEp _

oy -

5 5
my+§Ky=—ay+F zMy+ay+§Ky=F

Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit sous la forme :
y+ %y + %y = %cos(Qt).
L’équation est de la forme : § + 28y + w3y = A,cos(Qt)

Par identification on trouve :

2= 5= — 2 _ gt

= — = —= =

m 2m  2x05 °°

2_5K$ B SK_ 100_10 451

000—2 Wy = o = rad.s
Fo

Ap=—

" m

4- La solution de I’équation de mouvement en régime permanant :

y(t) = yp(t) = Acos(Qt — @)

Fo

L’amplitude est : A = 4o =>A= I = Fo
\/(mg—nz) 24(260)2 \/(mg-m) 24(260)2 mJ(mg—92)2+(269)2
La phase est donnée par : ¢ = Arctg )
® i (m Arctg—20 )
yell) = cos —Arctg———<
my/ (w2 — Q2) 2 + (269)2 (w§ — Q%)

5- La condition de résonance et la pulsation de résonance Qp :

. . dA
La pulsation de résonance est Q telle que : El =0= Qg =+ wi — 262
Qg

6- La bande passante B pour un amortissement faible : § < w,
Pour un amortissement faible § < wy:

chz(,l)o_(get chza)0+5,etB=QCZ—ch=25.
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Exercice N°2 :

Soit une masse ponctuel de masse m est soudée a

I’extrémité de la tige de masse négligeable et

de longueur 3L. Le point A de la tige tel que

OA = L, est relié & un bati fixe par un amortisseur

de coefficient de frottement visqueux a.

Le point B de la tige tel que OB = 2L, est relié

a un bati fixe par ressort de raideur K. Le systeme

est soumis a une excitation extérieure de mouvement F(t) = Fycos(Qt).

1- Trouver I’énergie cinétique E, potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep, (6<<1).
2- Etablir I’équation différentielle du mouvement en 6, déterminer les constantes &, w, et A,.
3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.
4- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance (Qp.
5- Représenté graphiquement la variation de I’amplitude A en fonction de Q.
6- Donner les pulsations de coupure Q,, Q, et la bande passante B pour un amortissement
faible : § < wy.
7- Calculer Qg, B et le facteur de qualité Q si m=1 Kg, K=15 N/m, L=0.5m, a=0.5 N.s/m,
g=10 m.s 2,
Solution N°2:
1- L’énergie cinétiqueE,, 1’énergie potentielle E;, et la fonction de dissipation Ep, :
= Energie cinétique :

1 .
Ec =Ecm = E]m/oezv Jm = m(SL)Z = 9mlL?
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E.= %(9mL2)92 = ; mL26?2
* L’énergie potentielle Ep:
Ep = Epm) + Ep
E, = mgh + lef(
2
Faibles amplitudes 8 « = sinf ~ 0, cos 8 = /1 —sin2(8) ~ 1 — 672

Xg =X, = 2Lsin® = x = 2L0O

92 3
h=3L(1—cosG):h=3L<1—1+7>:h=§L62

3 1 3
E, = 5 mglLe® + 5 K4126? = E, = >mgLo? + 2KL?6?

1 2 2
Ep =5 (3mgL + 4KL?) 6

= Fonction de dissipation Ep:
Ep = >a(t)? = said
2 2
Xq =X; = Lsin0=>x=L60
Ep =% aL?é2
2- L’équation différentielle de mouvement :

Fonction de Lagrange : L = E — Ep = L =2 mL?0? — ~(3mgL + 4KL?) 07

Formalisme Lagrangien :

d (aL oL 0Ep A
dt aé) 90 96 (Fext)
d(aL) 6L+6D_MF
dt\og) 00 ' 96 (Fext)
oL . d /L .
(—.>=9mL 0 :>—(—.>=9mL 6
90 dt\a
oL 5
28 = —(3mgL + 4KL")0
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—_— = (XLZG
a0

M (F,,) = F.3L
9 mL?6 + aL?6 + (3mgL + 4KL?)8 = Fycos(Qt)3L

al? . (3mgL+4KL?) = 3F,L

0 =
+ 9ml2 + 9ml2 9ml2

cos(Qlt)

Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit sous la forme :

é+aé+(g +4K)e— Fo Qt
9m 3mL 9m _3mLCOS( )

L’équation est de la forme : 6 + 286 + w36 = Aycos(Qt)

Par identification on trouve :

(04
20 =30> 9= 18m
,__ 8 4K _ |8 4K
© =3t om ™ % 3mL T 9m
Fo
A, =
° 7 3mL

3- La solution de I’équation de mouvement en régime permanant :

0(t) = 0p(t) = A(Q)cos(Qt — @)

Fo

L’amplitude est : A = Ao =>A= SmlL = Fo
\/(mg—m) 24(260Q)? \/(mg—m) 24(260)2 3mLJ(m(2)—QZ) 24 (260Q)?
La phase est donnée par : ¢ = +Arctg %)
70 o at - Arctg—222
= cos —ArClg ————————
-2

3mL\/(w(2) —02)2 + (260)2

4- La condition de résonnance :

dA(Q)

a0 =0

Q=0g

-La pulsation de résonance (1, :
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d
dl

Ao

[J (w2 — 03 + (2602

—40[(0} — 02 —26%] =0 = Qp = /wg — 262

5- la variation de 1’amplitude A en fonction de Q

_ d 2 2y 2 2| _
—O:E[(wo—ﬂ) +(260)%| = 0=

AITHI) - -
n — — 4 _ _Fo
A(Q - 0) - u)g - 3mLoo(2) \
Amax(Qg) = —F—== 20 \
max - - \
28 ’m%—&z 6mLSw \\
\
AVEC w = \/wj — 82 c’est la pseudo-pulsation \\\
- lim A(@Q) =0 o \

Or

6- Les pulsations de coupure Q. , Q, et la bande passante B pour un amortissement faible :
6 K wp:

Pour un amortissement faible § < w,:
ch z(l.)()_(set QCZ z(A)o"‘é\,etB=.Q.C2—.Q.C1 =29.
7- AN:

La pulsation de résonance (p :

s §=2 =2 —0111s"

T 18m  18x1

4K 10 4%20 _
" oy = |4 == + = 3,94 rad.s™!
3mL Im 3X1%X0.5 9Xx1

Qp = |w?—262=,/3,942 —2x (0,111)2 = 3,937 rad.s!

La bande passante B :

" Q¢ ~wy—6~394—0,111 ~ 3,829
" Qg ~ wy+8~394+0,111 ~ 4,051

B =Qc, —Q¢, =4051—3,829 =0,222
Le facteur de qualité est :

_wo 394

Q_%_2x0,111

=1774> Q=1774
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Exercice N°3 :

On considere le systeme mécanique représenté a la figure

Q

ci-contre. La tige de masse négligeable et de longueur 2L

a
=
S -

peut tourner autour de 1’articulation O dans le plan de la
figure. Le milieu de la tige (point b) est relié a un bati par §
un amortisseur de coefficient de frottement o et son

extrémité libre porte une masse m a laquelle est attaché un

ressort de raideur K. On applique une force extérieure (_J

—

Fext = Focos(Qt) sur la masse ponctuelle m. Equilibre

1- montrer que 1’équation différentielle du mouvement peut se mettre sous la forme :

0 + 286 + Wi = Aycos(Qt)

2- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase .

3- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Q.
4- Représenté graphiquement la variation de 1’amplitude A en fonction de Q.

5- Si on enléve I’amortisseur , que ce passe-t-il ?

Solution N°3 :

1- L’équation différentielle du mouvement :
= [’¢énergie cinétique E.:
Ec = Ecm = 3Jm/08% Jm = m(2L)% = 4mL?
E.= %(4mL2)62
» L’¢nergie potentielle E:
Ep = Ep(m) + Epx)

1 2
E, = mgh + EKXK

. . 02
1 ~ — — Qin2 ~ —_
Faibles amplitudes 6 < = sinf =~ 0, cos 8 = /1 —sin?(0) = 1 >

XKZZLSineﬁxK: 2L 06
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92
h=2L(1—cose)=>h=2L<1—1+7>=>h=L62

1 1
Ep = mgL6’ + S K4176% = E, = - (2mgl + 4K1?) 67
= La fonction de dissipation Ep:

X, =Lsin0=>x, =L6

1. 1.
Ep = Ea(xa)z = Eaxé
1 .
ED = EO(LZGZ

La Fonction de Lagrange : L = %(4mL2)92 - % ( 2mgL + 4KL?) 62

Le Formalisme Lagrangien :

d <6L) oL 0Ep - M(E

dt aé ae - ae ( ext)

Ou:

d (0E;\ 0Ep 0Ep

&(aé) PERRFT = M(Fext)
0E, . d /9L }

( : ) = 4ml?0 = —(—.) = 4mlL20
90 dt \oé

OFp _ ( 2mgL + 4K12)0

a9 M

oE .

—> = al?6

90

M (Foxt) = 2LFycos(Qt)
4mL%0 + al?6 + ( 2mgL + 4KL?)0 = 2LF,cos(Qt)
Donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

0+ O(é)+(g+K)e— Fo Ot
4m oL T/ T amr o@D

L’équation est de la forme : 6 + 286 + w30 = Aycos(Qt)

Par identification on trouve :

2= § = —
= — = —
4m 8m
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5= +K=> g+K
wO_ZL m @o = 2L m
o7 2mL

2- la solution permanente de 1’équation du mouvement :

0(t) = 0p(t) = A(Q)cos(Qt — )

Fo_
=>AQ) = 2ml. =
J(mg—nz) 2+(260)2

L’amplitude est : A(Q) = 2o

\/(m(z,—ﬂz) 2+4(260)2
Fo

ZmL\/(wg—Qz) 24(260)2

. o 250
La phase est donnée par : ¢ = Arctg l-0)
o(t) fo i (Qt Arctg —222 )
= sin| Ot — Arctg ————5<
2mLy/(0f — 09 % + (250)? (w5 =02

3- La condition de résonnance :

dA(Q) 0
dQ lg=q,

-La pulsation de résonance Qp, :

d A,

d 2
—[(w3 — Q%) 2 + (26Q)%] = 0
N ey I G R C O

—40[(w — Q% — 2621 = 0 = Qp =/} — 252

4- la variation de I’amplitude A en fonction de Q

= = — = Amax S—
- A(Q O) w3 2mLw3 \\\
Ao Fo
Amax(QR) = = \
26 |w2-52 4mLéw \
N \
] \
Avec w = /w3 — §2 ¢’est la pseudo-pulsation \
\
= lim A(Q) =0 A®) \
N—o0 -
5- Si on enléve ’amortisseur : Or

5 =0= 0z =wg et A(Qg) = A(wy) = lim[ = ]:oo
Q—>w0

w3-02

L’amplitude t’envers I’infini , signifier le systeme se casse.
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Exercice N°4 :

Un systeme mécanique est constitué d’une tige

de longueur 2L et de masse négligeable peut tourner autour
d’un axe passant par O dans le plan de la figure.une masse

ponctuelle m est soudée a I’extrémité de la tige.

Aux deux extrémités de cette tige. Sont également attachés

un ressort de raideur K et un amortisseur de coefficient de

frottement visqueux a.

Le systéme est soumis & une force extérieure Foy; = Fosin(Qt).

Lorsque la tige est écartée de sa position d’équilibre, le systeme effectue des oscillations de

faibles amplitudes.

1- Déterminer I’énergie cinétiqueE,, I’énergie potentielle Ej, et la fonction de dissipation Ep,.

2- Calculer le moment de la force M.

3- Etablir I’équation différentielle du mouvement en 0, déterminer les constantes &, wq et A,.

4- Trouver la solution permanente de 1’équation du mouvement (Préciser son amplitude A et
sa phase ¢).

5- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Q.

6- Pour 6 = 0, que ce passe-t-il ?

Solution N°4 :

1- L’¢énergie cinétique, potentiel et la fonction de dissipation :
= L’énergie cinétique E:
1 .
EC = ECm = E]m/0921 ]m/o = ml?
1 )
E. = —ml?6?
© 2
» L’¢nergie potentielle E:

Ep = Epm) + Epx)
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1 2
Ep, = mgh+§Kx

: : 02
i ~ — — Qin2 ~ -
Faibles amplitudes 6 < = sinf =~ 0, cos® = /1 —sin?(0) = 1 >

x=Lsind=>x=L6

62 Lo?
h=L({1—-cosf)>h=L 1—1+7 :h:T

E _L Lo? 1KL262=>E _1 L + KL?) 62

p—zmg +§ p—i(mg + )
= La fonction de dissipation Ep:

Xg =Lsin0=>x, =x=1L0

Bp = 5 a(k)? = 5
p = 5 alke)* = S ak

2

1 .
ED = EO(LZGZ
2- Le moment de la force :
—_ > —_— TU
M; = [om'A || = F.d.sin(Om’, F) = F. L.sin (E_ 6) =F.L.cos® = F.L
3- L’équation du mouvement :
La Fonction de Lagrange : L = %mLzé2 - % ( mgL + KL?)62

Le Formalisme Lagrangien :

d ((’)L) oL 0Ep + M(F
dt\9d/ 90 96 (Fext)
d(aL)+6D aL—MF
dt\gd/ 96 06 (Fext)
oL 2. d /oL -
(—.)=mL 0 :>—<—.)=mL 0
20 dt \go
oL 5
%=—(mgL+KL )e
aD .
—_— = (XLZG
20

M (Fext) = FoLsin(Qt)

mL?8 + al?6 4+ (mgL + KL?)6 = F,Lsin(Qt)
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Donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

6+—6 (K+g)e—F° in(Qt
m * m L/ mL sin(€20)
L’équation est de la forme : 8 + 286 + w26 = A,sin(Qt)

Par identification on trouve :

(04 (04
20=—>=> 6 =—
m 2m
K g K g
Q)%:—-FE:)(A)O: E'i‘_
Fo
Ay =—
" mL

4- la solution permanente de 1’équation du mouvement :
0(t) = 0p(t) = A(Q)sin(Qt + @)
Fo

= AQ) = mi =
J(mg-m) 21 (260)2 mL\/(mé—Qz) 24 (260)2

Ao Fo

L’amplitude est : A(Q) =
J(mﬁ—QZ) 24(280)2

La phase est donnée par : ¢ = —Arctg —(wifiz)
0

Fy ] 260
yp(t) = sin| Qt — Arctg 2—92
mL J (@2 — Q2) 2 + (260)? (w0 = %)

5- la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Qp:
= La condition de résonnance :

dA(Q)

ETo) =0

Q=0g

= Lapulsation de résonance Qp :

a Ao |

I
|
Ql\/(wg —0H "+ (zaa)ZJ

—40[(0} — 02 —26%] =0 = Qp = /mg — 262

6-Pourd =0= Qg = wy = Apmax(Qg) = © = le systéme se casse.

d 2
— 2 _ 02 2| —
—0:>dﬂ[((1)0 Q% +(259)]_o=>

QU
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

Exercice N°5 :

Dans le systeme ci-contre, un disque homogene de masse

M et de rayon R peut tourner librement avec un angle 6

autour de son axe fixe. La masse m sur le plan horizontal

a
T
4

est reliée a un amortisseur de coefficient a et au disque

AARRRRRRRRRRRRRRRRRRNS

par un fil inextensible et non glissant. A 1’équilibre le ressort 5
X
était non déformé. Une excitation sinusoidale F(t) = F,cosQt
est appliquée sur la masse m. Le moment d’inertie du disque autour de son
. _1 2
axeest: Jo =5 MR?,

1- Trouver I’énergie cinétiqueE,, I’énergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep

en fonction de la variable x.

2- Trouver le Lagrangien et déduire I’équation du mouvement.

3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.
4- Déduire la pulsation de résonance Qp et donner le facteur de qualité Q du systeme
faiblement amorti.

5- Représenté graphiquement la variation de 1’amplitude A en fonction de Q.

Solution N°5 :

1- L ¢énergie cinétiqueE, I’énergie potentielle E,, et la fonction de dissipation Ep en fonction
de la variable x :
= [’¢énergie cinétiqueE, :

Ec.=Em+ Ecm

1 .2 1
EC=§]/00 + 5 mx

x=RO=x=R0

1,1 1 1,1 . 1
E.=— —MRZ)e2 — '2=—(—MR292) — mx?
c 2(2 tomx* =213 + o mx
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

1/1 S
EC=E(EM+m)X

» L’¢nergie potentielle Ej:
= L’énergie de dissipation Ep:

2- Le Lagrangien est :

1/1 L1
L:EC_EP:§<§M+m>X —EKX

Le Formalisme Lagrangien :
d <6L) JdL  OEp

a\ax) " T tF

Ou

d (9E O0Ep OE
(c)_l_ p %% _p

dt\ ax 9% | ox

(59) = M m)x= 5 (5) = (G +m)s
ox) 2 T a\ex ) T TM)X
0Ep

ax =

OEp

g—KX

M
<m+?)i+a5<+Kx=F

donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

.. a . K K Q
X+ Mx+ MX— MCOS t
m+7 m+7 m+7

L’équation différentielle de systéme est de la forme : 0 + 280 + w30 = Aycos(Qt)

Par identification on trouve :

Le coefficient d’amortissement 6 :
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

a
26 = = 6=
m+% M+ 2m

La pulsation propre w,, :

,_ K K
wy = Wo =
m+% m+%
Fo
A0= M
m+7

3- La solution permanente de I’équation du mouvement :

x(t) = xp(t) = A(Q)cos(Qt + @)

Fo

M
L’amplitude est : A(Q) = Ao = A(Q) = 2 —
J(mg—m) 24(280)2 J(mﬁ—m) 24(260)?

Fo
(m+%)\/(w%—ﬂz) 2+(260)2
La phase est donnée par : ¢ = —Arctg o)

® i (m Arctg—29 )
X = coS — ArcC gﬁ
(m+5)V(@? — 052 + (260)2 (w§ = 9?)

4- La pulsation de résonance est Qy telle que : Z—g =0 = Oz =/ w5 — 252

Le facteur de qualité Q: Q = %

5- La variation de I’amplitude A en fonction de Q. :

Amil‘ = =
A F \
- AQ=0)=2=—3 |

Avec w = /w2 — 82 c’est la pseudo-pulsation  A®
0 p p

= limA@) =0 o
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

Exercice N°6 :

Soit un disque de masse négligeable enroulé par un fil
inextensible et non glissant, comme le montre la figure ci-
contre , On admet que les frottements existent, la masse

m, effectue des oscillations forcées sous I’effet d’une force

sinusoidale : F(t) = FycosQt.

On donne le moment d’inertie ] o = %MRZ.

1- Etablir I’équation différentielle du mouvement en fonction
de variable 6.
2- Donner sa solution en régime permanent.
3- Quelle est la fréquence de résonance pour que le module de I’amplitude soit maximum.
4- Donner les pulsations de coupure Q,, ¢, et la bande passante B pour un amortissement
faible : § < wy.
5- Calculer la pulsation de résonance j , la bande passante B et le facteur de qualité Q
si:m; = 2kg,m, = 1kg, K=10N/meta = 0.1 N.s/m
6- Pour 6 = 0, que ce passe-t-il ?
Solution N°6
1- I’équation différentielle du mouvement en fonction de variable 6:
= L’énergie cinétique E. :
Ec = Ecm, + Ecm,

1 Y 1 y
Eczzle +Em2X
x = RO = x = R0

1 . 1 .
Ec = Emleez + Emszez

1 .
E.= E(m1 + m,)R?6?
* L’¢nergie potentielle Ej:
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

Ep = Ep) + Epm,) + Ep(m,)

1
Ep = EKXZ + m; gx — m,gx

1
Ep = EKRZE)2 + m;gRO — m,gRO

La condition d’équilibre élimine tous les termes linéaires

1
Ep = 5 KR?6?

= lafonction de dissipation Ep, :

1 .. 2 1 .
ED = EO((X(X) = E(XXZ
1 .
ED = E(XRZGZ

Le Lagrangien est :
1 . 1
L=E.—Ep= E(m1 + m,)R?6?% — EKRZez

Formalisme Lagrangien :

d (EJL) dL  OEp +F

dt\ad/ a6 96

d (EJL) N dD 0L _F

dt\ad/ 96 a0

(aL) (my + myR2 = (aL) (my +m,)R2H
— ] =(m; +m —|==)=(m; +m
ae 1 2 dt ae 1 2
oL _ KR20

00

aD .

—_ = (xRZO

99

Fext = Focos(lt
(m; + m,)R?6 4+ aR? + KR?6 = Fycost
donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

o . K

.. 0
B+ o+ 0 =
(m; + m,) (m; + m,) (m; + m,)R?

cos(Qlt)
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L’équation est de la forme : 8 + 2866 + wZ0 = A,sin(Qt)

Par identification on trouve :

= a = § = a
~ (my +my) ~ 2(m; + my)

5 K R K
Wy =——"—"<=> Wy = [
0 (m; + m;y) 0 (m; + m;y)

~ (m; + m,)R?

28

Ao

3- La solution permanente de I’équation du mouvement :

0(t) = 0p(t) = A(Q)cos(Qt + @)

Fo

= A(.Q) — (m3+my)R? —
J(mg-m) 24(260)2

Ao

L’amplitude est : A(Q) =

J(m%—ﬂz) 24(280)2

Fo

(m1+m2)R2J(w5—92) 24+(260)2

. _ 280
La phase est donnée par : ¢ = —Arctg (o2-02)
F, ‘ 260
o(t) = sin| Qt — Arctg ———=
(my +mp)R?/(F — 07) 2 + (250)? (wp = 0%)

3- La fréquence de résonance pour que le module de I’amplitude soit maximum :
L’amplitude A(2) est maximale si :

dA(Q)

ETY) =0

Q=0g

La pulsation ou la fréquence de résonance Qy :

d 44 o _
an L/(‘D% -2+ (zaﬂ)Zl = 0= [(wf — 0% + (260)*] = 0=

—4Q[(w2 — Q2 —26%2]=0 = Qi = /wg — 2682

4- Les pulsations de coupure Q. , Qc, et la bande passante B pour un amortissement

faible : § < wy.
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

Pour un amortissement faible § < wy:
ch z(l.)o_(s‘et QCZ zw0+6!etB:‘Q'C2_QC1 :26
7- La pulsation de résonance Qp , la bande passante B et le facteur de qualité Q :

La pulsation de résonance Qy :

- _ o _ 0.3 _ -1
6= 2(m;+m,)  2X(1+0,5) 01s

K 15 _
" Wy = = =6 rad.s™!

O = |w%—262 =62 —2x(0,1)2=599rad.s™*

La bande passante B :
* Q¢ ®wy—6=599-0,1~5,89
* Q¢, ®wo+ 0 =599 +0,1=6,09
B=2Qc—Q; =6,09—-589=0,2
Le facteur de qualité est :

T 28 2x0,1

Q =30> Q=230

7-Pourd = 0= Qg = wyg = Apax(Qg) = o = le systéme se casse.

IV.6 Exercices supplémentaires

Exercice N°1 :

F(t)
Le systeme de la figure ci-contre est constitué d’une '_I‘I_ K
| I . M
masse M attachée a un amortisseur de coefficient WA
d’amortissement Visqueux a et a deux ressorts : X

le premier de masse négligeable et de constante de raideur 2K, le deuxieme de masse m et de
constante de raideur K. On applique a la masse m une force F(t) = F,sinQt.
1- Donner I’énergie cinétiqueE, 1’énergie potentielle E, et la fonction de dissipation Ep,.
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2- Ecrire I’équation différentielle du mouvement, ainsi les constantes &, w, et A,.

3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.

4- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Q.
5- Donner la bande passante B pour un amortissement faible : § < w,

Exercice N°2 :

On considere Le systéme mécanique représenté a la figure

ci-contre. La tige de longueur 2L et de masse négligeable
(peut tourner autour de I’articulation O).
Le milieu de la tige (point b) est relié a un bati par un

ressort de raideur K et sont extrémité libre porte une masse

m a laquelle est attaché un amortisseur de coefficient de . m
. \ . S FO
frottement visqueux o. Le systéme est soumis a une
I
excitation extérieure de mouvement F(t) = F,sin(Qt). Equilibre

1- Trouver I’énergie cinétique E., 1’énergie potentielleE, et la fonction de dissipation Ep,.

2- Trouver le Lagrangien puis 1’équation du mouvement et les constantes &, w et A,.

3- Trouver la solution permanente de I’équation du mouvement (Préciser son amplitude A et
sa phase o).

4- Déduire la pulsation de résonance Q.

5- Représenté graphiquement la variation de 1’amplitude A en fonction de Q.

6- Donner les pulsations de coupure Q,, Q, et la bande passante B pour un amortissement

faible : § < wy.

7- Calculer Qg, B et le facteur de qualité Q si m=0.5 Kg, K=50 N/m, L=0.5m, a=0.2 N.s/m,
g=10 m.s 72,
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Chapitre 1V Oscillation forcées des systéemes a un degré de liberté

Exercice N°3

La figure ci-contre représente un systeme mécanique

0}
. . r hY r . r : L/3

faiblement amorti formé d’une masse m a I’extrémité : K

{o\1
d’une tige de masse négligeable est attaché a :

; L/3
un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a. [ M/\IRN\( i s
Le point A de la tige est relié a un bati par un ressort de L/3
raideur K, et aussi le point B est relié a un bati par un 11

i a ! m F(t)

ressort de raideur K. Avec (OA=AB=BC=L/3)
On applique a la masse m une force F(t) = F,sinQt

1- Etablir I’équation différentielle du mouvement en 6.
2- déterminer les constantes &, w, et A,.
3- Donner sa solution en régime permanent en précisant I’amplitude A et la phase ¢.

4- Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Q.
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Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

V.1 Introduction

On définit les systémes a plusieurs degrés de libertés par les systemes qui nécessitent
plusieurs coordonnées indépendantes pour spécifier leurs. Le nombre de degré de liberté
détermine les modes propres.

V.2 Systémes libres a deux degrés de liberté

Les systemes qui nécessitent deux coordonnées indépendantes pour spécifier leurs positions
sont appelés systémes a deux degres de liberté, les systemes a deux degrés de liberté sont
constitués de deux systémes a un degré de liberté couplé.

V.2.1 Types de couplage

Il existe trois types de couplage : par élasticité, inertiel et visqueux.

V.2.1.1 Couplage Elastique :

Le couplage dans les systemes mécaniques est assuré par élasticité (un ressort). Dans les
systemes électriques, on trouve les circuits couplés par capacité, ce qui est équivalent au

couplage par élasticite.

Ki K K2
m VVVWWVWAA me
L, L,
X1 X2

M M:

Figure V.1 Exemples des systemes a 2 DDL couplés par élasticité
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Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

Les equations différentielles correspondantes sont :

{(h + 25(:11 + ‘Di(h = a1q; V. 1)
4z + 289, + w°qy = axq,

Tel que : a;x, et a,x,sont les termes de couplage. a; et a,sont des constantes.
V.2.1.2 Couplage Inertiel :

Le couplage dans les systémes mécaniques est assuré par inertie (une masse).

L,

91

M;

M:

Figure V.2 Exemple d’un systéme a 2 DDL couplés par inertie

Les équations différentielles correspondantes sont :

{(h + 28C:11 + wqu = b1q; (V.2)
4z + 289, + w=q; = byqy

Tel que : b;x, et b,x;sont les termes de couplage. b;et b,sont des constantes.
V.2.1.3 Couplage Visqueux :

Le couplage dans les systemes mécaniques est assuré par amortisseur. Dans les systémes

électriques, on trouve les circuits couples par inductance, équivalents au couplage par inertie.

88



Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

ki a k2
M 1 I M2
L, L,
X1 X2

M M:

Figure V.3 Couplage visqueux des différents systemes mécanique

Les équations différentielles correspondantes sont :

{ih + 269, + 002(11 = (102
4, + 284, + w?qy = c,qy

(V.3)
Tel que : c;x, et c,x;s0nt les termes de couplage. c;et c,sont des constantes.

V.2.2 Equations différentielles du mouvement

Pour 1’¢étude des systemes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux équations

différentielles du mouvement que I’on peut obtenir a partir des équations de Lagrange :

d(aL) (6L>_0
dt\dq, aq,)

d(E)L) (E)L)_O
dt \dq, d2q, B

q. et g, : les deux coordonnées généralisées qui caractérisent le systéeme a deux degrés de

(V.4)

liberté.
Le Lagrangien est :

L=E,— Ep (V.5)
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V.2.3 Méthode générale de résolution des équations de mouvement

Pour un systeme mécanique, la mise en équation du systéme couplé passe par la méthode a
suivre suivante :

1- On écrit les deux équations différentielles en fonction des coordonnées généralisées.

2- On fait I’hypothése que le systéme admet des solutions harmoniques. Ce qui signifie que le
systeme peut osciller avec la méme pulsation pour tous les oscillateurs.

3- La résolution des systémes d’équations permet d’obtenir deux pulsations particuliéres w4 et
w-, : ce sont les pulsations propres.

4- On substitue ensuite w, dans l'une des deux équations et I’on obtient le 1*" mode propre.

5- On substitue ensuite w, dans I'une des deux équations et 1’on obtient le 2°™ mode propre.

6- On écrit les deux solutions générales des eéquations différentielles du mouvement.
V.2.4 Etude d’un systéme mécanique libre a deux degrés de liberté:

V.2.4.1 Systeme complexe (masses-ressorts) :

Soit le systeme mécanique représenté sur la figure V.4 et composé de deux oscillateurs
Harmoniques (m,, K; ) et (m,, K, ) couplés par un ressort de constante de raideur K. Les

deux masses sont supposées se déplacer sans frottement sur un plan horizontal et leurs

élongations par rapport a leurs positions d’équilibre sont repérées par x; et x, .

Ki K K2
mi '\/\/\/\/\/\/\l‘ mo2
L, R
X1 X2

Figure V.4 : Mouvement oscillatoire d’un systéme couplé a deux degré de liberté

Lorsque ce systeme est écarté de sa position d’équilibre puis abandonné a lui méme, il
effectue un mouvement vibratoire libre.

. C . 1. s
L’énergie cinétique du systéme Ec: Ec =-m, X2 + ~m, X3

L’énergie potentielle du systéme E: Ep = %lef + %K(x2 —-x7)% + %Kz (—x,)?
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Le Lagrangien du systeme s’écrit comme suit: L = E. — Ep

1 ) ) 1 1 1
L= 5 my X2 +5my X3 —Elef —EK(XZ —X;)? —Eszg

Les équations de Lagrange dans ce cas s’écrivent :
( d ( oL ) ( oL ) _ 0
{ dt \ox, ox,)
d ( oL ) ( oL ) —0
\ae\a%,) ~\oxy) =

<6L)_ ) :'d(aL)_ .
ax,) ~ T T qe\ax,) T M

JL
<_> = _(Kl + K)Xl + KXZ

0%

d(@L)_ . d(aL)_ .
dt\ax,) ~ 22 T Gie\ax,) T Mk
JL
(a_xz) = —(Kz + K)Xz + KXl

Les équations déecrivant la variation des élongations x; et x, en fonction du temps, s’écrivent
comme suit:

{mlil + (Kl + K)X1 — KXZ =0
m2X2+(K2 + K)XZ - KXl = O

Les termes : —Kx, et —Kx, sont appelés : Termes de Couplage

On fait I’hypothése que le systéme admet des solutions harmoniques :

X1 (t) = A; cos(wt + @) = X = —w?x4

Donc :{
X, (1) = A, cos(wt + @,) = %, = —w?x,

En remplagant les solutions dans le systeme différentiel. On obtient un systeme linéaire
suivant :

{_(Dzmlil + (Kl + K)X1 — KX2 =0 = { (_ml(l)z + K1 + K)Xl - KXZ =0
_(Dzm23&2+(K2 + K)XZ — KX1 =0 _KX]_ + (_mz(.l)z + K2 + K)Xz =0

(—mlooz +K; +K -K )(xl) _ (0)
—K —mz(l)z + Kz + K X5 N 0
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Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si le déterminant =0

-myw? + K; + K —K

A =
(@) —K —myw? + K, + K

=0

Le déterminant A(w) est appelé déterminant caractéristique. L’équation A(w) = 0 est
appelée I’équation caractéristique ou équation aux pulsations propres. Elle s’écrit
Alw)=(K; +K-mw?)x (K, + K—m,w?)—K2=0

w* — (] + B +Q705(1 -K?) =0

On définit les constantes suivantes comme suit:

K K K?
QZ =_llﬂ% =_21K,2 =
mq my (K1 +K)(K2+K)

K’ est appelée le coefficient du couplage

Les deux pulsations propres sont :

( 2+0: 1
2= #—E\/(af — 02)2 + 4K0202

.
2+02 1
tw% =—— +§\/(Q§ — 02)2 + 4KQ202

La solution générale su systéme s’écrit sous la forme d’une superposition des deux modes
propres, comme suit :

{xl(t) = A; cos(w it + @) + A, cos(w,t + @,)
X, (t) = By cos(w t + @) + B, cos(w,t + @,)
Ay, A, By, By, @4 et @, sont des constantes d’intégration déterminées a partir des

conditions initiales.

Afin de simplifier le nombre d’inconnu; On détermine les rapports d’amplitudes aux modes

Ay

w = wl; -

. Az
propres: . B
= Wy; 5,

Dans le cas d’un systéme symétrique m; = m, = m et K; = K, =k, les relations (1)

deviennent :
{(—mw2 + K+ K)X; — KXy = 0 e e e e e e e e eeenn (1)
—Kx; + (—mw? + K4+ K)X3 = 0 cevver e e e e e e e e (2)
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(—mw2 +k+K —K ) <X1> _ (0>
—K —mw? + K+ k/ \x, 0

Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si le déterminant =0

—m;w? + K; + K —K

A =
(@) -K -m,w? + K, +K

=0

Alw) = (—mw? +k+K)?—- K2=0

2 SWi=—, W
—mw*+k+K=-K m m

. K ,k+2K
Les deux pulsations propres sont : w; = \/; etw, = [—

= Lessolutions du systéeme :

{—mu)2+k+K=K » k5 k2K
1 2

La solution générale s’écrit alors comme une combinaison linéaire des deux solutions.

{Xl(t) = A1 Sin((Dlt + (Pl) + B1 Sin(wzt + (Pz)
Xy (t) = A2 Sin((l)lt + (Pl) + BZ Sin(wzt + (Pz)

V.2.4.2 Etude des modes propres
= Premier mode : on remplace dans (1) ou (2) par w? = %
On obtient apreés calcul : x, = x;

Danscemode :w=w; 2>x, =x; =2A; =A, = VIG), Vl est le 1 vecteur propre.

K1 K K2
g—\/\/\/\/\/\/\ﬂ mi VVVVVNA m: W—é

L L.
X1 X2
Ki K K2
W m: VVVVWWA m: W\/\Mlvé
I I

K K K=z
%-VWM mi ]—\/\/V\/V\/\/—( m> W
P P
Figure V.5 : Etat du systeme pour le premier mode. « En phase »
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. . . . K N
Dans ce mode les deux masses oscillent a la méme pulsation w; = \/; avec la méme
amplitude A, en phase.

k+2K

= Deuxiéme mode : on remplace dans (1) ou (2) par w3 =

On obtient apres calcul : x, = —x4

Dans ce mode @ w = w, =X, = —x; = By = =B, = V,()), V; est le 2°™® vecteur propre.

K K K2
%‘WV\/\/\/\/—ml'\/\/\/\/\/\/\rmz—\/\/\/\/\/\/\/—é
Ki K K2
Foind mi A AAAAAA e v
—

L,

Ki K K2
Wmlmmzw

L. <

Figure V.6 : Etat du systeme pour le deuxiéme mode.

« En opposition de phase »

. R ~ . k+2K A
Dans ce mode les deux masses oscillent a la méme pulsation w, = / — avec la méme

amplitude B, en opposition de phase.
Donc les solutions générales deviennent alors :

{xl(t) = A cos(wyt + ;) + Bcos(w,t + @,)
X, (t) = Acos(wit+ @) — Bcos(w,t + @3)

Ou les constantes A, B, @, et ¢, seront definies par les conditions initiales.

V.2.4.3 Phénomeéne de battement :

Les solutions générales sont alors données par:

{xl(t) = A cos(w,t + @;) + Bcos(w,t + @,)
X, (t) = Acos(w,t+ @) — Bcos(w,t + @5)
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Pour des conditions initiales bien choisies, on peut écrire :

Wz —w wy + w
Xl(t) =A (COS w.t + COS(L)Zt) = 2A cos (%t cosS (% t)

Wy — W wy + w
X,(t) = A (cos w1t — cosw,t) = 2A cos (% t) sin( 2 > ! )

Lorsque le couplage est faible (K faible), les pulsations propres des deux oscillateurs (w, et
w,) sontvoisines (w; = w, = Aw = w, — w; est faible), il se produit un phénomene de

battement. Les deux oscillateurs se transmettent de 1’énergie entre eux et vibres avec une

(wa+wq)

pulsation w égal a la moyenne des deux pulsations propres w = avec une période

4 > 21 : . , X Wr—wW
egaleaT = — = . Tandis que la pulsation du battement est égale a wg = (CrliV)
w (V) +(L)1 2
L . N 4m
avec une période égale a Tg =
Wy —Wq

Figure V.7 : Phénomene de battements ou Modulation d’amplitude
Une période de battement est donc le temps que fait 1’énergie de vibration dans son

aller-retour complet entre les deux oscillateurs.
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V.3 Oscillations forcées des systéemes a deux degrés de liberté
V.3.1 Equations de Lagrange :

Les équations différentielles du mouvement oscillatoire forcé des systémes a deux degrés de

liberté sont :

(4 (a_L) -

{ dt\oq,) dq, 9dq, ™
d /0L oL 9D

\dz (aq) ~3q, Taq, e

(V.6)

F,, et F,, sont les forces généralisees conjuguées des coordonnées genéralisées respectives g,

et q,.

Dans le cas ou la coordonné est une rotation (q = 8) la force F(t) est remplacée par le

moment de cette force M (F,(t))

V.3.2 Equation différentielle d’un systéeme forcé a deux degrés de liberté :

Soit le systeme a deux degrés de liberté (x4,x,) de la figure V.1, composé de : masses,

ressorts et amortisseurs, dont leurs caractéristiques sont montrées sur la figure. Ce systéme est

soumis a une force extérieure Fy, = F = FocosQt . K : ressort de couplage.

o F(t) o
[ 1— K T 1
§ o W Nyt é

x1(t) x2(t)

Figure V.8 Systéme a deux DDL couplé par un ressort de couplage

Les équations de Lagrange s’écrivent dans ce cas :

d /dL JdL adD
a(a—Xl) _6_X1+6_)'(1: F(t)
d /0L L aD
dt (axz) Tox, Tox,

T X 1 . 1 .
L’énergie cinétique du systeme Ec: Ec =-m, X2 + ~m, X3
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L’énergie potentielle du systéme E,: Ep = %kx% + %K(xz —x)% + %k(—xz)2

1 2 1 2 1 2
EP = Ekxl +§K(X1 _Xz) +§kX2

N L 1 ., 1 .
L’énergie de dissipation Ep: Ep = ~aXf + - a%3

D’ou le Lagrangien : L = E. — Ep

1 2,1 ., 1 5 1 2 2
inmlx1 +§m2X2—EkX1—EK(X1—X2) —Ekx2

Les équations de Lagrange dans ce cas s’écrivent :

d (aL) JdL aD _
dt\ox,/ 0dx, 0% ™
d <6L) oL dD _

dt _6x2+65<2_

0%,
Les équations décrivant la variation des élongations x; et x, en fonction du temps, s’écrivent
comme sulit:

{mlil + (k + K)Xl + (X).(l — KXZ =F
m25&2 + (k‘l‘ K)XZ + ()(5(2 - KXl = O

V.3.3 Etude du régime permanent sinusoidal (Résolution des d’équations différentielles):
La solution générale de systeme d’équations différentielles est égale a la solution de la
solution du systéme homogéne et d’une solution particuliére. La solution de 1’équation
homogene, en raison de I’amortissement, tend vers zéro lorsque le temps augmente. Lorsque

le régime permanent s’établit, la solution devient égale a la solution permanente et s’écrit

(x1(D) = xq, (1) = X; cos(Qt + 1)
alors {xz (® = x,, (1) = X, cos(Qt + §,)

Pour calculer les amplitudes X, et X, , ainsi que les phases ¢, et ¢, utilisons les méthodes
des nombres complexes.

On peut ainsi écrire :

Xl(t) = Xlej(ﬂt""d)l) = X_lejﬂt = Xl(t) = —sz_lejﬂt

X, (1) = X,el@+¢1) = X, el = %, (t) = —02X, el
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V.3.4 Calcul de X; et X, dans le cas de faible amortissement :
V.3.4.1 Amortissement négligeable :

Considérons d’abord le cas d’un amortissement suffisamment faible pour que I’on puisse

considérer que @ = 0. Le systéme d’équations différentielles s’écrit alors :

{mlil + (k + K)Xl - KXZ = F(t)
mziz + (k + K)XZ - KXl ES 0

: [k /k+2K . . :
Les pulsations w; = — et w, = |- — sont les pulsations propres calculées au chapitre

précédent.
F(t) = FycosQt = Fyelt

{ —m; %X, + (k + K)X; — KX, = F,el®
—m, 02X, + (k + K)X, —KX; =0

{[&+m—mmﬂZFKE=h
—KX; + [ (k+K) —m,02%]X, =0

Les solutions de ce systéme sont :

— F Qi — 0%
Tom (0] - 02) (0 - 02)

— KF, 1
©om? (0] - 07)(wf - 0

. K+K
La valeur de la pulsation Q, est: Qy = —

X; = x, e et X, = x,e/% = ¢, et ¢, peuvent avoir que des valeurs 0 et/ou 7, vu que la

partie imaginaire de x; et x, est nulle.

Im(%s)
Re(X:)

Sachant que : X; = |X,| et ¢, = —arctg

On aura au final : les amplitudes des déplacements X; et X,
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X _Fo |Qi_92|
1T m |w? - 02| |w? - 02
KF 1
X2= 0

m |w?— 02| |w3 — Q2
V.3.5 Les variations des amplitudes X; et X, :

La variation des amplitudes X; et X, sont en fonction de la pulsation de la force excitatrice Q

illustrée sur les figures V.9 et V.10.

A
X1
w L oW Q
Figure V.9 : Variation de X; en fonction de Q
N
X2

W Qa w: 0

Figure V.10 : Variation de X, en fonction de Q
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Fo |94l

m Jw?[[of]

KF,

m|w? | |wf |

u Q:0:>X1: etX2:

= On note que le phénomene de résonance se produit pour X; comme pour X, lorsque la
pulsation d’excitation {2 est égale a I’une des pulsations propres w; et w, du systeme
(lorsque Q = w; et Q = w, = Résonance).
Q = w; = wg, (Appelée la premiére pulsation de résonance)
Q = w; = wg, (Appelée la deuxieme pulsation de résonance)

= Lorsque I’amortissement étant tres faible, les amplitudes a la résonance sont tres
importantes.

= Lorsque la pulsation € devient trés grande, ces amplitudes tendent vers zéro.

= Lorsque Q = Q= Les amplitudes X; est égale a zéro (A; = 0) = Q,: est appelée

Pulsation d’antirésonance.

V.3.6 Application :
Soit le systeme mécanique ci-dessous, composé de : masses, ressorts et amortisseurs,
dont leurs caractéristiques sont montrées sur la figure. Ce systéme est soumis a une force

extérieure F(t) = KAcosQt

Figure V.11: Mouvement oscillatoire couplés de deux masses

1- Trouver I’énergie cinétique E, 1’énergie potentielleE et la fonction de dissipation Ep.
2- Etablir 1’équation différentielle du mouvement.

3- Trouver la réponse en régime permanant.
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4- Si a = 0, pour quelle valeur de Q le systeme entre en résonance. Donner dans ce cas la

condition pour que la masse excitée reste immobile ?
Solution :

1- L’énergie cinétique E, 1’énergie potentielleE,. et la fonction de dissipation Ep, :

e . 1 .o 1.
L’énergie cinétique du systéme E.: E. = mef + meg

L’énergie potentielle du systéme E: Ep = %kxf + %k(x1 —Xy)?
L’énergie de dissipation Ep: Ep = %ook%

Le Lagrangien:L = E. — Ep

1 . .
L= mef +§mx§ —EkX% —Ek(Xl —XZ)Z

2- L’équation différentielle du mouvement :

Les équations de Lagrange s’écrivent dans ce cas :

462 -ro

dt\ox,/ 0x,
d <6L) oL N dD .
dt\ox,/ 0x, 0%,

Les équations décrivant la variation des élongations x; et x, en fonction du temps, s’écrivent

comme suit:

kK
{mi&l +kx, k(g —xp) = F(t) |\t xt—(x—x) =F(O)

m¥, —k(x; —x,)+ax, =0 k k o
2 (1 2) 2 Xz+_X2——X1+_)'(2=O
m m m

3- Larésolution en régime permanant, en ecriture complexe :
x1 (D) = X,/ =X ¥ o () = —02X, e

X5 (t) = Xzej(ﬂt+¢1) = X_zeth = XZ (t) = —sz_zejﬂt

2k k

—0? +=— —— \ [ka
m m 21) _[m
k <X2> 0

k o
- — -2+ —+jQ—
m m m
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On calcul le déterminant det(Q):

kZ

m?2

k o

2k
det() = 0 = (—92 + —) (—92 L jﬂ—) LI
m m m

X, = ! ( Qz+k+'Qa)
17 det L™

—_ 1K
2= Get\m2 "

4- Résolution des L’équation différentielle du mouvement pour @ = 0 :

Calcul des pulsations pour a = 0
2k ky k?
det() =0 = (—QZ + E) (—QZ + —) -—=0

m m?2

3k k2
-2+ — =
m m? 0
Kk
wq = ﬂ(3 —‘VS)

L’¢équation admet deux solutions : I
w, = — (3+V5)
2m

Pour que la masse soit immobile :

(e ki) = — _02 .k _ _ |k
= (-2 +S4jad) = 0eta =007 +2=0 > wy = |-

V.4 Oscillations de systeme mécaniques a N degrés de liberté

V.4.1 définition

Un systeme oscillateur présente N degreés de liberté s'il nécessite N parameétres pour définir sa

position a un instant t. Nous considérerons ici des systemes linéaires dont la mise en équation

aboutit a un systeme de N équations différentielles linéaires. Le nombre de degrés de liberté

dépend de la structure du systéme. Le nombre de degres de liberté dépend de la structure

du systeme. S'il s'agit d'un :

= systeme a N particules, les mouvements sont des translations et le nombre maximum

de degres de liberté sera égal a 3N.

= Si le systéeme est constitué de N corps étendus, il faut ajouter les rotations et le nombre

maximum de degrés de liberté sera égal a 6N.
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V.4.2 Méthode de Lagrange de mise en équation de systeme a N degrés de liberté

Considérons les cas de systemes conservatifs non excites (étape de toute fagon utile pour
rechercher les modes et les fréquences propres). Soient g4, ...., gy les N coordonnées
indépendantes qui définissent la position du systéme a un instant donné, E. I'énergie

cinétique, E,, I'énergie potentielle exprimée a l'aide des g; et qy. L'équation
de Lagrange :

d (aL) oL _ (i=12 .....N) (V.7)

de\ag;) dq;
Dans le cas général d’un systéme forcé a NDDL, il y’aura autant d’équation de Lagrange,
donc N équations de Lagrange.
Systeme a NDDL = Coordonnées q;(i = 1,2, .......N).
Dans ce cas les équations de Lagrange s’écrivent :
%(S—é) - (,%L =F () (i=12.....N) (V.8)

Dans le cas ou la coordonné est une rotation (q = ) la force F,(t) est remplacée par le

moment de cette force M (F, (t)).

V.4.3 Mise en équation de systeme a N degrés de liberté
V.4.3.1 Cas général de N degrés de liberté

Les systemes d'équations a résoudre sont de la forme :

[m][X] + [R][X] + [K][x] = [F]coswt (V.9)

Ou [K] représentent une matrice carrée N X N et [x] un vecteur colonne.
Pour les systemes libres non amortis a N degrés de liberté
[m][X] + [K][x] = 0

Il apparait donc que le nombre de fréquences propres est égal au nombre de degrés de liberté.
V.4.3.2 Modes propres de vibration d’un systéme mécanique a trois degreés de liberté
Considérons le systeme mécanique de trois masses m;, m, et ms attachées entre elles

horizontalement par des ressorts K4, K,, K5 et K, (voire la figure V.12).
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Les positions des masses par rapport a leurs positions d’équilibre sont données par les

variables x4, x, et x3. Le mouvement est dans ce cas exclusivement sur une droite.

K1 K2 K3 K4
L L L

X1 X2 X3

Figure V.12: Mouvement oscillatoire couplés de trois masses
Le systéme d’équations de mouvement du systéme s’écrit sous la forme suivante :

mlil + (Kl + KZ)Xl — K2X2 =0
m2X2 + (Kz + K3)X2 - K2X1 - K3X3 = 0
m3X3 + (K3 + K4)X3 - K3X2 = 0

Ce qui peut étre écrit sous la forme matricielle suivante :

m; O 0 Xq K; + K, -K, 0 X1 0
< 0 mz 0 > <X2>+< _Kz KZ + K3 _K3 ) <X2> = (0)
0 0 ms X3 0 —K3 K3 + K4, X3 0

Ou encore sous une forme plus condenseée :

M5 + Kx = 0 (V.10)

Ou

m1 0 O il K1 + KZ _KZ 0 X1
M:(O m, O),X:<X2>,K:< _KZ K2+K3 _K3 )etX:<X2)
0 0 m3 X3 O _K3 K3 + K4, X3

11 est possible de récrire 1’équation ci-dessus sous forme
%x+M1Kx =0 (V.11)
Ou M1 est la matrice inverse de M
En posant A = MK, I’équation (2) devient :
X4+ Ax =0 (V.12)
Si la matrice A est diagonalisable (ce qui est vrai dans notre cas), celle-ci pourrait se mettre
sous la forme : A = PDP1
Ou P est une matrice dite de passage construite a partir des vecteurs propres de A
comme étant ses colonnes.
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D une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de la matrice A.
L’équation (3) devient alors :
%+ PDP x =0 (V.13)

Multiplions 1’équation ci-dessus par P~1:
P~1% + P~1PDP~x = 0 (V.14)

Ou encore en faisant le changement de variable suivant :

U=P1x (V.15)
Uq
Avec U = <u2>, nous obtenons 1’équation suivante :
uz
U+DU=0 (V.16)

Cette équation est trés intéressante car elle représente un systeme d’équations différentielles
découplé puisqu’elle fait intervenir une matrice diagonale. En effet, 1’équation ci-dessus peut
se mettre sous une forme plus explicite :

ill + V1u1 = 0

ilz + V2U2 = O

il3 + V3U3 = O
Ou vy, v, et v sont appelées coordonnées normales puisqu’elles permettent de découpler un

systeme linéaire d’équations différentielles.

Elles représentent des mouvements harmoniques simples du systéme avec trois pulsations

d’oscillations : w; = /vy, W, = /v, et w3 = ,/v3 ; c’est a dire les modes propres du
systeme.

Cependant, il est intéressant d’avoir I’évolution des coordonnées x4, X, €t x3.
Pour cela, on utilise I’équation :

x = PU (V.17)
X1 P11 Pz Pi3\ /Uy
X2 | =[Py Py P3|l U2
X3 P3; P3p P33/ \U3

X1 (t) = Piju; + Ppu, + Pijus
X2(t) = Pyyuy + Pyu;, + Pysug
x3(t) = P3yu; + P3u; + Py3us

Ce qui donne
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Les mouvements des masses du systeme sont finalement des combinaisons linéaires de
mouvements harmoniques simples (modes propres du systéeme) avec les pulsations
correspondantes. Ces résultats nous ramene impérativement a diagonaliser la matrice
A afin que I’¢étude du mouvement des masses soit complétement établie.

En guise d’exemple d’application, prenons le cas du systéme mécanique ci-dessus

avec des masses et des ressorts égaux. La matrice correspondante s’écrit sous la forme

k(2 -1 0
A=—|-1 2 -1
M\o -1 2

Il est facile de vérifier que les valeurs propres de cette matrice et partant les pulsations propres
du systeme sont données par :

’
V1=(2—\/§)%=~w1= (z—ﬁ)g

9 2 ZK
= —_— — J—
Vs m (V) m

K K
kv3=(2+\/§)a=>oo3= (2+\/§)a

Avec les vecteurs propres correspondants :

1 1 1
v, = (ﬁ),vz = ( 0 )etv3 = (—ﬁ)
1 -1 1

La matrice de passage s’écrit donc sous la forme :

1 V2 1
P=|1 0 -1
1 =2 1

Il serait utile de donner une interprétation des valeurs des vecteurs propres ci- dessus.
En effet, chaque vecteur propre correspond a un mode de vibration, et plus précisément,

chaque composante du vecteur donne le rapport d’amplitude de mouvement des différentes
1

masses dans un mode donné. C’est ainsi que le vecteur v; = (ﬁ), correspondant a la
1
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pulsation propre w, = f(Z — \/7)% , indique que les trois masses oscillent toutes les trois en

phase (les signes des composantes sont positives) avec la deuxieme masse qui a une

amplitude v/2 fois plus grande que les amplitudes des autres masses.

Les solutions générales de mouvement des masses s’écrivent :

X1 1 1 1 Ug
X3 1 -1 1 Uz
X1 (t) = C; cos( wit+ @) + C, cos( wyt + @;) + C3 cos( w3t + @3)
X, () = V2C; cos(wit + @;) — V2C3 cos( wst + ¢;)
x3(t) = C; cos(wyt+ @) — C, cos( wit+ @,) + C3 cos( wst + @3)
C;,C,,C3, 4, @, et (3 sont des constantes a définir avec les conditions initiales.

-Les formes des solutions indiquent que les masses, dans le premier mode, oscillent en phase

avec les mémes amplitudes pour la premiére et la troisieme masse, alors que celle au milieu a

une amplitude v/2 fois plus grande.

-Dans le deuxiéme mode, la masse au milieu est immobile, alors que les deux autres masses

oscillent en opposition de phase mais avec les mémes amplitudes.
-Dans le troisieme mode, la premiére et la troisieme masse oscillent en phase avec la méme

amplitude mais en opposition de phase avec la masse au milieu qui elle oscille avec une

amplitude V2 fois plus grande.

De cette facon, tous les aspects du mouvement des masses du systéme sont établis ; il ne reste
qu’appliquer les conditions initiales (préparation du systeme) et voir comment le systeme
évoluera. En effet, cette procédure peut étre facilement appliquée a un systeme de plusieurs
degrés de liberté. 1l suffit juste de pouvoir diagonaliser des matrices de plus en plus grandes,

ce qui nécessite le recours a des méthodes numériques bien établies.
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V.5 Exercices résolus

Exercice N°1 :

Soit le systeme mécanique représenté sur la figure ci- §—W\/[\(/]\/V\r— K>
mi mez
contre. Les deux masses font des oscillations sur I’axe

horizontal. X1 X2
1- Quel est le nombre de degré de liberté ? et donner le type du couplage ?
2- Calculer 1’énergie cinétique, potentielle du systeme.

3-PourK; =K, =K etm; = m, m, = 2m, et en utilisant la formule de Lagrange établir les

équations différentielles du mouvement, et écrire les deux équations sous forme d’une
H X1 — 0
matrice M (XZ) = ()
4- Déduire les pulsations propres du systeme.

Solution N°1 :

1- Le nombre de degré de liberté du systeme est de 2, couplage élastique.

2- Energie cinétique et potentielle :

= Energie cinétique E.. :

_1 .2 1 )
E. =-Smy X +§m2Xz

» L’¢nergie potentielle du systéme Ep:

1 1
Ep = EK1X% + EKz(X1 - Xz)z

Donc le lagrangienest: L = E. — Ep

1 .
L= 5y G +om; X3 —Elef —EKz(xl —X,)?

3- Les équations différentielles :

d(aL) <6L)_0
dt \ox, 0x,)

d(@L) (aL)_O
dt \ox, 0x,)
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<6L>_ ) :>d<6L>_ .
a%,) = T qe\ax,) T M

oL 1
(a_xl) = —(K; + Kp)x1 + EKZXZ

d<aL>_ . d<6L>_ .

dt\ox,) — 122 T qe\ax,) T M
oL 1

(E) - _K2X2 + §K2X1

=>{m15i1 + (Kl + KZ)XI - K2X2 =0
mziz + K2X2 - K2X1 - 0

mil +2KX1 _KXZ - O

En remplacant les constantes, on trouve : {Zmiz +Kx, — Kx; = 0

On fait I’hypothese que le systéme admet des solutions harmoniques :

Donc {Xl(t) = Al Sln((l)t + (pl) = il - _wle
(x,() = A, sin(wt + @,) = ¥, = —w?x,
{_wzmxl + 2KX1 - KXZ == 0 @{ (_(l)zm + 2K)X1 - KXZ - O
—Kx; —2w?mx, + Kx, =0 —Kx; + (—2w?’m + K)x, =0

(—oozm + 2K —K ) (X1> _ (0>
—K —2w?m + K/ \x, 0

On calcul le déterminant A(w):

—w?m + 2K —K

A = =0
(@) —K —2w*m + K|

Alw) = (—w’m+2K) X (—20’m+K) —K? =0
Alw) = 2m?w* — 3mKw? + K2 =0

Le terme de plus basse fréquence correspondant a la pulsation w, est appelé le fondamental.

L’autre terme de pulsation w,, est appelé harmonique.

Les deux pulsations propres sont : w; = \/% et w, = /%

Et les solutions s’écrit comme :

{xl(t) = A; cos(w it + @1) + A, cos(wyt + @3)
X, (t) = By cos(w;t + @) + B, cos(w,t + @)
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Aq,A,, By, By, @4 et @, sont des constantes d’intégration déterminées a partir des

conditions initiales.
Le systéeme oscille dans le premier mode (fondamental), les solutions s’écrivent :

X1 (t) = A; cos(wit+ @;)
X, (t) = B; cos(wit + @4)
Si le systeme oscille dans le second mode (harmonique), les solutions s’écrivent :
x1(t) = Az cos(w,t + @3)
X (t) = By cos(w,t + @)

Exercice N°2 :

On considere le systéeme de la figure ci-contre |
constitué de deux pendules simples identiques de
masse m et de longueur L, fixés a un bati fixe
horizontal. Un ressort de raideur K assure le couplage
entre les deux pendules. A 1’équilibre les deux

pendules sont verticaux.

1- Décrire le systeme et donner le type du couplage ?

2- Calculer 1’énergies cinétique E, et potentielle Ep du systéme.

3- Trouver I’équation différentielle du mouvement.

4- Déterminer les pulsations propres du systeme et Calculer les modes d’oscillations.
5- Calculer les rapports des amplitudes dans les modes.

6- Calculer 6, et 6, , pour les conditions initiales suivantes :

01 (t=0)=100,0,(t=0)=0etb; (t=0)=6,(t=0)=0

Solution N°2 :

1- Systéme oscillatoire a 2 ddl (x4, x,), le type du couplage : couplage élastique.
2- Calcul des énergies :
L’énergie cinétiqueE,. :

1 o1 .
EczzmH%+EmE%
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L’¢énergie cinétique Ep:
1 1
Ep = 5 (KL? + mgL)0? + > (KL? + mgL)03 — KL?6,06,
Le lagrangien L dans le cas des oscillations de faible amplitude :
1 ) 1 . 1 1
L= EmLZG% + EmLZE)g ~3 (KL? + mgL)0?% — 5 (KL? + mgL)03 + KL?6,6,

3- I’équation différentielle du mouvement :

On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvement donc on aura deux

équations de Lagrange :
I{d JdL (aL) B
zdt 06,/ \a0,/
d [ JL (GL) —0
Ldt 06,/ \0@,/
oL ) d /dL "
(-) = mL291 = —<—> = mLzel
01 dt\oe,

JL

0,
oL . d /0L .
— | = mL262 5> —|— | = mLZGZ
0, dt\ 90,
oL
(?) = —(KL? + mgL)8, + KL?0,
2

mL?0,; + (KL? + mgL)6, — KL?68, = 0
= .
mL20, + (KL? + mgL)6, — KL?6; = 0

b, +(=+2)0, ——6, =0 1
1 ( L) 1 2 - EEE EEE EEE EEE SSS SN EES EEE BN EEE EEw ...( )
= m m
{ +(—+§)e ——0,=0 (2)
2 L 2 1 MEs EEE EES EES SEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EER

4-Les pulsations propres du systeme :

On fait ’hypothese que le systeme admet des solutions harmoniques :

91('() = A1 Sin((x)t + (pl) = él = _(1)261

Donc: .
{ez(t) = Az Sin((,l)t + (pz) =4 92 = _(1)292
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w est 'une des pulsations propres du systeme.

On remplace 6, = —w?0,et 6, = —w?0, dans les équations (1) et (2) on trouve :

< w m I L e me - 0......................................( )
\ (m L) 2 HEE saE wes wEE mEE wEs EEE mEE EEE o wEE wEE ...( )

Ke 29 +(K+g)e =
m ot w~0, m L)%=

\

{ (KL? + mgL—w?mL?)8, — KL?0, = 0
—KL20; + (KL? + mgL—w?mlL?)0, =0

(KL2 + mgL—w?mL? —KL2 ) (91) _ (0)
—KL? KL? + mgL—w?mlL?/\8,/ ~ \0
On calcul le déterminant A(w):
KL? L-mL?w? _KI2
Mw) = |7 BT . |=0
—KL KL* + mgL—mL*w

A(w) = (KL? + mgL—mL?w?)? — (KL2)2 =0

2 1202 — (+KL2
KL? + mgL-mL?w? = {—KLZ

, 2K g 2K g
{KL2 + mgL-ml?w? = —KI2 s Wy =——+7 . Wy = | —+7
KL? + mgL—mL?w? = +KL ,_ 8
Wy = T

wq: la premiére pulsation propre, w,: la deuxiéme pulsation propre.
-Calcul des modes propres :

Dans chaque mode les deux masses effectuent des mouvements harmoniques simples avec la
méme pulsation (w;ou w, ) et les deux pendules passent par la position d’équilibre au

méme instant.

-Premier mode : on remplace dans (3) ou (4) par w? = % + %
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On obtient aprés calcul : 6, = —0;
-Deuxiéme mode : on remplace dans (3) ou (4) par w3 = %

On obtient apres calcul : 6, = 0,

5- Les rapports des amplitudes dans les modes :

Pour calculer les rapports des amplitudes dans les modes, on suppose que le systeme oscille

soit dans le premier mode soit dans le second mode.
Dans le premier mode, on obtient le systeme

{ (KL? + mgL — mL2w?) — KL2pu; =0
—KL? + (KL? + mgL — mL?w?)p; =0

Dans le second mode, on obtient

{ (KL? + mgL — mL?w?) — KL?p, = 0
—KL? + (KL? + mgL — mL2w?)u, =0

Tenant compte des expressions de w; et w, on obtient les valeurs du rapport des amplitudes

dans lesmodes p; = +1etp, = —1

6- Calcul des solutions des équations différentielles 6, et 0, :
La solution générale s’écrit alors comme une combinaison linéaire des deux solutions.

{Bl(t) = A; sin(w,t+ @) + B; sin(w,t + @,)
0,(t) = A, sin(w;t + @) + B, sin(w,t + @3)

Dans le premiermode : w = w; =20, = —6; 2 A, = —-A, = Vl(_ll)’
V, est le 17 vecteur propre.
Dans le premier mode : w = w, =0, =0, > B; =B, = 72(1)7

V, est le 2¢™€ vecteur propre.
Donc:

{Bl(t) = Asin(w;t + @) + Bsin(w,t + ¢,)
0,(t) = —Asin(w;t + @) + Bsin(w,t + ¢,)
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{61 (0) =0¢,6,(0)=0
9,(0)=0,6,(0)=0

{91 (t) = Aw; cos(w 1t + @) + Bw,cos(w,t + @3)
0, (t) = —Aw; cos(w;t + @;) + Bw,cos(w,t + ;)

{ 0,(0) = Asin@; +Bsin@, =0 «. o cev vev ver e vee v (5)

0,(0) = —Asin@; +Bsin@, =0...c.cco e v vevvv e wee (6)

{él (0) = Aw; oS @; + Bw,cos @y = 0 .. e ceveev e e (7)
0, (0) = —Aw; cos @; + Bw,cos @, =0 ... .. cue e vee ... (8)

Tt
(7) + (8) = 2Bw,cos@, =0 = cos@, =0 = @, =3

s
(8)—(7) > —2Aw,cos@p; =0 =>cosp; =0= @, = >

0
{(5):A+B=60 . A=
(6)>—-A+B=0 B="%
2

0:(t) = 970 sin (‘*’1”;) +970 sin (w2t+g)

0,(t) = — 970 sin (001t + g) + e7"sin (oozt + g)

0,(t) = 9?0 [sin (oolt + ;) + sin ((th + ;)]

0o ] i1 ) i1
0,(t) = > [— sin (wlt + z) + sin (oozt + z)]
Exercice N°3:
On considere le systeme représenté par la K « K
figure ci-contre, et composé de deux M M:
oscillateurs harmoniques (M4, K) et (M,, K) X1 X2

couplés par un amortisseur a.
1- Décrire le systeme et donner le type du couplage ?

2- Déterminer 1’énergie cinétique E. et potentielle Ep du systeme.
3- Déterminer le Lagrangien du systeme
4- Déterminer les équations différentielles du mouvement en fonction des variables

x1(t) et x,(b).
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5- On pose les parametres suivants : M; = M, = M. Etablir les nouvelles équations
différentielles du mouvement.

Solution N°3 :

1- Systéme oscillatoire a 2 ddl (x,,x,). Le type du couplage :couplage élastique.
2- I’énergie cinétique E et potentielle Ep du systeme :

= L’énergie cinétique du systeme E_:

Ec = s Myx? + 2 MyiZ

* L’énergie potentielle du systéme E:

1 2 1 2
Ep =K +2Kx

= La fonction de dissipation Ep:

Ep = s a(%; — %,)?
2
3- Le lagrangien est du systeme :
La fonction de Lagrange: L = E. — Ep
1 . 1 . 1 1
L = -M;%f + 2 M,%5 — - Kx§ — ZKx3
4- les équations différentielles du mouvement en fonction des variables x; (t) et x,(t) :

Le formalisme Lagrangien :
d(aL) <6L)+6ED_
J dt axl ax1 0%,
J0E
5 G0) -G+ 5=
dt 6X2 6X2 6X2
() = M = o (5) = s
9%, 7 at\ox, 1%

= —K
(axl *1

0Ep . . ..
6_5(1 = aX; — ax, = a(X; — X3)

d(@L) Mot o d(aL)_M“
dt \ax, 2%2 = 4e\ax,) T P
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()=

0%,

JEp . . (% — %)

—/ = Xy, — X1 = X, — X

a)-(z 2 1 2 1

{ Mlil + KXl + O(Xl - O(f(z = 0 { Mlil + aXl + le = a).(z
MZXZ + KX2 + O().(z — a).(l =0 MZXZ + aXZ + KX2 = ()()'(1

L’¢équations différentielles :

. a . K a .

X1 +M_1X1 +M_1X1 = M_1X2
. a K a .
Lt et T M

5- Les nouvelles équations différentielles du mouvement si : M; = M, = M.

My =M, =M= {sz F 0%y + KXy = g e e eee e ere e e e (2)

(1) —(2)=M(E; —%X5) + a%; — %) + K(X; —%x3) = a(X, — X;)
= M(%; — %) + 2a(%; — %,) + K(X; —x,) = 0

(D) +(2) =2 M(X + %) + a(ky + %) + K(x; +%x5) = alk, +X;)
= M(%; + %) + K(x; + %) = 0

onpose:X; =%, —X, 22X, =% — %X, =X, =% — %,
X2:X1+X2 :>X2:X1+X2$X2221+XZ

.. 20 . K
MX; + 2%, +KX; = 0 _ X+ yrXet X =0

5 - . K
MX, + KX, = 0 %y + %, = 0

Exercice N°4:

Un systéme mécanique est composé de deux

e K 2K

U

oscillateurs (M, R) et (m, 2K) couplés par un (’

=

ressort de constante de raideur K se trouvant

a une distance a du centre o du disque (voire la figure).
En considéron les oscillations des faibles amplitudes.
1- Donner la ou les équations différentilles du mouvement.

2- Donner la ou les solutions des équations différentilles du mouvement.
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On donne J o =§MR2 =m,a=1

Solution N°4 :

1- Les équations différentilles du mouvement :
Le systeme est a 2 degrés de liberté : x,,, = x, = X, = X,
Le ressort horizontal K relis les deux oscillateurs donc xg = x — a sin®.
= L’énergie cinétique du systeme E_:
Ec=En + Emm
E. = %mXZ + %]/092 = %mxf + %méz
* L’énergie potentielle du systéme E:

Ep = Epx + Ep2k
1 1

Ep = 5 K(x — asinB)? + > (2K)x3
La fonction de Lagrange : L = E. — Ep

L= %mxz + %méz - %K(X — asin@)? — Kx3
Les équations de Lagrange sont :

d <6L) <6L)
{dt 0% 0x

d 6L) <6L)
dt \96 90

0

0

_ _:>d<6L>_ .
- M= qc\ax) T ™

. d /0L
=mo = —(—.)zme
dt \oo

= KacosO(x — asinf) = Kax — Ka?0

(
(&)
() = k- 2k
)
(50)

0
:>{m5&+K(x—a6)+2KX:0
mb + Ka%0 — Kax = 0
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L {mi& +3KX = KO =0 s e e e e (1)
a= MO + KO — KX =0 vs e ees e e (2)
3K K

X+ EX - EG =0
). K K
0+—6—-——x=0
m m
2- Les solutions des equations différentilles du mouvement :

On fait I’hypothése que le systéeme admet des solutions harmoniques :

x(t) = A; sin(wt + @) = X = —w3x
8(t) = A, sin(wt + @,) = 6 = —w?6

On remplace dans les équations (1) et (2) donc :

{—mwzx +3Kx—Ko =0
—mw?0+ K6 —Kx=0

{ BK-mw?)x —KO8=0........cco e e e . (3)
~Kx+ (K—mw?)0 =0.cveveeverveeee (4)

— — 0
(2R me) 0= o)
= Les pulsations propres :

Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si le déterminant A(w) = 0

K-mw? -K
Alw) = ’ —Ir(nw K — mw? =0

Le déterminant A(w) est appelé déterminant caractéristique. L’équation A(w) = 0 est

appelée 1’équation caractéristique ou équation aux pulsations propres. Elle s’écrit
A(w) = BK—mw?) x (K—mw?)— K2=0
Alw) = m?w* — 4Kmw? + 2K =0

Onpose : w? = x = A(w) = m?x? — 4Kmx + 2K =0
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(wz_(2+«/§)1<

A(w) = 8K*m? :{ ' m
2-+2)K
L“’%‘( m)

Les deux pulsations propres sont :
(

o = (2++v2)K
m

9
m

= Calcul des modes propres :

1°" mode pour w? = w? = (2+\/—)Konaura (1+V2)kKx—Koe=0=0=(1+V2)x=>
v1(1+1«/5)

2°™ mode pour w? = w} = & \/_)Konaura (1-V2)Kx—K8=0=0=(1—-v2)x=
Vl(l—lﬁ)

Donc la solution est :

(3)=A (1+1\/5) sin(w,t+ @,) + B (l_lﬁ) sin(w,t + @;)

x(t) = Asin(w,t + @;) + Bsin(w,t + @5)
{e(t) = (1 +V2)Asin(w it + @1) + (1 — V2)Bsin(w,t + ¢5)

Exercice N°5:

Soit les deux sous-systéemes mécanique A et B

Le systéme mécanique A comprenant une barre
horizontale de masse négligeable et de longueur
2L porte en ses extrémités des masses m.
L’ensemble des frottements est symbolisé¢ par
I’amortisseur de coefficient a.

Le systeme mécanique B est constitué d’un ressort

de constante de raideur K relié a une masse ponctuelle m.

Les deux sous-systemes A et B sont couplés par le ressort 2K. Le nouveau systeme est repéré
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a I’instant t par les coordonnées généralisées 0(t) et x(t) supposées de faibles amplitudes.
1- Quel est le nombre de degré de liberté ? Donner le type du couplage ?
2- Trouvez les equations différentielles du mouvement du systeme couplé.

3- On néglige I’effet d’amortissement (o =0), écrire les équations du mouvement sous la
.. a C 8\ _ (0
forme matricielle (b d) ) =)
4- Trouvez les valeurs de a, b, c et d.

Solution N°5 :

1- Le nombre de degré de liberté est de 2, couplage élastique.

2- les équations différentielles du mouvement du systeme couplé :
= L’énergie cinétique du systeme E_:
Ec.=Ecn+ Ecm + Ecm

1,1 o 1 -
E.= me + E]m/oe + E]m/oe

E. = ~mx? +~ml262 + 1 m1262
¢ 2 2 2

1 . 1 .
E.= mez + > (2mL?)6?
» L’¢nergie potentielle du systéme Ep:

Ep = Epg + Epak + Epk + Epm + Epy

1. 1 : 1
Ep = > KI2sin®? + > (2K)(x — Lsin®)? + 5 Kx? + mgLcos® — mgLcos0

1 1 _ 1
Ep = > KL?sin6? + > (2K)(x — Lsin0)? + > Kx?

= La fonction de dissipation :

1 1 .
En = — : 2 _ LZ 2
p = 5 a(k)? = 5 (al?)8
La fonction de Lagrange : L = E. — Ep
1 .2 1 2 h 2 1 . 2 1 2 1 . 2
L=-mx*+~ (2mL%)0= — EK(LsmG) —SKx* -2 (2K)(x — Lsin®)

Les deux équations de la grange:
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L

aL B 6ED
dt 69 00
6

dt ax Bx

= —Kx + 2x — 2LsinB = —Kx — 2K(x — Lsin®)

)
a—].‘) — omlb = S (aL) = 2mL
)

0 dt\a8
JdL
<_6 = —KL2sinBcosB + 2KLcosO(x — LsinB)
JE .
—2 = q12b
a0

{ZmLé + al?6 + KL2sinBcosb — 2KLcosO(x — LsinB) = 0
mX + Kx + 2K(x — Lsin8) =0

{ZmLé + al26 + 3KLO — 2Kx = 0
mx + 3Kx — 2KLO =0

a=0:}{2m.1..9+3KL9—2Kx=0
mX + 3Kx — 2KLO =0

3— Ecrire le systéme d’équation sous la forme matricielle :
On fait I’hypothése que le systeme admet des solutions harmoniques :

8(t) = A, sin(wt + @,) = 6 = —w?6
x(t) = A; sin(wt + @) = X = —w?x

On remplace dans les équations différentielles du mouvement donc :

{—Zmeze +3KLO —2Kx =0
—2KLO — mw?x+ 3Kx =0

{(3KL — 2mLw?)8 — 2Kx = 0
—2KL8 + BK—mw?)x =0

(SKL —2mLw?  —2K ) (9) _ (0)
—2KL 3K — mw?/ \x 0
4- Lesvaleursdea, b, cetd:
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a=3KL—-2mLw? , b= —-2KL , c=-2K , d=3K-—mw?

Exercice N°7 :
Soit le systtme mécanique oscillant de la figure ci-contre,
x; et X, sont respectivement les positions dynamiques Ki

(amplitudes a chaque instant) des masses m; et m, par rapport a leurs

positions de repos (d’équilibre). F(t) force excitatrice appliquée enm,. @ |: X1

1- Quel est le nombre de degré de liberté ?

2- Déterminer 1’énergie cinétique E, potentielle Ep et la Fonction de

dissipation Ep du systeme.

3- Ecrire les équations différentiellesavec: m; = m, = m etK; =K, = K
4- Trouver les solutions du régime permanant sachant que F(t) = KacosQt
5- Si a = 0, pour qu’elle valeur de Q a-t-on résonnance.

Donner dans ce cas la condition pour laquelle la 1°® masse reste immobile.
Solution N°7:
1- Le nombre de degré de liberté est de 2.
2- I’énergie cinétique E, potentielle Ep et la Fonction de dissipation Ep du systeme :
L’énergie cinétique du systeme E.: E. = %mp'(% + %mz)'(g
L’énergie potentielle du systeme Ej: Ep = %lef + %Kz(x1 — X,)?
L’énergie de dissipation Ep: Ep = %od(%
3- Les équations différentielles :
Le Lagrangien: L = E. — Ep

1 1

L = Eml)'(% + Emz).(% - §K1X% - EKZ(Xl - Xz)z

avec:m; = m, = m etK; =K, = K
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1 2.1 . 2 2
LZmel+§mX2—§KX1—EK(X1—X2)

Les équations de Lagrange :

( E(a_L>_a_L_
{ dt\ox,/ odx,
d /oLy oL oD
(&(axz)_axfaxz:o

Les équations décrivant la variation des élongations x; et x, en fonction du temps, s’écrivent
comme suit:

{mil + KX1 + K(X1 - Xz) = F(t) { mil + 2KX1 - KXZ = F(t)
mXZ - K(Xl - Xz) + a).(z =0 miz - KX1 + KXZ + a).(z =0

"+2K K =F(t
X1 mX1 mXZ_ ®

. +K K +a. 0
X — X, ——X — X, =
2 m 2 m 1 m 2

4- Les solutions du régime permanant :

Xl(t) = Xlej(ﬂt+¢1) = X_leth = Xl (t) = _sz_lejgt

X5 (t) = Xzej(ﬂt+¢1) = X_Zeth = XZ (t) = —QZX_Zeth

2k k
_QZ+E —a (X_1> E
— m
k k a |\X, ]
L L R A
m m m
2k k . ay k2
det(2) =0 = (—QZ +—) (—QZ +—+]Q—) —-—=0
m m m m

X = — ( 92+k+'9a)
1™ det m J m

s 1 (K
27 det mza

5- Calcul des pulsations pour o = 0

2k k k2
det(Q) =0= (—QZ +—) (_QZ .|._) -—=
m m/ m
Q4_3_k 2 k_2:0
m m?
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wy = %(3—\@)

L’¢équation admet deux solutions : K
2m

Pour que la masse m; est immobile :

X = (-2 ++j0%) = 0eta =002 +==0 = wa=\/£
m m m m

17 et

Exercice N°8 :

Considérons le systeme a deux degrés de liberté de la figure ci-contre.
Soient x, et x, les déplacements conséquents dynamique de m et M
par rapport a leurs positions d’équilibres.

. X F(t)
1- Décrire le systeme et donner le type du couplage ?

2- Trouver I’énergie cinétique E, potentielle Ep et la Fonction de

dissipation Ep du systeme.

3- Trouver les solutions du régime permanant sachant que F(t) = KAcosQt

4- Si o = 0, pour quelle valeur de Q le systéme entre en résonance. Donner dans
ce cas la condition pour que la masse m excitée reste immobile ?

Solution N°8:

1- Systeme oscillatoire a deux degrés de liberté (x4,X,), le type du couplage : couplage

élastique.
2- I’énergie cinétique E., potentielle Ep et la Fonction de dissipation Ep du systéme :
L’énergie cinétique du systeme E.. E. = %mxf + %Mx%
L’énergie potentielle du systéme E: Ep = %kx% + %K(x1 —X;)?
L’énergie de dissipation Ep: Ep = %oo'(f
3- Les équations différentielles :
Le Lagrangien:L = E. — Ep
1 1

L= EI’I’IX% +§1’1’1X% —EkX% —EK(Xl —Xz)z
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1 2.1 . 1 21, 5
LZmel+§mX2—§(k+K)X1—EKX2+KX1X2

Les équations de Lagrange :

(d(@L) oL +6D B
{dt 0%,/ 0x, 0%,
d

( oL ) oL 0
\ @\ox,) “ox,
Les équations différentielles du mouvement s’écrivent:

.o, (k+K K
{mii1+a>'<1+(k+K)x1—Kx2 =F_ JatpatTg X — X =F
—KX1+mi2+KX2=0 .. K K
X2+_X2__X1:0
m m

4- Les solutions du régime permanant :
Xl(t) = Xlej(ﬂt+¢1) = X_lej‘Qt = Xl (t) = —sz_lejﬂt

X5 (t) = Xzej(ﬂt+¢1) = X_Zeth = XZ (t) = —sz_zejﬂt

K
x; = Fo ¥ m
D (e (SR ) - ) o (20 - )
-~ _ _KFo 1
LM (e () - i) ok (2 - )

4- Pour que la masse m; est immobile :
e K K
X;=0eta=0=>-0%4+—-—=0 = wy = /—
m m
Lorsque la pulsation de la force excitatrice est égale a = ’E la masse m est immobile

Si on choisit K et M telles que% = % (c’est-a-dire telles que w, = Qy4), la masse m est

. . . . . p \ k K
immobile lorsque la pulsation excitatrice Q est égale a2 w, = \/; = \/;

Dans ces conditions, 1’ajout de K et M permet d’annuler la vibration de m a cette pulsation.

Un tel dispositif constitue un "étouffeur" dynamique de vibrations.
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Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

Exercice N°9 :

On modélise le mouvement d’une molécule

K K
triatomique (A-B-A) a un systeme mécanique o o o

constitué par trois masses couplées par deux ';’
ressorts identiques de constante de raideur k

représenteé dans la figure ci-contre.

1- Etablir le Lagrangien du systeme.

2- Déterminer les équations différentielles du mouvement.

3- En déduire les pulsations propres ainsi la nature du mouvement.

4- Donner la matrice de passage et les solutions générales.

Solution N°9 :

1- Le Lagrangien du systéme :
= L ’énergie cinétique E. :
Ec = 2m&? + - (2m)&3 + - mi3
» L’¢nergie potentielle du systéme Ep:
Ep = %K(X1 — %)% + %K(Xz —X3)?
Le Lagrangien s’exprime alors :
L=E, —Ep

2

1 1 1 1 1
L=-m%’ + 5 (2m)%; + > mx3 — 5 KGa = %)% = 5 K(x = x3)?

2 2

2- Les équations différentielles du mouvement :
rd ( oL ) ( oL ) _o
dt \ox, ox,)

d /0L oL mi&l + KX1 - KXZ =0
Tl -5 -0-
dt 6X2 6X2

Zmiz + 2KX2 - KX1 - KX3 =0
d (aL) (aL)
\dt 0X3 6X3

mx3; + Kxz — Kx, =0
0
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Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

3- En déduire les pulsations propres ainsi la nature du mouvement :

On considere les solutions du systeme de type sinusoidal :

X1 () = A; cos(wt + @) = ¥ = —w?x4
Donc < x,(t) = A, cos(wt + @,) = X, = —w?x,
x3(t) = Az cos(wt + @3) = X3 = —w?X3

En remplacant les solutions dans le systeme différentiel, On obtient un systeme linéaire

suivant :
—mw?x; + Kx; — Kx, = 0 (K- mw?)x; —Kx, =0
—2mw?x, + 2Kx, — Kx; — Kx3 = 0 = { —Kx; + (2K — 2mw? )x, — Kx3 = 0
—mw?x3 + Kx3 — Kx, = 0 Kx, + (K— mw?)x; =0

K — mw? —K 0 X1 0
—K 2K — 2mw? —K X2 ={(0
0 K K —mw?/ \X3 0

Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si : det = 0

det =0 = (K- mo?)[(K-mw?)? -K*] =0

o
| ©1= 4

Les pulsations propres sont :{ w, =0

5| R

(1)3:

4- La matrice de passage :

1 1 1
P=<O 1 -1
0 0 O

-La solution générale est :

X1 (t) cos(w,t+ @;)
X2(0) | = p | cos(w,t + ¢3)
X5 (1) cos(wst + @3)

X, (t) 0 1 —1]| cos(wyt+ @)
X5 (t) 0 0 O cos(wst + @3)

Exercice N°10 :

X1 (1) <1 1 1 > cos(wyt + @q)

Un systeme mécanique constitue trois pendules simples identiques, de masses m de longueur

L, présentés dans la figure ci-dessous. Les masses sont reliées entre elles par I’intermédiaire
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Chapitre V Oscillation des systéemes a plusieurs degrés de liberté

de deux ressorts identiques, de raideur k. A I’équilibre, les pendules sont verticaux, les trois
masses sont équidistantes sur une méme, et les ressorts ont leur longueur naturelle. Le
systéme en mouvement est défini, a I’instant t, par les élongations angulaires 6, , 6,, 65 des

pendules avec la verticale descendante. On posera les constantes suivantes :

k
2 — = 2:§
ooo—metQ L

1

Quel est le nombre de degré de liberté ?

2

Déterminer le Lagrangien du systéme.

3- Etablir les équations différentielles du second ordre pour les petites oscillations.

4

Déterminer les pulsations propres du systeme.
5- Calculer les pulsations propres.

Solution N°10:

1- Le nombre de degré de liberté:
Le systeme a trois degrés de liberté représentés par : 6, , 0, , 05
2- Le Lagrangien du systéme :

= [’¢énergie cinétique s’exprime:
T oape X omp 1 ome 1 o0 a2 a2
Ec = EmL 01 +§mL 03 +EmL 05 = EmL (61 + 65 + 63)
= L’énergie cinétique Ep:
1 1
Ep = Ek (Lel - L92)2 + Ek (Lez - L93)2 - mgL( 91 + 92 + 93)

Le Lagrangien s’exprime comme Suit :

1 2(Q2 N2 N2 1 2 1 2
L=>mL (61+92+63)—§k(L91—L92) — 5k (182 —L85)* + mgL(8; +6; + 63)
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3- L’équation différentielle :

On remarque bien deux coordonnées genéralisées qui décrit le mouvement donc on aura trois

équations de Lagrange :

(d(GL) (aL) 0
at\ae,/  \ae,/ — )
! 1 91 + (Qg + (.0%)91 - (.0%62 = 0

d oL\ /oL .
\ &(a_ez) B (E) =046, + (2§ + 2w§)0, — w50, — wiH; =0

d /oL oL 03 + (Qf + w503 — w6, = 0

dt <663> (693)

4- Les pulsations propres :

On considére les solutions du systéme de type sinusoidal :

el(t) = A1 COS((Dt + (Pl) = él = _(1)261
Donc { 6,(t) = A, cos(wt + @,) = 6, = —0?0,
05(t) = Az cos(wt + @3) = 03 = —w?0;

En remplacant les solutions dans le systeme différentiel, On obtient un systéme linéaire
suivant :

(—0? + Q% + 03)8; — w36, =0
(—w? + Q3% + 2w3)0, — w30; — w303 =0
(—0? + Q% + 03)0; — wZ0, =0

—w? + Q% + w3 -3 0 Xy 0
- w3 —w? + 03 + 2w3 — w3 <Xz> = (0)

—w? + 03 + w3 -3 0
-3 —w? + Q3 + 2w - w3 =0
0 -3 —w? + Q% + w3

D’ou:
(—w? + 02 + w3)[w* — (2Q% + 3w3) w? + Qf + 3wiQ3] =0
(1)1 - QO

Les pulsations propres sont : { w; = /Q§ + wj

w3 = w/Q(Z) + 30)(2)
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V.6 Exercices supplémentaires

Exercice N°1:

Une molécule diatomique est schématisée figure ci-contre. m k m

o \"WW\—@
—— L

Ses deux atomes sont identiques et ne peuvent se déplacer que

sur I'axe Ox horizontal.

v

1- Trouver I’énergie cinétique E. et potentielle Ep du systéme. o X
2- Trouver I’équation différentielle du mouvement

3- Calculer les pulsations propres.

4- Calculer les rapports d'amplitudes de chaque mode. Décrire le mouvement des atomes dans

chacun des modes.

Exercice N°2 :

Soit le systeme mécanique représenté sur la figure ci-dessous et composé de deux oscillateurs
harmoniques (M, K) couplés par un ressort de constante de raideur K,. Les deux masses sont
supposées se déplacer sans frottement sur un plan horizontal et leurs élongations par rapport a

leurs positions d’équilibre sont repérées par x; et x,.
K — Ko K
M M
I_) l_)
X1 X2

1- Quel est le nombre de degré de liberté ? donner le type du couplage ?

2- Trouver I’énergie cinétique E, et potentielle Ep du systéeme.
3- Trouver I’équation différentielle du mouvement et écrire les deux équations sous forme
s : X _ (0
d’une matrice M (X;) = (0)
4- Déterminer les pulsations propres du systeme.
5- Etablir les solutions des équations différentielles du systeme, dans le cas :

X, (t=0) =%¢,X, (t=0)=0etx, (t=0)=%,(t=0)=0
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Exercice N°3:

Soit le systeme mécanique, constitué de deux

pendules simples de longueur L et de masses

m,, m, représentés dans la figure ci contre comme suit :
1- Quel est le nombre de degré de liberté ?

Donner le type du couplage ?

2- Etablir le Lagrangien du systeme.

3- Donner les équations différentielles du mouvement m:
pour les faibles oscillations.
4- On pose les constantes suivantes : w§ = Cetp = 2—: .
Déterminer dans ce cas les pulsations propres du systéeme w, et w, en fonction
des parametres w, et p.
5- Déterminer les solutions générales.
Exercice N°4:
On considere le systeme oscillatoire mécanique de la figure u ]
ci-contre, la masse M glisse sans frottement sur un plan 6: A K (_:)
W M
horizontal autour de sa position de repos et entraine par L

I’intermédiaire d’un ressort de constante K le pendule

(de masse ponctuelle m et de longueur L) dans son mouvement. m

Le ressort horizontal soude a la masse M et en A au pendule

relie les deux oscillateurs. (OA = a)

1- Décrire le systeme et donner le type du couplage ?
2- Déterminer 1’énergie cinétique E, et potentielle Ep du systeme.
3- Ecrire les équations du mouvement en fonction de x et 0.

4-Onprend: M =m,a = % ,mg = 1—2KL, L = 1(m). Calculer les pulsations du systeme et
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déduire les modes propres.
5- Donner les équations du mouvement x(t) et 6(t).

Exercice N°5 :

. R . . . F(t)
On considere le systéme représente sur la figure

o >
k2
. . . ki1 m m
ci-contre. Sur la masse m; agit une force horizontale :\/_\/_\/EE/_\/_\j ‘ W h 1

sinusoidale de pulsation w et d'amplitude F,. Les X1 X2

déplacements des masses m, et m, par rapport a leurs positions d'équilibre sont

respectivement x, (t) et x, (t).

1- Etablir les équations différentielles qui régissent le mouvement du systéme.
2- En utilisant les notations complexes, déduire les équations algébriques satisfaites par

X4 (t) et x,(t) en régime sinusoidal permanent.

3- En calculant le rapport

X1 (D)
— o » montrer que le mouvement des masses m; et m,, ne
2

®
peuvent étre qu'en phase ou en opposition de phase. Déterminer les pulsations pour

lesquelles x4 (t) et X, (t) sont en phase.

Exercice N°6 :

Sur un arbre 00’ horizontal et fixe, de masse négligeable, encastré a ses extrémités O et O’,
sont fixeés trois disques (D,), (D,) et (D3) de centres respectifs 0,, 0, et O; et de méme
moment d’inertie J par rapport a leur axe commun 00’. On désignera 6, (t)

0, (t) et 05(t), les angles angulaires de rotation de chacun des trois disques par rapport a
leur position de repos. voire la figure ci-dessous.

Les quatre partis 0;0,, 0,0,, 0,05de et 0;0’de I’arbre ont méme constante de torsion C.

C
On posera la constante : w3 = ]

Oi(t) O=(t) Os3(0)
§ CoON/ CoN 7 Co\’ E
—— 0’ 0 "
D D2 D3
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1- Déterminer le Lagrangien de ce systéeme.

2- Etablir les équations différentielles du second ordre vérifiées par les angles
01 (1),0,(t) et B5(1).

3- En déduire les trois pulsations propres w;, w, et w5 de ce systéme en fonction de w,,.

4- Calculer I’énergie mécanique totale E de cette chaine de trois disques, pour chacun des
modes propres, en fonction de C et de I’amplitude angulaire 6, du disque D;.

5- On applique au seul disque D, un couple moteur de moment sinusoidal, de pulsation w et

damplitude I, T = [coswt.

2

-Etablir en fonction du parameétre X = (mﬂ) , les amplitudes angulaires A, A, et A; de
0

chacun des disques en régime forcé.

-Pour quelles valeurs de X ce systéeme est-il en résonance ?
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