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Chapitre1 :Rappels Mathématiques 
 
1. Vecteurs: 

1.1. Propriétés de base 
 Un vecteur, est un segment de droite orienté, relié entre deux points de l’espace, le point O 

est l’origine et d’autre point A est l’extrémité. 
 

 Tout vecteur est définie par : 
a. Son Origine 
b. Sa direction 
c. Son sens 
d. Son module 

 
 L’addition des deux vecteurs est commutative. (Figure 1.1) 

 
 Tout vecteur ሬܸ⃗  en trois dimensions (3D) est définie algébriquement par c’est composantes x, 

y et z, dans lequel : 
ሬܸ⃗ ଵሬሬሬ⃗݁ݔ = 	+ ଶሬሬሬ⃗݁ݕ 	+ ଷሬሬሬ⃗݁ݖ . 

ܴ଴(݁ଵሬሬሬ⃗ ,݁ଶሬሬሬ⃗ , ݁ଷሬሬሬ⃗ ) est une base orthonormé dans ܴଷ. Tel que : ݁పሬሬ⃗ ∗ ఫ݁ሬሬ⃗ = ൜1, ݅ = ݆
0, ݅ ≠ ݆ 

 
 Le module ou la longueur du vecteur ሬܸ⃗  peut calculer par le théorème de Pythagore,  

Talque : ห ሬܸ⃗ ห = ඥ²ݔ + ²ݕ +  .²ݖ
 

 La somme de deux vecteurs ሬܸ⃗ଵ, et ሬܸ⃗ଶ est un vecteur ሬܹሬሬ⃗  définie analytiquement par : 
Soit ሬܸ⃗ଵ= ݔଵ݁ଵሬሬሬ⃗ 	+ ଵ݁ଶሬሬሬ⃗ݕ 	+ ଵ݁ଷሬሬሬ⃗ݖ  et ሬܸ⃗ଶ= ݔଶ݁ଵሬሬሬ⃗ 	+ ଶ݁ଶሬሬሬ⃗ݕ 	+ ଶ݁ଷሬሬሬ⃗ݖ  donc : 
 

ሬܹሬሬ⃗ = ሬܸ⃗ଵ + ሬܸ⃗ଶ = 	 ଵݔ) + ଶ)݁ଵሬሬሬ⃗ݔ 	+ ଵݕ) + ଶ)݁ଶሬሬሬ⃗ݕ 	+ ଵݖ) + ଶ)݁ଷሬሬሬ⃗ݖ  
 
 
 
 
 

 
  

 
 

 
 

 
Figure 1.1. Addison de deux vecteurs  

 
 

B 
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Figure 1.2 Système des forces en équilibre 

 
1.2. Produit scalaire  
On appelle un produit scalaire de deux vecteurs ሬܸ⃗ଵ݁ݐ	 ሬܸ⃗ଶ une loi de composition qui associe aux 

deux vecteurs un scalaire. Tel que : 
ሬܸ⃗ଵ. ሬܸ⃗ଶ = ฮሬܸ⃗ଵฮฮሬܸ⃗ଶฮcos	( ሬܸ⃗ଵ ሬܸ⃗ଶ) 

Le produit scalaire peut définie  par l’expression analytique :  
ሬܸ⃗ଵ. ሬܸ⃗ଶ = ଶݔଵݔ + ଶݕଵݕ +  ଶݖଵݖ

 
1.3. Produit vectorielle 

Le produit vectorielle de deux vecteurs est un vecteur, tel que : 
ሬܹሬሬ⃗ = ሬܸ⃗ଵ ∧ ሬܸ⃗ଶ = ฮሬܸ⃗ଵฮฮሬܸ⃗ଶฮ sin൫ ሬܸ⃗ଵ ሬܸ⃗ଶ൯ ሬ݊⃗  

ሬ݊⃗ , est vecteur unitaire perpendiculaire au plant formé par ሬܸ⃗ଵ݁ݐ	 ሬܸ⃗ଶ 
 
On peut définie le produit vectorielle entre deux vecteurs par la forme matricielle suivantes: 
Soient : 
 

ሬܸ⃗ଵ = ൭
ଵݔ
ଵݕ
ଵݖ
൱ 		ݐ݁	 ሬܸ⃗ଶ = ൭

ଶݔ
ଶݕ
ଶݖ
൱ 

 

Donc :    ሬܹሬሬ⃗ = ሬܸ⃗ଵ ∧ ሬܸ⃗ଶ = ൭
ଶݖ	ଵݕ − ଵݖଶݕ
ଶݔ	ଵݖ − ଵݔଶݖ
ଶݖ	ଵݔ − ଵݖଶݔ

൱ 
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ሬܸ⃗ଶ 

 
 
 
 
 
 

   
 

Figure 1.3  produit vectorielle de deux vecteurs 
 

1.4. Produit Mixte 
Le produit mixte est un scalaire est égale le volume du parallélépipède formé par les trois 
vecteurs ሬܸ⃗ଵ,ܸሬሬሬሬ⃗ଶ݁ݐ	 ሬܸ⃗ଷ. 

ሬܸ⃗ଵ(ܸሬሬሬሬ⃗ ଶ ∧ ሬܸ⃗ଷ) = ሬܸ⃗ଶ(ܸሬሬሬሬ⃗ ଷ ∧ ሬܸ⃗ଵ) = ሬܸ⃗ଷ(ܸሬሬሬሬ⃗ ଶ ∧ ሬܸ⃗ଵ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 1.4. Produit mixte de trois vecteurs 

 
1.5. Projection des vecteurs 

1.5.1. Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe 
 
Définition : Soit un vecteur quelconque ሬܸ⃗  , et un axe (߂) défini par son vecteur unitaire ݑሬ⃗  . 
La projection orthogonale du vecteur ሬܸ⃗   sure l’axe (߂)définie par la composante ௫ܸሬሬሬ⃗  de ce vecteur 
sure cet axe. 

ሬܸ⃗௫ = ൫ ሬܸ⃗ . ሬ݊⃗ ൯ ሬ݊⃗  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.5  Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe 
 

 (߂)

ሬܸ⃗  
 

ሬ⃗ݑ  ሬܸ⃗௫  

ሬܸ⃗ଵ 

ሬܹሬሬ⃗  

ሬ݊⃗  

ଵܸሬሬሬ⃗  

ଶܸሬሬሬ⃗  

ଷܸሬሬሬ⃗  
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1.5.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan 
 

Définition : Soit ሬܸ⃗  un vecteur quelconque, sa projection sur le plan (ߨ)	défini par la normale ሬ݊⃗ est 
la composante ሬܸ⃗గdans le plan.  
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 1.6  Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan 

 
On peut écrire la projection de ሬܸ⃗  sur la plan par la relation suivant :  ሬܸ⃗గ = ሬܸ⃗ − ሬܸ⃗௡  
 
D’où ሬܸ⃗ = ሬܸ⃗ ( ሬ݊⃗ . ሬ݊⃗ ) et ሬܸ⃗௡ = ൫ ሬܸ⃗ . ሬ݊⃗ ൯ ሬ݊⃗  
Donc : ሬܸ⃗గ = ሬܸ⃗ ( ሬ݊⃗ . ሬ݊⃗ )− ൫ሬܸ⃗ . ሬ݊⃗ ൯ ሬ݊⃗  

Et on retrouve l’expression vectorielle du vecteur ሬܸ⃗గ  par la relaion double vectoriel suivante :  
 

ሬܸ⃗గ = ሬ݊⃗ ∧ ( ሬܸ⃗ ∧ ሬ݊⃗ ) 
 
2. Torseurs 

 
2.1. Définition :  

On appelle torseur [T] l'ensemble d'un champ de vecteurs ܯሬሬ⃗  en un point A et de son vecteur 
ܴ	ሬሬሬ⃗ associé.  
On note 

[ܶ]஺ = ൜ ሬܴ⃗
ሬሬ⃗ܯ

 

 
Tel que ሬܴ⃗ appelé résultante des vecteurs : ଵܸሬሬሬ⃗  , ሬܸ⃗ଶ , ሬܸ⃗ଷ  ,…. ௡ܸሬሬሬ⃗  appliqués respectivement aux points : 
    : ௡. Donné parܤ…ଷܤ ,ଶܤ,ଵܤ

ሬܴ⃗ = ෍ పܸሬሬ⃗
௡

௜ୀଵ

 

 
Et ܯሬሬ⃗  est le moment résultant en un point A de l’espace est donné par : 
 

஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ = ෍ܤܣపሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧
௡

௜ୀଵ
పܸሬሬ⃗  

 
 

௡ܸሬሬሬ⃗  

ሬ݊⃗  
గܸሬሬሬ⃗  

 (ߨ)
ሬܸ⃗  
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Ces deux vecteurs ሬܴ⃗  et ܯሬሬ⃗  sont appelés éléments de réduction du torseur au point A. 
 
Remarque : Connaissant le Torseur [ܶ]஺ en un point A nous pouvons déterminer les éléments de 

réduction de ce même torseur en un autre point A de l’espace à l’aide de l’équation de transport : 

Nous avons en effet : 

ሬሬ⃗ܯ ஼ = ෍ܤܥపሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ పܸሬሬ⃗
௡

௜ୀଵ

 

Sachant que : ܤܥపሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܥ + పሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ  et ܯሬሬ⃗ ஺ = ∑ పሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ పܸሬሬ⃗௡
௜ୀଵ  

ሬሬ⃗ܯ ஼ = ෍(ܣܥሬሬሬሬሬ⃗ + పሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ) ∧ పܸሬሬ⃗
௡

௜ୀଵ

= ෍ܣܥሬሬሬሬሬ⃗ ∧ పܸሬሬ⃗
௡

௜ୀଵ

+ ෍ܤܣపሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ పܸሬሬ⃗
௡

௜ୀଵ

= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܥ ∧෍ పܸሬሬ⃗
௡

௜ୀଵ

+ ሬሬ⃗ܯ ஺ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܥ ∧ ሬܴ⃗ + ሬሬ⃗ܯ ஺ 

 

Nous obtiendrons l’équation de transport qui permet de déterminer le moment en un point C en 

connaissant le moment au point A. 

ሬሬ⃗ܯ ஼ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܥ ∧ ሬܴ⃗ + ሬሬ⃗ܯ ஺ 

  

2.2. Propriétés des torseurs  
 

2.2.1. L’équivalence de deux torseurs : 
Deux torseurs sont équivalents [ ଵܶ] = [ ଶܶ] si et seulement si, 
 

[ ଵܶ] = [ ଶܶ] ↔ ቊܴଵ
ሬሬሬሬ⃗ = ܴଵሬሬሬሬ⃗

ଵሬሬሬሬሬ⃗ܯ = ଶሬሬሬሬሬ⃗ܯ
 

 
2.2.2. Torseur nul : 

 
Un torseur est nul, si ses éléments de réduction sont nuls : 
 

[0] = ൜ ሬܴ⃗ = 0ሬ⃗
ሬሬ⃗ܯ = 0ሬ⃗

 

 
 

2.2.3. Somme de deux torseurs : 
 
Soient  [ ଵܶ] = [ ଶܶ]  deux torseurs, la somme de deux torseur est un torseur dont ses éléments de 
réduction sont la somme des éléments de réduction des deux torseurs. 
 

[ܶ]஺ = [ ଵܶ]஺ + [ ଶܶ]஺ ↔	 [ܶ]஺ = ቊ
ሬܴ⃗ = ܴଵሬሬሬሬ⃗ + ܴଶሬሬሬሬ⃗

ሬሬ⃗ܯ = ଵሬሬሬሬሬ⃗ܯ + ଶሬሬሬሬሬ⃗ܯ
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2.2.4. Multiplication d’un torseur par un scalaire : 

 
Soient un torseur : 

[ܶ]஺ = ൜ ሬܴ⃗
ሬሬ⃗ܯ

 

Et ߣ un scalaire real. Nous pouvons écrire :  

஺[ܶ]ߣ = ൜ߣ. ሬܴ⃗
ሬሬ⃗ܯ.ߣ

 

2.3. Axe central d’un torseur 
 
Soit un torseur  

[ܶ]஺ = ൜ ሬܴ⃗
ሬሬ⃗ܯ

 

 
On appelle axe central de [ܶ], l'ensemble des points P pour lesquels le moment ܯሬሬ⃗  est colinéaire à ሬܴ⃗ . 
donnée par l'équation paramétrique d'une droite parallèle à ሬܴ⃗ . 

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ =
ሬܴ⃗ ∧ ሬሬ⃗ܯ ஺
ܴ²

+ .ߣ ሬܴ⃗  
 .est un scalaire real ߣ
 

2.4. Pas du torseur 
 
Si le moment ܯሬሬ⃗  est colinéaire à ሬܴ⃗ . 
 
ሬሬ⃗ܯ ௣ = .ࢻ ሬܴ⃗ , d’où ܯ௣ሬሬሬሬሬ⃗ = ஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܲ ∧ ሬܴ⃗ = .ࢻ ሬܴ⃗ . le produit scalaire de cette expression par le vecteur 
résultant ሬܴ⃗  donne : 

ሬܴ⃗ . ஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ) + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܲ ∧ ሬܴ⃗ ) =  ²ܴ.ࢻ
 

Ce qui donne 

ࢻ =
ሬܴ⃗ ஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ.
²ࡾ

 
 
 .est appelé le Pas du torseur ߙ
 

2.5. Torseur couple 
 
Un torseur est dit  un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle. 
 

ቊ
ܴଵሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗

௣ሬሬሬሬሬ⃗ܯ ≠ 0ሬ⃗
 

 
 
Le moment en un point A quelconque de l’espace est donné par: 
 
 
 
 
 



 Chapitre1 : Rappels Mathématiques  

Mécanique Rationnelle, L2(LMD)     S. BAADJ 
12 

 

 
 
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗ + ଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଶܸሬሬሬ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗ − ଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ) − ଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ) ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤଶܤ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
Sachant que : ܤଶܤଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܪଶܤ + ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ൫ܤଶܪሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ ൯ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗ = ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
 
H est appelé le Bras, c’est la projection orthogonale du point ܤଵ sur la droit support du vecteur ଶܸሬሬሬ⃗ . 
En réalité le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux droites 
supports des deux vecteurs, il est indépendant du lieu où il est mesuré. 
 
Le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux droites supports 
des deux vecteurs. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B2 

B1 

H 
ଶܸሬሬሬ⃗  

ଵܸሬሬሬ⃗  
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Exercices 
 
Exercice 1: 
Soient les vecteurs ࢂଵሬሬሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ , ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ ,  et ࢂସሬሬሬሬ⃗  tel que: 
ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ = ଙ⃗ + 4࢑ሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ   , = 2ଙሬሬሬ⃗ + ࢟ଚ⃗ + ࢑ሬሬ⃗ࢠ ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ  , = ଙ⃗ − 2ଚ⃗ + 4࢑ሬሬ⃗  et ࢂସሬሬሬሬ⃗ = 4ଙሬሬሬ⃗ + ࢟ଚ⃗ + 2࢑ሬሬ⃗ . 
 
1) Déterminer y et z pour que les vecteurs ࢂଵሬሬሬሬ⃗  et ࢂଶሬሬሬሬ⃗  soient colinéaires,  
2) Déterminer  y pour que les vecteurs ࢂଷሬሬሬሬ⃗  et ࢂସሬሬሬሬ⃗  soient perpenduculaires, 
3) trouver le volume d’un parallélépipède des cotés ࢂଵሬሬሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ ,  et ࢂସሬሬሬሬ⃗ . (pour y=1, et z=1) 
 
 

Corrigé d'Exercice1: 
 
ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ = ଙ⃗ + 4࢑ሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ   , = 2ଙሬሬሬ⃗ + ࢟ଚ⃗ + ࢑ሬሬ⃗ࢠ ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ  , = ଙ⃗ − 2ଚ⃗ + 4࢑ሬሬ⃗  et ࢂସሬሬሬሬ⃗ = 4ଙሬሬሬ⃗ + ࢟ଚ⃗ + 2࢑ሬሬ⃗ . 
 

ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ (1  et ࢂଶሬሬሬሬ⃗  sont colinaireࢂଵሬሬሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ˄ = 0ሬ⃗  
 

→ ൭
1
0
4
൱˄൭

2
ݕ
ݖ
൱ = ൭

0
0
0
൱ → ൭

ݕ4−
8− ݖ
ݕ

൱ = ൭
0
0
0
൱ → ቄݕ = 0

ݖ = 8 

 
ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ (2  et ࢂସሬሬሬሬ⃗  sont perpendiculaireࢂଷሬሬሬሬ⃗ ସሬሬሬሬ⃗ࢂ. = 0 

 
ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ ସሬሬሬሬ⃗ࢂ. = 4− ݕ2 + 8 = 0 → ݕ	 = 6 
 

3) Volume d'un parallélépipède des cotes ࢂଵሬሬሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ, ସሬሬሬሬ⃗ࢂ, ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ)= ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ˄ ସሬሬሬሬ⃗ࢂ.(  
 
 
 
 
 
Exercice 2: 
Dans un repère ܴ൫ܱ, ଙ⃗, ଚ⃗,࢑ሬሬ⃗ ൯ orthonormé, deux points  A  et  B  ont pour coordonnées :  

൭࡭
			2
			2
−3

൱ et  ࡮൭
5
3
2
൱. 

 
Déterminer : 
1) Le moment du vecteur ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  glissant par rapport au centre O du repère. 
2) Le moment du vecteur glissant ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  par rapport à la droite (∆) passant par le point ܱ et le point 

ܥ ൭
2
2
1
൱. 
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Corrigé d'Exercice2: 
 

൭࡭
			2
			2
−3

൱et࡮൭
5
3
2
൱ 

 
1) Le moment du vecteur ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  glissant par rapport au centre O du repère. 

଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = OAሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ	˄	  
 

଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = ൭
2
2
1
൱˄൭

3
1
5
൱ = ൭

13
−19
−4

൱ 

 
→ ଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 13	ଓ⃗ − 19ଔ⃗ − 4 ሬ݇⃗  
 

2) Le moment du vecteur glissant ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  par rapport à la droite (∆) passant par le point ܱ et le 

point ܥ ൭
2
2
1
൱. 

 

ሬ݊⃗ =
ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ
ܥܱ =

1
3 (2	ଓ⃗+ 2ଔ⃗ + ሬ݇⃗ ) 

 
ሬሬሬሬሬ⃗∆ܯ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = ଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ) ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ൯. ሬ݊⃗ ) ሬ݊⃗ = ൫13	ଓ⃗ − 19ଔ⃗ − 4 ሬ݇⃗ ൯. ଵ

ଷ
൫2	ଓ⃗ + 2ଔ⃗ + ሬ݇⃗ ൯ ሬ݊⃗  

= −
16
3 ሬ݊⃗  

 
Exercice 3: 
Soient les trois de cordonnés vecteurs, ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ (−1, ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ(1,1 (0, 1,2) ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ  , (1,−1,0)                                                                          
définis dans un repère	ܴ൫ܱ, ଙ⃗, ଚ⃗,࢑ሬሬ⃗ ൯  orthonormé et liés respectivement au points, A(1,1,2),  B(1,0,1) , 
C(1,2,1) 
 
1) Construire le torseur [ܶ] associé au système de vecteurs. 
2) En déduire l’automoment. 
3) Calculer le pas du torseur. 
4) Déterminer l’axe central du torseur vectoriellement. 
 

Corrigé d'Exercice3: 
 
ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ (−1, ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ(1,1 (0, ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ  ,(1,2 (1,−1,0) liés respectivement au points, A(1,1,2),  B(1,0,1) , C(1,2,1) 
 

1) Construction du torseur [ܶ]଴: 
Les éléments de réduction du torseur sont: 

[ܶ]଴ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ሬܴ⃗ = ෍ పܸሬሬ⃗

௡

௜ୀଵ

ሬሬ⃗ܯ = ෍ܤܣపሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧
௡

௜ୀଵ
పܸሬሬ⃗
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ሬܴ⃗ = ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ + ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ + ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ = ଔ⃗ + 3 ሬ݇⃗  
 

଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ = OAሬሬሬሬሬ⃗ ଵሬሬሬሬ⃗ࢂ	˄	 + OBሬሬሬሬሬ⃗ ଶሬሬሬሬ⃗ࢂ	˄	 + OCሬሬሬሬሬ⃗ ଷሬሬሬሬ⃗ࢂ	˄	 = ൭
1
1
2
൱˄൭

−1
1
1
൱ + ൭

1
0
1
൱˄൭

0
1
2
൱ + ൭

1
2
1
൱˄൭

1
−1
0
൱

= ൭
−1
−3
2
൱ + ൭

−1
−2
1
൱˄൭

1
1
−3

൱ = ൭
−1
−4
0
൱ 

 
→ ଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ = −	ଓ⃗ − 4ଔ⃗ 
 

2) L'automomentA: 
 
ܣ = ሬܴ⃗ ଴ሬሬሬሬሬ⃗ܯ. = (ଔ⃗ + 3 ሬ݇⃗ ). (-ଓ⃗ − 4ଔ⃗) =-4 
 

3) Le pas d'un torseur P : 

ࡼ =
ሬܴ⃗ ஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ.
²ࡾ

=
−4
10  

 
4) L'axe central:  

On appelle axe central de [ܶ], l'ensemble des points P pour lesquels le moment ܯሬሬ⃗  est colinéaire à ሬܴ⃗ . 
donnée par l'équation paramétrique d'une droite parallèle à ሬܴ⃗ . 

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ =
ሬܴ⃗ ∧ ሬሬ⃗ܯ ஺
ܴ²

+ .ߣ ሬܴ⃗  
 

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ = ଵ
ଵ଴

. (ଔ⃗ + 3 ሬ݇⃗ )˄(-ଓ⃗ − 4ଔ⃗) = ଵ
ଵ଴
൭

0
1
3
൱˄൭

−1
−4
0
൱ + ൭.ߣ	

0
1
3
൱ 

 

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ =
1

10
൭

12
−3
1
൱ + ൭.ߣ	

0
1
3
൱ =

12
10 ଓ⃗ + ߣ	) −

3
10)ଔ⃗ + (

1
10 + (ߣ3 ሬ݇⃗  

Exercice 4: 
Soient deux torseurs [T1]Aet [T2]A définis au même point A par leurs éléments de réduction dans un 
repère orthonoméܴ൫ܱ, ଙ⃗, ଚ⃗,࢑ሬሬ⃗ ൯ 
 

[ ଵܶ]஺ = ቊܴଵ
ሬሬሬሬ⃗ = 2ଙሬሬሬ⃗ + 4ଚ⃗ + 2࢑ሬሬ⃗

ଵሬሬሬሬሬ⃗ܯ = 2ଙሬሬሬ⃗ + ଚ⃗ + 5࢑ሬሬ⃗
  et [ ଶܶ]஺ = ቊܴଶ

ሬሬሬሬ⃗ = −2ଙሬሬሬ⃗ − 4ଚ⃗ − 2࢑ሬሬ⃗

ଶሬሬሬሬሬ⃗ܯ = 2ଙሬሬሬ⃗ − ଚ⃗ − 5࢑ሬሬ⃗
 

 
1) Déterminer l’axe centrale et le pas du torseur [ࢀଵ]A 
2) Construire le torseur [T]A =a [T1]A +b [T2]A 
3) Quelle relation doivent vérifier a et b pour que [T]Asoit un torseur couple, 
4) Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou on le mesure. 
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Corrigé d'Exercice4: 
 

[ ଵܶ]஺ = ቊܴଵ
ሬሬሬሬ⃗ = 2ଙሬሬሬ⃗ + 4ଚ⃗ + 2࢑ሬሬ⃗

ଵሬሬሬሬሬ⃗ܯ = 2ଙሬሬሬ⃗ + ଚ⃗ + 5࢑ሬሬ⃗
  et [ ଶܶ]஺ = ቊܴଶ

ሬሬሬሬ⃗ = −2ଙሬሬሬ⃗ − 4ଚ⃗ − 2࢑ሬሬ⃗

ଶሬሬሬሬሬ⃗ܯ = 2ଙሬሬሬ⃗ − ଚ⃗ − 5࢑ሬሬ⃗
 

 
1)  L’axe centrale et le pas du torseur [ࢀଵ]A 

L’axe centrale, C'est l'ensemble des points P pour lesquels le moment ܯሬሬ⃗  est colinéaire à ሬܴ⃗ . donnée 
par l'équation paramétrique d'une droite parallèle à ሬܴ⃗ . 

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ =
ሬܴ⃗ ଵ ሬሬ⃗ܯ∧ ଵ
ܴ²

+ ଵሬሬሬሬܴ⃗.ߣ  

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ =
1

24
൭

2
4
2
൱˄൭

2
1
5
൱ + ൭.ߣ	

2
4
2
൱ =

1
24

൭
18
−6
−6

൱ + ൭.ߣ	
2
4
2
൱ 

= (
18
24 + ଓ⃗	(ߣ	2 + ߣ4) −

6
24)ଔ⃗ + ߣ2) −

6
24) ሬ݇⃗  

 
Le pas du torseur [ࢀଵ]A 

ࡼ =
ሬܴ⃗ ஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ.
²ࡾ

=
4 + 4 + 10

24 =
18
24 =

9
12 

 
 

2) Construire le torseur [T]A =a [T1]A +b [T2]A 
 

[T]A =ቊܴ஺
ሬሬሬሬ⃗ = ܴܽଵሬሬሬሬ⃗ + ܾܴଶሬሬሬሬ⃗ = 2(ܽ − ܾ)ଙ⃗ + 4(ܽ − ܾ)ଚ⃗ + 2(ܽ − ܾ)࢑ሬሬ⃗

஺ሬሬሬሬሬ⃗ܯ = ଵሬሬሬሬሬ⃗ܯܽ + ଶሬሬሬሬሬ⃗ܯܾ = 2(ܽ + ܾ)ଙ⃗+ (ܽ − ܾ)ଚ⃗ + 5(ܽ − ܾ)࢑ሬሬ⃗
 

 
 

3) Un torseur est dit  un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle. 

ቊ
ܴଵሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗

௣ሬሬሬሬሬ⃗ܯ ≠ 0ሬ⃗
 

→ ܽ	݁ݑݍ	݁ݑݍ݈݅݌݉݅	݊݋ = ܾ Et donc ܯ஺ሬሬሬሬሬ⃗ = 4ܽଙ⃗ 
 

4) Le moment en un point A quelconque de l’espace est donné par :  
 
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗ + ଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଶܸሬሬሬ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗ − ଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ) − ଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ) ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤଶܤ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
Sachant que : ܤଶܤଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܪଶܤ + ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ  
ሬሬ⃗ܯ ஺ = ൫ܤଶܪሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ ൯ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗ = ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ ∧ ଵܸሬሬሬ⃗  
 
Le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux droites supports 
des deux vecteurs. 

B2 

B1 

H 
ଶܸሬሬሬ⃗  

ଵܸሬሬሬ⃗  
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Chapitre 2 : Statique 

2.1. Généralités et notions fondamentales de la statique 
 

2.1.1. Définition et sens physique de la force: 

On désigne en mécanique la mesure quantitative d'interaction de type mécanique 
des corps matériels macroscopique. On appelleForce l'action d'un corps matériels sur un 
autre, se traduit par (une pression, une attraction, une répulsion, …) 

Toute action de force sur un corps solide peut être représentée par un vecteur dont 
les quatre propriétés sont : 

A. Le  point d'application  A: point où l'action s'exerce sur le corps. 
B. Le sens:A →  .ܤ
C. La direction ou' la ligne d'action (∆). 
D. Le module: ห⃗ܨห = หܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ห. 

 
 

 

 

 

  

Figure 2.1 Forces 

On peut distinguer deux types de forces: 

A. Forces extérieures: qui sont exercées par d'autre corps et appliquées en un point 
du solide donné.  

B. Forces intérieurs: sont des forces d'interactions intérieures qui se développent 
entre les points matériels du solide et dont leur résultante est nulle. 
 

2.1.2. Les systèmes de Forces 

On appelle système de forces l’ensemble des forces ⃗ܨ௜qui agissent simultanément sur un 
point matériel ou sur un solide. 
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Figure 2.2système de Force 

Les systèmes de forces sont classés en trois catégories: 
 

a) Les forces de réaction : si un corps solide exerce une force sur un autre corps, par 
conséquence le deuxième corps exerce sur le premier corps  une force égale et 
opposée. 

 
b) Les forces de frottement : la force de frottement existe lorsque deux solides réels 

sont en contact. La force de frottement est toujours oppose au sens de mouvement  

 
c) Les forces de tension : est une force qui tire sur un élément d'un corps comme par 

exemple, la tension exercée par un fil ou par un ressort.  

ଵܨ⃗

ܨ⃗ ସܨ⃗

ܨ⃗

ܨ⃗
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2.1.3. Opérations sur la force (composition, décomposition, projection) 
A. Décomposition géométrique d’une force 

Soit une force ࡲሬሬ⃗ appliquée à l’origine ࡻ d’un repère orthonormé,La composition de cette 
force sont définies par : 

ܨ⃗ = ௫ܨ⃗ + ௬ܨ⃗ + ௭ܨ⃗ = ௫ܨ . ଓ⃗ + .௬ܨ ଔ⃗ + .௭ܨ ሬ݇⃗  

Tel que:  ܨ௫ = .ܨ ௫ߠݏ݋ܿ , ௬ܨ = .ܨ ,௬ߠݏ݋ܿ ௭ܨ = .ܨ  ௭ߠݏ݋ܿ

Avec:²ܨ = ௫²ܨ + ௬²ܨ +  ௭²ܨ

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.6Décomposition géométrique d’une force 

Les  anglesߠ௫,ߠ௬ ሬሬ⃗ࡲ ௭se sont les trois angles définie par la projection de la forceߠ, sur les 
trois axes ܱܺ,ܱܻ,ܱܼ donne respectivement,comme il est indiqué sur la figure. 

 
 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.7 Angles d'Euler 
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On peut notamment exprimer le module de la force ࡲሬሬ⃗ en utilisant les cosinus directeurs : 
ܨ

ݔߠݏ݋ܿ
=

ܨ
ݕߠݏ݋ܿ

=
ܨ

ݖߠݏ݋ܿ
 

 

A. Résultante de deux forces concourantes 

Soient deux forces ࡲሬሬ⃗ ૚et ࡲሬሬ⃗ ૛appliquées à un point ܱ du solide, On peut déterminer leur 
résultant ࡾሬሬ⃗  a partir du parallélogramme former par ces deux forces (Figure). 
 

Le module et la direction de la résultante ࡾሬሬ⃗ sont déterminés par la diagonale 
duparallélogramme construit sur ces deux forces. 
Tel que:  Rሬሬ⃗ = ሬሬ⃗ࡲ ૚ + ሬሬ⃗ࡲ ૛ 
Et son module  ܴ = ඥܨଵ² + ଶ²ܨ +  ߠݏ݋ଶܿܨଵܨ	2

Figure 2.7 Résultante de deux forces 

et sa direction se détermine :  

1ܨ

1߮݊݅ݏ
=

2ܨ

2߮݊݅ݏ
=

3ܨ

3߮݊݅ݏ
=

ܴ
߮݊݅ݏ

 

 

2.2. Statique des solides  
2.2.1. Moment d'une force par rapport à un point  

 

Soit un vecteur de force ⃗ܨappliqué au point ܣ, On note ܯሬሬ⃗  ܨ⃗ ை le moment de(ܨ⃗)
par rapport à ܱ est définie par le produit du ⃗ܨpar le vecteur ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ . 
 

ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯
ை

= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ˄	ܨ⃗  
ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯

ை
= ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܱ	˄	ܨ⃗ = ሬሬ⃗࢔ℎ.ܨ  

 
Oùℎest le bras de levier de la force ⃗ܨpar rapport au point O.  
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Démonstration: 

Par définition on: ܯሬሬ⃗ ൫⃗ܨ൯
ை

= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ	˄	ܨ⃗  
etܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܱ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܣܪ	˄	  
 
ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯

ை
= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ	˄	ܨ⃗  

ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯
ை

= ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܱ)	˄	ܨ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗(ܣܪ	˄	  

ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯
ை

= ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܱ	˄	ܨ⃗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܣܪ	˄	ܨ⃗  

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܣܪ//ܨ⃗ implique que ⃗ܨ	˄	ܣܪሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  

On obtiendra:  

ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯
ை

= ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܱ	˄	ܨ⃗ = .ࡴࡻ.ࡲ ࢑ሬሬ⃗	°૙ૢ࢔࢏࢙ = ࢑ሬሬ⃗.ࢎ.ࡲ  

2.2.2. Moment d'une force par rapport à un axe 

 
 

Figure 2.9 Moment d'une force par rapport à un axe 

Le moment d'une force⃗ܨ par rapport à un axe (∆)noté par ܯሬሬ⃗ ൫⃗ܨ൯
/∆

est définipar  la 

projection de ܯሬሬ⃗ ൫⃗ܨ൯
ை

moment de cette force par rapport au point ܱ sur l'axe ∆). 

Le point ܱ  est la projection du point ܣ l'origine de⃗ܨ sur l'axe (∆). 
 

ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ൯
/∆

= ቀܯሬሬ⃗ ൫⃗ܨ൯
ை

ሬ⃗ݑ. ቁ ሬ⃗ݑ.  

 
ሬ⃗ݑ  est le vecteur unitaire du l'axe (∆). 
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2.1.1. Théorème de Varignon  

Dans un système de forces concourantes en un point ܣ, le moment résultantpar rapport à 
un point quelconqueܱ est égal au moment de la résultante par rapport au même pointܱ. 

 
Démonstration:  

Nous avons: ܱܯపሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + పሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ  

పሬሬሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ௜൯ை = ෍ܱܯపሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ௜ܨ⃗˄ =
௡

௜ୀଵ

ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ଵܨ⃗˄ + ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ଶܨ⃗˄ + ⋯+ ௡ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ  ௡ܨ⃗˄

పሬሬሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ௜൯ை = ൫ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ + ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ൯˄⃗ܨଵ + ൫ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ + ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ൯˄⃗ܨଶ + ⋯+ ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ) + ௡ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ  ௡ܨ⃗˄(

Or ܯܣଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ଵ  implique queܨ⃗// ଵܨ⃗˄ = 0ሬ⃗  

On obtient alors: ܯపሬሬሬሬ⃗ ൫⃗ܨ௜൯ை = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ଵܨ⃗˄ + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ଶܨ⃗˄ + ⋯+ ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  ௡ܨ⃗˄

పሬሬሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ௜൯ை = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ଵܨ⃗)˄ + ଶܨ⃗ + ⋯+ (௡ܨ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ˄෍⃗ܨ௜ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ˄ ሬܴ⃗
௡

௜ୀଵ

 

On obtient finalement: ܯపሬሬሬሬ⃗ ൫⃗ܨ௜൯ை = పሬሬሬሬ⃗ܯ ൫ ሬܴ⃗ ൯ை 

 
 

Figure 2.10 système de forces concourantes 
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2.1.2. Condition d’équilibre statique 
Un corps solide est enéquilibrestatique lorsque plusieurs forces agissent 
simultanément sur lui et que ces forces ne modifient pas son état (état de repos ou 
son état de mouvement). 
 
Pour qu'uncorps solidesoit en équilibre statique il faut que le torseur de forces 
extérieuressoitnul: 

[ ଴ܶ] = ቆ
ሬܴ⃗

ሬሬ⃗ܯ ൫⃗ܨ௜൯
ቇ = ቆ

0ሬ⃗
0ሬ⃗ ቇ 

Enconséquence: 
 

1. la somme de toutes les forces extérieures auxquelles il est soumis, est 
nulle. 

ሬܴ⃗ = ෍⃗ܨ௜ = 0ሬ⃗
௡

௜ୀଵ

 

2. le moment résultant de toutes ces forces soit nulle. 

෍ܯሬሬ⃗ (௜ܨ⃗) = 0ሬ⃗
௡

௜ୀଵ

 

Ces deux condition d’équilibre peut se traduisent en six équation analytique par la 
projection des éléments du torseur des forces sur les axes d’un repère orthonormé 
ܴ(ܱ, ଓ⃗, ଔ⃗, ሬ݇⃗ ): 
 

1. Trois équations liées à la résultante des forces extérieures : 

ሬܴ⃗ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ܴ௫ = ෍⃗ܨ௫௜ = 0ሬ⃗

௡

௜ୀଵ

ܴ௬ = ෍⃗ܨ௬௜ = 0ሬ⃗
௡

௜ୀଵ

ܴ௭ = ෍⃗ܨ௭௜ = 0ሬ⃗
௡

௜ୀଵ

 

 

2. Et trois équations liées au moment des forces par rapport point ܱ : 

ைሬሬሬሬሬ⃗ܯ (௜ܨ⃗) = ൞
଴௫ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ (௜ܨ⃗) = 0ሬ⃗

଴௬ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ (௜ܨ⃗) = 0ሬ⃗

଴௭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ (௜ܨ⃗) = 0ሬ⃗
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Exemple: Equilibre d’un solide dans un plan (ܱ,ܺ,ܻ): 
 
Soit un solide soumis à des forces coplanairesݖ = 0, le système d'équation d'équilibre se 
réduit en trois équations:  

a) ܴ௫ = ∑ ௫௜ܨ⃗ = 0ሬ⃗௡
௜ୀଵ  

b) ܴ௬ = ∑ ௬௜ܨ⃗ = 0ሬ⃗௡
௜ୀଵ  

c) ܯை௭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (௜ܨ⃗) = 0ሬ⃗  

On a: ܨప	ሬሬሬ⃗ = ൭
௫௜ܨ
௬௜ܨ
0
൱, et ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = ቆ

௜ݔ
௜ݕ
0
ቇ 

ሬሬ⃗ܯ ଴௜ = పሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ పሬሬ⃗ܨ˄ = ቆ
ݔ
ݕ
0
ቇ˄ ൭

௫௜ܨ
௬௜ܨ
0
൱ = ൭

0
0

௬௜ܨ௜ݔ − ௫௜ܨ௜ݕ
൱ 

 

 
2.2.4.  Liaisons, appui et réactions  

Définition 
 
 Unsolide est dit libre s’il peut se déplacer en toute direction. Par exemple une 

pierre lancéedans l’espace est un solide libre.  
 Un solide est dit lié s’il ne peut se déplacer que dans desdirections déterminées ou 

s’il est assujetti à rester immobile. 
 Les corps matériels qui s’opposent au mouvement du solide sont appelés liaisons, 

et lesforces qu’ils exercent sur le solide, sont des réactions de liaisons. 
 un point A du solide est dit un point d’appui s’il reste en contact avec un surface 

en A. 
 Un corps solide est dit une articulations’il permet de fixé le solide dans une 

direction privilégié dans l’espace. 
 Un  solide est ditencastrés'il resté fixe quels que soit les forces extérieures 

appliquées. 
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a. Liaison ponctuelle (appui simple): 

 
Le solide est en contact ponctuels avec d'autre solide ou surface (surface poli, rouleau 
cylindrique). Un appui simple permet de bloquer le mouvement suivant une direction et 
laissai deux degré de liberté.  
La réaction est donc dirigée suivant la normale (perpendiculaire au plan tangent de 
l’appui). 
 
 

 
 

b. Liaison verrou, Articulation cylindrique (appui double): 
 
Le solide est en contact avec d'autre solide de surface cylindrique, Permet de bloquer le 
les translations dans deux directions. Le solide donc a une translation suivant l’axe ݖ݋ሬሬሬሬ⃗ , et 
une rotation autour du même axe. 
La réaction suivant l’axe de l’articulation ݖ݋ሬሬሬሬ⃗  est nulle. 

ሬܴ⃗ = ሬܴ⃗ ௫ + ሬܴ⃗ ௬, ሬܴ⃗ ௭ = 0ሬ⃗  

 

  

 

 

 

 

c. Liaison rotule (Articulation sphérique) 

Le corps solide articulé par unearticulation sphérique (liaison rotule). 

La réaction est à trois degré de liberté: ሬܴ⃗ = ሬܴ⃗ ௫ + ሬܴ⃗ ௬ + ሬܴ⃗ ௭ 
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d. Encastrement d’un solide  

 
La liaison encastrement il ne permet pas changer de position quels que soit les forces 
extérieures appliquées.  
Les réactions sont représentées par composantes et un moment qui empêche la rotation 
du solide. ሬܴ⃗ = ሬܴ⃗ ௫ + ሬܴ⃗ ௬ + ሬܴ⃗ ௭,etܯሬሬ⃗ ஺. 
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Exercices: 

Exercice 1: 
 
Une tige AB, de points 40Kg et de longueur L=4a, articulée à son extrémité A à la liaison 
cylindrique est repose sur une surface au point D. l'extrémité B est attaché à un fil enroulé 
autour d'une poulie et supporté une masse de Q=200N.  

1) Représenté les forces exerçant sur ce système. 
2) Déterminer la réaction de l'articulation A. 
3) Déduire la force exercée la tige sure le surface au point D.      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercice 2: 

Calculer les réactions en A et B  d'une barre homogène d'extrémités AB, de longueur L, 

de poids 


P  sont soumises aux liaison cylindrique et rouleau respectivement en A et B. 
Dans le plan vertical, l’extrémité d’un fil passant par une poulie, est attachée au centre de 

la barre pointC. L’autre extrémité du fil supporte une charge 


Q  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice 3: 

Un système mécanique composé d’une barre horizontal AB de masse négligeable de 

longueur Let d’un disque de rayon R, de masse négligeable,La barre est supportée à ses 

extrémités par deux liaisons cylindriqueset sphérique respectivementen A et B. Le point 

30° C 
B 

A 

Q 
L/2 

D 
O 

C B 

A 
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C est relie à deux disques de rayon R et de masse négligeable. Un fil inextensible est 

enroulé autour de la roue et porte une charge ࡼ 

On donne : L = 3 m ;  R = 0,4m.  

 Déterminer les réactions aux appuis A et B  ainsi que la charge P à l’équilibre 

statique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 4: 
Un cylindre de rayon R et de poids Q repose entre un mur vertical et une barre (AB) de 
poids P et de longueur L. cette dernière tourne autour d'un axe horizontal en (A) et 
s'appuie sur l'arête en (D) avec un (AD = 3L/4). 
Déterminez  en fonction de Pet Q. 

1) l'action du mur sur le cylindre E. 
2) la réaction de l'articulation A et laréaction aux points A et D. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Z  

B 
A  

C 

R 

L/3  L/3  

X  

Y  

45°  

D 
E 

B 

A 

O 



 
 
 

Chapitre 3: 
La cinématique des solides 
 
3.1. Rappels sur les quantités cinématiques pour un point matériel. 
 
3.2. Cinématique du corps solide 

3.2.1. Définitions:  
 Solide rigide  
 Vecteur vitesse de rotation 
3.2.2. Champ des vitesses d'un solide en mouvement-Formule de Varignon: 
3.2.3. Equiprojectivité du champ de vitesses d’un solide 
3.2.4. Torseur cinématique 

3.2.5. Champ des accélérations 
 

3.3. Les lois de composition des mouvements 
3.3.1. Composition des vitesses 
3.3.2. Composition des accélérations 
3.3.3. Compositiondes vecteurs rotations 
 

3.4. Mouvements fondamentaux 
3.4.1. Mouvement de translation: 
3.4.2. Mouvement de rotation pur autour d’un axe: 
3.4.3. Mouvement hélicoidal (translation+rotation) 
3.4.4. Mouvement plansur plan 
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M

z0  

x0 

y0 

Chapitre 3: La cinématique des solides rigides 

L’objectif de la cinématique du solide est de traité les quantités cinématique 
(position vitesse et accélération) de tous les points d'un solide en mouvement 
par rapport à un repère déterminé, sans tenir compte les causes qui ont 
provoqué ce mouvement. 
 

3.1. Rappels sur les quantités cinématiques pour un point matériel. 
 

a) Trajectoire  

Soit M un point mobile dans un référentiel fixeܴை(ܱ, ,଴ݕ,଴ݔ ,଴ݖ  .(ݐ
Dans un intervalle de temps∆ݐle point M décrit dans le repère ܴை une courbe appelée 
trajectoire. 

b) Vitesse  

Lavitesse moyenneࢂሬሬ⃗  d'un point entre les deux instants est défini࢓
par : 

ሬܸ⃗௠ = M(t)M(t+∆t)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

∆௧
= r⃗(t+∆t)−r⃗(t)

∆௧
= ∆௥⃗

∆௧
 

Lavitesse instantanéeሬ࢜ሬ⃗ c'est le vecteur tangent de la  

trajectoire et dirigé vers le sens du mouvement, elle estdéfinie par: 

ݒ⃗ = lim
∆௧→଴

ሬܸ⃗௠ = lim
ݎ⃗∆
ݐ∆ =

ݎ⃗݀
ݐ݀

∆௧→଴

 

c) Accélération  

L'accélération moyenneࢽሬሬ⃗  :est définie par ݐ∆ et ݐ d'un point matériel entre ࢓

௠ߛ⃗ =
v⃗(t + ∆t) − v⃗(t)

ݐ∆ =
ݒ⃗∆
ݐ∆  

L'accélération instantanéeࢽሬሬ⃗  est définie par: 

ߛ⃗ = lim
∆௧→଴

௠ߛ⃗ = lim
ݒ⃗∆
ݐ∆ =

ݒ⃗݀
ݐ݀

∆௧→଴

=
ݎ²⃗݀
²ݐ݀

 

 

3.2. Cinématique du corps solide 
 

Dans tout ce qui suit, ࡾ૙(ଙ⃗૙, ଚ⃗૙,࢑ሬሬ⃗ ૙)est un référentiel absolu fixe et ࡾ(ଙ⃗, ଚ⃗,࢑ሬሬ⃗ )est 
un référentiel relatif lié au solide.  

On note Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡾ  le vecteur rotation instantanée de (ࡾ) par rapport a (ࡾ૙). 

 

vሬ⃗
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3.2.1. Définitions: 

 Solide rigide 

Un solide est dit rigide est un solide indéformable, mathématique sa signifie 
que la distance entre n'importe quel deux points de celui-ci reste invariable au court 
du temps : 

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ² =  ݁ݐܿ

Or ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ቀ஺஻
ሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧
ቁ
ோబ

= 0 

 

 Vecteur vitesse de rotation 

Soit le repère(ࡾ) en mouvement de rotation autour de l’axe 	ݖ଴ሬሬሬሬ⃗ par rapport au 
repère(ࡾ૙), par une angle ߠ = ,଴ݔ⃗) (ݔ⃗ = ,଴ݕ⃗)  .(ݕ⃗
 

On note Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡾ  le vecteur vitesse de rotation du repère (ࡾ) par rapport au repère (ࡾ૙) 
qui est perpendiculaire au plan de rotation. 

Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡾ =
ࣂࢊ
࢚ࢊ . ݇଴ሬሬሬሬ⃗  

 

 
 
 
Dans le cas générale si le mouvement de rotation du repère (ࡾ) par rapport au repère 
 ௜ appelé les anglesߠ est constitué de plusieurs rotations élémentaires d’angle(૙ࡾ)
d'Eulerautour lesl’axes(݁పሬሬ⃗ ). Alors: 
 

Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡾ =
௜ߠࢊ
࢚ࢊ . ݁పሬሬ⃗  
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ܴ଴(ଓ⃗଴, ଔ⃗଴, ሬ݇⃗ ଴) 

3.2.2. Champ des vitesses d'un solide en mouvement-Formule de Varignon: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
On utilise l’expression des vitessesdes points ܣ et ܤ par rapport à ܴ଴: 
 
ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ = ሬሬ⃗ࢂ ࡾ/࡭ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡻ˄૙ࡾ/ࡾ  
 
ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡮ = ሬሬ⃗ࢂ ࡾ/࡮ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮ࡻ˄૙ࡾ/ࡾ  
 
D’où: 
 
ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡮ − ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ = ሬሬ⃗ࢂ ࡾ/࡮ − ሬሬ⃗ࢂ ࡾ/࡭ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮ࡻ)˄૙ࡾ/ࡾ − ሬሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡻ ) 
 
Or: les points ܣ et ܤ	sont fixe dans le solide(ܴ),implique que leur vitesse par rapport 
à ܴ sont égaux:ࢂሬሬ⃗ ࡾ/࡮ − ሬሬ⃗ࢂ ࡾ/࡭ = ૙ሬሬ⃗  
EtΩሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡾ = Ωሬሬ⃗  .૙car le référentiel R et attaché au solide Sࡾ/ࡿ
 
Par conséquent : 

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡮ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭˄૙ࡾ/ࡿ  
 

Remarque: 
 C’est la formule de champ des vitesses d’un solide rigide il montre que c'est 

un champ antisymétrique. 
 Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ  ne dépend pas des points A ou B. (c'est invariant) 
 ࢂሬሬ⃗ ሬሬ⃗ࢂ ૙se déduit de la vitesseࡾ/࡮  .૙par la relation de l'équiprojectivitéࡾ/࡭

 
 
3.2.3. Equiprojectivité du champ de vitesses d’un solide 

 

Pour un solide rigide on à ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ቀ஺஻
ሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧
ቁ
ோబ

= 0 

D’oùܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮ࡻ − ሬሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡻ  

ܴ(ଓ⃗, ଔ⃗, ሬ݇⃗ ) 
ܴ଴(ଓ⃗଴, ଔ⃗଴, ሬ݇⃗ ଴) 

B  

A  

 ܤ

 ܣ

ܱ 
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ቆ
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ
ݐ݀ ቇ

ோబ

= ቆ
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ
ݐ݀ ቇ

ோబ

− ቆ
ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ
ݐ݀ ቇ

ோబ

 

On obtient ainsi l’égalitéܤܣሬሬሬሬሬ⃗ . ሬܸ⃗஻/ோబ
= ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ . ሬܸ⃗஺/ோబ

 

Cette relation représentela propriété d'équiprojectivité du champ des vitesses du solide. 

Elle permettra de déterminer la vitesse au point ܤ à partir de la vitesse au point ܣ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.4. Torseur cinématique 

Le champ des vitesses d’un solide rigide S en mouvement de rotation par rapport à un 
repère ܴ଴est représenté par un torseur cinématique et noté:ൣ࣏ࡾ/ࡿ૙൧࡭ 
 
Ces éléments de réduction est définie par: 
 La résultante de ce torseur, notée: Ωሬሬ⃗  ૙ࡾ/ࡿ
 Et le moment cinématiqueau point A:ࢂሬሬ⃗  ૙ࡾ/࡭

 

ൣ߭ௌ/ோబ൧஺ = ൝
Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭

 

Le vecteur Ωሬሬ⃗  ૙est le vecteur de rotation instantané du solide (S) par rapport auࡾ/ࡿ
repère ܴ଴et ࢂሬሬ⃗  ૙est le vecteur vitesse du point A au solide (S)par rapport auࡾ/࡭
repèreܴ଴. 
 
3.2.5. Champ des accélérations 
 
Par la dérivation de l'équation du champ de vitesseon peut associer un champ 
d'accélération par rapport à ܴ଴ noté ߛ/ோబ: 
Sachant que: 

ሬܸ⃗஺ 

ሬܸ⃗஻ 

 ܣ

 ܤ



Chapitre 3: La cinématique des solides rigides 

Mécanique Rationnelle, L2(LMD)     S. BAADJ 
35 
 

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡮ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭˄૙ࡾ/ࡿ  
ሬሬ⃗ࢂ݀ ૙ࡾ/࡮
ݐ݀ ோబ

=
ሬሬ⃗ࢂ݀ ૙ࡾ/࡭
ݐ݀ ோబ

+
ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭݀
ݐ݀ ோబ

˄Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ + ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ˄
݀Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ
ݐ݀ ோబ

 

 
Or: 
ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭݀
ݐ݀ ோబ

=
ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭݀
ݐ݀ ோ

+ Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭˄૙ࡾ/ࡿ  

Et ௗ࡮࡭
ሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ோ
= 0ሬ⃗  

ሬሬ⃗ࢂ݀ ૙ࡾ/࡮
ݐ݀ ோబ

=
ሬሬ⃗ࢂ݀ ૙ࡾ/࡭
ݐ݀ ோబ

+
݀Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ
ݐ݀ ோబ

ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭˄ + (Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭˄૙ࡾ/ࡿ )˄Ωሬሬ⃗  ૙ࡾ/ࡿ

૙ࡾ/࡮ࢽ = ૙ࡾ/࡭ࢽ + (Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭˄૙ࡾ/ࡿ )˄Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ + ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ˄
݀Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ
ݐ݀ ோబ

 

 

C'est la loi de distribution des accélérations (Formule de Rivals) dans un corps solide 
rigide. 
Contrairement au champ de vitesse, on ne peut pas trouver un torseur pour le champ 
des accélérations. 
 
3.3. Les lois de composition des mouvements 
Nous allons étudier dans ce qui suite les lois de compositions des mouvements qui 
permettra de passer d’un repère à un autre. 

 

3.3.1. Composition des vitesses 

Soit un solide (S),  son mouvement est connu par rapport à un repère ܴ. 

Tel que: 

ሬܸ⃗ெ/ோబ = ௗைబெሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ோబ
= ሬܸ⃗௔(ܯ), Sa vitesse absolu par rapport à ܴ଴. 

ሬܸ⃗ெ/ோ = ௗைெሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ோ
= ሬܸ⃗௥(ܯ), Sa vitesse relative par rapport à ܴ. 

D’où ܱ଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ܱ଴ܱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ  

ሬܸ⃗ெ/ோబ =
݀(ܱ଴ܱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ )

ݐ݀ ோబ
=
ܱ݀଴ܱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோబ

+
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀
ݐ݀ ோబ

 

ሬܸ⃗ெ/ோబ =
ܱ݀଴ܱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோబ

+
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀
ݐ݀ ோ

+Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄૙ࡾ/ࡿ  

ሬܸ⃗ெ/ோబ = ሬܸ⃗ை/ோబ + ሬܸ⃗ெ/ோ +Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄૙ࡾ/ࡿ  

ሬܸ⃗௔(ܯ) = ሬܸ⃗௥(ܯ) + ሬܸ⃗ை/ோబ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄૙ࡾ/ࡾ  
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On a alors:  
ሬܸ⃗௔(ܯ) = ሬܸ⃗௥(ܯ) + ሬܸ⃗௘(ܯ) 

Avec ሬܸ⃗௘(ܯ) = ሬܸ⃗ை/ோబ +Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄૙ࡾ/ࡾ c'est la vitesse d'entrainement du point M.  

 

3.3.2. Composition des accélérations 

On reprend un solide (S)en mouvement par rapport à ܴ. 

Sachant que l'accélération absolu d'un point M est défini par: 

ெߛ⃗ =
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ²ܱ0݀

²ݐ݀ ܴ0

=
݀ሬܸሬ⃗ 0ܴ/ܯ

ݐ݀ ܴ0

 

On a alors⃗ߛெ/ܴ0 =
݀ሬܸሬ⃗ ܯ

ܴ0ൗ

ݐ݀ ܴ0
=

݀(ሬܸሬ⃗ 0/ܴ0+ሬܸሬ⃗ ܯ
ܴൗ

+Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄ )

ݐ݀ ܴ0
 

ெ/ܴ0ߛ⃗ =
݀ሬܸሬ⃗ 0/ܴ0

ݐ݀ ܴ0

+
݀ሬܸሬ⃗ ܯ

ܴ0ൗ

ݐ݀ ܴ0

+
݀(Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄ )

ݐ݀ ܴ0

 

ெ/ܴ0ߛ⃗ = ଴ߛ⃗
ܴ0ൗ ା

݀ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ
ݐ݀ ܴ0

+
݀Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ

ݐ݀ ܴ0

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄ + Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀
ݐ݀ ܴ0

 

ெ/ܴ0ߛ⃗ = ଴ߛ⃗
ܴ0ൗ ା

݀ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ
ݐ݀ ܴ

+ Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ +

݀Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ

ݐ݀ ܴ0

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄

+ Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄ቆ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀
ݐ݀ 			ܴ

+Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ݀
ݐ݀ ܴ

ቇ 

Ce qui donne  

ெ/ܴ0ߛ⃗ = ଴ߛ⃗
ܴ0ൗ + ெൗܴߛ⃗ + ૛ ൬Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ ˄ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ ൰ +
݀Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ

ݐ݀ ܴ0

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄ + Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄ ൬Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ ˄ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ ൰ 

 

Et finalement on a 

ெ/ܴ0ߛ⃗ = ௥ߛ⃗ + ௘ߛ⃗ +  ௖ߛ⃗

Avec: 

 ⃗ߛ௥ = ெൗܴߛ⃗ c'est l'accélération relatived'un point M par rapport à un observateur 

lie au repaireܴ. 
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,૙(ଙ⃗૙ࡾ ଚ⃗૙,࢑ሬሬ⃗ ૙) 

,ଙ⃗)ࡾ ଚ⃗,࢑ሬሬ⃗ ) 

 ⃗ߛ௘ = ଴ߛ⃗
ܴ0ൗ +

݀Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ

ݐ݀ ܴ0
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ˄ + Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ ˄ ൬Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ ൰c'est l'accélération 

d'entrainement du point M. 

 ⃗ߛ௖ = ૛൬Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄ሬܸሬ⃗ ൗܴܯ ൰est ditl'accélérationde Coriolis. 

 

3.3.3. Compositiondes vecteurs rotations: 

Soit un solide ࡿ en mouvement par rapport au deux repère (ࡾ૙) et (ࡾ) Qui sont elle-
même en mouvement l'un par rapport à l'autre.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nous pouvonsécrire: 

ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோబ

=
ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோ

+Ωሬሬ⃗ ࡾ
૙ൗࡾ ˄ܱ଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

Et  
ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோ

=
ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ௌ

+Ωሬሬ⃗ ࡿ
ൗࡾ
˄ܱ଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

On ajoute les termes des deux équations: 

ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோబ

=
ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ௌ

+ ൬Ωሬሬ⃗ ࡾ
૙ൗࡾ +Ωሬሬ⃗ ࡿ

ൗࡾ
൰˄ܱ଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

Par ailleurs on peut écrire: 

ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ோబ

=
ܱ݀଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ ௌ

+ Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ ˄ܱ଴ܯሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

Par conséquence on en déduit la règle de composition des vecteurs instantanés des 
vitesses de rotation : 
 

Ωሬሬ⃗ ࡿ
૙ൗࡾ = Ωሬሬ⃗ ࡾ

૙ൗࡾ + Ωሬሬ⃗ ࡿ
ൗࡾ

 

ࡿ
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3.4. Mouvements fondamentaux 
 
3.4.1. Mouvement de translation: 
 
Un solide ࡿ est dit en mouvement de translation pur par rapport à un repèreࡾ૙si 
Ωሬሬ⃗ ࡿ

૙ൗࡾ = ૙ሬሬ⃗ ,Il résulte queࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/࡮ = ሬሬ⃗ࢂ  .૙ࡾ/࡭

 
Dans ce cas le champ des vitesses est un champ uniforme, est le torseur cinématique 
est un couple. 

ൣ߭ௌ/ோబ൧஺ = ൝
Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ = ૙ሬ⃗

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ ≠ ૙ሬ⃗
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Les trois types des mouvements de translations: 

 Trajectoireen translation rectiligne. 
 Trajectoireen translation curviligne. 
 Trajectoireen translation circulaire. 

3.4.2. Mouvement de rotation pur autour d’un axe: 

Soit un solide (ࡿ) est dit en mouvement de rotationautour d'un axe (∆)fixe par rapport 
à un repèreࡾ૙. 

Soit ܣ un point appartenant à (∆) tel que ܣ ∈  :alors (ࡿ)

ሬܸ⃗஺/ோబ = 0ሬ⃗  

Et Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡾ = Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ = ఏࢊ
࢚ࢊ

. ଴ݖ⃗ = ఏࢊ
࢚ࢊ

.  ݖ⃗

A 

B 

ሬሬ⃗ࢂ  (࢚)࡭

ሬሬ⃗ࢂ  (࢚)࡮

ሬሬ⃗ࢂ  (′࢚)࡭

ሬሬ⃗ࢂ  (′࢚)࡮

ሬሬ⃗ࢂ  (࢚)࡭

ሬሬ⃗ࢂ ሬሬ⃗ࢂ (࢚)࡮  (′࢚)࡭

ሬሬ⃗ࢂ  (′࢚)࡮

ሬሬ⃗ࢂ  (࢚)࡭

ሬሬ⃗ࢂ  (࢚)࡮

ሬሬ⃗ࢂ  (′࢚)࡭

ሬሬ⃗ࢂ  (′࢚)࡮

ሬሬ⃗ࢂ  (′′࢚)࡮

ሬሬ⃗ࢂ  (′′࢚)࡭
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A M 

z0=z 

x0  

y0  

x  

y  

Soit ܯ ∈  :alors (ࡿ)
ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/ࡹ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹ࡭˄૙ࡾ/ࡿ = Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹ࡭˄૙ࡾ/ࡿ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On obtient l'expression de l’accélération par dérivation de l'expression de vitesse 
précédente: 

On a: ࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡹ = Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹ࡭˄૙ࡾ/ࡿ  

Alors:  ⃗ߛெ/ܴ0 =
ௗࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡹ

ௗ௧ ૙ࡾ
=

ௗΩሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ
ௗ௧ ૙ࡾ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ˄ + Ωሬሬ⃗ ˄૙ࡾ/ࡿ
ௗࡹ࡭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ૙ࡾ
 

Or nous avons: ௗࡹ࡭
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ૙ࡾ
= ௗࡹ࡭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ࡾ
+ Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ˄૙ࡾ/ࡿ  

ௗࡹ࡭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧ ࡾ
= 0ሬ⃗  Car ࡹ࡭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est constante par rapport à ܴ. 

Ce qui donne: 

ெ/ܴ0ߛ⃗ =
݀Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ
ݐ݀ ૙ࡾ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ˄ + Ωሬሬ⃗ ૙˄Ωሬሬ⃗ࡾ/ࡿ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ˄૙ࡾ/ࡿ  

Sachant que: Ωሬሬ⃗ ૙˄Ωሬሬ⃗ࡾ/ࡿ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ˄૙ࡾ/ࡿ = Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ . ൫Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ. ൯ − ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ . ൫Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ .Ωሬሬ⃗  ૙൯ࡾ/ࡿ

Et Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ ⊥ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ⇒Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ. = 0ሬ⃗  

Finalement on obtient : 

ெ/ܴ0ߛ⃗ =
݀Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ
ݐ݀ ૙ࡾ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ˄ − ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ .Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ²  

 
 
(Accélération tangentielle au pointܯ+ Accélération normale suivantܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ). 
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M A 

P 
O 

3.4.3. Mouvement hélicoidal (translation+rotation) 
 
Soit un axe du repère ࡾ૙ supposant ݖ଴ሬሬሬ⃗  reste en coïncidence à tout instant avec un 
axedu repèreࡾ. 
On dit un solide est enmouvementhélicoïdal si le solide glisse sur un axe fixe ݖ଴ሬሬሬ⃗  et si 
un point du solide non située sur cet axe a un mouvement hélicoïdal autour de cet axe. 
 
Le champ des vitesses est un champ antisymétrique s'écrit sous la forme: 

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/ࡹ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡹ˄૙ࡾ/ࡿ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le point ࡼ est la projection du point ࡹ sur le plan (ܱ, ଓ଴ሬሬሬ⃗ , ଔ⃗଴) il décrit une trajectoire 
circulaire dans ce plan. 
On a donc: ܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + ܱܲሬሬሬሬሬ⃗  

Par ailleurs:ࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡹ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ + ሬሬ⃗ࢂ  ૙ࡾ/ࡼ

Sachant que: ࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡼ = ሬሬሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡹ ˄Ωሬሬ⃗ ଴ሬሬሬ⃗ݖ૙(qui représente une rotation autour de l'axeࡾ/ࡼ ) 

Tel que: Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡼ = ఏࢊ
࢚ࢊ

. ሬሬ⃗ࢂ ଴etݖ⃗ ૙ࡾ/࡭ =  ଴(Représente la partie translation le long deݖᇱ⃗ݎ
l'axe ݖ଴ሬሬሬ⃗  ). 

 

3.4.4. Mouvement plansur plan 

On appelle un solide (ܵ)en mouvement plan sur plansi un plan (ߨ) lié au solide	(ܵ) 
glisse sur un plan (ߨ଴) du repère ܴ଴ 
 

Le torseur cinématique se réduit dans ce cas à : 

ൣ߭ௌ/ோబ൧ைబ = ൝
Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ = Ωሬሬ⃗ ࣊/࣊૙

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭

 



Chapitre 3: La cinématique des solides rigides 

Mécanique Rationnelle, L2(LMD)     S. BAADJ 
41 
 

,૙(ଙ⃗૙ࡾ ଚ⃗૙,࢑ሬሬ⃗ ૙) 

Avec Ωሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿ = Ωሬሬ⃗ ࣊/࣊૙ = ఏࢊ
࢚ࢊ

. ,ܱ) est le plan(ߨ)଴ si par exempleݖ⃗ ଓ⃗, ଔ⃗) qui reste dans ce 
cas confonduavec le plan(ܱ, ଓ⃗଴, ଔ⃗଴). 

La formule de transport pour le champ de vitesse de deux points du plan (π) A et M : 

ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/࡭ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/ࡹ + Ωሬሬ⃗ ࣊/࣊૙˄ࡹ࡭ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

Tel que ࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/࡭ ሬሬ⃗ࢂ	࢚ࢋ	 ૙ࡾ/ࡹ  appartenant au plan (ߨ) et Ωሬሬ⃗ ࣊/࣊૙est orthogonal à (ߨ). 

 
Remarque:Il existe un point ࡵunique varie au cours du temps.appelécentre instantané 
de rotation(CIR) du mouvement de S parrapport à R tel que :ࢂሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࡿࣕࡵ 	= 	0ሬ⃗  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figure: Centre Instantané de Rotation (CIR) 

 

On écrit:  
ሬሬ⃗ࢂ ࡭

૙ൗࡾ = ሬሬ⃗ࢂ ૙ࡾ/ࡵ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬ⃗࡭ࡵ˄૙ࡾ/ࡿ  

 
= ૙ሬሬ⃗ + Ωሬሬ⃗ ሬሬሬሬ⃗࡭ࡵ˄૙ࡾ/ࡿ  

 
 

A partir de l'expression de la vitesse ሬܸ⃗஺/ோబon peut déduire que le vecteur positionܣܫሬሬሬሬ⃗ est 
perpendiculaire à la vitesse, par conséquence on peut trouver la position du CIR par 
l'intersection des perpendiculaire du deux vitesse quelconque et connu. 

 
 
 
 
 
 

I
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ଙ⃗૛ 
 ࡭

ଙ⃗૙ 

ଙ⃗૚ 

࢑ሬሬ⃗ ૙ 

ଚ⃗૙ 

ଙ⃗૚ 

ଚ⃗૚ 

࢑ሬሬ⃗ ૙ 
࢑ሬሬ⃗ ૛ 

 ࡮
 ࡵ

 ࣂ

࣐ 

Définitions: 
 
 On appelle basela trajectoire de CIR(	ࢋ࢒	࢚࢔࢏࢕࢖	ࢉ)dans le repère ܴ଴. 
 On appelle roulantela trajectoire de CIR(	ࢋ࢒	࢚࢔࢏࢕࢖	ࢉ)dans le repère ܴ. 

 
Ces deux trajectoires (La base et la roulante) sont deux courbes tangentes en ࡵ à 
chaque instant qui peuvent servir à définir la vitesse de I par rapport ces deux courbes. 
 
 
Exercice: 
 
Un système mécanique composée d'une barre homogène OA (ࡿ૚) tournant dans le 
plan (ܱ, ଓ⃗଴, ଔ⃗଴) avec une vitesse angulaire ߱,et un disque homogène (ࡿ૛) de rayon R 
placé dans le plan vertical(ܱ, ଓ⃗ଵ, ሬ݇⃗ ଴)rouler sans glissement sure la barre.  
 
 
 
 
  
 
 
 
  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

1) Donner les vitesses de rotation Ωሬሬ⃗ Ωሬሬ⃗	ݐ૙݁ࡾ/૚ࡿ ૚et déduireΩሬሬ⃗ࡾ/૛ࡿ ૙ࡾ/૛ࡿ  

2) Calculer les vitesses ࢂሬሬ⃗ ૚ࡿ∋࡭
૙ൗࡾ

et ࢂሬሬ⃗ ૛ࡿ∋࡮
૙ൗࡾ

et ࢂሬሬ⃗ (૛ࡿ∩૚ࡿ)∋ࡵ
૙ൗࡾ

 

3) Calculer les accélérations ࢽሬሬ⃗ ૚ࡿ∋࡭
૙ൗࡾ

et ࢽሬሬ⃗ ૛ࡿ∋࡮
૙ൗࡾ

et ࢽሬሬ⃗ (૛ࡿ∩૚ࡿ)∋ࡵ
૙ൗࡾ

 

4) Donner la condition de roulement sans glissement de (ܵଶ) sur (S1). 
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4.2.1. Définitions (cas linéaire, surfacique et volumique) 
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4.6 Moment d’inertie de solides par rapport à un axe quelconque. 
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Chapitre 4 : Géométrie de masse. 
4.1.  Masse d’un système matériel : 

En mécanique classique, à chaque système matériel (S) est associé une quantité scalaire, 
appelée : Masse. 
La masse d’un solide fait référence à la quantité de matière contenue dans le volume de ce solide.  
 
4.1.1 Système discret : 
La masse d’un système discret est la somme des n points matériels discrets de masses mi : 

݉ = ෍݉௜

௡

௜ୀ଴

 

4.1.2.Système continu: 
Si le système est constitué d’un ensemble continu de la masseest définie par la quantitéscalaire ݉, 
et s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue:  

݉ = ∫ ݀݉ 
 

a) Si le système est volumique 

݉ = ∫ ݀݉ = නߩ	ݒ݀ 

 est l'élément de volume ݒ݀ ,est la masse volumiqueߩ
 

b) Si une dimension négligeable devant les deux autres (Système surfacique) 

݉ = ∫ ݀݉ = නߪ	ݏ݀ 

 .l'élément de surface ݏ݀ ,est la masse surfaciqueߪ
 

c) Si deux dimensions sont négligeables (Système linaire) 

݉ = ∫ ݀݉ = නߣ	݈݀ 

 .est la masse linéique, ݈݀ élément de longueurߣ
 

4.2. Centre d’inertie 

ݒ݀

ݏ݀

݈݀
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Cas d’un système composé: 
Si le système est complexe: composé de plusieurs élément (݅߂). On détermine d’abord le centre 
d’inertie de chaque élément (݅߂) du système au point ࢏ࡳ ,puis on détermine le centre d’inertie ࡳࡻ 
du système comme barycentre des points ࢏ࡳ . 
 

ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ =
∑ ݉௜ܱܩ௜௜
∑ ݉௜௜

 

  
Exemple: 

 
 

 

 

 

 

ܩܱ = 	 ீݔ}  {ீݕ,
 

ܺீ =
ܺீଵ݉ଵ + ܺீଶ݉ଶ + ܺீଷ݉ଷ

݉ଵ + ݉ଶ + ݉ଷ
ܻீ = 0 

 

Exemple 2: 

Pendule complexe, composé de deux masses ݉ଵ, ݉ଶ  et une fil de masse 
négligeable. 

Le centre de masse: ܱܩ = 	 ீݔ}  {ீݕ,
ܺீ = 0etܻீ = ௒ಸభ௠భା௒ಸమ௠మ

௠భା௠మ
 

On a : 

ܻீ ଵ = ݕ − ݈etܻீ ଶ =  ݕ

Remplaçant dans l’équation du centre de masse, nous obtenons: 

ܻீ =
ݕ) − ݈).݉ଵ + ଶ݉.ݕ

݉ଵ + ݉ଶ
 

ܻீ =
(݉ଵ + ݉ଶ)ݕ + ݉ଶ. ݈

݉ଵ + ݉ଶ
 

ࡳࢅ = ࢟ −
.ଶ࢓ ࢒

ଵ࢓ + ଶ࢓
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4.2.1.  Méthode d’intégration: 
Il s’agit du point « moyen » du système, qu’on appelle aussi barycentre, ou centre de masse 

défini par la relation: 
∫ ݉݀	ܲܩ = 0 

 
P est un point du solide et le O est le centre du repère avec:    

ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ଓ⃗	ݔ + ଔ⃗	ݕ + ሬ݇⃗	ݖ  
etܱܩሬሬሬሬሬ⃗ = ீݔ ଓ⃗+ ீݕ ଔ⃗ + ீݖ ሬ݇⃗  
 
Nous pouvons écrire: ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ + ሬሬሬሬሬ⃗ܩܲ  
 
∫ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ݀݉ = ∫ ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ ݀݉ + ∫ ሬሬሬሬሬ⃗ܩܲ ݀݉ 
 ∫ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ݀݉ = ∫ ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ ݀݉ 

 ∫ ை௉
ሬሬሬሬሬ⃗ ௗ௠
∫ ௗ௠

= ሬሬሬሬሬ⃗ܩܱ  

 ܱܩሬሬሬሬሬ⃗ = ଵ
௠
∫ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ݀݉ 

 

Nous obtenons : ܱܩ = 	 ீݔ} ீݕ, , <= {ீݖ

⎩
⎪
⎨

⎪
ீݔ⎧ = ଵ

௠
∫ .ݔ ݀݉

ீݕ = ଵ
௠
∫ ݉݀.ݕ

ீݖ = ଵ
௠
∫ .ݖ ݀݉

 

 
 
Exemple 1:Surface circulaire homogène plane, de rayon R, π/6<α<π/2 
 
ݏ݀ = 0 ,ݎ݀	ߠ݀	ݎ < ݎ < ܴetగ

଺
< ߠ < గ

ଶ
 

݀݉ = .ߪ ݉<= ,ݏ݀ = .ߪ  ݏ
ݔ = ݕetߠݏ݋ܿ	ݎ =  ߠ݊݅ݏ	ݎ
 

D’où : ݏ = ݏ݀∫ = ∫ ݎ݀ݎ ∫ గ/ଶߠ݀
గ/଺ = ோమ

ଶ
ቀగ
ଶ
− గ

଺
ቁ = ோ²గ

଺
ோ
଴  

Et: ݉ = .ߪ ܵ 

Les coordonnées du centre de masse sont : 

ீݔ =
1
݉
නݔ	݀݉

=
1
ோ²గ
଺

න නݎ²݀ݎ cos ߠ ߠ݀
గ/ଶ

గ/଺

ோ

଴

=
6
ߨ²ܴ

ቈ
ܴଷ

3
− ൬1−

1
2
൰቉ =

ܴ
ߨ

 

Y 

x 

π/6 

0 

G 

P 
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ீݕ =
1
݉
නݕ	

 

Finalement le centre d’inertie du rectangle est:ܱܩ = ቄܴ
ߨ

, ܴ
ߨ √3ቅ 

 
 
Exemple 2: 
 On calcule le centre d’inertie des trois solides (rectangle, quart de disque,  disque) 
séparément  puis on déduit le centre d’inertie du solide entier. 
 
1. Centre d’inertie du rectangle: 
Masse du rectangle: ݀݉ଵ =  ,ݏ݀	ߪ

݀݉ଵ = avec൜0 ,ݕ݀.ݔ݀	ߪ ≤ ݔ ≤ ܽ
0 ≤ ݕ ≤ ܾ 

݉ଵ = .ܽ	ߪ ܾ 

Donc : 

ଵீݔ =
1
݉ଵ

∫ ଵ݉݀	ݔ =
ߪ
݉ଵ

න නݔ݀	ݔ ݕ݀ =
ߪ

.ߪ ܽ. ܾ
ቈ
ܽ²
2 .ܾ቉ =

ܽ
2

௕

଴

௔

଴
 

ଵீݕ =
1
݉ଵ

∫ ଵ݉݀	ݕ =
ߪ
݉ଵ

න නݔ݀	 ݕ݀.ݕ =
ߪ

.ܽ.ߪ ܾ
ቈܽ.

ܾ²
2
቉ =

ܾ
2

௕

଴

௔

଴
 

Le centre d’inertie du rectangle est:ܱܩଵୀ ቄ
௔
ଶ

, ௕
ଶ
ቅ 

2. Centre d’inertie du quart de disque : 
 

On fait une translation de repère de ‘a’ suivant l’axe (Ox) puis on calcule les coordonnés du 
centre de masse: 
L’élément de masse est définie par:	݀݉ଶ = .ߪ  ߠ݀.ݎ݀	ݎ

Avecቊ
0 ≤ ݎ ≤ ܴ
0 ≤ ݕ ≤ గ

ଶ
 et ܴ = 2ܽon obtient : ݉ଶ = ఙ	గ.ோ²

ସ
 

Les coordonnées du centre de masse seront données par : 

ீݔ =
1
݉ଶ

නݔ	݀݉ଶ = ܽ +
1

ఙ	గ.ோ²
ସ

න නݎ²݀ݎ
గ/ଶ

଴

ோ

଴

= ܽ +
8ܽ
ߨ3

 

ீݕ =
1
݉ଶ

නݕ
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Est donc le centre d’inertie du quart de disque est:ܱܩଶୀ ቄܽ + ଼௔
ଷగ

, ଼௔
ଷగ
ቅ 

3. Centre d’inertie du disque : R=a/2 
 

La masse du disque est définie par:  ݉ଷ = 	ߪ గ
ସ

.ܽ² 
Les coordonnées du centre de masse sont : 

ீݔ = ܽ +
ܽ
2 =

3ܽ
2  

ீݕ =
ܽ
2 

Donc : ܱܩଷୀ ቄ
ଷ௔
ଶ

, ௔
ଶ
ቅ 

Sachant que : 
݉ଵ = .ܽ	ߪ ܾ, 

݉ଶ = ఙ	గ.ோ²
ସ

 , 

݉ଷ = 	ߪ
ߨ
4 . ܽ² 

Et ܱܩଵୀ ቄ
௔
ଶ

, ௕
ଶ
ቅ, ܱܩଶୀ ቄܽ + ଼௔

ଷగ
, ଼௔
ଷగ
ቅ, ܱܩଷୀ ቄ

ଷ௔
ଶ

, ௔
ଶ
ቅ 

Les coordonnées du centre d’inertie du solide qui est un système composé seront données par: 

ܺீ =
ܺீଵ݉ଵ + ܺீଶ݉ଶ − ܺீଷ݉ଷ

݉ଵ + ݉ଶ −݉ଷ
=

௕
ଶ

+ ܽ(1 + ଼
ଷగ
− ଷగ

଼
)

௕
௔

+ ቀ1− గ
ସ
ቁ

 

ܻீ =
ܻீ ଵ݉ଵ + ܻீ ଶ݉ଶ − ܻீ ଷ݉ଷ

݉ଵ + ݉ଶ −݉ଷ
=

௕²
ଶ

+ ଼௔
ଷగ
− ௔²గ

଼

ܾ + ቀ1− గ
ସ
ቁ ܽ

 

 
4.2.2. Méthode de Guldin : 

 
1ie Théorème de Guldin:   

Elle consiste à faire tourner un arc de courbe de longueur L  
autour d’un axe Ox, Oy. 
 
La rotation de l’arc engendre une surface de révolution dont l’aire est 
égale au produit de la longueur de l’arc L par la longueur de la 
circonférence décrite par le centre d’inertie G de L. 
 

௧ܵ௢௧ = .ߨ2  ீܴ.ܮ

 Si la rotation ce faire autour de l’axe  ࢟ࡻ, nous aurons:ீݔ = ௌ೟೚೟/೚೤

ଶగ௅
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 Si la rotation ce faire autour de l’axe  ࢞ࡻ, nous aurons:ீݕ = ௌ೟೚೟/೚ೣ

ଶగ௅
 

 
2eme Théorème de Guldin:  
 

Le 2eme théorème consiste à faire tourner des solides 
surfaciquesautour d’un axe ݕ݋,ݔ݋. 
 
La rotation d’une surface engendre un volume de révolution est égale 
au produit de la surface du solide par la longueur de la  circonférence 
décrite par le centre d’inertie G de L. 
 

௧ܸ௢௧ = .ߨ2 ܵ.ܴீ  

 
 Si la rotation ce faire autour de l’axe  Oy, nous aurons:ீݔ =

௏೟೚೟/೚೤

ଶగௌ
 

 
 Si la rotation ce faire autour de l’axe  Ox, nous aurons:ீݕ = ௏೟೚೟/೚ೣ

ଶగௌ
 

  
 
Exemple: Trouver le centre d’inertie d’un demi-cercle.  
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

Solution: 
 ࡳࡻ Se trouve sur l’axe oy donc par raison de symétrie,   ீݔ = 0 

 
Puisque le solide est linaire (cercle) on applique le 1er théorème de Guldin: Talque la rotation du 
demi-cercle par  rapport au l’axe (ox) donnons une sphère creuse de surfaceܵ௦௣௛è௥௘/௢௫ tel que ࡸ est le 
périmètre du demi-cercle ܮ =  .ܴߨ

 
D’où ܵ௦௣௛è௥௘/௢௫ =  ²ܴߨ4
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Nous obtenons alors:  ீݕ = ௌ೟೚೟/೚ೣ

ଶగ௅
= ସగோ²

ଶగ	.గோ
= ଶ	ோ

గ
 

Donc: le centre d’inertie du demi-cercle ܱܩ = ቄ0, ଶ	ோ
గ
ቅ 

Exemple 2 : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solution: 
 
 ீݔ =

௏೟೚೟/೚೤

ଶగௌ
 

 
Nous avons: ࢟࢕/࢚࢕࢚ࢂ = ࢋ࢔࢕࡯ࢂ −  ࢋé࢘ࢎ࢖ࡿࢂ

௧ܸ௢௧/௢௬ =
ߨ
3ܽ

2.ܽ −
4
ߨ3 ቀ

ܽ
4ቁ

3
 

ࡿ = ࢋ࢒ࢍ࢔࢏࢚࢘ࡿ − ࢋé࢘ࢎ࢖ࡿି࢏࢓ࢋࢊࡿ  

ܵ =
ܽ²
2 − ߨ ቀ

ܽ
4ቁ

ଶ
 

On obtient:  
 

ீݔ =
గ௔య

ସ

௔)ߨ2
మ

ଶ
− గ௔మ

ଵ଺
)

=
ܽ

(4− గ
ଶ

)
 

 

 ீݕ = ௏೟೚೟/೚ೣ

ଶగௌ
 

 

 
Nous avons:࢞࢕/࢚࢕࢚ࢂ = ࢋ࢔࢕࡯ࢂ  ࢋ࢘࢘࢕࢚−࢏࢓ࢋࢊࢂ−

࢞࢕/࢚࢕࢚ࢂ =
࣊
૜ ࢇ

૛.ࢇ − ૛࣊. ൬
ࢇ
૝൰ .

૚
૛࣊ ൬

ࢇ
૝൰

૛
 

ࡿ = ࢋ࢒ࢍ࢔࢏࢚࢘ࡿ − ࢋé࢘ࢎ࢖ࡿି࢏࢓ࢋࢊࡿ  

ܵ =
ܽ²
2 − ߨ ቀ

ܽ
4ቁ

ଶ
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On obtient: 

ீݕ =
ܽ(2

3 −
ߨ

32)
1− ߨ

4

 

Finalement: ࡳࡻ = ൜ ܽ
(2ߨ−4)

,
௔(మయି

ഏ
యమ)

ଵିഏర
ቋ 

 
4.3. Tenseur d'inertie d'un solide 
 
Définition: On  appelle moment d'inertie d'un système discret homogène par rapport à un axe(∆) la 
quantité:  

∆ܫ = ෍݉௜²ݎ௜

௡

௜ୀଵ

 

Ou ݎ௜est la projection orthogonale du point ௜ܲ la position de l'élément de  masse ݉௜ sure l'axe (∆). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pour un système continu le moment d'inertie est défini par la relation suivante: 
 

∆ܫ = නߩ	ݎଶ݀ݒ 

 
 .l'élément de masse ݒ݀ ,est la densité de masseߩ
 
 
  
4.3.2. Tenseur d'inertie 
 Le tenseur d'inertie en un point ܱ, tel que (ܱ, ଓ⃗, ଔ⃗, ሬ݇⃗ ) est un repère orthonormé, 
noté ࡻࡵ est définie par une matrice symétrique, réelle et diagonalisable. 
 

ࡻࡵ = ൥
࡭ ࡲ− ࡱ−
ࡲ− ࡮ ࡰ−
ࡱ− ࡰ− ࡯

൩ = ቎
࢞࢞ࡵ ࢟࢞ࡵ− ࢠ࢞ࡵ−
࢞࢟ࡵ− ࢟࢟ࡵ ࢠ࢟ࡵ−
࢞ࢠࡵ− ࢟ࢠࡵ− ࢠࢠࡵ

቏ 

(∆

m

r௜

P௜  
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4.3.3. Moment et produit d’inertie de solides 

A. On appelle les moments d'inertieles éléments diagonaux du tenseur d'inertie, elle est définie 
par les équations suivantes: 

࢞࢞ࡵ = න(࢟૛ +  ࢓ࢊ(૛ࢠ

࢟࢟ࡵ = න(࢞૛ +  ࢓ࢊ(૛ࢠ

ࢠࢠࡵ = න(࢞૛ + ࢟૛)࢓ࢊ 

Un moment d'inertie caractérise la difficulté de mettre un solide en rotation. 

 

B. On appelle les produits d'inertieles élémentsdu tenseur d'inertie suivant: 

࢟࢞ࡵ = න(࢞.࢟)࢓ࢊ 

ࢠ࢞ࡵ = න(࢞.  ࢓ࢊ(ࢠ

ࢠ࢟ࡵ = න(࢟.ࢠ)࢓ࢊ 

Un produit d'inertie il caractérise l'absence de la symétrie d'un corps solide. 

 

 :admet trois valeur propres réelle et trois direction propre réelle et orthogonale,ࡻࡵ

Les valeurs propres sont appelées: Moment principaux d'inertie. 

Les directions propres sont appelées: Axes principaux d'inertie. 

 

4.3.4. Cas particuliers 

1. Le système présent certain plan de symétrie: Si (ܱݕݔ) est un plan de symérie. 
 
ࢠ࢞ࡵ = ࢓ࢊ(ࢠ.࢞)∫ = ૙, ࢠ࢟ࡵ = ࢓ࢊ(ࢠ.࢟)∫ = ૙Car0=ࡳࢠ. 
 

 

Donc:  

 

ࡻࡵ = ቎
࢞࢞ࡵ ࢟࢞ࡵ− ૙
࢞࢟ࡵ− ࢟࢟ࡵ ૙
૙ ૙ ࢠࢠࡵ

቏ 
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2. Le système admet deux plans de symétrie: Si les plan normales à ሬ࢞ሬ⃗  et ࢠሬ⃗  deux plans de 
symétrie. 

࢟࢞ࡵ = ࢞ࢠࡵ ,0 = ࢠ࢟ࡵ ,0 = 0. 

 	:ࢉ࢔࢕ࡰ

ࡻࡵ = ቎
࢞࢞ࡵ ૙ ૙
૙ ࢟࢟ࡵ ૙
૙ ૙ ࢠࢠࡵ

቏ 

 

3. Le système possède un axe de révolution autour d'un axe:Si oz un axe de révolution. 

La matrice est diagonale et les axes ⃗ݕ⃗ ,ݔ jouent le mêmerôle au point de vue de symétrie. 

 	:ࢉ࢔࢕ࡰ

ࡻࡵ = ൥
࡭ ૙ ૙
૙ ࡭ ૙
૙ ૙ ࡯

൩ 

avec: ܣ + ܤ = ܣ2 = ܥ +  ²݀݉ݖ∫2

 
 
 

4. Un solide de symétrie sphérique: 

Pour un solide de symétrie sphérique les trois axes du 

repéré jouent le mêmerôle, alors tous les moment  

d'inertiesont égaux,࢞࢞ࡵ =   ,ࢠࢠࡵ=࢟࢟ࡵ

 

et tous les produit d'inertie sont nulles car tous les plan sont des plan de symétrie, 

࢟࢞ࡵ = ࢠ࢞ࡵ = ࢠ࢟ࡵ = ૙. 

 

ࡻࡵ = ൥
࡭ ૙ ૙
૙ ࡭ ૙
૙ ૙ ࡭

൩ 
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4.4.Théorème de Huygens 

On connait généralement le moment d'inertie d'un solide par rapport à un axe(∆)qui passe par le 
ce centre d'inertie G, le théorème de Huygens permet de calculer le moment d'inertie par rapport à 
n'importe quelle axe parallèle à (∆). 

Le moment d'inertie de ce système égale le moment d'inertie par rapport à l'axe(∆) qui passe par 
ce centre d'inertie G, augmenter au moment d'inertie de la masse ࢓ du système par rapport à l'axe 
(∆′) paralléle à (∆). 

ᇱ∆/ܫ = ∆/ܫ + ݉.݀² 

݀est la distance entre les deux axes. 

 

D’où ܫ/∆ᇱ = ∆/ܫ + ݉ቌ
૛ࡳ࢟ + ૛ࡳࢠ ீݔ ீݕ. ீݔ . ீݖ
ீݔ ீݕ. ૛ࡳ࢞ + ૛ࡳࢠ ீݕ . ீݖ
ீݔ . ீݖ ீݕ . ீݖ ૛ࡳ࢞ + ૛ࡳ࢟

ቍ 

 

 

 

 

Exercices : 

 

  

 

 

࢓

 ܌

(∆)  (∆′)  



 
 
 

 
Chapitre 5: 

Dynamique du solide rigide 
  

  

  

5.1. Rappels sur les quantités dynamiques pour un point matériel 
5.2. Élément de cinétique du corps rigide : 
5.2.5. Théorème de Koenig 

A. 1er Théorème de Koenig pour le moment cinétique : 
A. 2iém  Théorème de Koenig pour l’énergie cinétique : 

5.3.  La dynamique d'un corps solide: 
5.3.2. Principe fondamental de la dynamique (PFD) 

 La loi fondamentale de la dynamique 
 Théorème des actions réciproque : 

5.3.3. Travail et puissance d’une force 
5.3.4. Théorème de l’énergie cinétique 
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Chapitre 5: Dynamique du solide rigide 

5.1. Rappels sur les quantités dynamiques pour un point matériel 

5.1.1. La quantité de mouvement: 

La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel, de masse ݉ et de 
vitesse par rapport au repère ܴ଴est définie par: 

ሬܲ⃗ = ݉	ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  

5.1.2. Le moment cinétique: 

Le moment cinétique (Moment de la quantité de mouvement)du point matériel M en un point 
Oquelconque de l’espace est donné:  

ைሬሬሬሬ⃗ߪ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ˄݉ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  

5.1.3. La quantité d’accélération : 

On appelle unequantité d’accélérationd’un point matérielM, de masse ݉par rapport au repère 
ܴ଴la quantité vectorielle suivants:  

ெ߁⃗
ோబൗ = ெߛ⃗	݉

ோబൗ  

5.1.4. Le moment dynamique: 

Le moment dynamique (Moment de la quantité d’accélération) du point matériel M en un  
point O quelconque de l’espace est donné:  

ெߜ⃗
ோబൗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ெߛ⃗	݉˄

ோబൗ  

5.1.5. L’énergie cinétique: 

L’énergie cinétiqued’un point matériel ܯen mouvement par rapport à ܴ଴est donnée par : 

ܿܧ =
1
2݉

ሬܸሬ⃗ 2
ܯ
ܴ0ൗ  

 
5.2. Élément de cinétique du corps rigide : 
Soit un système matériel (ܵ)ou'݀݉ un élément de masse autour de ܯ	߳	ܵ. 
 
5.2.1. La quantité de mouvement: 
Pour un système matériel continu la quantité de mouvement (Résultante cinétique) à un 
instant t quelconque : 

ሬܲ⃗ௌ/ோబ = 	න ሬܸ⃗ெ
ோబൗ 	݀݉  ܵ	߳	ܯ∀,

5.2.2. Le moment cinétique: 
On appelle moment cinétique au point ܱla quantité : 
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ை,ௌߪ⃗ ோబൗ = නܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  ݁ܿܽ݌ݏ݁	߳	ܱ∀,ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀

 
5.2.3. L'énergie cinétique: 
L’énergie cinétique ܶd’un système matériel(ܵ)en mouvement par rapport à ܴ଴est donnée par : 

5.2.4. Torseur cinétique: 

Sachant que: 

ை,ௌߪ⃗ ோబൗ = නܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ݀݉ 

= න൫ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ൯˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ݀݉ 

= නܱܣሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ݀݉ +නܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ

ோబൗ ݀݉ 

Implique que: ⃗ߪை,ௌ ோబൗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ˄ ሬܲ⃗ௌ/ோబ + ஺,ௌߪ⃗ ோబൗ  

Nous savons que cette relation est caractéristique d’un torseur (Chapitre2), donc On peut 
conclure qu’il existe un torseur appelé torseur cinétique de ܵpar rapport àܴ଴, 

noté൜ܥை,ௌ ோబൗ ൠtalque: 

൜ܥை,ௌ ோబൗ ൠ = ൞
ሬܲ⃗ௌ/ோబ = 	න ሬܸ⃗ெ

ோబൗ 	݀݉ ܵ߳	ܯ∀,

ை,ௌߪ⃗ ோబൗ = නܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀

ൢ 

Ou' La résultante est égale à la quantité de mouvement d’un point matériel.  

6. D'autre expression du torseur cinétique: 
 
Nous avons par définition du centre d’inertie: 

ሬሬሬሬሬ⃑ܩܱ =
1
௦ܯ

නܱܯሬሬሬሬሬሬ⃑ ݀݉ 

En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient : 
݀
ݐ݀ ሬሬሬሬሬ⃑ܩ௦ܱܯ =

݀
ݐ݀
නܱܯሬሬሬሬሬሬ⃑ ݀݉ 

Dans notre cas (système de masse constante) il est possible de permuter les opérateurs 
d’intégration et de dérivation. 
En conséquence : 

௦ܸீሬሬሬሬ⃑ܯ = න
݀
ݐ݀ ܯܱ
ሬሬሬሬሬሬ⃑ ݀݉ 
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௦ܸீሬሬሬሬ⃑ܯ = න ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ݀݉ 

 
La affectée de la masse totale du système : 
On peut alors écrire que larésultante dutorseur cinétiqueest la quantité de mouvement du 
centre de la masse : 
 

൜ܱܥ,ܵ ܴ0ൗ ൠ = ቐ
ሬܲሬ⃗ ܵ/ܴ0 = ሬሬሬሬሬ⃑ܩܸݏܯ	

ሬሬ⃗ߪ ܱ,ܵ ܴ0ൗ = නܱܯሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ሬܸሬ⃗ ܯ
ܴ0ൗ ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀

ቑ 

5.2.5. Théorème de Koenig 

B. 1erThéorème de Koenig pour le moment cinétique : 

Le moment cinétique de (S) par rapport à G est défini par: 

ௌ,ீߪ⃗ ோబൗ = නܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀

Soit M un point de(S) 

La vitesse de M dans le référentiel R0est donner par : ሬܸ⃗ெ
ோబൗ = ሬܸ⃗ீ

ோబൗ + ሬܸ⃗ெ
ோಸൗ  

Nous avonsalors : 

ௌ,ீߪ⃗ ோబൗ = නܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄( ሬܸ⃗ீ
ோబൗ + ሬܸ⃗ெ

ோಸൗ  ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀(

ௌ,ீߪ⃗ ோబൗ = නܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ீ
ோబൗ ݀݉ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܩ ሬܸ⃗ெ

ோಸൗ ݀݉ 

On a ∫ܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ݀݉ = 0 (définition du centre d’inertie) 

On obtient alors :  

ௌ,ீߪ⃗ ோబൗ = නܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ݀݉˄ሬܸ⃗ீ
ோబൗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܩ ሬܸ⃗ெ

ோಸൗ ݀݉ = නܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬܸ⃗ெ
ோಸൗ ݀݉ = ௌ,ீߪ⃗ ோಸൗ  

Et pour un point quelconque A de l’espace nous aurons par la formule suivant : 

஺,ௌߪ⃗ ோబൗ = ௌ,ீߪ⃗ ோಸൗ + ሬሬሬሬሬ⃗ܩܣ 	݉ ሬܸ⃗ீ
ோబൗ  

C’est ce qu’on appelle le premier théorème de Koënig pour le moment cinétique. 

 
C. 2iém Théorème de Koenig pour l’énergie cinétique : 

L’énergie cinétique d’un système solide par rapport à un révérenciel R0 est définie par : 
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Or la loi de combinaison des vitesse donne : ሬܸ⃗ெ
ோబൗ = ሬܸ⃗ீ

ோబൗ + ሬܸ⃗ெ
ோಸൗ  

 

D’où  

0ܴ/ܿܧ =
1
2න

ሬܸሬ⃗ 2
ܯ
ܴ0ൗ ݀݉	 =

1
2න൬ሬܸሬ⃗ ܩ

ܴ0ൗ + ሬܸሬ⃗ ܯ
ൗܩܴ ൰

2
݀݉	

=
1
2න

ሬܸሬ⃗ ܩ²
ܴ0ൗ ݀݉	+

1
2නܸ²ሬሬሬሬ⃗ ܯ

ൗܩܴ ݀݉	+ න ሬܸሬ⃗ ܩ
ܴ0ൗ
ሬܸሬ⃗ ܯ

ൗܩܴ ݀݉	 

0ܴ/ܿܧ =
1
2݉

ሬܸሬ⃗ ܩ²
ܴ0ൗ + ܩ/ܿܧ + ሬܸሬ⃗ ܩ

ܴ0ൗ න ሬܸሬ⃗ ܯ
ൗܩܴ ݀݉	 

or nous avons : ሬܸ⃗ெ
ோಸൗ = ௗீெ

ௗ௧
/G 

0ܴ/ܿܧ =
1
2݉

ሬܸሬ⃗ ܩ²
ܴ0ൗ + ܩ/ܿܧ + ሬܸሬ⃗ ܩ

ܴ0ൗ න ሬܸሬ⃗ ܯ
ൗܩܴ ݀݉	 

0ܴ/ܿܧ =
1
2݉

ሬܸሬ⃗ ܩ²
ܴ0ൗ + ܩ/ܿܧ + ሬܸሬ⃗ ܩ

ܴ0ൗ

݀
ݐ݀ /Gනܯܩሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ݀݉	 

Or ∫ܯܩሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ݀݉ = 0 (définition du centre d’inertie) 

L’expression de l’énergie cinétique décrit par le deuxième théorème de Koenig: 

0ܴ/ܿܧ =
1
2݉

ሬܸሬ⃗ ܩ²
ܴ0ൗ +  ܩ/ܿܧ

 
5.3. La dynamique d'un corps solide: 
5.3.1. Torseur dynamique: 

Définition: un  torseur dynamique noté ൜ܦை,ௌ ோబൗ ൠd’un système matériel en mouvement par 

rapport à un repère ܴ଴ est définie par: 

൜ܦை,ௌ ோబൗ ൠ = ൞
න ெ߁⃗

ோబൗ 	݀݉ ܵ߳	ܯ∀,

ை,ௌߜ⃗ ோబൗ = නܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ெ߁⃗˄
ோబൗ ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀

ൢ

஺

 

Ou par l'expression: 

൜ܦை,ௌ ோబൗ ൠ = ൞
߁⃗ீ	݉

ோబൗ

ை,ௌߜ⃗ ோబൗ = නܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ெ߁⃗˄
ோబൗ ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀

ൢ

஺

 

Démonstration: 
Nous avons par définition du moment cinétique: 

஺,ௌߪ⃗ ோబൗ = නܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  ܵ	߳	ܯ∀,	݉݀
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Dérivons les deux membresde l’égalité : 

݀
ݐ݀ ஺,ௌߪ⃗ ோబൗ = න

݀
ݐ݀ ൬ܯܣ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ൰ ݀݉ 

D’où:  

݀
ݐ݀ ൬ܯܣ

ሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ൰ =

݀
ݐ݀ ܯܣ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ

ோబൗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ˄
݀
ݐ݀

ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  

Et ௗ
ௗ௧
൫ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ோబ = ௗ

ௗ௧
൫ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ൯ோబ = −ሬܸ⃗஺

ோబൗ + ሬܸ⃗ெ
ோబൗ  

Donc ௗ
ௗ௧
൬ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄ ሬܸ⃗ெ

ோబൗ ൰ = −ሬܸ⃗஺
ோబൗ ˄ ሬܸ⃗ெ

ோబൗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ሬ⃗߁˄ ܯ
ܴ0ൗ  

On obtient : 
݀
ݐ݀ ௌ,ܣߪ⃗ ோబൗ = −න ሬܸ⃗஺

ோబൗ ˄ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ݀݉ + නܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬ⃗߁˄ ܯ

ܴ0ൗ ݀݉ 

On utilisant la relation:ܯ௦ܸீሬሬሬሬ⃑ = ∫ ሬܸ⃗ெ
ோబൗ ݀݉ 

On obtient:ௗ
ௗ௧
ௌ,ܣߪ⃗ ோబൗ = ௦ܯ− ሬܸ⃗஺ ோబൗ ˄ሬܸ⃗ீ

ோబൗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ∫ ሬ⃗߁˄ ܯ
ܴ0ൗ ݀݉ 

On aboutit à l’expression qui exprime la relation entre le torseur cinétique et le torseur 
dynamique:  

ை,ௌߜ⃗ ோబൗ = නܯܣሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ெ߁⃗˄
ோబൗ ݀݉ =

݀
ݐ݀ ሬሬ⃗ߪ ஺,ܵ ܴ0ൗ + ሬܸሬ⃗ݏܯ− ܣ ܴ0ൗ ˄ሬܸሬ⃗ ܩ

ܴ0ൗ  

 

5.3.2. Principe fondamental de la dynamique (PFD) 

La dynamique fait la relation entre les causes (les actions mécaniques) et les effets (le 
mouvement caractérisé par l’accélération et non la vitesse) annoncé par les principes 
fondamentaux de la dynamique de Newton connu par les lois de Newton. 
 
 
 La loi fondamentale de la dynamique 

 
Soit un point quelconque M du système (S), la relation fondamentale de la dynamique s’écrit: 
 

dFన୬୲ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 	+ dFୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 	= ெ߁⃗
ோబൗ ݀݉ 

Fన୬୲ሬሬሬሬሬሬ⃗ Appelées les  forces intérieures, sont le résultant des actions d’une partie de système 
matériel (S) sur une autre partie de (S)  
 
௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ appelées les forces extérieures, sont le résultant des actions du milieu extérieur sur le 
système matériel (S). 
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X  
Y  

Z 

Remarque:Dans tout ce chapitre on utilise référentiels privilégiés dits galiléens (absolu) dans 
lesquels le mouvement d’un point matériel isolé est rectiligne uniforme (le principe d’inertie). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En intégrant sur l’ensemble du système matériel (s), nous avons :  

නdFıntሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 	+ නdFextሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න⃗߁ெ
ோబൗ

.
݀݉ 

 
Les actions mécaniques extérieures qui s’exercent sur (S) sont représentées par un 
torseur ߬ி௘௫௧  : appelé torseur des forces extérieures dont les éléments de réduction au 
point A sont : 

{ृ ௘௫௧} = ቊFextሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ሬሬሬ⃗ܯ ݐݔ݁

ቋ 

 
Où ܯሬሬ⃗ ௘௫௧ est le moment des forces extérieures s’exerçant sur le système (S)au point A. 

ሬሬ⃗ܯ ௘௫௧ = නࡹ࡭ሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄	dFintሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + නۻۯሬሬሬሬሬሬ⃗ ˄	dFextሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = නۻۯሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬ⃗߁	˄ ܯ
ܴ0ൗ

.
݀݉ 

Le principe fondamental de la dynamique montre que dans tout référentiel Galiléen, le 
torseur dynamique soit équivalent au torseur des forces extérieures: 
 

൜ܦை,ௌ ோబൗ ൠ = ൜ृ௘௫௧ை,ௌ ோబൗ
ൠ 

Ou' Les éléments de réduction du torseur dynamique ൜ܦை,ௌ ோబൗ ൠdu système (S) sont : 

൜ܦை,ௌ ோబൗ ൠ = ቊܦ
ሬሬ⃗
஺ߜ⃗
ቋ 

 
Ou'ܦሬሬ⃗ la résultante dynamique du système matériel (S) est égale à la résultante des forces 
(actions) mécaniques extérieures. 

ሬሬ⃗ܦ = ݉. ߁⃗ீ
ோబൗ = ෍dFextሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

et⃗ߜ஺le moment dynamique du système matériel (S) au point A est égale au moment des 
forces (actions) mécaniques extérieures. 

୧୬୲ܨ⃗

ܨ⃗ୣ ୶୲

݀݉
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X  
Y  

Z 

஺/ோబߜ⃗ = ሬሬ⃗ܯ ஺/ோబ =
ሬ࣌ሬ⃗ࢊ ீ/ோబ
࢚ࢊ

 

Pour un système mécanique composé Le moment dynamique est égal à la somme des 
moments dynamiques des éléments de système. 
 
Remarque:les actions mécanique intérieures qui s’exercent sur un système (S) est nul, 
donc ils n’apparaissent pas dans la loi fondamentale de la dynamique:{ृ௜௡௧} = {0}. 
 
7. Théorème des actions réciproque : 

 
Le torseur des actions extérieures exercées par un système fermé ଵܵ sur un 
autresystème fermé ܵଶ est l’opposé de celui exercé par ܵଶsur ଵܵ. 

ቄृ௘௫௧ܵ2→ܵ1
ቅ + ቄृ௘௫௧ܵ1→ܵ2

ቅ = 0 ↔ {ृ}ଵଶ = {ृ}ଶଵ 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Sachant que: ܵ = ଵܵ ∪ ܵଶ,൛ሬृሬ⃗ ݐݔ݁ → ܵൟ = ൛ሬृሬ⃗ ݐݔ݁ → ܵ1ൟ + ൛ሬृሬ⃗ ݐݔ݁ → ܵ2ൟ 
 
Appliquons le principe fondamental de la dynamique à ଵܵet ܵଶ, on aura : 

൜ܦை,ܵ1
ோబൗ
ൠ = ൜ृ௘௫௧ௌ ோబൗ →ܵ1

ൠ + ቄृ௘௫௧ܵ2→ܵ1
ቅ 

൜ܦை,ܵ2
ோబൗ
ൠ = ൜ृ௘௫௧ௌ ோబൗ →ܵ2

ൠ + ቄृ௘௫௧ܵ1→ܵ2
ቅ 

 

൜ܦை,ܵ ோబൗ ൠ = ൜ܦை,ܵ1
ோబൗ
ൠ + ൜ܦை,ܵ2

ோబൗ
ൠ

= ൜ृ௘௫௧ௌ ோబൗ →ܵ1
ൠ + ቄृ௘௫௧ܵ2→ܵ1

ቅ + ൜ृ௘௫௧ௌ ோబൗ →ܵ2
ൠ + ቄृ௘௫௧ܵ1→ܵ2

ቅ

= ൛ሬृሬ⃗ ݐݔ݁ → ܵൟ + ቄृ௘௫௧ܵ2→ܵ1
ቅ + ቄृ௘௫௧ܵ1→ܵ2

ቅ 

 

Or ቄृ௘௫௧ܵ2→ܵ1
ቅ + ቄृ௘௫௧ܵ1→ܵ2

ቅ = 0 on peut conclure ൜ܦை,ܵ ோబൗ ൠ = ൛ሬृሬ⃗ ݐݔ݁ → ܵൟ 

 

 

 

S1 S2 

S  
ܨ⃗ୣ ୶୲
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8. Travail et puissance d’une force 

Le travail élémentaire d'une force ࡲሬሬ⃗ appliquée à un point matériel P de vitesseࡼࢂሬሬሬሬሬ⃗ à l'instant test 
égal: 
 

ݓ݀ = ሬሬሬሬሬܱ⃗ܲ݀.	ܨ⃗  

La puissance que reçoit une point M de système est égal à : 

ܲ =
ݓ݀
ݐ݀ = .	ܨ⃗

ܱ݀ܲሬሬሬሬሬ⃗
ݐ݀ = .	ܨ⃗ VPሬሬሬሬ⃗  

Sachant que: ⃗ܨ = ప௡௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ + ௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ  

Nous aurons: 
ݓ݀ = ప௡௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ) + ௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ )	.ܱ݀ܲሬሬሬሬሬ⃗ Et ܲ = ప௡௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ) + ௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ )	. VPሬሬሬሬ⃗  

 

9. Théorème de l’énergie cinétique 

L’énergie cinétique d'un système discontinu s’écrit : 

La dérivée de cette expression par rapport au temps donne : 

ܿܧ݀
ݐ݀

= නV୔ሬሬሬሬ⃗
V୔ሬሬሬሬ⃗
ݐ݀
݀݉	 = නV୔ሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗	ܲߛ ݀݉	 

Or la force à laquelle est soumise a une point Pdun solide de masse M est égale à : 

ܨ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗	௉ߛ∫ ݀݉	, on obtient: 
ௗா௖
ௗ௧

= .	ܨ⃗ V୔ሬሬሬሬ⃗ = ܲ. 

La puissance est égale à la dérivée par rapport au temps de l’énergie cinétiqueܲ = ௗா௖
ௗ௧

. 
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X0 

Y0 

A 

B 

Exercice  

On considère un système mécanique constitué de deux solides (S1) et (S2). une barre AB de 
longueurL, et de masse m1 et un disque homogène de centre C, de rayon R et de masse m2. Le 
système est en mouvement dans un repère galiléen tel que l’extrémité A de glisse sans 
frottement sure l’axe (ܱ, ଓ଴ሬሬሬ⃗ ). Le solide (S1) est en contact avec (S2) en D tel que (S1) glisse 
sur (S2).  

 

 

 

 

  

 

 

 

1. Exprimer, dans la baseࡾ૙൫ଙ⃗૙, ଚ⃗૙,࢑ሬሬ⃗ ૙൯les vecteurs vitesses de rotation Ωሬሬ⃗ Ωሬሬ⃗	ݐ૙݁ࡾ/૚ࡿ  ૙etࡾ/૛ࡿ
déduireΩሬሬ⃗ ૙ࡾ/ࢉ  

2. Calculer les vitesses ࢂሬሬ⃗ ૚ࡿ∋࡭
૙ൗࡾ

et ࢂሬሬ⃗ ૛ࡿ∋࡮
૙ൗࡾ

. 

3. Calculer les accélérations ࢽሬሬ⃗ ૚ࡿ∋࡭
૙ൗࡾ

et ࢽሬሬ⃗ ૛ࡿ∋࡮
૙ൗࡾ

 

4. Calculer les moments cinétiques et dynamiques suivants: 
ௌଵ,ܣߪ⃗ ோబൗ et⃗ܤߪ,ௌଶ ோబൗ ௌଶ/ோబߜ⃗	ݐௌଵ/ோబeߜ⃗,  

5. Calculer les énergies cinétiques du système S1 et S2. 
 

c  
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