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Chapitre 1

'Rappels mathématiques
(Eléments de calcul vectoriel)



Chapitrel :Rappels Mathématiques

1. Vecteurs:
1.1. Propriétés de base

oo o

Un vecteur, est un segment de droite orienté, relié entre deux points de I’espace, le point O
est I’origine et d’autre point A est I’extrémité.

Tout vecteur est définie par :
Son Origine

Sa direction

Son sens

Son module

L’addition des deux vecteurs est commutative. (Figure 1.1)

Tout vecteur V en trois dimensions (3D) est définie algébriquement par c’est composantes X,

y et z, dans lequel :
V=xe; +ye, +zé;.
— — ——> 7 — — 1, i =j
Ry (e7 .7, e3) est une base orthonormé dans R*. Tel que : e, x e, = {O i ¢j.

Le module ou la longueur du vecteur V peut calculer par le théoréme de Pythagore,
Talque : |V| = x2+ y2+ z2,

La somme de deux vecteurs V;, et V, est un vecteur W définie analytiquement par :
Soit V,= x,e; +y,e, +z.e; etV,=x,e; +y,e, +z,e; donc :

—

W=V,+V, = (x; +x)e; + (v +y2)e; + (2, +z,)es

v

Figure 1.1. Addison de deux vecteurs
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Figure 1.2 Systeme des forces en équilibre

1.2. Produit scalaire
On appelle un produit scalaire de deux vecteurs V, et V, une loi de composition qui associe aux
deux vecteurs un scalaire. Tel que :
V.V, = ||V ||||[Vz||cos (Vi V)
Le produit scalaire peut définie par I’expression analytique :

- =
V1. Vo = x1X, + Y1y, + 212,

1.3. Produit vectorielle
Le produit vectorielle de deux vecteurs est un vecteur, tel que :

—

W =V, AV, = |[V,|||V2||sin(V,V,) 7
7, est vecteur unitaire perpendiculaire au plant formé par I71et 172

On peut définie le produit vectorielle entre deux vecteurs par la forme matricielle suivantes:

Soient :
X1 X2
Vl = (3’1> et Vz = (y2>
Z1 Zy

L Y12y — Y271
Donc : W=V, AV, =|21X2— 22X
X123 — X2Zq



S
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Figure 1.3 produit vectorielle de deux vecteurs

1.4. Produit Mixte
Le produit mixte est un scalaire est égale le volume du parallélépipéde formé par les trois

vecteursV,, V,et Vs.
]71(V2 A I7')3) = I7')2(V3 A V;) = I7')3(V2 A V;)

Figure 1.4. Produit mixte de trois vecteurs

1.5. Projection des vecteurs
1.5.1. Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe

Définition : Soit un vecteur quelconque V , et un axe (4) défini par son vecteur unitaire i .
La projection orthogonale du vecteur V sure I'axe (4)définie par la composante Vx’ de ce vecteur

sure cet axe.
7. = (7.7)7
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Figure 1.5 Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe



1.5.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan

Définition : Soit 7 un vecteur quelconque, sa projection sur le plan (7r) défini par la normale 7iest
la composante I7,Tdans le plan.

lAj ()
7

Figure 1.6 Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan

S

—

On peut écrire la projection de Vsurla plan par la relation suivant : 17” =V - |74

DouV =V(@i.it)etV, = (V.7)i
Donc : V, = V(. 7) — (V.7)i
Et on retrouve I’expression vectorielle du vecteur 17” par la relaion double vectoriel suivante :
V. =AA{AR)
2. Torseurs

2.1. Définition :
On appelle torseur [T] I'ensemble d'un champ de vecteurs M en un point A et de son vecteur

R associé.
On note

ma= {8

Tel que Rappelé résultante des vecteurs: V; ,V,, Vs ,....V. appliqués respectivement aux points :
B1,B;, B5...B,. Donné par :
R=>

n
i=1

=~

Et M est le moment résultant en un point A de I’espace est donné par :

=~

E’:ZA—’M

n
i=1



Ces deux vecteurs R et M sont appelés éléments de réduction du torseur au point A.

Remarque : Connaissant le Torseur [T]4 en un point A nous pouvons déterminer les éléments de
réduction de ce méme torseur en un autre point A de I’espace a I’aide de I’équation de transport :
Nous avons en effet :

Sachant que : CB, = CA + AB, et My = ¥, AB, AV,

L
n n n
MC:Z<C7+T&)AW: c7Avl+ZrBlAvl:c7AZvl+1:c7Aﬁ+:
i=1 [

i=1 i=1 i=1

Nous obtiendrons I’équation de transport qui permet de déterminer le moment en un point C en

connaissant le moment au point A.

M. =CAAR+ M,

2.2. Propriétés des torseurs

2.2.1. L’équivalence de deux torseurs :
Deux torseurs sont équivalents [T;] = [T,] si et seulement si,

T
[m:[me{; Ry
1 — My

2.2.2. Torseur nul :

Un torseur est nul, si ses éléments de réduction sont nuls :

_):6
[01={’i 0
M=0

2.2.3. Somme de deux torseurs :

Soient [T;] = [T,] deux torseurs, la somme de deux torseur est un torseur dont ses éléments de
réduction sont la somme des éléments de réduction des deux torseurs.

R=R, +R,
(11, = [T,], + [T,1s o [7], = {q Ri+ Ry
M=M, +M,

10



2.2.4. Multiplication d’un torseur par un scalaire :

Soient un torseur :

R
. ={k
4y
Et A un scalaire real. Nous pouvons écrire :
AR
AT, = { X
UM
2.3. Axe central d’un torseur
Soit un torseur
R
. ={k
4y

On appelle axe central de [T], I'ensemble des points P pour lesquels le moment M est colinéaire aR.
donnée par I'équation paramétrique d'une droite paralléle a R.

—

., RAM,
= +A.R

AP

A est un scalaire real.
2.4. Pas du torseur

Si le moment M est colinéaire a R.

M, = a.R, d’ol M, = M, + PA AR = a.R. le produit scalaire de cette expression par le vecteur
résultant R donne :

R.(M, + PAAR) = a.R?
Ce qui donne

a est appelé le Pas du torseur.

2.5. Torseur couple

Un torseur est dit un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle.

M, %0

Le moment en un point A quelconque de I’espace est donné par:

11



M, = AB| AV, + AB, AV,

My = AB, AV{ — AB; AV,

My = (AB, — AB;) AV;

My =B,B/ AV,

Sachant que : B,B; = B,H + HB;
M, = (BH + HB)) AV, = HB; AV;

B,

—
V
i
~

H

H est appelé le Bras, c’est la projection orthogonale du point B, sur la droit support du vecteur Vz’
En réalité le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux droites
supports des deux vecteurs, il est indépendant du lieu ou il est mesuré.

Le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux droites supports
des deux vecteurs.

12



Exercices

Exercice 1:
Soient les vecteurs V5, V,, Vs et V, tel que:
V, =1+4k, V, =2i+yj+zk, Vs=i{—-2j+4k etV, =4+ yj+2k

1) Déterminer y et z pour que les vecteurs V, et V,, soient colinéaires,
2) Déterminer y pour que les vecteurs V_3’ et V_4’ soient perpenduculaires,
3) trouver le volume d’un parallélépipede des cotés V5, V,, et V. (pour y=1, et z=1)

Corrigé d'Exercicel:

V, =i+4k, V, = 21+ yj + zk, Vo=i—-2j+4k e V,=d+yj+?2k.

1) V, etV, sont colinaireVe=== 0

B0-B-6-0-e

2) V, etV, sont perpendiculaireV<z—s 0

VoV, =4-2y+8=0- y=6

3) Volume d'un parallélépipede des cotes V5, V5, V,=(V,AV,). V,
%
W

Exercice 2:
Dans un repére R(0, 1,7, k) orthonormé, deux points A et B ont pour coordonnées :

(3)()

Déterminer :
1) Le moment du vecteur AB glissant par rapport au centre O du repere.

2) Le moment du vecteur glissantﬁ par rapport a la droite (A) passant par le point O et le point

3)

13




Corrigé d'Exercice2:

2 5
A 2>etB 3)
-3 2
1) Le moment du vecteur AB glissant par rapport au centre O du repere.
Mq(AB) = OA A AB
o 2 3 13
Mo(AB) = 2) A 1) = —19)
1 5 —4

— Mo(AB) = 137 — 19] — 4k

2) Le moment du vecteur glissant AB par rapport a la droite (A) passant par le point O et le

2
point C (2)
1

My(AB) = (My(AB) 7y = (137 - 19] — 4k).< (27 + 2] + k)
16,
Exercice 3:
Soient les trois de cordonnés vecteurs, V,(—1,1,1)V,(0,1,2) |, V5(1,-1,0)

définis dans un repére R(0,1,J, E’) orthonormé et liés respectivement au points, A(1,1,2), B(1,0,1),
C(1,2,1)

1) Construire le torseur [T] associé au systeme de vecteurs.
2) En déduire I’'automoment.

3) Calculer le pas du torseur.

4) Déterminer I’axe central du torseur vectoriellement.

Corrigé d'Exercice3:
V,(~1,1,1)V,(0,1,2), V5(1,—1,0) liés respectivement au points, A(1,1,2), B(1,0,1), C(1,2,1)

1) Construction du torseur [T],:
Les éléments de réduction du torseur sont:

|
[, = {l
L

14



R=V +V;+Vs=]+3k

M, =0AAV,+0BAV,+0CAV; = 1>A >+(0>A(1>+(2>A(
2 1 2 1

RENENRNE:

> My =—1-4]
2) L'automomentA:
A=RM, = (+3k). (1-4)) =4

3) Le pas dun torseur P:
RM, -4

P = RZ :1—0

4) L'axe central:

On appelle axe central de [T], I'ensemble des points P pour lesquels le moment M est colinéaire aR.

donnée par I'équation paramétrique d'une droite paralléle a R.
. RAM, .
AP = + AR

R2

., . (0 -1 0
AP:E-G+3k)A('?_4D:B 1A -4 )+ 4|1
3 0 3

ﬁ—l + + 2 (1) _l2., A 3yis 1+3/11?
RETI A\ =it (A +(g+3h

1 3

Exercice 4:

Soient deux torseurs [T1]aet [T2]a définis au méme point A par leurs éléments de réduction dans un

repére orthonoméR (0,1, 7, k)

Ry =2i+4]+ 2k R, = —21— 4] -2k
[T1]A:{i> — 1 = et [TZ]A:{2—> — =
M; =21+j+5k ,=21—J]—5k

1) Déterminer I’axe centrale et le pas du torseur [T, ]a

2) Construire le torseur [T]a=a [T1]a +b [T2]a

3) Quelle relation doivent vérifier a et b pour que [T]asoit un torseur couple,
4) Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou on le mesure.

15



Corrigé d'Exercice4:

Ry =2i+4]+ 2k R, = —21— 4] -2k
[T1]A:{i> — 1 - et [TZ]A:{2—> — -
M; =21+j+5k ,=21—J]—5k

1) L’axe centrale et le pas du torseur [T;]a

L’axe centrale, C'est I'ensemble des points P pour lesquels le moment M est colinéaire aR. donnée

par 'équation paramétrique d'une droite paralléle a R.

P=—"+LR

AP=—|alnl1)+ 2(a)==(_6)+ 2[4
24\, \5 o) 24\ _g 2

= 18+2/1 T+ (42 LA 21 6 k

Le pas du torseur [T, ]a
_RM, 4+4+10 18 9

R2 24 24 12

2) Construire le torseur [T]a =a [T1]a tb [T2]a

Tl _{R_A’= aR; + bR, = 2(a — b)i +4(a — b)j + 2(a — b)K
A—)— — —_— _
M, = aM, +bM, =2(a+ b)i+ (a —b)j+5(a—b)k

3) Un torseur est dit un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle.

;-
M, %0

— on implique que a = b Et donc M, = 4ai

4) Le moment en un point A quelconque de I’espace est donné par :

Bl Vl
M, = AB, NV, + AB; AV, >
M, = ABy AV, — AB, AV,
M, = (AB| — ABy) AV,
M, = B,B, AV; —
Sachant que : B,B; = B,H + HB, Kz Bz
< H

M, = (B,H +HB,) AV, = HB, AV,

Le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux droites supports

des deux vecteurs.

16
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Chapitre 2 : Statique

2.1. Géneéralités et notions fondamentales de la statique

2.1.1. Définition et sens physique de la force:

On désigne en mécanique la mesure quantitative d'interaction de type mécanique
des corps matériels macroscopique. On appelleForce l'action d'un corps matériels sur un
autre, se traduit par (une pression, une attraction, une répulsion, ...)

Toute action de force sur un corps solide peut étre représentée par un vecteur dont
les quatre propriétés sont :

A. Le point dapplication A: point ou l'action s'exerce sur le corps.
B. Lesens:A— B.

C. Ladirection ou' la ligne d'action (A).

D

. Le module: |I3| = |E|

Figure 2.1 Forces
On peut distinguer deux types de forces:

A. Forces extérieures: qui sont exercées par d'autre corps et appliquées en un point
du solide donné.

B. Forces intérieurs: sont des forces d'interactions intérieures qui se développent
entre les points matériels du solide et dont leur résultante est nulle.

2.1.2. Les systemes de Forces

On appelle systéeme de forces I’ensemble des forces F;qui agissent simultanément sur un
point matériel ou sur un solide.

18



Figure 2.2systeme de Force
Les systemes de forces sont classés en trois catégories:

a) Les forces de réaction : si un corps solide exerce une force sur un autre corps, par
conséquence le deuxiéme corps exerce sur le premier corps une force égale et
opposée.

R, a
. 52
RE
51

b) Les forces de frottement : la force de frottement existe lorsque deux solides réels
sont en contact. La force de frottement est toujours oppose au sens de mouvement

—hy

c) Les forces de tension : est une force qui tire sur un élément d'un corps comme par
exemple, la tension exercée par un fil ou par un ressort.

=il

19



2.1.3. Opérations sur la force (composition, décomposition, projection)
A. Décomposition géométrique d’une force

Soit une force Fappliquée & I’origine O d’un repére orthonormé,La composition de cette

force sont définies par :
+FE, +F =F.1+F.j+F.k

F=F, :
Tel que: F, =F.cosby, F, =F.cosb,, F, =F.cos,
AveciF?2 = F2+F2+F3?2 A5

F

.
s
.
.

Figure 2.6Décomposition géométrique d’une force

Les angleso,,0,,0,se sont les trois angles définie par la projection de la force Fsur les
trois axes 0X, 0Y,0Z donne respectivement,comme il est indiqué sur la figure.

v

Y
Figure 2.7 Angles d'Euler

20



On peut notamment exprimer le module de la force Fen utilisant les cosinus directeurs :
F F F

cosb, cosb, cosf,

A. Résultante de deux forces concourantes

Soient deux forces Flet anppliquées a un point O du solide, On peut déterminer leur
résultant R a partir du parallélogramme former par ces deux forces (Figure).

Le module et la direction de la résultante Rsont déterminés par la diagonale
duparallélogramme construit sur ces deux forces.

Telque: R=F, +F,
Et son module R = \/F2+ F,2+ 2 F,F,cos6

Figure 2.7 Résultante de deux forces

et sa direction se détermine :

F, F, Fj R

sing, sing, sing, sing

2.2. Statique des solides
2.2.1. Moment d'une force par rapport a un point

Soit un vecteur de force ﬁappliqué au point 4, On note M(ﬁ)o le moment de F
par rapport a O est définie par le produit du ﬁpar le vecteur OA.

Ouhest le bras de levier de la force ﬁpar rapport au point O.

21



Démonstration: .

—, > > —_ M(F)O
Par définition on: M(F)O =FAOA
etOA = OH A HA 0 F -
F(F), = F 104 /
M(ﬁ) =Fa (OH A HA) -‘-._,,’/ A
“H

M(F) =FAOH+F A HA
0
F//HAimplique que F AHA =0

On obtiendra:

—

M(F), =F nOH = F.OH.sin90°k = F.h.k

2.2.2. Moment d'une force par rapport a un axe

Figure 2.9 Moment d'une force par rapport a un axe

Le moment d'une forceF par rapport a un axe (A)noté par ﬁ(ﬁ)mest définipar la

projection de ﬁ(ﬁ)omoment de cette force par rapport au point O sur l'axe A).

Le point O est la projection du point A I'origine deF sur l'axe (4).
M(F), = (M(F),.i).u
u est le vecteur unitaire du l'axe (4).

22



2.1.1. Théoreme de Varignon

Dans un systeme de forces concourantes en un point A, le moment résultantpar rapport a
un point quelconque0 est égal au moment de la résultante par rapport au méme point0.

Démonstration:

Nous avons: OM, = 04 + AM,

—_—

n
W(F), = ) OMnF, =OM AR, +OM;nF, + -+ OM,F,

i=1

M:(ﬁi)o = (O—A) + A—Ml))/\ﬁ1 + (O—A) + T%)Aﬁz + -+ (04 + A—Mn))/\ﬁn

Or AM,//F, implique que AM; AF, =0

—_— >

On obtient alors: M,(F;) | = OANF, + OANF, + -+ OAnF,

—

M,(F;), = OAN(F, + Fy + -+ F,) = 0Ar » F, =04

'M:
-

=1

On obtient finalement: ~ M,(F;), = M,(R),,

F3
F,
\w A

N
F. X ’ =
*-\l\Ml . E,
] » -
> A TTM

"j:-'g:::’__.q_._

Figure 2.10 systeme de forces concourantes
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2.1.2. Condition d’équilibre statique
Un corps solide est enéquilibrestatique lorsque plusieurs forces agissent
simultanément sur lui et que ces forces ne modifient pas son état (état de repos ou
son état de mouvement).

Pour qu'uncorps solidesoit en équilibre statique il faut que le torseur de forces
extérieuressoitnul:
R 0
Tol=[ -, > =|=
= (sczy) = )

1. la somme de toutes les forces extérieures auxquelles il est soumis, est
nulle.

Enconséquence:

{

R=)F=0

n
=1

~.

2. le moment résultant de toutes ces forces soit nulle.
n

M(F)=0

i=1

Ces deux condition d’équilibre peut se traduisent en six équation analytique par la
projection des éléments du torseur des forces sur les axes d’un repere orthonormé

R(0,%.]k):

1. Trois équations liées a la résultante des forces extérieures :

n
szz xi:o

i=1

n
R:<Ry: inO

~.
1l
[

r
=
N
Il
.M: N
o
Il
ol

~.
1l
[

2. Ettrois équations liées au moment des forces par rapport point O:
M—Ox)(ﬁi) =0
M—O)(ﬁi) = M—Oy)(ﬁi) =0
M—Oz)(ﬁi) =0
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Exemple: Equilibre d’un solide dans un plan (0, X,Y):

Soit un solide soumis a des forces coplanairesz = 0, le systeme d'équation d'équilibre se
réduit en trois équations:

a)
b)
c)

o (Fa\
Ona:F, =|(Fy; |etOA= (%’)

Rx = 7i‘l=1 in =0
Ry = ?=1Fyi =0
Mo, (F;) =0

0 0
X Fyi 0
MOiZOAl/\Fl:<y>/\(Fyi>:( 0 >
0 0 XiFyi = ViFy
Y
X
Z

2.2.4. Liaisons, appui et réactions

Définition

v

v

Unsolide est dit libre s’il peut se déplacer en toute direction. Par exemple une
pierre lancéedans I’espace est un solide libre.

Un solide est dit lié s’il ne peut se déplacer que dans desdirections déterminées ou
s’il est assujetti a rester immobile.

Les corps matériels qui s’opposent au mouvement du solide sont appelés liaisons,
et lesforces qu’ils exercent sur le solide, sont des réactions de liaisons.

un point A du solide est dit un point d’appui s’il reste en contact avec un surface
en A.

Un corps solide est dit une articulations’il permet de fixé le solide dans une
direction privilégié dans I’espace.

Un solide est ditencastrés'il resté fixe quels que soit les forces extérieures
appliquées.
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a. Liaison ponctuelle (appui simple):

Le solide est en contact ponctuels avec d'autre solide ou surface (surface poli, rouleau
cylindrique). Un appui simple permet de bloquer le mouvement suivant une direction et
laissai deux degré de liberté.

La réaction est donc dirigée suivant la normale (perpendiculaire au plan tangent de
I’appui).

Ry

=1

R

b. Liaison verrou, Articulation cylindrique (appui double):

Le solide est en contact avec d'autre solide de surface cylindrique, Permet de bloquer le
les translations dans deux directions. Le solide donc a une translation suivant I’axe oz, et
une rotation autour du méme axe.

La réaction suivant I’axe de I’articulation oz est nulle.

R=R.+R, R,=0

c. Liaison rotule (Articulation sphérique)

Le corps solide articulé par unearticulation sphérique (liaison rotule).

- -

La réaction est & trois degré de liberté: R = R, + R, + R,
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Chapitre 2: Statique

d. Encastrement d’un solide

La liaison encastrement il ne permet pas changer de position quels que soit les forces

extérieures appliquées.
Les réactions sont représentées par composantes et un moment qui empéche la rotation

du solide.R = R, + R,, + R,,,etM,.

Mécanique Rationnelle, L2(LMD) S. BAADJ
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Exercices:
Exercice 1:

Une tige AB, de points 40Kg et de longueur L=4a, articulée a son extrémité A a la liaison
cylindrique est repose sur une surface au point D. I'extrémité B est attaché a un fil enroulé
autour d'une poulie et supporté une masse de Q=200N.

1) Représenté les forces exercant sur ce systéeme.

2) Déterminer la réaction de l'articulation A.

3) Déduire la force exercée la tige sure le surface au point D.

O

B

£

Exercice 2:

Calculer les réactions en A et B d'une barre homogeéne d'extrémités AB, de longueur L,

5
de poids P sont soumises aux liaison cylindrique et rouleau respectivement en A et B.
Dans le plan vertical, I’extrémité d’un fil passant par une poulie, est attachée au centre de

la barre pointC. L’ autre extrémité du fil supporte une charge Q .

Exercice 3:

Un systéme mécanique composé d’une barre horizontal AB de masse négligeable de
longueur Let d’un disque de rayon R, de masse négligeable,La barre est supportée a ses

extrémités par deux liaisons cylindriqueset sphérique respectivementen Aet B. Le point
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C est relie a deux disques de rayon R et de masse négligeable. Un fil inextensible est
enroulé autour de la roue et porte une charge P
Ondonne:L=3m; R=0,4m.

e Déterminer les réactions aux appuis A et B ainsi que la charge P a I’équilibre

statique.

YA

v
A
L

L/3 L/3

A A
O | -

Exercice 4:

Un cylindre de rayon R et de poids Q repose entre un mur vertical et une barre (AB) de
poids P et de longueur L. cette derniére tourne autour d'un axe horizontal en (A) et
s'appuie sur l'aréte en (D) avec un (AD = 3L/4).
Déterminez en fonction de Pet Q.

1) l'action du mur sur le cylindre E.

2) laréaction de l'articulation A et laréaction aux points A et D.

45°
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Chapitre 3:
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3.1. Rappels sur les quantités cinématiques pour un point matériel.

3.2. Cinématique du corps solide
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Chapitre 3: La cinématique des solides rigides

L’objectif de la cinématique du solide est de traité les quantités cinématique
(position vitesse et accélération) de tous les points d'un solide en mouvement
par rapport a un repére déterminé, sans tenir compte les causes qui ont
provoqué ce mouvement.

3.1. Rappels sur les quantités cinématiques pour un point matériel.

a) Trajectoire

Soit M un point mobile dans un référentiel fixeR, (0, xq, Yo, Zo, t).
Dans un intervalle de tempsAtle point M décrit dans le repére R, une courbe appelée
trajectoire. _

b) Vitesse /

/

. = . . g - I
Lavitesse moyenneV ,,d'un point entre les deux instants est défini ’
par : A
17 — MOM(t+AY) _ F(t+AD-F(1) _ A7

m At Y y;

Lavitesse instantanéewc'est le vecteur tangent de la

trajectoire et dirigé vers le sens du mouvement, elle estdéfinie par:

5= lim 7 | A7 d7

v=10 =lmm-=—

At—o ™ At dt
At—0

c) Accélération

L'accélération moyenney,, d'un point matériel entre ¢ et At est définie par:

_V(t+At) V() AU
Ym = At At
L'accélération instantanéey est définie par:

o i Av  dv  dZF

im 7, = lim—=—="——

0 /m At dt  de2
At-0

=1
3.2. Cinématique du corps solide

Dans tout ce qui suit, Ro(Zo, jo. Ko)est un référentiel absolu fixe et R(Z,, k)est
un référentiel relatif lié au solide.

On note ﬁR,RO le vecteur rotation instantanée de (R) par rapport a (Ry).
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3.2.1. Définitions:
= Solide rigide

Un solide est dit rigide est un solide indéformable, mathématique sa signifie
que la distance entre n'importe quel deux points de celui-ci reste invariable au court
du temps :

Or AB (%)RO =0

= Vecteur vitesse de rotation

Soit le repére(R) en mouvement de rotation autour de I’axe Zzjpar rapport au
repere(Ry), par une angle 8 = (¥, X) = (3o, ).

On note ﬁR,RO le vecteur vitesse de rotation du repére (R) par rapport au repére (Ry)
qui est perpendiculaire au plan de rotation.

Qgr/ry = dt’ ko
i I Ea P Er:| . o
k\ |
\ | k" |
‘\%P l:t) q}(r) w(t) -
¥y x
v -
\ ‘ ‘-”___.-' "... : - - \\ "./,
\I_L ~( t) T | — el
)_‘;U Xo .-I(‘g

Dans le cas générale si le mouvement de rotation du repere (R) par rapport au repére
(Ry)est constitué de plusieurs rotations élémentaires d’angle 6; appelé les angles
d'Eulerautour lesl’axes(e;). Alors:

- do;

I —

Qr/Ry = dt &
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3.2.2. Champ des vitesses d'un solide en mouvement-Formule de Varignon:

Ro(Zo.Jo, ko) RGID)
On utilise I’expression des vitessesdes points A et B par rapport a R,:
VA/RO = VA/R + -(_iR/Ro nOA
VB/RO = VB/R + -(_iR/Ro ~OB
D’ou:
VB/RO - VA/RO = VB/R - VA/R + ﬁR/RoA(O—B) - O—A))

Or: les points A et B sont fixe dans le solide(R),implique que leur vitesse par rapport
AR sont égaux:Vg/g — Vg =0
EtQr/r, = Qs/r,car le référentiel R et attaché au solide S.

Par conséquent :
Ve/rg = Varr, + Qs/r,NAB

Remarque:
= C’est la formule de champ des vitesses d’un solide rigide il montre que c'est

un champ antisymétrigue.
" ﬁS,RO ne dépend pas des points A ou B. (c'est invariant)

= Vpp,se déduit de la vitesse V /g, par la relation de I'équiprojectivité.

3.2.3. Equiprojectivité du champ de vitesses d’un solide

Pour un solide rigide on & 4B (%) =0
Ro

D’0UAB = OB — 04
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AB\ _ (OB 04

dt )~ \dt dt

On obtient ainsi I'égalitéAB. Vs, = AB.Vy/,
0 0

Cette relation représentela propriété d'équiprojectivité du champ des vitesses du solide.

Elle permettra de déterminer la vitesse au point B a partir de la vitesse au point A.

3.2.4. Torseur cinématique

Le champ des vitesses d’un solide rigide S en mouvement de rotation par rapport a un
repére R,est représenté par un torseur cinématique et noté:[vs,Ro]A

Ces éléments de réduction est définie par:
= Larésultante de ce torseur, notée: Qg,g,
= Etle moment cineématiqueau point A:V /g,

Q
[US/RO]A = _)S/R()
A/Rg

Le vecteur ﬁs,Roest le vecteur de rotation instantané du solide (S) par rapport au
repére Ryet VA,ROest le vecteur vitesse du point A au solide (S)par rapport au
repéreR,.

3.2.5. Champ des accélérations
Par la dérivation de I'équation du champ de vitesseon peut associer un champ

d'accelération par rapport a R, noté y g,
Sachant que:
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V =V + () ANAB
0
B/R A/Rg S/Rg

dv dv dAB _, dQ
B/Ry _ Vamy AGs/ + ABA S/Ro
dt g, dt g, dt g, 0 dt g,
Or:
dAB _ dAB H
dt g, dt p = S/R"
Et¥2 =0
dt R
dVB/RO dVA/RO d'(_iS/Ro —_— — —— -
= + AB + (Q) AB)AQ)
dt g, dt g, dt ROA (Qs7r, NAB)Ns/r,
YB/ry = Yarry + (Us/ryAMAB)AQg/p, + AB /\—R
0

C'est la loi de distribution des accélérations (Formule de Rivals) dans un corps solide
rigide.

Contrairement au champ de vitesse, on ne peut pas trouver un torseur pour le champ
des accélérations.

3.3. Les lois de composition des mouvements
Nous allons étudier dans ce qui suite les lois de compositions des mouvements qui

permettra de passer d’un repere a un autre.

3.3.1. Composition des vitesses

Soit un solide (S), son mouvement est connu par rapport a un repere R.

Tel que:

Vitsr, = ‘“;—iMR = V,(M), Sa vitesse absolu par rapport & R,.
0

Visg = ‘f—tMR = V.(M), Sa vitesse relative par rapport & R.

D’oli O,M = 0,0 + OM

, d(0,0 +OM)  d0,0  dOM
Vmrr, = = +
0 at  n, dt &, df &,

5 _d00 LdoM  ~ 5
M/Ry = g 26 dt p S/Ro

Virrg = Vorry + Vg + Qs/pyNOM

I—/;(M) = V(M) + I70/R0 + QR/RO/\W
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On a alors:
V(M) = V(M) + V(M)

Avec V(M) = Vg, + Qpsr, AOMC'est la vitesse d'entrainement du point M.

3.3.2. Composition des accélérations
On reprend un solide (S)en mouvement par rapport a R.

Sachant que I'accélération absolu d'un point M est défini par:

_d200M _ dV g,

Vu dt2 g, dt &,
dVu d(Vosrg+Vm, +s, AOM)
- / 0 /R /R
On a alorspy /g, = dtR‘)R = — R
0 0
5 _ AV, dVM/RO d(QS/ROAOM)
Vu/ro dt g, dt g dt Ry
Ay Qs 5. d0M
VM/RO VO/R + dt Ro dt Ro A S/ OA dt Ro
- dI_/)M = dQS/RO —_—
Ym/ry = Y0/, 4 dt + .QS/ROAVM/ + T ANOM
+5 doM +0 doM
AT R NPT R
Ce qui donne
dQs ;

- - - = ] RO —_— — — —
Futno = Vo, + Ty, 2 (8 Vi) + O+ s (8, T )

Et finalement on a
VM/RO = ]77" + ]76 + ]7C

Avec:

" Y. =VM /Rc'est l'accélération relatived'un point M par rapport a un observateur

lie au repaireR.

36



dQg

- N — N + —_— — — — ' ' S, .
Ye =70 /ko AOM + Qg /ROA (Qs /RO/\VM /R)c est I'accélération

dt Ro
d'entrainement du point M.

" Y. =2 (ﬁs/ROAVM/R)est ditl'accélérationde Coriolis.

3.3.3. Compositiondes vecteurs rotations:

Soit un solide § en mouvement par rapport au deux repére (R,) et (R) Qui sont elle-
méme en mouvement l'un par rapport a l'autre.

v

Ro(%o.jo ko)

Nous pouvonsécrire:

dO,M  dO,M
dt g,  dt

+Qr, AO M
R R/ROAO0

Et

dOoM _ dOM
dt »

+ s, AOM
s S/RA 0
On ajoute les termes des deux équations:

d0,M _ dOgM +(ﬁ e )“0‘7\2
dt Ro_ dt S R/R() S/R "o

Par ailleurs on peut écrire:

dO,M _ dO,M
dt g,  dt

+0 o.M
s S/ROA 0

Par conséquence on en déduit la regle de composition des vecteurs instantanés des
vitesses de rotation :

QS/RO - QR/RO + QS/R
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3.4. Mouvements fondamentaux
3.4.1. Mouvement de translation:

Un solide S est dit en mouvement de translation pur par rapport a un repereRsi
ﬁS/RO = 6,” résulte queVB/RO = VA/RO'

Dans ce cas le champ des vitesses est un champ uniforme, est le torseur cinématique
est un couple.
Qs/ry = 0

Var, #0

o], = {

—

- Va(t)
A Va(2) Va(t) //(' . -
—— e — e — - P \\ ’/ ~ ’/—> ’
VB(t - == VA(t)
7 Vot —
B Vg(t) s(t) =~ PR e
——— L —— - )/ SNl L7 SO -
Vp(t)
Va(t) o
LN ’_\\VA(t) SN
/ \ ! \ / \
" 1 " > 1
AN ! \ / \ /
Vo) Valt")
// \\ /, - \\VB (t,) I, - \\
Coy L =
\ ! \ ! \ /
Ve(t")

Les trois types des mouvements de translations:

= Trajectoireen translation rectiligne.
= Trajectoireen translation curviligne.
= Trajectoireen translation circulaire.

3.4.2. Mouvement de rotation pur autour d’un axe:

Soit un solide (S) est dit en mouvement de rotationautour d'un axe (A)fixe par rapport
a un repereRy.

Soit A un point appartenant a (A) tel que A € (S) alors:

Varr, =0

ey __) _dg - _dg -
EtQR/RO — QS/R() —E.ZO —E.Z
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Soit M € (S) alors:
Vimrrg = Vasry + Qs/rgNAM = Qg/p ANAM

v

On obtient l'expression de I’accélération par dérivation de I'expression de vitesse
précédente:

On a: VM/RO = '(_iS/RoAm

5 aVuyr, dfs/r, —_— = dAM
. = = + -
A|0I‘S VM/RO dt Ro dt Ry ANAM QS/ROI\ dt
dAM dAM = —
Ornous avons: — = —— + Qg/p. ANAM
dt R, dt R 0
dAM = — X
e 0 Car AM est constante par rapport a R.
R
Ce qui donne:
d-(_iS/R R — — —_—_
- — 0
Vmiry = —gr NAM + Qg/pyNQs/py NAM

Ro

Sachant que: (g/g, AQs/r, AAM = Qg/p, (Qs/r,- AM) — AM. (Qg/ry- Us/r, )
Et Qs/g, L AM=Qg/g,. AM =0

Finalement on obtient :

_ dﬁsmo —

Vmrry = Tdt « NAM — AM. O%g/p,
0

(Accélération tangentielle au pointM+ Accélération normale suivantAM).
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3.4.3. Mouvement hélicoidal (translation+rotation)

Soit un axe du repére R, supposant z, reste en coincidence a tout instant avec un
axedu repereR.

On dit un solide est enmouvementhélicoidal si le solide glisse sur un axe fixe z, et si
un point du solide non située sur cet axe a un mouvement hélicoidal autour de cet axe.

Le champ des vitesses est un champ antlsymetrlque s'écrit sous la forme:
Virry = Vasry, + Qs/r,\MA

V\D
11?
v

Le point P est la projection du point M sur le plan (0,1,,],) il décrit une trajectoire
circulaire dans ce plan.

Onadonc: OM = OA + AM = OA + OP
Par ailleurSZVM/Ro = VA/RO + VP/RO

Sachant que: VP,RO = WAﬁP,RO (qui représente une rotation autour de I'axez,)

ae -

Tel que: QP,RO - ZoEt VA,RO = r'Zy(Représente la partie translation le long de

I'axe z, ).

3.4.4. Mouvement plansur plan

On appelle un solide (S)en mouvement plan sur plansi un plan () lié au solide (S)
glisse sur un plan (7,) du repére R,

Le torseur cinématique se réduit dans ce cas a :

_ QS/R() = QTL’/TL’Q
0 Varr,
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Avec ﬁsmo = Qu/my = ‘;—f . Zy Si par exemple(m)est le plan (0,1,7) qui reste dans ce

cas confonduavec le plan(0, 7y, J,).

La formule de transport pour le champ de vitesse de deux points du plan () Aet M :

VA/RO = VM/R() + QTL’/TL’()AAM

Tel que Vg, et V /g, appartenant au plan (i) et (., est orthogonal & ().

Remarque:ll existe un point Tunique varie au cours du temps.appelécentre instantané

-

de rotation(CIR) du mouvement de S parrapport a R tel que 1V1€5/R0 =0

Ro(To.jo. ko)
Figure: Centre Instantané de Rotation (CIR)

On écrit:
VA/R - VI/RO + 'QS/ROAIA
0

= 6 + QS/R()AH

A partir de I'expression de la vitesse I7A/Roon peut déduire que le vecteur position/Aest
perpendiculaire a la vitesse, par conséquence on peut trouver la position du CIR par
I'intersection des perpendiculaire du deux vitesse quelconque et connu.,
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Définitions:

= On appelle basela trajectoire de CIR( le point c)dans le repere R,,.
= On appelle roulantela trajectoire de CIR( le point c)dans le repére R.

Ces deux trajectoires (La base et la roulante) sont deux courbes tangentes en I a
chaque instant qui peuvent servir a définir la vitesse de | par rapport ces deux courbes.
Exercice:

Un systeme mécanique composée d'une barre homogene OA (S;) tournant dans le
plan (0,7,,],) avec une vitesse angulaire w,et un disque homogéne (S,) de rayon R

placé dans le plan vertical (0, 7, k,)rouler sans glissement sure la barre.

1) Donner les vitesses de rotation Qg /g et Qg, /g, €t déduire?is2 /Ro

2) Calculer les vitesses Vaes,, €t Vpes,, €t Viesinsy)
/Ry /Ro /Ro
3) Calculer les accélérations ¥ 4es, / et ¥es, y et Yie(syns,) y
Ry Ry Ry

4) Donner la condition de roulement sans glissement de (S,) sur (S1).
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Chapitre 4 : Géométrie de masse.
4.1. Masse d’un systéeme matériel :
En mécanique classique, a chaque systéeme matériel (S) est associé une quantité scalaire,

appelée : Masse.
La masse d’un solide fait référence a la quantité de matiére contenue dans le volume de ce solide.

4.1.1 Systeme discret :
La masse d’un systeme discret est la somme des n points matériels discrets de masses mi :

n
m — Z m;
i=0
4.1.2.Systeme continu:
Si le systeme est constitué d’un ensemble continu de la masseest définie par la quantitéscalaire m,

et s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue:
m=[dm

a) Si le systeme est volumique

nl=_fdnl=lf;)dv

pest la masse volumique, dv est I'6lément de volume
di

b) Siune dimension négligeable devant les deux autres (Systeme surfacique)
nl=~fdnl=“[acw
oest la masse surfacique, ds I'élément de surface. / /
d:
c) Sideux dimensions sont négligeables (Systeme linaire)
ﬂl:.fdﬂl:.[lcu

Aest la masse linéique, dl élément de longueur.

4.2. Centre d’inertie dl

[ Centre de Masse ]

'Méthode de Guldin |

\

06 = {xg,vc 25} Systéme Linéique Systéme
- Surfaciqlie
1f \ i
Xg= ;J x dm '-
- — 1 f '] d | .
ol m L == ::'=
e Y
Ze = AJ’ zdm Re
m ‘
I’tot
€~ 2n |

44



Cas d’un systéme compose:

Si le systeme est complexe: composé de plusieurs élément (4i). On détermine d’abord le centre
d’inertie de chaque élément (4i) du systéme au point G; ,puis on détermine le centre d’inertie 0G

du systéme comme barycentre des points G; .

oC = 2im;0G;
Xim;
Exemple:
0
Y ? | i
r " G
: ! N/
X i I Xe2 !
0 ; DR
! XaG1 )!(Ga
0G = {xGin}
_ Xgimy + Xgom, + Xgams
X; = =0
my; +m, +my
Exemple 2:

Pendule complexe, composé de deux masses m,, m, et une fil de masse
negligeable.

Le centre de masse: 0G = {x;,ys}

Ygimq,1+Ygom
XG:OetYG: G111 G212

mi+my

Ona:
Yo =y—letlg, =y

Remplacant dans I’équation du centre de masse, nous obtenons:

_ (y=0D.m; +ym,

Y; "
my +m;
v _(my +my)y +m,.1
G m; +m,
v = m,.l
c—=)Y m, +m,
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4.2.1. Méthode d’intégration:
Il s’agit du point « moyen » du systeme, qu’on appelle aussi barycentre, ou centre de masse
défini par la relation:

[GPdm =0
P est un point du solide et le O est le centre du repére avec:
OP=xi+yj+zk
et0G = xgi + yoj + zok

Nous pouvons écrire; OP = 0G + PG

fO—P)dmeﬁ)dm+fP—G)dm
= fO—P)dmeﬁ)dm

fﬁdm:m’
[dm
= ﬁ)Z%fO—P)dm

(
|

Nous obtenons : 0G = {x;, ys, z¢} =>4 Ve = %fy dm
|

Exemple 1:Surface circulaire homogéne plane, de rayon R, n/6<o<m/2

ds=rd9dr,0<r<Ret%<9<§

dm=o0.ds,=>m=o0.s
X = r cosfety = r sinf

D’OI]:S:fds:fOerrf://Zde :RZ_Z(E_E) — Rom

Etm=o0.5

Les coordonnées du centre de masse sont :

1
xG=ZJ‘xdm

6

_ 6 R3 (1 1) R
" R | 3 2)| n

1 R /2
== f r2dr f cos 6 do
™ Jo n/6
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1

}’ng y

Finalement le centre d’inertie du rectangle est:0G = {5,5\/5}

T T

Exemple 2:
On calcule le centre d’inertie des trois solides (rectangle, quart de disque, disque)
séparément puis on déduit le centre d’inertie du solide entier.

1. Centre d’inertie du rectangle:
Masse du rectangle: dm; = o ds,

0<x<a Y
0<y<bh

dm, = o dx.dy, avec{
m; =oca.b

Donc : b

_1fd_0jadjbd_aa2b_a
xGl_ml x ml_mlox xO Y= s an|2’| "2

_1fd—0jadjbd—a b2l b
Yor =Y m1—m10 xoy'y_a.a.b “2172

Le centre d’inertie du rectangle est:0G,- {% : g}

2. Centre d’inertie du quart de disque :

On fait une translation de repére de ‘a’ suivant I’axe (Ox) puis on calcule les coordonnés du

centre de masse: y
L’élément de masse est définie par: dm, = o.r dr.d6

O srs R . o m.R2
Avec{o <y< % et R = 2aon obtient: m, = "

Les coordonnées du centre de masse seront données par :
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Est donc le centre d’inertie du quart de disque est:0G,— {a + S—a,s—a}

3m 3m

3. Centre d’inertie du disque : R=a/2

La masse du disque est définie par: m; = o %.az

Les coordonnées du centre de masse sont : ¥
_ . a_ 3a
Xg—a 2 - 2
_2
Y — 2 h
: 3¢ a
Donc : 0G3- { N 2}
Sachant que : a
m; =oa.b,
__ O m.R?
m, — PR
/s
ms=a 7 az
a b 8a 8a 3a a
EL0Gi- (3.3} 06= fa + 57,52} 065- (3.3}

Les coordonnées du centre d’inertie du solide qui est un systeme composé seront données par:

b 8 3w

¥ _ Xeimy + Xgomy — Xgamz 5 a(l 31 8)
.= =
m1+m2_m3 2+(1_E)

b_2 8a azm
_Yemy +Yeomy —Yesms S

¢ m, +m, —ms _b+(1—E)a

4.2.2. Méthode de Guldin :

1" Théoréme de Guldin:
Elle consiste a faire tourner un arc de courbe de longueur L
autour d’un axe Ox, Oy.

Systeme Linéique

La rotation de I’arc engendre une surface de révolution dont I’aire est
égale au produit de la longueur de I’arc L par la longueur de la
circonférence décrite par le centre d’inertie G de L.

- - - —S
> Si la rotation ce faire autour de I’axe Oy, nous aurons:x; = t;;/;y
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__ Stot/ox

> Si larotation ce faire autour de ’axe Ox, nous aurons:y,; = p—

2eme Théoréme de Guldin: . ,

Systeme Surfacique

Le 2°™ théoréme consiste a faire tourner des solides
surfaciquesautour d’un axe ox, oy.

La rotation d’une surface engendre un volume de révolution est égale
au produit de la surface du solide par la longueur de la circonférence
décrite par le centre d’inertie G de L.

Vtot/oy

> Si larotation ce faire autour de I’axe Oy, nous aurons:x; = s

. . . , 14
» Si la rotation ce faire autour de I’axe OXx, nous aurons:y,; = %’S""

Exemple: Trouver le centre d’inertie d’un demi-cercle.

4

Solution:
> 0G Se trouve sur I’axe oy donc par raison de symétrie, x; =0

Puisque le solide est linaire (cercle) on applique le 1* théoréme de Guldin: Talque la rotation du

demi-cercle par rapport au I’axe (0x) donnons une sphere creuse de surfaceSsyneresoxtel que L est le
périmetre du demi-cercle L = ©R.

D’ou Ssphére/ox = 4nR?
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Chapitre 4 : Géométrie de masse

S 4mR? 2R
Nous obtenons alors: yg = =222 = = = ==

Donc: le centre d’inertie du demi-cercle 0G = {0,%}

Exemple 2 :
Ay

a/2

v

Solution:

_ Vtot/oy
Y x = 2ns

Nous avons: Vtot/oy = VCone - VSphére
., 4 a\
Veotroy = 3% = §7T(2)
§= Stringle - Sdemi—Sphére
az a\?

s=5-1(3)
On obtient:

a3
4 a

anE - (4=

Xg =

— Viot/ox

Y 6= 27S

Nous a-VonS:Vtot/ox = VCone - Vdemi—torre

1 2
Viotrox = Eaz- a—2m. (g) ST (g)

3 4)'2 \4
§= Stringle - Sdemi—Sphére
a2 a2
s=5-7(g)

Mécanique Rationnelle, L2(LMD)




On obtient:
2 T
G35
Y6 = 1T
4

2 T
Finalement: 0G = { a M}

@3 1
4.3. Tenseur d'inertie d'un solide

Définition: On appelle moment d'inertie d'un systeme discret homogeéne par rapport a un axe(A) la

quantité:
n
IA = Z mirzi
i=1

Ou r;est la projection orthogonale du point P; la position de I'élément de masse m; sure l'axe (A).

(

Pour un systeme continu le moment d'inertie est défini par la relation suivante:
IA = jprzdv

pest la densité de masse, dv I'élément de masse.

4.3.2. Tenseur d'inertie

Le tenseur d'inertie en un point 0, tel que (0, 1,7, E) est un repere orthonormé,
noté I, est définie par une matrice symétrique, réelle et diagonalisable.

A —F —-E Ixx _Ixy _Ixz
10: —F B —-D| = _Iyx Iyy _Iyz
~E -D C N S A
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4.3.3. Moment et produit d’inertie de solides

A. On appelle les moments d'inertieles éléments diagonaux du tenseur d'inertie, elle est définie
par les équations suivantes:

I, = j(yz + Zz)dm
L, = j(xz + z%)dm

I,,= j(x2 +y2)dm

Un moment d'inertie caractérise la difficulté de mettre un solide en rotation.

B. On appelle les produits d'inertieles élémentsdu tenseur d'inertie suivant:
I, = j(x.y)dm

I, = j(x. z)dm

I, = j(y. z)dm

Un produit d'inertie il caractérise I'absence de la symétrie d'un corps solide.

I15,admet trois valeur propres réelle et trois direction propre réelle et orthogonale:

Les valeurs propres sont appelées: Moment principaux d'inertie.

Les directions propres sont appelées: Axes principaux d'inertie.

4.3.4. Cas particuliers

1. Le systeme présent certain plan de symétrie: Si (Oxy) est un plan de symérie.

Ixz = f(x Z)dm =0, Iyz = f(y z)dm = OcarZGZO. A
Donc:
| o _Ixy 0
Io=|=Iyx I, 0 >
0 0 I,
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2. Le systéme admet deux plans de symétrie: Si les plan normales a X et Z deux plans de
symeétrie.

I,,=0,1,=01,=0.

) yZ
Donc:
I,, O 0
10: 0 Iyy 0
0 o 1,

3. Le systeme possede un axe de révolution autour d'un axe:Si 0z un axe de révolution.

La matrice est diagonale et les axes X, y jouent le mémerdle au point de vue de symétrie.

Donc: A
A 0 0
Ib=[0 4 0
0 0 C

aveC: A+ B =2A=C+2[z2dm

v

4. Un solide de symétrie sphérique:

Pour un solide de symétrie sphérique les trois axes du
repéré jouent le mémero6le, alors tous les moment

d'inertiesont égaux,l, = I,,,=1,,,

et tous les produit d'inertie sont nulles car tous les plan sont des plan de symétrie,

ILy,=1I,=1,=0.

A 0 0
I,b=[(0 4 o
0 0 4

A

v
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4.4.Théoréme de Huygens

On connait généralement le moment d'inertie d'un solide par rapport a un axe(A)qui passe par le
ce centre d'inertie G, le théoréme de Huygens permet de calculer le moment d'inertie par rapport a
n'importe quelle axe parallele a ().

Le moment d'inertie de ce systéme égale le moment d'inertie par rapport a I'axe(A) qui passe par
ce centre d'inertie G, augmenter au moment d'inertie de la masse m du systéme par rapport a l'axe
(A") paralléle a (A).

Ijp = 1Ijp +m. d?

dest la distance entre les deux axes.

2 2 |

Ye© tZg X6-Y6 XG-Zg 3

D’ou I/AI - I/A+m XG-Yg sz +ZGZ Y6 Zg ( /) |
2 2 A i

X6 Zg Y6-Zg X"+ Y¢ :
——

: d :

Exercices :
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Chapitre 5:
Dynamique du solide rigide

5.1. Rappels sur les quantités dynamiques pour un point matériel
5.2. Elément de cinétique du corps rigide :
5.2.5. Théoréme de Koenig
A. 1% Théoréme de Koenig pour le moment cinétique :
A. 2°™ Théoréme de Koenig pour I’énergie cinétique :
5.3. La dynamique d'un corps solide:
5.3.2. Principe fondamental de la dynamique (PFD)

= La loi fondamentale de la dynamique
= Théoréme des actions réciproque :

5.3.3. Travail et puissance d’une force
5.3.4. Théoreme de I’énergie cinétique



Chapitre 5: Dynamique du solide rigide
5.1. Rappels sur les quantités dynamiques pour un point matériel
5.1.1. La quantité de mouvement:

La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel, de masse m et de
vitesse par rapport au repere Ryest définie par:

P =-m VM/RO
5.1.2. Le moment cinétique:

Le moment cinétique (Moment de la quantité de mouvement)du point matériel M en un point
Oquelconque de I’espace est donné:

0o = OMAamVum /Ry

5.1.3. La quantité d’accélération :

On appelle unequantité d’accélérationd’un point matérielM, de masse mpar rapport au repere
R,la quantité vectorielle suivants:

FM/RO —m VM/RO
5.1.4. Le moment dynamique:

Le moment dynamique (Moment de la quantité d’accélération) du point matériel M en un
point O quelconque de I’espace est donné:

5M/R0 = OM/\m ]/M/RO
5.1.5. L’énergie cinétique:
L’énergie cinetiqued’un point matériel Men mouvement par rapport a R,est donnée par :

1 -2

Ec = EmV M/Ro

5.2. Elément de cinétique du corps rigide :
Soit un systéeme matériel (S)ou'dm un élément de masse autour de M € S.

5.2.1. La quantité de mouvement:
Pour un systeme matériel continu la quantité de mouvement (Résultante cinétique) a un
instant t quelconque :

PS/R0: jVM/ROdm,VMES

5.2.2. Le moment cinétique:
On appelle moment cinétique au point Ola quantité :
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50‘5/}20 = jO—IW)AV)M/RO dm ,VM €S,VO0 € espace

5.2.3. L'énergie cinétique:
L’énergie cinétique Td’un systeme matériel(S)en mouvement par rapport a Ryest donnée par :

5.2.4. Torseur cinétique:

Sachant que:
5OVS/R = jO—IW)AI_/)M/R dm

0 0
- j (OA + AV, _dm

Ry
= O—A)AV)M dm + mAVM dm
/Ry /Ry

Implique que: O-O'S/RO = OAnPg/g, + O-A'S/RO
Nous savons que cette relation est caractéristique d’un torseur (Chapitre2), donc On peut

conclure qu’il existe un torseur appelé torseur cinétique de Spar rapport aR,,

noté{Co S/ }talque:
" 1Ro

[_))S/Ro = jV)M/RO dm,VM ES

{CO'S/RO} ).

O-O'S/RO = jO—IW)AV)M/RO dm,VMeS

Ou' La résultante est égale a la quantité de mouvement d’un point matériel.

6. D'autre expression du torseur cinétique:

Nous avons par définition du centre d’inertie:
.1 (.
0G=— | 0Md
M, J m
En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient :
d — d [—
—M,0G =— | OMd
dt ° dtj m
Dans notre cas (systeme de masse constante) il est possible de permuter les opérateurs

d’intégration et de dérivation.
En conséquence :

— d_—.
MSVG = j%OMdm
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MSVG\ = jV)M/RO dm

La affectée de la masse totale du systeme :

On peut alors écrire que larésultante dutorseur cinétiqueest la quantité de mouvement du

centre de la masse :

ﬁS/Ro = MV,
:fZ)TVTAVM dm ,VMeS
/Ro

{COVS/RO} = {3

5.2.5. Théoréme de Koenig

O'S/Ro

B. 1°"Théoréme de Koenig pour le moment cinétique :

Le moment cinétique de (S) par rapport a G est défini par:
GGS/ jGM/\VM/ dm ,VMeS

Soit M un point de(S)

La vitesse de M dans le référentiel Roest donner par : Vi fp = Vo o ¥ Vu /e
0 0 G

Nous avonsalors :

O'Gs/ jGMA(VG/ +VM/ Ydm ,VMeS

GGS/ jGMAVG/ dm+GMVM/R dm

Ona fG_IViA dm = 0 (définition du centre d’inertie)

On obtient alors :

GGS/ jGMdmAVG/ +GMVM/R dm = jGMVM/R dm—aGs/

Et pour un point quelconque A de I’espace nous aurons par la formule suivant :
8AvS/R0 - 8GvS/RG +46G mVG/RO

C’est ce qu’on appelle le premier théoréme de Koénig pour le moment cinétique.

C. 2°™Théoréme de Koenig pour I’énergie cinétique :

L’énergie cinétique d’un systeme solide par rapport a un révérenciel RO est définie par :
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Or la loi de combinaison des vitesse donne :VM/R = VG/R + VM/R
0 0 G

D’ou
E/RO—l Vou d =1 Ve, +V 2d
¢ ‘Ef M/Rom‘EHG/RO M/R) m

1 =, 1 I — —
—_- 2 _ 2
2f Vo, dm * 2f Vouy, dm + f Ve Vi, dm

1 - - -
Ec/RO==-mV23;, +Ec/G+Vg fVM dm
2 /Ro /Ro /Rg

= __daem
Or NoUS avons .VM/R = 7/G
G

1 - - -
Ec/RO==-mV23;, +Ec/G+V; fVM dm
2 /Ro /Ro /Rg

1 - - d —
=Zml2 + + fhadl
Ec/RO 2mV G/Ro Ec/G VG/RO dt/GfGM dm

Or fG_IViA dm = 0 (définition du centre d’inertie)
L’expression de I’énergie cinétique décrit par le deuxieme théoreme de Koenig:

1 -
Ec/R0=§mV2 + Ec/G

G/Ro

5.3. La dynamique d'un corps solide:
5.3.1. Torseur dynamique:

Définition: un torseur dynamique noté {DOS/R }d’un systéme matériel en mouvement par
' Ko

rapport a un repére R, est définie par:

( ij/ dm,VM €S )
Ro
/R g s, = WAFM dm , VMeS
\ 0' /RO /RO ! A
Ou par I'expression:
( - )
m FG/RO
{DO,S/R } = > —_— ¢
0 505/ :jAMAFM/ dm , VM e S
\ ' /Ro Ro A

Démonstration:
Nous avons par définition du moment cinétique:

3A'5/R0 = ijVM/RO dm VMeS
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Dérivons les deux membresde I’égalité :

d .  (d{— -
%O-A'S/RO —_ j%(AM/\VM/RO)dm

D’ou:
d AM AV dTVil? +AM dV
Et—(AM) = —t(AO + OM)RO = —VA/RO + Vi

d[— = _ _—) — —_—
Donc E(AMAVM/RO) = VA/ROAVM/ROAMAFM/RO

On obtient :
d N — — _— =
ai0nssp, = —jVA/ROAVM/ROdm + jAMAFM/RO dm
On utilisant la relation:M,V, = fVM/R dm
0

Onobtlent -G ,s; = —MVa, Vg, +[AMATu, dm
A”/R, /Ry /Ry /Ro

On aboutit a I’expression qui exprime la relation entre le torseur cinétique et le torseur
dynamique:

505/ fAMAFM/ dm = + _MSVA/ROAVG/RO

d _
dt GA'S/RO

5.3.2. Principe fondamental de la dynamique (PFD)

La dynamique fait la relation entre les causes (les actions mécaniques) et les effets (le
mouvement caractérisé par I’accélération et non la vitesse) annoncé par les principes
fondamentaux de la dynamique de Newton connu par les lois de Newton.

= La loi fondamentale de la dynamique

Soit un point quelconque M du systeme (S), la relation fondamentale de la dynamique s’écrit:

dFlnt + dFeXt = I:)'M/Rodm

F.acAppelées les forces intérieures, sont le résultant des actions d’une partie de systéme
matériel (S) sur une autre partie de (S)

F,..appelées les forces extérieures, sont le résultant des actions du milieu extérieur sur le
systeme matériel (S).
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Remarque:Dans tout ce chapitre on utilise référentiels privilégiés dits galiléens (absolu) dans
lesquels le mouvement d’un point matériel isolé est rectiligne uniforme (le principe d’inertie).

En intégrant sur I'ensemble du systeme matériel (s), nous avons :

demt +deext = fFM/R dm
0.

Les actions mécaniques extérieures qui s'exercent sur (S) sont représentées par un
torseur T, : appelé torseur des forces extérieures dont les éléments de réduction au

point A sont :
_ | Fext
& o= {7

ou 1\7fext est le moment des forces extérieures s’exercant sur le systéeme (S)au point A.
ﬁext = jm/\dFint+ jm/\ dFext = jm/\ FM/R dm
0

Le principe fondamental de la dynamique montre que dans tout référentiel Galiléen, le
torseur dynamique soit équivalent au torseur des forces extérieures:

Posie§ = ooy,

Ou' Les éléments de réduction du torseur dynamique {DO S/ }du systéme (S) sont :
' I Ro
_(D
{DO'S/RO} B {EA}

ou'Dla résultante dynamique du systéme matériel (S) est égale a la résultante des forces
(actions) mécaniques extérieures.

D=mly, =) drex
0

ets,le moment dynamique du systeme matériel (S) au point A est égale au moment des
forces (actions) mécaniques extérieures.
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- = _ daG/RO
8arry = Masg, = at

Pour un systéeme mécanique composé Le moment dynamique est égal a la somme des
moments dynamiques des éléments de systeme.

Remarque:les actions mécanique intérieures qui s’exercent sur un systeme (S) est nul,
donc ils n’apparaissent pas dans la loi fondamentale de la dynamique:{&;,.} = {0}.

7. Théoreme des actions réciproque :

Le torseur des actions extérieures exercées par un systeme fermé S; sur un
autresysteme fermé S, est 'opposé de celui exercé par S,sur S;.

{g‘extsz_)sl} + {g‘extsl_)sz} =0 o {F}, = &
- N
X

Sachant que: S = S, U S,{F,,, » S} = {§... » S1} + {§... ~ 52}

Appliquons le principe fondamental de la dynamique a S; et S,, on aura:
{DO'Sl/RoJ - {gextS/Ro_)Sl} + {gextszqsl}

{DO'SZ/Ro, = {%extS/Ro_’Sz} + {gextslasz}

b OvS/Ro} = {D o?l/Ro} * {D OVSZ/RO}
= {%exfs /R0—>51} * {g‘fﬂswsl} + {L&EXfS/RO—xSZ} * {gexfsﬁsz}

= 8o = ST+ {?"extszasl} * {?’exfsl—ﬁz}

- J
Y

Or {‘gextsz_)sl} + {‘gextsl_)sz} = 0 on peut conclure {Do,S /RO} ={§... > s}
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8.  Travail et puissance d’une force

Le travail élémentaire d'une force Fappliquée & un point matériel P de vitesseVpa l'instant test
égal:

dw =F .dOP

La puissance que recoit une point M de systeme est égal a :

—

—dw—ﬁdOP—ﬁV_’
Tdt - dt P

Sachant que: F = F,,, + F,,,

Nous aurons:
dw = (Fyne + Foxt) .dOPEt P = (Fup + Fort) . Vp

9.  Théoreme de I’énergie cinétique

L’énergie cinétique d'un systéeme discontinu s’écrit :

La dérivée de cette expression par rapport au temps donne :

dEc BRVA .

—=|Vp—dm = fV y, dm

dt Pdt PYp

Or la force a laquelle est soumise a une point Pdun solide de masse M est égale a :

F = [y 'dm , on obtient:

e~ F \Vp =P,
dt

. , N L )z L dE
La puissance est égale a la dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétiqueP = d—:.
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Exercice

On considére un systeme mécanique constitué de deux solides (S) et (S;). une barre AB de
longueurL, et de masse m; et un disque homogeéne de centre C, de rayon R et de masse m,. Le
systeme est en mouvement dans un repére galiléen tel que I’extrémité A de glisse sans
frottement sure I’axe (0,1,). Le solide (S1) est en contact avec (S2) en D tel que (S1) glisse
sur (S2).

X0

1. Exprimer, dans la baseRy (io, Jo, ko )les vecteurs vitesses de rotation Qg, /Ro€t Qs,/r, et
déduireQ./g,
2. Calculer les vitesses Vaes,, €tVges,, .
/Re /o

3. Calculer les accélérations ?’Aesl/ et ?Besz/
Ro Ro

4. Calculer les moments cinétiques et dynamiques suivants:
0451 /Ro eto BS2 /Ro ,551/}20 et 552/R0

5. Calculer les énergies cinétiques du systéme S; et S,.
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