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Preface

Ce cours s’adresse aux étudiants de deuxiéme année cycle préparatoire de 1’ecole
supérieure d’économie, comporte le module d’analyse III (1" semestre). Il contient
I’essentiel du cours avec des exemples. Des exercices d’applications sont proposés
avec (et sans) des solutions en fin de chaque chapitre pour permettre les étudiants
de tester ses connaissances et de se préparer aux tests et aux examens finaux.

On a utilisé les logiciels computationnelle Mathematica et Maple pour réaliser des
figures afin d’interpéter graphiquement les résultats obtenues.

D’aprés mon expérience, lors de ’enseignement de ce module durant quelques années,
j’ai décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fondamentales
lies & ce module. Vu le programme proposé par le ministére , j'ai partagé ce modeste
travail en duex chapitres, Les fonctions & deux variables et Les intégrales doubles.

J’ai présenté ces deux chapitres qui sont programmés au module d’analyse III, en
respectant le contenu (cours et exercices) et I'ordre des chapitres suivant le canevas
donné par le ministére. Enfin, vu les erreurs répétées souvent dans les copies des
examens de ce module, jai constaté que la majorité des étudiants ne donnent pas
I'importance au cours et ils font des exercices en se basant directement sur les corrigés.

Je conseille alors les étudiants de lire d’abord le cours attentivement, de faire tous les
exemples cités aprés chaque résultat donné et enfin de passer a résoudre les exercices
proposé .

Finalement, j’espére que ce document peut aider les étudiants qui veulent maitriser
bien cette partie d’analyse mathématique.
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Chapitre 1

Les fonctions a deux variables

1 Définitions et premiéres propriétés

1.1 Fonction de deux variables

Soit D C R? non vide. La correspondance, qui, a tout élément X = (z,y) de D
associe le nombre réel z est appelée une fonction de D dans R et on la note par
f : D — R. Pour montrer que f(X)estl’¢lément de R associé & X, on utilise la
notation X —— f(X). Par définition, D est appelé le domaine de définition de la
fonction f et Imf ={z € R:3X € Dtel que f(X) = z} I'image de D par f.

Soit D C R% Dans l'espace euclidien R* muni d’un repére orthonormé (O, i, j, k),
lafonction f : D — R est représentée par sa surface.

E=A{(z,y,2 = f(z,y): (z,y) € D}.

] est aussi appelé le graphe de la fonction f.
— Fonctions partielles
Soit f une fonction de D C R? dans R et A(a,b) un point intérieur de D, Les
fonctions :
x> f(z,b) et y — f(a,y)

définies sur un intervalle ouvert contenant respectivement a et b , sont appelées
les fonctions partielles associées & f au point A .

— Lignes de niveau
Soit k € R; I'ensemble {(z,y) € D ; f(z,y) = k} est la courbe de niveau k
de la fonction f.
Les courbes de niveau d’une fonction f (x, y ) fournissent une représentation
géométrique de f sur le plan, alors que son graphe en donne une dans l’espace.
La courbe de niveau k est la projection sur le plan d’équation z = 0 de
I'intersection du graphe de f avec le plan horizontal z = k .

© M. DJILALI



6 Les fonctions & deux variables

Exemples 1.1. 1. On représente la surface de f, f; : [—m, 7|> — R définie par :
fla,y) = @), fi(x,y) = sin(a® + ).

(a) f(z,y) = esin@) (b) fi(z,y) = sin(z? + y?)

FIGURE 1.1 — les surfaces de fonctions f, f; réspectivement

2. La surface de la fonction fo : R2 — R définie par : fo(x,y) = (22 — 3y2)e *" ¥’
comme l'indique la figure ci-dessous et Le graphe de la fonction f5: R? — R
définie par f3(x,y) = 22 — y? est une surface de R3 qui a la forme d’une
selle de cheval, comme l'indique la représentation en perspective de la figure
ci-dessous.

() fa(z,y) = (a2 — 3y?)e > ¥ (b) f3(z,y) = 2 — 3

FIGURE 1.2 — les surfaces de fonctions fs, f3 réspectivement

Exemple 1.2. Soient D = {(z,y) € R?*z* —y*> > 4} et fdéfinie sur D par

fl@,y) = Va2 —y?
1. Au point (2, 1), les fonctions partielles fi : t — 12 — Let fi :t — /4 — 2
sont définies respectivement sur : D; =] — oo, —1] U [1, +00[ et Dy = [—2, 2]

2. Au point (0,0), la premiére fonction partielle f; : ¢t — |t| est définie sur R,
alors que la deuxiéme fonction partielle n’est définie qu’en 0.

© M. DJILALI 6



1 Définitions et premiéres propriétés

Exemple 1.3. On représente les courbes de niveau des fonctions définies par :
fl(xvy) = sin(x - y): f2(x7y) = %7 f3($,y) = Sin(x) - Sil’l(y), f4(l’,y) =
sin(z? + ?)

7

(c) fa(x,y) = sin(x) — sin(y) (d) fa(z,y) = sin(z® + y?)

FIGURE 1.3 — les courbes de niveau des fonctions fi, fo, f3, f4 réspectivement

Exemple 1.4. On représente les domaines de définitions des fonctions définies

par:fi(z,y) = m(y)  foz,y) = Va2 =92, fs(z,y) \/7*'\/15‘1' , falz,y) =
—L  In@?+y?-1)

4—z2—y?

© M. DJILALI



Les fonctions & deux variables

X -2

(a) D1 = {(z,y) € R*|y < 2%y > 0} (b) Dy = {(z,y) € R*|z* —y* > 0}

(c) D3 = {(x,y) € R*2®> + ¢y* <(d) Dy = {(z,y) € R*z® + ¢* <
4y > -z} 422 4+ 4% > 1}

FIGURE 1.4 — les domaines de définitions des fonctions f1, fo, f3, f1 réspectivement

2 Limites et continuité des fonctions de R? dans R

Pour étudier des limites et la continuité des fonctions a deux variables, on a besoin
d’utuliser la distence entre deux points. Pour cela il faut d’abord introduire la notion
de norme dans R? qui généralise la notion de distance dans R.

© M. DJILALI 8



2 Limites et continuité des fonctions de R? dans R

Normes

Définition 2.1. On appelle norme sur R? toute application N de R? dans
[0; +00] possédant les propriétés suivantes :

1. Nx)=0&x=0, pourtout x € R* (séparation),
2. N(Ax) = |A\| N(x), pour tout x € R?, pour tout A € R (homogénéité),
3. N(x+y) < N(x)+ N(y) pour tout x,y € R? (inégalité triangulaire).

On emploie généralement la notation ||x|| pour N(x), qui rappelle I'analogie avec la
valeur absolue dans R ou le module dans C.

Propriété 2.1. Pour tout x,y € R?

Il =1yl < llx =yl < lIxl +lyll-

Définition 2.2. Dans R? muni d’une norme on appelle
— DBoule ouverte de centre A et de rayon r > 0 I'ensemble B(A,r) = {x €
R tel que ||[x — A| <7};
— Boule fermée de centre A et de rayon r > 0 I'ensemble B(A,r) = {x €
R tel que ||lx — Al < r}.

Exemple 2.1. Normes classiques :
Soit p € N*. Dans R?, on utilise les normes classiques suivantes définies pour

x = (21, x9) :

2 2
[y =l 4 fal s [Ixlly =/l + 2], x| = sup{faa], 2]}

Notation. On appelle ||.||, la norme euclidienne et on la note simplement par ||.||.

Exemple 2.2. On veut dessiner les boules fermées de centre (0,0) et de rayon r = 2
relatives aux trois normes classiques de R? : ||.||,, |||l et |||l -
La boule fermée de centre (0,0) et rayon r = 2 est I'ensemble de points

B((0,0),2) = {(z,y) € R*| ||(z,y)] <2}

© M. DJILALI



10 Les fonctions a deux variables

A4

a) [af* + Jy[* < b) f] + Jy| < c) sup{|z], [y[} <

FIGURE 1.5 — les By, By, B, réspectivement

Limite en un point

Définition 2.3. — On dit qu'une fonction f : D C R? — R définie au
voisinage du point A admet pour limite/ € R lorsque x tend vers A
si & tout € > 0, on peut associer § > 0 telque x € D et ||x — Al <0
impliquent |f(x) — (| < e.

On écrit alors, ,11_13114 f(x)="¢.
— On dit que f tend vers +oo quand x tend vers A, ce que l'on écrit
)11_13‘ f(x) = +o0 si pour tout M > 0 il existe § > 0 tel que

x e D\ {A}et|x—A| <= f(x)> M.

— On dit que f tend vers —oo quand x tend vers A, ce que l'on écrit
lirr}‘ f(x) = —o0 si pour tout M < 0 il existe 6 > 0 tel que
X—

x €D\ {Alet|x — Al < § = f(x) < M.

-~

.4

< Proposition 2.1. Lorsque la limite d’une fonction existe, elle est unique.

© M. DJILALI 10



2 Limites et continuité des fonctions de R? dans R 11
-
Proposition 2.2. Une fonction f : D C R* — R définie au voisinage
du point x admet pour limite £ € R lorsque x tend vers A si et seulement
st pour toute suite (xy) d’éléments de D\ {A} qui converge vers A, la
suite des images f(xy) converge vers {.
o
Propriétés 2.1. On suppose que lini f(x) =41 et liHA g(x) = {y. Alors,
X— X—
1. Va,5 €R: linjlq(ozf + B9)(x) = aly + (.
X—
2. lim (fg)(x) = £10s.
x—A
3. 81l #0et VxeD\ {A}:g(x) #0,
) _ b
x=Ag(x) b
4.
lim [7(0)| = |6
-
ﬁ Permutation des limites
Proposition 2.3. Soit f : D C R? — R une fonction telle que
1. lim r,y) =14,
(z,y)—=(xo,y0) f@y)
2. Vx € R, lim f(z,y) existe;
Y—Yo
3. Yy € R, lim f(x,y) existe.
Tr—xQ
Alors, lim ( lim f(ac,y)) = lim ( lim f(x,y)) = /.
Yy—Yyo T—IQ T—x0  Y—Yo
-
4
Proposition 2.4. Soient f,g,h: D C R? — R trois fonctions satisfai-
sant les deux propriétés suivantes :
1. il_r&g(x) = iﬂg(x) =/;
2. ¥x e D\ {A}: g(x) < f(x) < h(x).
© M. DJILALI 11



12

Les fonctions a deux variables

Alors, lirri‘ f(x)="¢.

4 )

4

Proposition 2.5. Soient f,g: D C R? — R deux fonctions satisfaisant
les deux propriétés suivantes :

1. igr}qg(x) =0,

2. vx e D\ {A}: |f(x) —{] < g(x).
Alors, )151114 f(x)="¢.

- /

Remarque. Si la restriction & toute droite passant par A admet la méme limite, on
ne peut pas conclure que la limite existe!

2.1 Coordonnées polaires

Notation : Ry = [0, +00[. On a une application bijective de R, x [0, 27| vers R?
donnée par les formules suivantes :

{ r =rcost (2.1)

y =rsint

Son application réciproque est 'application de R? — R, x [0, 2| suivante :

r :\/m
)

t = 2arctan (2‘2>

T4 /7% + P

Donc en particulier, on a r? = 22 + y2. Dans certains exemples d’étude de continuité
des fonctions il est utile de passer aux coordonnées polaires.

Souvent c’est pratique d’utiliser les coordonnées polaires pour étudier la continuité,
car la condition sur deux variables (z,y) — 0 devient une condition sur une seule
variable r — 0.

Astuces :

— Pour prouver qu’une fonction de deux variables n’admet pas de limite en
A, il suffit d’expliciter une restriction a une courbe continue passant par A
qui n’admet pas de limite, ou deux restrictions qui conduisent a des limites
différentes.

© M. DJILALI 12



2 Limites et continuité des fonctions de R? dans R 13
— Pour ramener le calcul de la limite d’une fonction de deux variables a celui
de la limite d’une fonction d’une seule variable, on passe aux coordonnées
polaires. En effet, tout point (x,y) de R? \ {(x¢,%0)} peut étre représenté
par ses coordonnées polaires centrées autour d’'un point (zg,yy) grace aux
relations :
x =xo+1cos(h),y =yo+ rsin(f) avecr > 0 et 6 € [0, 2.
Exemple 2.3. Montrons que (wl)lir%() ) f(z,y) avec f(x,y) = gii;gzi n’existe pas.
1. On utilise la définition de limite. En effet, le long de I’axe horizontal qui a
équation y = 0, on a
) 322 — 2y? 322 3
lim —— =Ilim-—=—
(z,y)— (0 0) 222 4 3y? T as0222 2
y_
tandis que, le long de laxe vertical qui a équation x =0, on a
lim 322 — 2¢° im —2y? =2
(@a)=(00) 227 + 3y? T 0 32 3
de sorte que les deux limites ne coincident pas.
2. Utilisons les coordonnées polaires; on pose :x = 1 cos(6),y = rsin(f), on a
72(3 cos?() — 2sin?(0))
lim x,y) = hm rcos(f),rsin(f)) = lim
(@,y) (0, O)f( W)= r 30 iy () (6)) r0 r2(2 cos?(0) + 3sin?(0))
_ 3cos*(0) — 2sin*(0)
~ 2cos2(0) + 3sin?()
3 2 2 2
Le résultat varie selon #, donc  lim T T2 existe pas.
(@y)—(0,0) 22 + 3y?
Définition 2.4. Soit f une fonction de D C R? dans R. On dit que f est
continue en A € D si f posséde en A une limite égale a f(A).
Si f est continue en chaque point de D, on dit que f est continue sur D.
Définition 2.5. Soit f: D C R> - Ret A € D. On dit que f est continue en
A ssiV(X,,),cy suite de D telle que lim X, = A, on a hm f( n) = f(A).
n—+4o00o
© M. DJILALI 13
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Les fonctions a deux variables

Prolongement par continuité

Définition 2.6. Soit f une fonction de D C R?\ {A} dans R. Si lirr}‘ f(x)=1¢,
x—

, la fonction f définie sur DU {A} par f(A) = £ et f(x) = f(z) pour x € D
est la seule fonction continue en A dont la restriction & D soit f . On I'appelle
le prolongement par continuité de f a A

Propriété 2.2. Les fonctions élémentaires telles que les polynomes, les fonctions
exponentielles, logarithmiques et trigonométriques sont continues dans leurs domaines
de définition respectifs. La continuité des autres fonctions s’établit, le cas échéant, en
tant que somme, produit, composée, le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule
pas) etc., de fonctions continues.

Exemple 2.4. Soit f la fonction définie sur R? par :

-2 si(x
f(x>y>_ \/m ( >y)7é(070)?
f£(0,0)=0 si (x,y) = (0,0).

Montrons que f est continue en O = (0,0). On sait que, pour tout x = (z,y) € R?, les
real |z| et |y| sont inférieurs ou égaux a /a2 4+ y2. On en déduit que si (z,y) # (0,0),

on a
|z]]y]

1;2—|—y2
< —— < Va2 + 2
Va2 +y?

< [x-0Of-

Ainsi, pour tout € > 0, on a
[x - Ol <e=[f(x) - f(O)[<e

et f est continue en O.

En pratique : Pour I’étude de la continuité,
— On utilise les théorémes généraux sur les limites et la continuité;
— Pour montrer la continuité en un point particulier A, on effectue la translation
x = A + h et on étudie la limite en h =0
— On utilise les coordonnées polaires.

Exemple 2.5.

© M. DJILALI 14



2 Limites et continuité des fonctions de R? dans R 15

B

-4 -2 0 2 4

(a) la surface de la fonction f (b) les courbes de niveau de f

T

FIGURE 1.6 — la surface et les courbes de niveau de f(z,y) = réspective-

ment

1. Soit la fonction f : R? — R définie de la facon suivante
22—y

212 si (z,y) # (0,0),

fo(@y) =
0si (x,y) = (0,0).

Cette fonction est continue sur R? \ {(0,0)} en tant que fraction de fonctions
continues. En (0,0) on a :

I z® —y? . 22 —y* . r?cos’f —r?sin®6
1m a5 . 5 — 1m — = |Ilm .
(z,y)—)(0,0) flf2 + y2 ($—0)2+(y—0)2—>0 :L'2 —|— y2 r—0 7"2

Cette limite est égale a cos? § —sin? §. Le résultat dépend de 6, i.e. il n’y a pas
de limite unique, donc la limite n’existe pas et f n’est pas continue en (0, 0).

2. Soit la fonction g : R? — R définie de la facon suivante :

2

Yy .
—= s (z,9) #(0,0),
g: (my) g VOV
0 si (z,y) = (0,0).

Cette fonction est continue sur R* \ {(0,0)} en tant qu'une fraction des
fonctions continues. En (0,0) on a :

2 2
lim lim = lim

Yy _ Y
(:v,y)%(0,0) A/ .T,'2 + y2 (x_0)2+(y_0)2_>0 A /.'172 + y2 r—0 r

© M. DJILALI 15
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16 Les fonctions a deux variables

-10 Co n 1 1 I
-10 -5 0 5 10

o (b) les courbes de niveau de la fonc-
(a) la surface de la fonction f tion f

FIGURE 1.7 — la surface et les courbes de niveau de f réspectivement

Cette limite est égale au produit des limites : lim,_,o(sin? §) lim,_,o7 = 0, car
|sind| < 1 - une fonction bornée. Finalement, la fonction g est continue en

(0,0) et donc elle est continue sur R?.

(a) la surface de la fonction g (b) les courbes de niveau de g

FIGURE 1.8 — la surface et les courbes de niveau de la fonction g réspectivement

3 Calcul différentiel

Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouverte D de R?

© M. DJILALI 16



3 Calcul différentiel

17

3.1 Dérivées partielles premiéres

Définition 3.1. Soit A(xg,yo) € D. Les dérivées partielles de f en A(zg, yo)
sont les dérivées des fonctions partielles f,, et f, évaluées en A(z, o) :

0 L -
a_£($07yo) = f;o(xo) = ’115% f(zo + ;?JO})L f(x()ayO)’

dérivée partielle de f par rapport & z en A,

0 k) —
8—5(900,?/0) = fg/go(fl/o) = 11912% f(xO’yO ks ]3; f(xo’ yO),

dérivée partielle de f par rapport & y en A.

Si f admet toutes les dérivées partielles premiéres, on dit que f est dérivable.

Notation. % se note d, f ou f,.

En pratique : pour calculer la dérivée partielle 0, f(resp. 9, f), on dérive f comme
si elle était une fonction de la seule variable x (resp. y ) et que 'autre variable, y
(resp. x), était une constante.

3.2 Vecteur gradient

Le gradient de f en (g, o), noté V f(xo,yo) ou encore gradf(xo, o), est le vecteur
dont les composantes sont les dérivées partielles premiéres. Il est orthogonal a la
courbe de niveau de f passant par (xg, 3o).

Exemple 3.1. Les dérivées partielles premiéres de la fonction f définie sur R? par :

fla,y) = =222 + 3wy — o7,
sont 0, f (z,y) = —4dx+3y?, 9, f(z,y) = 6zy—3y*. en (1, 1), grad f(,1) est Vf(1,1) =
(—1,3).

3.3 Plan tangent

Soit D C R* A((wo,y0))f : D — R. Si ﬂ(zo,yo), %(zo,yo) existent, le plan P passe

oz
par A et orthogonal au vecteur n(g—i(:vo, Yo), g—i(:vo, Yo), —1), par définition, ce plan

est appelé le plan tangent a la surface > au point A. Son équation est donnée par

of of

%(l‘o,yo)(x —xo) + 8_90(%’ Yo)(Yo — vo) — (2 — f(20 — o)) = 0.

© M. DJILALI
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Les fonctions a deux variables

Exemple 3.2. le plan tangent au point A(0,1) a la surface > de f(x,y) = —2? —y?,
a une équation —2y — z + 3 = 0.

FIGURE 1.9 — Le paln tangent de la surface de la fonction f.

3.4 Fonctions de classe C!

Définition 3.2. Soit D C R?, f : D — R. On dit que f est de classe C! sur D
et on note f € C!(D) si elle admet en tout point de D des dérivées partielles

d’ordre 1 et si les fonctions %, g—i sont continues sur D.

4 )

.4

Proposition 3.1. Soit D C R?, f,g: D — R.
Si f et g sont de classe C' sur D, alors f + g, \f, (\€R ) et fg sont
de classe C* sur D.

1
Si de plus g ne s’annule pas sur D, —, i sont de classe C'.
99

- /

Exemple 3.3. Les fonctions polynomiales sont de classe C* sur R? et les quotients
de fonctions polynomiales sont de classe C! sur leur ensemble de définition.

© M. DJILALI 18
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4 )

4

Proposition 3.2. Soient DCR% f: D —Retp: 1 — R, o I est un
intervalle de R. On suppose que f(D) C I.

Si f de classe C' sur D et si ¢ est de classe C* sur I, alors la fonction
wof est de classe C* sur D. On a,
of
ox’

S (¢of) = (¢of)

0 0
5o (vof) = <so’of>a—£-

Corollaire. Si f est une fonction de classe C* sur D de R?, f est continue
sur D.

- /

Remarque. Une fonction f peut admettre des dérivées partielles premiéres en tout
point de D de R? et ne pas étre continue en tout point de D.

Exemple 3.4. Soit f,g: R? — R la fonction définie par

i O (z,y) # (0,0),

0 si (x,y) = (0,0).

fr,y) =

On montre que V f(0,0) = 0 et que la fonction f n’est pas continue en (0, 0).
. f(h+0,0) = f(0,0) .. (h+0)0 . 0
Onaaxf(o,@)_’lllj—i% oo hf( | _}l%rr(l)(ﬁ_}l%%_o'
. 0,k+0)—f(0,0) . (0(k+0) .. 0
07 0,0) = i : ST Tl
Tandis que la restriction de f sur la droite y = = donne f(z,x) = % # £(0,0), d’ot

f n’est pas continue en (0,0).

3.5 Dérivées des fonctions composées :

(regle de dérivation en chaine)

© M. DJILALI
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Les fonctions a deux variables

1. CasR—-R? 5 R
Soit f une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles pre-

miéres. Si z et y sont deux fonctions dérivables de R dans R, alors la fonction
de R dans R définie par g(t) = f(z(t),y(t)) est dérivable et :

(1) = G (@lt).y(e)) x 2'(1) + G (alt).w(e)) x /(2.

2. CasR? - R? - R
Si f est une fonction des deux variables x et y , elles-mémes fonctions des
deux variables u et v, on peut définir la fonction composée :

g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v))

et écrire, lorsque les diverses dérivées partielles qui interviennent sont définies :

f;f g—§< (00, 0) X 5 0,0) + 5 ol 0), ) % G2 0)

(%

3.6 Fonction différentiable

Définition 3.3. On dit que f est différentiable en (x¢,yo) s'il existe des
constantes réelles A et B telles que :

f(zot+h, yo+k)—f(zo,y0) = Ah+BEk+||(h, k)| e(h, k) avec lim e(h, k) = 0.

(h,k)—(0,0)
Dans ce cas : A = %(xo,yo) et B = (:I:O,yo) et en note :
0 8
PTI
8x 83/

Théoréme 3.3. Si f est différentiable en (xo,yo), alors f admet des dérivées
partielles en (xg, yo)-
Si f est de classe C' au voisinage de (xo,y0), alors f est différentiable en

(0, Y0)-
Les deux réciproques sont fausses.

© M. DJILALI 20



3 Calcul différentiel 21
En pratique
Soit D C R?, f : D — R, pour que f soit différentiable en (zg,yo) de D, il suffit de
montrer que
. f(xo+h,yo + k) — f(zo,90) — hOy f(w0,y0) — kOy f(w0,90)
lim =0
(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2
Note. les fonctions élémentaires telles que les polynome, les fonctions exponentielles,
logarithmiques et trigonométriques sont différentiables dans leur domaine respectif et
que les propriétés de différentiabilité relatives aux sommes, produits, etc., existent.
Exemple 3.5. Soit f : R? — R définie par :
3
x—y )
S s ) £ 0.0)
fa,y) =
0 si (z,y) = (0,0).
On étudie la différentiabilité de f en (0,0), tout d’abord on cherche 0, f (O, 0) et
_ .. f(h40,0)—f(0,0) . (h+0-0)° -0 _
0.£(0,0). On a : 0,f(0,0) = Ilzli% h = Ilgr(l) (02 L0k
h3
Ml = 3 3
L f0,E+0)—f(0,0) . (0—-k—-00-0 . -k
et 9,/(0,0) = Jim k B (O CE ) = A E R
Donc les dérivées partielles premiéres esistent, maintenant, en appliquant la définition
de la différentiabilité , on a :
i FO+ R0+ K) = £(0,0) = hD.f(0,0) — kD,f(0.0) e —h+k
(h,k)—(0,0) Vh? + k? (hk)=(0,0)  v/h? + k2
) —2h2k + 2hk?
= lim ———
(hk)=(0,0)  (h2 + k2)2
on passe en coordonnées polaires : on pose = rcos(#),y = rsin(f) avec r > 0 et 6 €
0, 27].
© M. DJILALI 21



22 Les fonctions a deux variables

—2h2k + 2hk? o —2r3 cos? O sin @ + 2r3 cos 6 sin?

lim ———— =lim
(hk)=(0,0)  (h2 4 k2)2 =0 r
= lir%(—Z cos® 0sin § + 2 cos  sin? ).
r—

Comme la limite dépend de 6, la limite n’existe pas, d’ou la fonction f n’est pas
différentiabile en (0, 0).

FIGURE 1.10 — la surface de la fonction f

3.7 Dérivées partielles de second ordre

Définition 3.4. Si les fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des
dérivées partielles en (zg,yo), ces dérivées sont appelées dérivées partielles
secondes, ou dérivées partielles d’ordre 2, de f en (z0,y0). On les note

0? 0 0 0? 0,0
8_55];(%’%) = %(a—i)(xo,yo); 8—;:(150,%) = a—y(a—z)(ivo,yo); 51)
0*f 3 8_f 0*f 0 of '

8:5—83/(%’%) = ax(ay)(%"%); m(ﬁco,yo) = a—y(%)(fco,yo)-

© M. DJILALI 22



3 Calcul différentiel 23
3.8 Fonctions de classe C?

Définition 3.5. Soit D C R?, f : D — R. On dit que f est de classe C? sur D

et on note f € C?(D) si elle admet en tout point de D des dérivées partielles

d’ordre 2 et sont toutes des fonctions continues sur D.

4 )
Proposition 3.4. Soit D C R?, f,g: D — R.

Si f et g sont de classe C* sur D, alors f + g, \f, (A€ R ) et fg sont
de classe C* sur D. |
Si de plus g ne s’annule pas sur D, —, i sont de classe C?.

9 9

& _/

Exemple 3.6. Les fonctions polynomiales sont de classe C? sur R? et les quotients

de fonctions polynomiales sont de classe C? sur leur ensemble de définition.

4 )
Proposition 3.5. Soient D CR%, f:D - Retp:I — R, oi [ est un
intervalle de R. On suppose que f(D) C I.

Si f de classe C? sur D et si @ est de classe C* sur I, alors la fonction
wof est de classe C?* sur D.
- _/
Theorem de Schwarz
Théoréme 3.6. SOQient D C R? et f : D — R une fonction possédant des
dérivées partielles aax_afy et % continues en A € D. On a alors
0 f 0 f
(A) = (A).
0xdy Oyox
Exemple 3.7. Donnons un contre-exemple. Soit f : R? — R la fonction définie par
3y
st (z,y) # (0,0),
2 | .2
flay) =4 © Y
0 si (z,y) = (0,0).
© M. DJILALI 23
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La fonction f est de classe C* sur R? \ {(0,0)} car quotient de polynomes, et on
trouve, pour (z,y) # (0,0),
of _2?y(a® +3y?) | Of

et =(0,0) =

0.0 232 — )
o (224 y2)? Dy

(22 + y2)2

On a d’autre part g—f(O, 0) = %(O, 0) = 0, car les fonctions partielles en 0 sont nulles.
I Yy

On en déduit que

o0 f . Lof af . h—=0
axay(o’o) B illlg(l) i_z(%(h’o) a %(O’O)) B llzlgtl)T =1
Pf o 10f of
é)yiaa:((L O) - %ig% 7;(25;«1)7k) __'EE;((L 0)) - iﬁg%() =0.
On a donc
0*f *f

8a;8y(0’0) 7 8yax(0,0)-

ne sont pas toutes deux continues en (0, 0). La fonction

2f 2f
ozxdy et Jyox
f n’est pas de classe C% sur D. Par contre, elle est de classe C!, car on montre

aisément que les dérivées partielles d’ordre 1 sont continues en (0, 0).

On en déduit que

~
T

N
T

!
&

)

-4 -2 0 2 4

(a) la surface de la fonction f (b) les courbes de niveau de f

FIGURE 1.11 — la surface et les courbes de niveau de la fonction f réspectivement

— Fonction de classe C*
Si les fonctions dérivées partielles d’ordre k sont continues sur D C R?, on dit
que f est de C* sur D.
Si les dérivées partielles de tous ordres existent, f est dite de classe C* sur D.
Exemple 3.8. les fonctions élémentaires telles que les polynémes, les fonctions
exponentielles, logarithmiques et trigonométriques sont de classe C*> sur leur
domaine respectif.
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4 Extremums 25

— La matrice Hessienne
Soient D C R? f : D — R. La matrice Hessienne de f en (zg,y) est la
matrice de taille 2 x 2 dont les entrées sont les dérivées partielles secondes :

5xzf(330; yO) azyf(xm yO)

8yacf(x07y0) 8yyf(x0,y0)

Hf(l'o, yO) =

Son déterminant est le réel AH ¢ (0, Yo) = Opa f (20, Y0)Oyy f (T0, Yo) — Oy f (T0, Y0)Oya f (20, Yo)-

3.9 Polynome de Taylor d’ordre 2

le polynéme de Taylor d’ordre 2 autour de (g, yo) est donné par

Py(x,y) = f(x0,90) + 0xf (20, Y0)(x — o) + 8yf(x0, Yo) (Y — Yo)

+ %(@mf(wo, Yo)(z — x0)* + 204y f (20, Y0) ( — 20)(y — Yo) + Oyy f (0, y0) (y — yo)z)-

4 Extremums

Définition 4.1. Soient D C R%, f: D — R, A € D.
On dit que f admet un maximum global (ou absolu) en A si

vx € D, f(x) < f(A).
On dit que f admet un maximum global (absolu) en A si
vx €D, f(x) > f(A).

On dit que f admet en A un extremum global si elle admet en A un maximum
ou un minimum global.
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Définition 4.2. Soient D C R%, f: D - R, A € D.
On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en A s'il existe r > 0 tel
que

Vx € B(A,r)ND, f(x) < f(A).

On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en A sl existe r > 0 tel
que
Vx € B(A,r)ND, f(x) > f(A).

On dit que f admet en A un extremum local si elle admet en A un maximum
ou un minimum local.

Remarques. — Si f admet en A un extremum global, elle admet en A un
extremum local.

— Si les inégalités précédentes sont strictes pour x # A, on dit qu’on a un
extremum strict.

4.1 Condition nécessaire du premier ordre

Théoréme 4.1. Soient D C R%, f : D — R, possédant sur D des dérivées
partielles d’ordre 1, et A un point de D. Si f admet un extremum local en A,

alors V fa = 0.

4.2 Les points critiques (stationnaires)

Définition 4.3. Soient D C R?, f : D — R, possédant sur D des dérivées
partielles d’ordre 1, et A un point de D. Si Vfa = 0, on dit que A est un
point critique (stationnaire) de f.

Note. — Pour déterminer les extremums sur un ouvert d’une fonction possédant
des dérivées partielles, on commence par déterminer ses points critiques.
— L’annulation du gradient n’est qu'une condition nécessaire d’extremum et
n’est pas suffisante.
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Etude directe : Aprés avoir déterminé un point critique (zo, o), on peut aussi
étudier directement le signe de la différence

D(h,k) = f(zo + h,yo + k) — f(20, Yo)-

Si cette différence est de signe constant pour h et k voisins de 0, il s’agit d’un
extrémum local (un maximum si D < 0, un minimum si D > 0). Sinon, il s’agit d'un
point selle (col).

Mieux, si le signe est constant pour h et k quelconques, alors 'extrémum est global.

Exemples 4.1. 1. Soit f:R? — R définie par : f(z,y) = 2%y — x3°.
On a0, f(z,y) = y(2x —y), 0, f(z,y) = z(z — 2y).
Son gradient est nul en (0,0), mais f(0,0) = 0 et pour h et k voisins de 0,
on a D(h,k) = h?k — hk?, la restriction de f sur la droite y = —z donne
D(h,—h) = —2h3 et la différence D change de signe au voisinage de 0, donc
f n’admet pas d’extremum en (0,0). D’ou (0,0) est un point selle.

2. La fonction définie sur R? par
flx,y)=—a2*—y*+ry—2+5y—3
a pour dérivées partielles
Opf(x,y) = 204+y—1, O0,f(x,y) =x—2y+5).

Le seul point critique est (1, 3). En faisant un changement d’origine, on étudie,
pour tout (h, k) € R?,

fA+h,3+k)=—h*> K>+ hk + 4.

Comme —h* — k* + hk = —(h— 3k)* = 2k* <0, on a f(1+h,3+ k) <4, i.e.
f(A+h,3+Ek) < f(1,3), ce qui montre que f admet un maximum global en
(1, 3).

3. La fonction définie sur R? par

1
flzy) =2+ — L

a pour dérivées partielles
0uf(2.9) = 20 — . O,f(2.) = 2y — 1)
zJ L, Y) = &% 1697 yJ\L,Y) = 4Y 161'-
Le seul point critique est (0,0). On étudie, pour tout (h, k) € R?,
1
f(h k) =h*+k* — ok

Comme h* + k* — thk = (h— 3k)> + 2k > 0, on a f(h,k) > 0, i.e.
f(h,k) = £(0,0), ce qui montre que f admet un minimum global en (0, 0).
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28 Les fonctions a deux variables

(c) La surface de la fonction f3

FIGURE 1.12 — Les surfaces des fonctions fi, fs, f3 réspectivement

4.3 Conditions suffisantes du second ordre

Théoréme 4.2. Soit D C R%, f : D — R de classe C? et A un point critique
de f . On pose

92 f 92 f o0 f |
7= @( I &= 69083/( ), t= 3_312(A) (notations de Monge).

— Sirt — 5% >0, la fonction f admet un extremum local en A qui est un
minimum st r > 0 et un mazimum si r < 0.

— Sirt —s? <0, la fonction f n’a pas un extremum en A.

— Sirt —s?=0, on ne peut pas conclure.

Remarques. — Le nombre rt — s% est le déterminant de la matrice Hessienne de
f.
— Pour le cas rt — 5% = 0, on ne peut pas conclure a partir des dérivées secondes,
on utilise 1’étude directe (la précédente).
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Recherche des extrema :

— Déterminer des points ou f n’est pas de classe C! et regarder les valeurs de
f en ces points. Par exemple, la fonction f(z,y) =1 — /22 + y? admet un
maximum a l’origine mais on ne le trouve pas parmi les points critiques.

— Rechercher les points critiques.

— Etudier les points critiques.

(a) f(z,y) =1— Va2 +y?

FIGURE 1.13 — La surface de la fonction f

Exemple 4.2. Extrema locaux et globaux de f(z,y) = —22%y + 222 + y* sur R?.
Points critiques :

of
= =222 42y =0 —t+y =0
dy

On trouve alors trois points critiques (0,0), (1,1) et (—1,1).

pt critique (0,0) | (1,1) | (-1,1)
pr— P 4 0 0

s =—4x 0 -4 4
t=2 2 2 2

A =rt— s 8 —16 —16
Signe de r >0

Nature du pt critique : | min | pt selle | pt selle
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Les extrema globaux : on voit que

lim f(z,0) = lim 22? = 400

r—+o0 r—+o0

donc pas de maximum global. Pas de minimum global non plus car

lim f(z,-2) = lim —22*+4=—o0

r—+oo r—+oo

(a) f(z,y) = =222y + 22* + 3

FI1GURE 1.14 — La surface de la fonction f

Exemple 4.3. On cherche des extrema locaux de g(z,y) = 2* + y* — 222 sur R?.

On trouve 3 points critiques (—1,0), (0,0), (1,0) pour lesquels on ne peut pas utiliser
le critére car RT — S? = 0 mais g(z,y) = (22 — 1)? + y* — 1 donc en (£1,0) il y a un
minimum local. En (0,0) on a ¢g(0,0) = 0 et au voisinage de (0,0) on a des valeurs
positives et négatives ¢(0,y) = y* > 0 et g(y,0) = 2* — 22% < 0 pour z suffisamment
petit. Donc (0,0) n’est pas un max ni un min, c’est un point-selle.
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F1GURE 1.15 — La surface de la fonction f

5 Applications économiques des fonctions a deux va-

riables

5.1 Applications économiques des dérivées partielles

Dans ce paragraphe, nous allons voir deux applications économiques des dérivées
partielles : le Cotit marginal et la productivité marginale.
— Cout marginal
La fonction de coiit conjointe :

C= Q(x,y)

est definie comme etant le cotit de production des quantités x et y de deux
biens. Nous pouvons calculer les dérivées partielles de C' par rapport a = et
par rapport a y :

oC

e

oC

8_y :
Exemple 5.1. Si la fonction de cotit conjointe pour produire des quantités x
et y de deux biens est :

colit margmal par rapport a x.
(5.1)
colit marginal par rapport a y.

C=a>—ay+y*+3z—2y+1

calculons le cotit marginal par rapport a z :2¢ = 2z — y + 3

oz
et le cotit marginal par rapport a x :% =—x+2y—2.

© M. DJILALI
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FIGURE 1.16 — La surface de C(z,y) = 2> —xy + 3> + 3z — 2y + 1

— Productivité marginale

Pour produire la plupart des biens, on a besoin d’au moins deux facteurs de
production tels que le travail, le capital, la terre, les materiaux ou les machines.
Une fonction de production z = f(x,y) signifie qu'une quantite z d’'un bien
est fabriquée a I’aide des quantites x et y de deux facteurs de production. On
peut alors calculer la derivée partielle de z par rapport a x qui nous donne la
productivité marginale de x et la derivée partielle de z par rapport a y qui
nous donne la productivité marginale de y.

Exemple 5.2. Si la fonction de production d’un bien est donnée par : Z =
2?2 — 3y* + 2zy

la productivité marginale de = est égale a :

o0z
— =2 2
B T+ 2y

et la productivité marginale de y est égale a :

07z

a—y = —3x + 2x.

5.2 Multiplicateurs de Lagrange

Dans de nombreuses applications pratiques de maximisation ou de minimisation, le
probléme est de maximiser ou minimiser une fonction donnée assujettie a certaines
conditions ou contraintes sur les variables impliquées.

La methode des multiplicateurs de Lagrange est employée pour obtenir un maximum
ou un minimum d’une fonction soumise a des contraintes d’egalite.

Supposons que f(x,y), appelée fonction objectif, doit etre maximisée ou minimisée
sous la contrainte g(z,y) = 0. Formons une fonction auxiliaire appelée un lagrangien :

F(x,y,\) = f(z,y) + A\g(z,y)
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FIGURE 1.17 — le Graphe de Z = 2% — 3y% + 2zy

ou A (multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Pour que cette fonc-tion passe par
un extrémum, il faut que les trois equations suivantes soient satisfaites simultanement :

OF _0f | 9y

%—a—m‘i‘)\.a—xzo.

OF 0f . dg

o = oy Vo, = (5.2)
oF

a—g(sv,y)—()-

La solution du systéme de trois equations a trois inconnues (z, y et A) ci-dessus fournit
les points critiques de la fonction sous contrainte. Ces points critiques satisfont la
contrainte, mais il reste encore a determiner s’il s’agit effectivement d’un extremum.
Pour cela, on utilisera le resultat suivant :

— On a un maximum en (z,y) = (a,b) si, A >0, %275 <0et %2—5 <0

Y
9%F

— On a un minimum en (z,y) = (a,b) si, A >0, 5z > 0 et %275 > 0 avec

A = 0%F 9°F ( 0*F )2.

— 822 8y2 ~ \9xdy

Si A <0, il faut examiner la fonction au voisinage de x, y.
Exemple 5.3. Soient a determiner les minima et maxima de la fonction objectif
f(z,y) = 6ry — 4a* — 3y°

sous la contrainte :2x + y = 25.
La contrainte s’écrit g(x,y) = 2x + y — 25 = 0. Le Lagrangien est donnée par :

F(x,y) = 6zy — 4% — 3y* + \(5x +y — 25).
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Résolvons le systéme :

a—F=6y—891:+2)\:0.

ox

OF

— =6z —6y+\A=0. 5.3
oy 0T Oyt (5.3)
OF

— =2 —28=0.

B Tty 8=0

On obtient xy = 9,y = 10. Pour determiner si le point critique (9,10) est un
extremum, il faut calculer les derivées partielles du deuxiéme ordre :

_PF_ _OF O*F

" o~ T dagy

Et comme A =1t —s2 =12 > 0,r < 0 et t < 0, alors la fonction objectif sous la
contrainte 2z + y = 28 : posséde un maximum en xy = 9 et yo = 10.

Nous avons donc trouvé la solution qui maximise la fonction objectif tout en respectant
la contrainte.

Remarque. Remarquons que cette méme fonction, si elle n’est pas soumise a la
contrainte 2z + y = 28 ne posséde pas un maximum au méme point, cette fonction
posséde un maximum en (0, 0).

FIGURE 1.18 — Le Graphe de f(z,y) = 6zy — 422 — 3y?, g(x,y) = 2z +y — 28.

5.3 Applications économiques des multiplicateurs de Lagrange

IT y a beaucoup d’applications économiques des minima et maxima sous contraintes.
Par exemple, si un producteur fabrique deux biens, il pent vouloir minimiser le
cotit total tout en devant fabriquer une quantité totale minimale specifiée; une
compagnie peut désirer maximiser ses ventes résultant de deux publicités effectuées,
tout en observant la contrainte du budget de publicité; un consommateur pent
vouloir maximiser sa fonction d’utilité provenant de la consommation de certains
biens, tout en étant restreint par son budget.
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5 Applications économiques des fonctions & deux variables 35
Exemple 5.4. Un consommateur dépense son revenu de 34 mDA pour 'achat de
deux biens : x et y. Les prix de = et de y sont respectivement 2mDA et 3 mDA. La
fonction d’utilité du consommateur est donnée par la formule :
U= 22> —y*+xy — 2 — 10y.
Combien d ’'unités du bien x et du bien y doit-il consommer pour maximiser son
utilité ?
La fonction objectif a maximiser est U = —22% — 4% 4+ 2y — 22 — 10y.
La contrainte est 2z 4 3y — 34 = 0.
Formons la fonction auxiliaire :
F(x,y,\) = —22° —y* + 2y — 22 — 10y + \(2z + 3y — 34).
On cherche ensuite les dérivées partielles par rapport a x,y et A :
oF
— =—dr+y—2+2\
ox
oF
— = 2y+z—10+ 3\ 5.4
o Y (5.4)
oF
— =2z + 3y — 34.
ax v
Pour trouver un extremum, on annule ces 3 derivées partielles :
—dr+y—24+2X=0.
—2y+x—10+3X=0. (5.5)
2z + 3y — 34 = 0.
et en résolvant pour x et y, on trouve : x = 5,y = 8.
On calcule les derivées partielles de deuxiéme ordre afin de déterminer la nature de
ce point critique :
O*F O*F O*F
T:—:—4’t:—:—2’s: =
Ox? oy? 0x0y
Et comme A =7t —s2=T7>0,r <0ett <0, il sagit d'un maximum.
Par consequent, quand le consommateur dépense 10 mDA et 24 mD A pour 'achat
de deux biens x et y respectivement, son utilité est maximal sous la contrainte d'un
revenu de 34 mDA.
Note. On notera que, dans ce cas, la valeur de A ne présente pas d’interet et n’est
donc pas cherchée.
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36 Les fonctions a deux variables

0 (R
2=-2X°— P +x y-2x-10y, z:2x+3y——321%% > 2
~300%

FIGURE 1.19 - Le Graphe de f(z,y) = —22?—y*+zy—22—10y, g(z,y) = 22+3y—34.

6 Exercices corrigés

Exercice 6.1. Soient x,y,z € R%. Montrer que
Ix—z[ _ _lx=vl ly — 2]
Lt fx—z| " L+[x—yll 1+][y—z|
Solution 6.1. On a :
Ix — 2| 1 1
S et | [ S
1+ [Jx — 2 1+ [|x — 2] L+ [x =yl + [ly — =]l
_ k=l lly =zl lx—y ly —z|
Lt fx =yl +ly -zl " 1+lx—yll  1+][y—zl

Exercice 6.2. Soit f la fonction définie sur R? par
x>

y* — 4y’ + Ha?

f£(0,0)=0 si (xz,y) = (0,0).

1. Montrez que la restriction de f a toute droite passant par l’origine est continue.

f(x,y) = si (,y) # (0,0),

2. Montrez que la fonction f n’est pas continue a ’origine.
Solution 6.2. Remarquons tout d’abord que la fonction est bien définie dans R>
PULSQUE
y* — dyPr + 507 = (1 — 22)% + 22
ne s’annule qu’en (0,0).
1. La restriction de f aux droites x = 0 et y = 0 est la fonction nulle.
La restriction de f a la droite y = mx, avec m # 0, donne :
m2x
mix? —Adm?x + 5

flx,mz) =

et tend vers 0 quand x tend vers 0.
Comme f(0,0) =0, la restriction de f a toute droite passant par l'origine est
donc continue.
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6 Exercices corrigés 37
2. Considérons la restriction de f a la parabole x = y*. On a :
2
v _1
f(x7 X ) - 2y2 2
Par conséquent, f(y*,y) ne tend pas vers 0 quand y tend vers 0.
(a) La surface de la fonction f (b) Les courbes de niveau de f
FIGURE 1.20 — La surface de et Les courbes de niveau de la fonction f réspectivement
Exercice 6.3. On considére la fonction f définie sur R?\{(0,0)} par : f(z,y) = miiﬁ
[ admet-elle une limite en (0,0) ¢
Solution 6.3. Pour trouver la valeur de la limite, si elle existe, il suffit de calculer la
limite d’une restriction a une courbe continue passant par (0,0). On a f(0,y) = 0 pour
tout, donc si la limite existe elle est 0. Pour vérifier que c’est bien la limite on passe
en coordonnées polaires : on pose x = rcos(f),y = rsin(f) avec r > 0 et 6 € [0, 27].
73 cos?(0) sin(6)
lim x,y) = lim f(rcos(f),rsin(f)) = lim -
(@) —(0,0) f( y) 7”%0 f( ( ) ( )) r%O TQ(COSQ(Q) + SIIIZ(Q))
IRT 2 .
= 11_{% r cos”(0) sin(h),
Vo
en effet, ( l)irrzo O)f(:v,y) = 0 car la fonction 6 — cos?(0)sin(6) est une fonction
x?y _> b
bornée.
Exercice 6.4. Soit f : R? - R
X .
gy # 0,
fo(@y) =
0 siy=0.
Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la fonction f n’est pas continue en (0,0).
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) N

-4 -2 0 2 4

(a) La surface de de la fonction f (b) Les courbes de niveau de f

FI1GURE 1.21 — La surface de et Les courbes de niveau de la fonction f réspectivement

Solution 6.4. % = lim (0,0 = SO0, 9 — Jim f(0,k) = £(0,0)

=0.
h—0 h k—0 k
La fonction f n’est pas continue en (0,0) car la restriction de f a la parabole v =y

donne : limy f(y?,y) = 1# 0 = /(0,0).

2

Exercice 6.5. Soit f : R?> - R

w2y .
——— i (z,y) # (0,0),
flay)y=q V@)
0 si (z,y) = (0,0).
Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la fonction % : R? — R n’est pas continue en
(0,0).
Solution 6.5. On a : 3 = lim fh0) = 70,00 _ = lim f0.8) = 70.0)
0 T h—0 h Y k=0 k
Puisque
209,2 _ .2
ayt(2y" —a®)
— = si(z,y) # (0,0),
of (z,y) = (* + y?)°
ox”
0 si (z,y) = (0,0).
1
la restriction de f a la droite y = x donne : glElLI(l) %(z,x) = Wi #0= g—i(O, 0);

ce qui entraine que la fonction % n'est pas continue en (0,0).
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(a) La surface de la fonction f (b) Les courbes de niveau de f

FIGURE 1.22 — La surface de et Les courbes de niveau de la fonction f réspectivement

Exercice 6.6. Soit f : R*> — R la fonction définie par : f(x,y) = e*'sin(zy).
Donner I’équation du plan tangent a la surface ) de f au point A(1,7).

Solution 6.6. Puisque pour tout (x,y) € R :
5 (x,y) = e N(sin(zy) +y cos(wy)) et 5L (x,y) = we™ cos(xy),
2

I’équation du plan tangent a la surface >, de f au point A(1,%)(z — 1) est

-+ 20— - -n=0

oy 2 2
d’ou, ’équation est v — z = 0.

Exercice 6.7. Soit la fonction définie sur R? par :

2%y +ay?
— 5 si(z,y) #(0,0),
flay) =4 TV
0 si (x,y) = (0,0).

1. La fonction f est -elle continue en (0,0).

2. Déterminer si les dérivées partielles g—ﬁf(0,0) et g—gf(0,0) existent et les
Calculer le cas échéant.

3. La fonction f est -elle de classe C* sur R?.
4. La fonction f est -elle différentiable en (0,0).

Solution 6.7. 1. -La continuité de f en (0,0) : on pose x = rcos(),y = rsin(6)
tels que r > 0,60 € R.
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40 Les fonctions a deux variables

2 2
On étudie la limite  lim M On a
(z,y)—(0,0) T°+ Yy

Py t+ay’ _wylety) .
PR R ey R rsin(6) cos(6)(sin(0) + cos(6)) hd 0.

Car V0 € R, sin(f) cos(6)(sin(f) + cos(f)) bornée.

On en déduit que ( I)m% )f(x, y) = 0= f(0,0). La fonction est donc continue
z,y)—(0,0

en (0,0) . De plus, f est continue sur R*\ {(0,0)} car quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas, donc f est continue sur R?.

(h40)40
h — 0(h+0
9. Caleul ded,7(0.0) - 0,/(0.0) = tim L 00 =J0.0 _ o 00+ Dgsopc
h—0 h h—0 h
nn =Y
La dérivée partielle par rapport a x en (0,0) existe et égale a 0.
(k+0)+0
k — 0(k+0 s
Caleul de 9,£(0,0) : 8, (0,0) — lim L 0FFO = (0.0 _ o Ok Ogigm
k—0 k k—0 k

La dérivée partielle par rapport a y en (0,0) existe et est égale a 0.

3. Détude de classe C* sur R? : on doit calculer les dérivées partielles sur le
reste du domaine et vérifier si elles sont continués ou non en (0,0) qui est le
seul point qui peut poser des problémes.

— Calcul de 0, f(x,y) pour (z,y) # (0,0) :

~ Qry+9°) (@4 y°) -2z 2Py +ay?) Y (=2 + 22y + 1)
Of o) = @t P T @iy

2(_424 00 2
% = sin*(0) (sin*(#) — cos*(0) + 2sinf cos ). Par suite :
Y2+ 2my 4y
lim 5
(,9)—(0,0) (22 +y?)
déduit que la fonction 0, f(x,y) n'est pas continue en (0,0) , mais elle
est continue sur R*\ {(0,0)} car quotient de fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas.
— Calcul de 0, f(x,y) pour (z,y) # (0,0) : par symétrie de f :

On a

n’existe pas car elle dépend de 6. On en

2? (—y® + 2xy + 2°)
(a2 +y?)°

ayf(xa y) -
On a

2? (—y* + 2ay + 2?)
(2 + y2)°

= cos’(f) (cos®(0) — sin*(0) + 2sin 6 cos ) .
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6 Exercices corrigés 41

2,02 2

Par suite :  lim  ~ (=y" + 29:y2—|— )
(z,y)—(0,0) (22 4+ y?)

On en déduit que la fonction O, f(x,y) n'est pas continue en (0,0) , mais

elle est continue sur R\ {(0,0)} car quotient de fonctions continues dont

le dénominateur ne s’annule pas.

D’ot , la fonction f est continue sur R? | elle admets des dérivées partielles

sur R? et ses dérivées partielles sont continués sur R\ {(0,0)}.

On conclut que la fonction f est de classe C* sur R?\ {(0,0)} , mais n'est

pas sur R2.

4. L’étude si f est différentiable en (0,0) : Soit la fonction

n’existe pas car elle dépend de 6.

f(h+0,k+0)— f(0,0) — hd, f(0,0) — kd,(0,0)  h%k + hk?

e(h, k) := = .
(h, k) VhZ + k2 (h? + k2)3/2
h%k + hk?
On calcule " kl)in%o ) m, on pose x = rcos(0),y = rsin(0) tels que
K % bl +
r>0,0¢cR.
h%k + hk?
W2hthk? : :
On a EORE sin(#) cos(#)(sin(6) + cos(f)), donc (h,kl)lg%o,o) 0 1 )

n’existe pas car elle dépend de 6 . On conclut que la fonction n’est pas diffé-
rentiable en (0,0).

-

I I L 1]
-10 -5 0 5 10

(a) La surface de la fonction f (b) Les courbes de niveau de f

FIGURE 1.23 — La surface de et Les courbes de niveau de la fonction f réspectivement

Exercice 6.8. f:R? — R la fonction définie par
flz,y) = =2 + 2zy + ™.

Trouwver son polynome de Taylor d’ordre 2 autour de (1,0).
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42 Les fonctions a deux variables

Solution 6.8. La fonction f est de class C* sur R%. Pour tout (x,y) € R?, on a
Opf(x,y) = =204 2y +ye™, et O,f(z,y) =2z + xe™,
PULS

aa:a:f(‘ra y) = _2 + era:y’ axyf(x7y) = 2 + (.’L‘y + 1)ezy7 et ayyf(m,y) = ‘T2€zy'

On a alors, f(1,0) = =1, 0,f(1,0) = =2, 0,f(1,0) =2, O f(x,y) = =2, Oy f(1,0) =
1.

3. 0, /(1,0) =
On a donc,
Py(z,y) = f(1,0) + 9, f(1,0)(z — 1) + 9, f(1,0)y
45 (00 F QL) (& — 1 4200, F(1,0)(x — )y + 8, f(1,0)5?)

:—1—|——2(:L‘—1)—|—2y—|—%<—2($—1)2+6($_1)y+y2>

1
:—x2+§y2—y+3xy—1.

1
2=-2P42x y+Exp[x y], z:—x2+—);—y+3x y-1
2

FIGURE 1.24 — La surface de la fonction f et de Py(z,y)

Exercice 6.9. Etudiez les extrémums de la fonction f définie sur R? par :

fla,y) =2 +y* — 4z —y)*.

Solution 6.9. — Comme la restriction f(x,0) = x* — 422 peut tendre vers +oo,
il n’y a pas de maximum global sur R2.
— Un extrémum local (relatif) de f vérifie les conditions nécessaires :

)

g_f :4x3_8(x_y)20 :L,3+y3 :O xr
< A

8_5 — 4>+ 8(z —y) =0 {f?’—?(@“—y) =0 {963—4@“
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Les points critiques sont donc : (0,0), (2,—2),(—2,2). Pour les étudier, calcu-
lons les dérivées secondes :

an 82 an

az(0y) = 1207 =8, s = o o (,y) = 12y° — 8, e (z,9)
pt critique (0,0) (2,-2) (—2,2)
r=12x°>—8 -8 40 40
5s=28 8 8 8
t=1222 -8 -8 40 40
A =rt—s? 0 1536 1536
Signe de r >0 >0
Nature du pt critique : | rien conclure | min local | min local

— FEn (0,0), on a A = 0 . On ne peut donc pas conclure avec les dérivées
secondes.
Ezxaminons le signe, au voisinage du point étudié, de deux restrictions : on a
fO+h0+k)=n*+k*—4(h—k)*, (hk) voisinage de (0,0).
pour k = h, f(h,h) = 2h* > 0 et pour k = —h, f(h,—h) = 2h* — 16h> =
—16h* < 0. Les signes étant différents, le point (0,0) n'est pas un extrémum.

— Avec des transformations algébriques, on peut obtenir :
fle.y)+32= (" -4+ (" 4" + 4z +y)* > 0.

Il s’agit donc d’un minimum global dont la valeur est f(2,—2) = f(—2,2) =
—32.

z:)(4 +y4 —4(x-y)

FIGURE 1.25 — La surface de f(z,y) = o* + y* — 4(z — y)°.
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Exercice 6.10. Soit f : R? — R la fonction définie par :
flz,y) =2 +ay +a+¢°

1. Déterminer les points critiques de f.
2. La fonction admet-elle des extrema locaur dans R? ?

3. Comparer f(—3 e 2) et f(0,—1), que peut-on déduire pour la fonction f ?

Solution 6.10. 1. les points critiques de f :
Les dérivées partielles de premier ordre de f sont : (x y)=2x+y+1et
5 () = o + 30
2r+y+1=0
3y’ +x =0
On voit donc que si (z,y) est un point critique de f , alors v = —3y* et donc
—6y* +y+1=0.
Les solutions de cette équation sont : y; = = et Yo = —
On a alors, x1 = —% et ro = —%. les points cmtzques de f sont donc les points :
(—%:3) et (=5, —3)-
En effet, on vérifie facilement que ces points sont solutions du systéme.

Le point (x,y) est un point critique de f si, et seulement si : {

1

2. les extrema locaux de f : Notons que f egst un polynome a deux variables,
donc une fonction de classe C2. On a 1 = g’;(x y) =2, s:= (,fwfy (x,y) =1,

o)
et s := ng(x y) = 1.

Ona A :=rt—s?>=12y — 1. Au point (—%, %), A > 0 et le point est un
extremum local.

Comme r > 0, le point est un minimum local.
1

Au point (—%, —3) on a A= —5<0 Ce point est un point selle (un col).

3. La déduction pour frona f(=3,3) = =%, f(0,—-1) = =1, comme

f(0,-1) < f(=3,3), le minimum local n’est pas global.

Exercice 6.11. Une firme produit deux types de biens A et B. Son codt total de
fabrication, noté C, et la demande respective des deux biens g4 et qg sont donnés par

C=q¢5+q5+10
qa =40 —2pa —pB (6.1)
4 = 35 —pa — DB

— Quels sont les niveauzr de production qui mazimisent le profit ¢
— Quels sont les priz de A et B qui suscitent une demande correspondant a ces
nweaux optimauzr ?

Solution 6.11. La fonction profit est donnée par 11(qa,qs) = qa-pa + qB-PB —
C(qa,qB), ot I1(qa, qg) ne dépend que des variables qa et qpg.

PA=95—qa+qB

de qa =40 —2ps — ppB
p =30+ qa — 2¢5

on peut déduire
g =35—pa—DsB P {
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7 Exercices proposés 45
et donc que 11(qa, qB) = 5qa — 2¢%4 + 30g5 — 4q% + 2q.4.q5 — 10.
Maximiser le profit en fonction niveau de production :
1. Recherche des points critiques( stationnaires) de I1.
Calculer toutes les dérivées partielles d’ordre 1 de 11 (dérivées premiéres), et
résoudre le systeme
oIl
~—(q4,q8) =0
aQA< )
oIl
~—(qa,q8) =0
5 qB( )
Les solutions (¢, q5) de ce systéme sont les points critiques.
5 — 4qA —+ 2qB =0
30+ 2g4 —8qp =0
Ce systeme est un systéeme linéaire. Il peut étre résolu simplement par substi-
tution. On trouve q4 = %, qa = %, (%, %) est donc un point critique.
2. Test des points critiques.
Le point critique (%, %) est-il un mazximum local ?
— Calculer toutes les dérivées partielles d’ordre 2 (dérivées secondes ) .
0?11 011 0?11
r = ——=(qa, =—4, s = ——(qa, =8, t = —=(qa, = 2.
97 (qa,98) axay(QA qB) 0 (qa,qB)
— Pour le point critique (%, %), onaA=1rt—s>=28>0,r<0, t<0,
donc la fonction 11 posséde un mazimum local au point (%, %).
Conclusion :
qa = %, qa = % mazximisent le profit en fonction des niveaux de production.
Les priz associés pa et pg sont donnés par pa =5 —qa + qp et pp = 30 + qa — 2¢5.
Les prix associés a ce miveau de production sont py = % et pp = %.
7 Exercices proposés
Exercice 7.1. Etudier ’existence et la valeur éventuelle d’une limite en (0,0) des
fonctions suivantes :
€T X x2 2
L fl(f?yz = x__~_yy ; fZ(xay() 2_)(3022_’1_/3/2) 5 fg(ilj',y) = ﬁ ; f4<x,y) =
14z : T°— —x
et siny ; fy(zy) =
4, .4 31,3 A/ 22 +y?
2' x? = = +y 7‘ x? = Z +y 7‘ x? = 7‘
fo(x,y) 22 1y2 fr(z,y) 221 yh fa(,y) ENCENE
1—cos 1/ |zy|
frolz,y) = —
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46 Les fonctions a deux variables

Exercice 7.2. Soient les fonctions définies par

2

F(x,y):\,4—a:2—y2, G(:L’,y)zy—sinx, H(l’,y): i

x—i—y'

1. Représenter l’ensemble de définition de la fonction F'.
2. Tracer les courbes de niveau pour la fonction G avec k = 0,1, —2.

3. Montrer que la limite de H n’existe pas en (0,0).

Exercice 7.3. Etudier la continuité en (0,0) des fonctions suivantes :

1 fl(x,y)={ e s@n#£00) fz(x,y):{ (g'é'%f,’z; si (2,9) # (0,0)

1 sinon. Sinon.

S ftny) :{ e e 200 fi(z,y) :{ ev  siy#0

0 SINon. 0 sStnon.
sin Ty si y # 0 In(14z)—In(1+y) si 7& y
3. f5(xay) = Y . ; fﬁ(l‘ay) - ny .
X stnon. 1+_I sitnon.

La fonction fs définie sur D = {(z,y) | x = 0,y > 0}.

Exercice 7.4. Chacune des fonctions suivantes est-elle prolongeable par continuité
en (0,0)
—cos(z 22402
T fl(xay)zl%z(y)a fg(l',y): Iy ) f3(37

:c2+y2

7f3(x7y)ZM7 f4(l’,y):%, f5(x,y):(:c—|—y2)smxiy

CEQy
y) - 12+y27

R? —» R
Exercice 7.5. Soit f: < (x,y) — T;IIIE::\Z)I si (x,y) # (0,0)

(0,0) — 0

Etudier la continuité de f et Uexistence des dérivées partielles.f est-elle C* ?

0 st (2,y) = (0,0),
2_,2
xyi2+32 St (.f?y) 7é (070)

Exercice 7.6. Soit la fonction f: R? — R définie par flz,y) = {

Etudier la continuité de f. Montrer que f est de classe C.
Exercice 7.7. On considére la fonction f définie sur R? par :

(z +y)*sin ——— si (z,y) # (0,0)
:L‘, — 12+y2
fe.y) { 0 si(z,y) = (0,0).

?tudier la continuité puis la différentiabilité de f sur R2.
Exercice 7.8. Soit f la fonction définie par

o) = (2% 4 y?) sin (ﬁ) si (z,y) # (0,0)
f@9) { 0 si(z,y) = (0,0).
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47

— Déterminer le s fonctions f,, et f,, sont-elles contiues au point (0,0).
— La fonction f est-elle differentiable en (0,0).

Exercice 7.9. Soit f : R*> — R

231n 2 i
(I’ y) — %;22/) 5t (.T,y) 7& (an)
’ 0 si (z,y) = (0,0).

étudier la différentiabilité de f sur R2.

Exercice 7.10. Soit f la fonction définie par

3

_ | S5 ki (w,y) £ (0,0)
f@y) = { 0 st (z,y) = (0,0).

— Calculer f,(0,0) et f,(0,0).
— Montrer a Uaide de la définition que f n’est pas differentiable en (0,0).

Exercice 7.11. Soit f(x,y) = m;”i% st (z,y) #0 et £(0,0) =0.

1. Etudier la contz’nuz’té de f et de ses dérivées partielles premiéres sur R2.
2. Montrer que 53~ (0 0) # ay&r( 0).

Exercice 7.12. Soit f : R? — R

0sty=0
(@) y? sin (%) siy #0

1. Etudier la continuité de f.

2. Etudier lexistence et la valeur eventuelle de dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

.. o2 f p .
On montrera en particulier que 83:8;, et gz SOnt définies en (0,0) mais n'ont
pas la méme valeur.

Exercice 7.13. Soit f : R? — R

$4

fay) =4 g @y 700
0, silz.y) = (0,0).

1. Montrer que f est de classe C* sur R2.

aray et 5;5; sont définies en (0,0) et ont la méme valeur.
>’ f

Oyox

2. Montrer que

8. Montrer que 3 ( ,y) et (x,y) ne sont pas continues en (0,0).

: . ) 0 si (z,y) = (0,0)
Exercice 7.14. Déterminer la classe de f surR* ot f(z,y) = ay@2—4?)

) i (,y) # (0,0)
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Les fonctions a deux variables

W) si (z,y) # (0,0)

Exercice 7.15. Pour (z,y) € R?, on pose f(x,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

Montrer que f est de classe C' (au moins) sur R2.

Exercice 7.16. Chercher les extrémums des fonctions suivantes :

L filey) =3y —2® —y® ; folz,y) = —2(z —y)* + 2" +y*;

2. f3(z,y) = 22y*(1 + 32+ 2y) ; falz,y) =20 +y — ot —y?

3. fs(x,y) =ze? +ye* ;  fo(z,y) = m, r,y>0;

4o frlwyy) = 2(Pa+y?), 2 >0 5 fy(z,y) = V2 + (1 —y)P+/y?> + (1 —2)?

Exercice 7.17. Trouver les points critiques des fonctions définies sur R? suivantes
et déterminer si ce sont des minima locauz, des mazxima locaur ou des points selle.

1. f(x,y) =sinzx+y? -2y +1

2. g(z,y) =z (v +1)° — ¢

3. hz,y) = 2>+ xy + y* + 2z + 3y.
4. k(z,y) = 2* + y* — day.

5. pz,y) = 23 + y> — 3xy.

Existent- ils des exrtrema globauz ¢

Exercice 7.18. Soit f définie sur R? par

flzy) = (2% —y)(22° —y).
1. Montrer que, pour tout 0 € R la fonction définie sur R par
fo(t) = f(tcosh,tsinh)

admet un minimum local en 0.

2. Montrer que f n’admet pas de minimum local en (0,0).

Exercice 7.19. Déterminer les extremums sur R? des fonctions
1 f1:(2,y) — 22 + 2y + y? + 20 — 2y;
2. fo:(w,y)

3. fs:(x,y) — 23 + 3xy? + 152 + 12y;

4. fai(zy) — 2t +y* — 227 — 2y% + day.

FExistent-ils des exrtrema globauz ?

— 2Py (1 — 2 —y);

T,

Exercice 7.20. Soit la fonction

f(z,y) = 22° — 32y — 122* — 39>
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7 Exercices proposés 49
1. Trouver les points critiques de f.
2. trouver les exrema locauz de fet étudier leurs nature.
3. la fonction f posséde t-elle un mazximum ou un minimum global ¢
Exercice 7.21. Déterminer et classer les 5 points critiques (en spécifiant s’ils sont
des maz, des min ou des points de selle) de la fonction f: R* — R définie par
flx,y) = (i — %))
Exercice 7.22. Trouver toutes les fonctions f : R*> — R de classe C' qui satisfont
pour tout (x,y) € R?
9L = 3y? — y® + 2z arctana
88—};1 = 62y — 3xy® + 14252
Exercice 7.23. Déterminer les fonctions f : D C R? — R vérifiant :
ofi _ _ 1— fs _ 1
B = (:p+yf1)2 ) e = 22+ v
ofi _ 24w _ ’ O 9y _ &
Ay (z+y+1)2 Ay Yy y2
Exercice 7.24. Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = —x* + 22y +
e” Y cos(z?).
Trouver son polynome de Taylor d’ordre 2 autour de (0,0).
Exercice 7.25. Si la fonction de cott conjointe pour produire des quantités x et y
de deuz biens est :
C' = 2x1n(3 + 2y).
Calculer le codt marginal par rapport a x et le cotlt marginal par rapport a y.
Exercice 7.26. Trouver la productivité marginale de x et la productivité marginale
de y pour les fonctions de production suivantes :
2 = xy + 423y — 62 + 3.
Exercice 7.27. Une entreprise fabrique deux types de machines x et y. La fonction
de codt conjointe est :
flz,y) = 2° +y* — wy.
Combien de machines de chaque type ’entreprise doit-elle fabriquer pour minimiser
son cott s’il lui faut un total de 8 machines ?
Exercice 7.28. Un consommateur dépense son revenu de 90$ pour 'achat de deuz
biens x et y. Le prix de x et y est respectivement de 5% et de 10$. La fonction d’utilité
du consommateur est donnée par :
U=—2*—y*+ay.
Combien d’unités du bien x et du bien y doit-il consommer pour maximiser son
utilité ?
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50 Les fonctions & deux variables

Exercice 7.29. Une firme produit des appareils dans deux usines différentes. Les
cotts totaux de production pour les deux usines sont respectivement :

CT; = 200 + 6¢, + 0.03¢7
CTy = 150 + 10g; + 0.02g3.

ol qiet qo representent le nombre d’appareils produits dans chaque usine. La firme
s’est engagée a livrer 100 appareils a une entreprise. Les frais de transport par
appareil sont de 4% pour les livraisons a partir de la premiére usine et de 2$ pour
les livraisons a partir de la seconde usine. Les frais de transport sont supportes par
la firme productive. Calculer le nombre d’appareils que doit produire la firme dans
chaque usine afin de minimiser le codt total de production y compris le codt de
transport.
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Chapitre 2

Les intégrales doubles

1 Formule de Fubini sur un rectangle fermé

- =
Nous allons supposer le plan usuel R? muni d’un repére orthonormé (O, i, j).

Theorem de Fubini

Théoréme 1.1. soit f une fonction continue sur |a,b] X [c,d]. Alors

/:(/Cdf(x,y)dy)dx:/cd(/abf(mjy)dx)dy'

Soient a < b et ¢ < d quatre nombres réels et f : [a, b] X [¢, d] — R une fonction conti-
nue. Alors, les deux fonctions ¢ : [¢,d] — R et h : [a,b] — R définies respectivement
par

g(y)z/ fz,y)dz et h(«'t)z/ [, y)dy

sont continues. De plus,
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52 Les intégrales doubles

Définition 1.1. Par définition, le nombre réel

/cdg(y)dy = /ab h(z)dz.

est appelé I'intégrale double de la fonction f sur le rectangle fermé D =
la,b] % [c,d] et est noté Ip(f).
Par convention, on écrira

B / gy = / ([ sww)iv= [Cay [ s
// f(z,y)dzdy.

Cas particulier : Soient ¢ : [a,b] = R et h : [c,d] = R deux fonctions continues,

/ / y)dydz = ( / b g(:v)d:v) ( / dh(y)dy)

Exemple 1.1. Soit D = [0,2] x [0, 1]. Calculons //(x3 + 32%y + y*)dzdy. on a
D

// 23+ 322y + 4 d:vdy—/ dx/ 2?4+ 3%y + ) dy

1 3 17
:/(x B N AP A0 S
o 2" T4

Exemple 1.2. Soit D = [0, 1] x [0, 7/2]. Calculons // :Esmydmdy. on a

1 w/2
xsiny x ,
dzd d d
// I+ 22 /0 L+a7 x/o R

[5 In(1+ %)) [ cos y];rfo =1n2/2.
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2 Formule de Fubini sur un domaine simple

53

Exemple 1.3. Soit D = [0, 7] x [0, 1]. Calculons // zsin(xy)dxdy. on a
D

™ 1
//xsin(xy)d:z:dy:/ dx/ x sin(xy)dy
D 0 0

= / (1 —cosz)dr = [z —sinz|;_, = 7.
0

Yy
2 + y?

2 1 2 1
// %dxdy = / dy/ %dm = / arctan (—)dy
pI-TY 1 o Ty 1 Y
2 1N, 2y
= /1 [y arctan <§>]y:1 + /1 P dy

1 1
= 2arctan <§> —7m/4+ [5 In(1 + ?ﬁ)];:l

1 1. /5
= 2arct (—)—7? 4+ =1 (—)
arctan 5 / 9 n 5

Exemple 1.4. Soit D = [0, 1] x [1,2]. Calculons // dxdy. on a
D

2 Formule de Fubini sur un domaine simple

Théoréme 2.1.  — Soit D le domaine D = {(x,y) € R¥a < z <

b;d1(z) <y < ¢2(x)} ot a < b et ¢y etps sont deux fonctions continues

sur [a, b] telles que ¢y < ¢o sur]a,b|. Soit f une fonction continue sur
D a valeurs réelles, on définit

//Df(:r,y)dxdyzAb<éfjjj)f(x,y)dy>dx-

— Soit D le domaine D = {(z,y) € R?’lc <y < d;¥1(y) < = < a(y)}
ot ¢ < d et Yy etypy sont deux fonctions continues sur [c,d)] telles que
Py < g surlc,d|. Soit f une fonction continue sur D a valeurs réelles,

on définit
[ [ty = | | /w Z(j)ﬂx,y)dx)dy.

Remarque. lorsquun domaine peut étre décrit des deux fagons précédentes, les deux
intégrales sont égales.
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Exemple 2.1. Calculons l'intégrale double / / x cos(z + y)dxdy, R région trian-
R

gulaire de sommets (0,0), (7, 0), (7, 7).
On integre par tranche. On peut le faire de deux facons

//RxCOS(:B + y)dxdy = /0” (/Oxascos(:r + y)dy>dx
//Ra:COS(x + y)dxdy = /O7r (/yﬂxcos(m + y)dg;>dy

Si on prend la premiére expression on obtient

/Ow </0:v x cos(x + y)dy) dr = /Oﬁ[x sin(z + y)]y—od
- /0 ﬂ(x sin(2z) — z sin(z))dz

= [z cos(2x) /2] + /O7r cos(2x)/2dx — [—x cos x|§ — /0” cos(z)dx

Avec la deuxiéme cela donne

™

/OTr (/yﬂxcos(a; + y)dx) dy = /07r ([:U sin(z + y)|o=y — /0 sin(x + y)dw) dy
= /Oﬂ(ﬂ sin(m + y) — ysin(2y))dy — /Oﬂ[—:c cos(z + y)l,dy
— [=meosr + )5 + [yeos(20)/25 — [ cos(zy)/2dy

— / [cos(2y) — cos(m + y)]dy
0
—2r+7/24+0+0+0
= —31/2
Exemple 2.2. Calculons I'intégrale double / / (x 4 2y)dxdy, R région triangulaire
R

de sommets (1,0), (0, 1), (0, —1).
Les droites (AB) et (AC) ont pour équations respectives

y=1l—-zety=—-1+u.

Lorsque x est compris entre 0 et 1, le nombre y varie de x — 1 & 1 — x. Donc

@)= [ ey = eyl = o)+ @ -1P = (ala- 1) 1)?) = 2(1-0).
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2 Formule de Fubini sur un domaine simple 55

FIGURE 2.1 — Le domaine de I'intégration

On a alors

' ! 22° 2 1
I = / I (x)dx = / 02z — 22%)dz = [2* — i](1) =1--=-.
0 0 3 3 3

Exemple 2.3. Calculons l'intégrale double [ [ (z*y)dzdy, ou D est ensemble des
points du plan limité par les courbes d’équations

1
y=—cty=—4x +5.
x

Cherchons les points d’intersection des deux courbes. On doit avoir % ce qui équivaut
adx? —br+1=0,
et a pour solutions 1 et 1/4. Lorsque z est fixé entre ces deux valeurs, on intégre en y

Ao 2 1 2 21—4x+5
y(7) =/ Trydy = [5o°y71
1/x

= %[x2(—4x +5) —1]

1
= 5(16:;54 — 402° + 252° — 1).

Alors

1 1
1
I= / I, (x)dx = / —(162* — 402* + 252 — 1)dx

1/4 1/4

441
= 1/2[16/52° — 10" 4 25/32° — xl},, = 250
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FIGURE 2.2 — Le domaine de I'intégration

Exemple 2.4. Calculons I = // x cosydrdy, ou D = {(x,y) € RI0 <z <
D

siny,0 <y < 7T/2}.

Lorsque y est compris entre 0 et 7/2, le nombre z varie de 0 a siny. Donc

r=siny __

siny 232 1 .y
I.(y) = xcosydr = [? cosylo_g Y = 5 cosysin®y.
0

On a alors
w/2 1 w/2 1 1
= / L(y)dy = _/ cosysinydy = —[sinyJ5/* = —
0 2 /o 6 6
Propriétés 2.1. Soient D € R? et f, g : D — R deux fonctions continues et bornées.
Alors,
1. Vo, B € R

//D(ozvaﬁg)(l’,y)dxdy:a//Df(x,y)dxdy+6//Dg(x,y)dxdy.
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FIGURE 2.3 — Le domaine de l'intégration

2. Si D ="D; UDs tel que D; N Dy = @, alors

/ /Df(x,y)dxdyz / le(x,y)dwdy+ / N f(x,y)dwdy.
‘//Df(x,y)da:dy'S//le(x,yﬂda:dy,

4. Si D; C D, sont deux domaines non vides. Alors,

/ ()| ddy < / (@) dedy.
D1 Do

ot
L2
—
WV
=}

(z,y)dxdy = 0

=

(z,y)dzdy = 0 <= f =0.

(x,y)dxdy > // z,y)dzdy.

(:U,y)dxdy://gx,y dedy < f =g.
D

<2
\\\\\
@\@\m I

- =

-\@’-Aire

Corollaire. Si D est une région bornée du plan, bordée par une courbe

© M. DJILALI 57



58 Les intégrales doubles

fermée continue, alors on a

Aire(D) = / /D 1dxdy.

Exemple 2.5. 1. Calculons aire du domaine D de R? délimité par les courbes
d’équation y = 22 + 2z + 1 et y = 2® + 1.
D’abord on dessine le domaine D : la courbe y = 23 4 1 n’est rien d’autre que
y = 2 translaté vers le haut de 1, et la courbe y = 22 + 2z + 1 = (z + 1)?
est une parabole orientée vers le haut et centrée au point x +1 =0 et y =0,

c’est-a-dire au point (—1,0). Les deux courbes se rencontrent aux points
(—1,0) et (0,1). On a donc

D:{(x,y)E]Rﬂ —1<2<0, x2+2x+1<y<x3+1}.

Donc

ta

-1

FIGURE 2.4 — Le domaine de l'intégration

0 341 0 3
Aire(D) :// dx dy:/ dz / dy:/ [y];i;wl dx
D -1 r2422+1 -1
0

:/ (x3—|—1—x2—2x—1) dx
-1

14 ]‘3 20 1 4 1 3 2
= |Zat — 228 — = (=)' 4+ 2(-1 —1
i A R GO TR
1 1
S
4 3 12
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2. Calculons 'intégrale / / (xz — 2y) dz dy, ou D est le domaine précédent.

D
0 z3+1 0 841
//(:c2—2y) dx dy:/ dx / (2% — 2y) dy:/ [ny—y2}I2+2 L dr

D -1 r242z+1 —1 v v

0
= / <x2(x3 +1) = (2® + 1) —2*(2* + 2z + 1) + (2° + 22 + 1)2) da

-1

0 1 1 0
:/ (—a®+2°+ 62" +4z) do = [—?m7+6x6+2x3+2x2]
-1
1
7

e N
-\@’-Volume

Corollaire. Si f,g: D — R, tel que f < g, le volume V' de

E={(@,y,2) € R (2,9) € D|f(w,y) < # < g(w,9) }

= [ [ (ste) = @) )daay

est donné par

3 Changement de variables

Soit f (x ,y) une fonction continue sur le domaine D fermé et borné, en bijection avec
un domaine fermé et borné A au moyen des fonctions de classe Ct, x = ¢(u,v) et

y = ¥ (u,v); alors :

//fxydmdy—//f x(u,v) uv))‘ggzzi

a¢(u v) g¢(u v)

= est appelé jacobien.

dudv.

(my

Le déterminant ’
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4 )

<

Cas des coordonnées polaires : Soit W : (0,r) — (rcosf,rsinf),
on obtient la formule

/ /D [z, y)dedy = / /A f(r cos 0, sin 0)rdrdf.

Exemple 3.1. Volume de la boule en coordonnées polaires. Pour B =
{(%ywz) eR? | 22+ + 22 < 1}, calculons

Vol(B):2// V1—a?—y?dx dy, ot D={(z,y) eR*|2*+y° <1}
D

avec le changement de variables en coordonnées polaires, (x,y) = h(r,0) = (r cos 0, rsin ).
Puisque 22 +y*> = 1%, on a :

\/1—x2—y2:\/l—r2
D = {(rcosf,rsinb), (r,0) € [0,00[x[0,27[ | r <1} =[0,1] x [0, 27].

et donc, en sachant que dr dy = rdr df et en utilisant Fubini pour separer les
variables, on a

1 27
Vol(B):2// \/1—r27"d7"d9:2/ \/1—7’2rdr/ do.
[0,1] x[0,27] 0 0

2

2m
L’intégrale en 6 est simple : / df = [9}0 = 2m. Pour lautre, si on pose
0

t=1—7r2o0ona

r=0 = t=1 et r=1 = 1t=0,
V1—1r2 =+t =1t/

dt = —2rdr — rdr= —% dt,

et on obtient enfin

2 ’ 1/2 ' 1/2 1 11 2
Vol(B):—§27r /e dt =27 /e dt =27 1+1t2 :27r§[t

1 0
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3 Changement de variables 61

Exemple 3.2. Calculons I = / /

cos(z? + y* — 4x + 4)dxdy, ou D = {(m, y) €
D

R2|1 < (z — 2) + 2 <4,y>o}.

Puisque 2% + y? —4x + 4 = (v — 2)? + y* = 4, donc
D= {(2+rcos@,rsin0),0 <r<20<80 <7r}, on a

//cosm +y* — 4w + 4) dxdy—/ dé’/ rcos

2[s1nr ]2 = 2(81114 —sin1).

o
—
)
e
.
=

FIGURE 2.5 — Le domaine de I'intégration

2

Exemple 3.3. Calculons I = // s dxdy, o D = {(:c,y) € Rz + 4% <
DL Y

4,y > 1}.

PuisqueD:{(TCOSQ rsinf), —5 <r<2,% <6<%’r},ona

FIGURE 2.6 — Le domaine de l'intégration
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62 Les intégrales doubles

57

Y2 T 3 - 1
YV _dedy= [ do | rsin?dr = (2 sin?§ — —)de
p T2 —|— y? ™ 2

sin 9 6

3

5T

6 /1 ) 5%7
:/g (§—C0829—>d9:5[‘9—811129]9:

_|_

| %

T
3

ol

Exemple 3.4. Calculons [ = // sdxdy, ou D = {(:E,y) € Rz +9° <

:BZ—i-y)
36,x>3}.

’ cos @

PuisqueD:{(TCOSQ,rsiné’) <r<6,= <<% } on a

FIGURE 2.7 — Le domaine de l'intégration

T 3 6 cosh
————dxdy = 2 do d
//D<:c2+y2)2 " / / 2
3 cosf  cos’l 1 [3
—2/0 <— 5 + 5 >d9_§/0 (—cos@ + 1+ cos26)

1 . z
25[—31n6+6+ 5 16 =—

Exemple 3.5. Calculons I = / /

Lo +y> 1}.

2 1 s 1
= —/ sin 20df = ——[cos 20]3dO = —.
; 4 2

[

cos €+:1n8
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FIGURE 2.8 — Le domaine de I'intégration

4 Exercices corrigés

Exercice 4.1. Calculer l’intégrale double suivante// f(z,y)dzdy, avec
D

(r,y) =z et D={(z,y) ER%y >0, z—y+1>0, z+2y—4<0}.
(v,y)=z+yetD={(r,y) eR*} 0<z<1; 2*<y<x}.

(z,y) =cos(zy) et D= {(z,y) eR% 1 <2 <2, 0<ay< L},

(v,y)=zy et D={(z,y) €R* >0, y =20, zy+r+y <1}
(z,y)

:m et D={(z,y) eER*1<x <3, y>2,x+y<>}.

Solution 4.1. 1. si(x,y) EDonay>0ety—1<x<4—2y Dautre part,
pour que cette inégalité ait un sens, on doit avoiry—1 < 4—2y — y < 5/3,
et donc on a l'inégalité 0 < y < 5/3 On obtient donc :

2

FIGURE 2.9 — Le domaine de l'intégration
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64 Les intégrales doubles

/ /D f(, y)dudy = / " /

5/3
= 5/0 (4—2y)? = (y—1)*) dy
275
=

//Df(x,y)dccdy = /01/ (x 4+ y)dydx

2. Ona:

0.5

-05 0 0.5 1.5

-05

FIGURE 2.10 — Le domaine de 'intégration

3. On déduit de la définition de D l’inégalité 0 < y < o= et on obtient :

/ /D Fla,y)dedy = / / " s (zy)dyda
_ /1 {;s1n(xy)]2 dz
0
- /jidl«

= In(2).
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05

0 05 1 15 2 25
X

FIGURE 2.11 — Le domaine de l'intégration

4. Le domaine s’écrit x 20, y =20, y(l+z)<1—2 = y < Hm Puisqu’il
est nécessaire que 1 —x >0 on a forcément x < 1 On en déduit :

-05

FIGURE 2.12 — Le domaine de 'intégration

//Df(x,y)d:cdy = //Hz:cydyd:v
S
2./ 1+

On décompose la fraction en éléments simples x(ll; )) =z —4+ 1+_CE — ﬁ.
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On trouve :

1 1
//Df(m,y)dxdy = 5[?—4x+81n(1+x)+1+x}0

1/1

11
= 4In(2) — —

L
/ /D f(, y)dudy =

5. on a

A=
_% <_ x—i2) )

I
Sl s~ T—

4.5

FIGURE 2.13 — Le domaine de I'intégration

Exercice 4.2. Intégrations successives
Soit D le domaine D = {(z,y) € R?;, x>0, y >0, v +y < 1}. Calculer // f(z,y)dzdy
dans les cas ?

1. f(z,y) = 2% + 3>

2. [flz,y) = wy(z+y).

Solution 4.2. On commence par écrire le domaine d’une meilleure facon. On a en

effet :
(x,y) €D <= z€[0,1] et 0<y<1—u.
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0.5

-05 0 0.5

in

-0.35

FIGURE 2.14 — Le domaine de l'intégration

1. Dans ce cas :

/ /D f(, y)dudy =

1 1-z
/ (2% + y*)dydx
0

1 3712
o]

|
[ v,
1 1_ 3
= /xQ(l—aj)Jr( z) dx
0
V43 1
_ / <_§+2x2_x+§>dx
_ 1,2 11
33 2 3
!
= =

2. On a alors :

//Df(x,y)dxdy = /01 /le(ny—ir:cyz)dydx

Exercice 4.3. Soit D le domaine D = {(z,y) € R*; -1 <ax<leta? <y<4—23}.
Calculer Uaire de D. si —1 <z <1, onaz?><4—2°
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-15 ~I]

FIGURE 2.15 — Le domaine de l'intégration

Solution 4.3.

1 4—23
aire (D) = / / dydz
1Ja2

Exercice 4.4. On pose :

D={(r,y) €R} 0<r<1, 0<y<1, 22 +4>>1}.

zry
calculer —2 dzdy.
//D Traz vy

Solution 4.4.

I
S— — S—

[N I R N

=3
7 N

1 1
ry
— —dydzx
/m T+t "

In (1422 +y?)| 1 _da

[ay
1
|8

—_

NN R

1
In(2 + 2?)dz — / g In(2)dx
0

1
+ a2+ a?) — 2+ 2], - 12

0
3y _1
2) "

[(
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0.5

-05 0 0.5 1 1.5

-0.35

FIGURE 2.16 — Le domaine de 'intégration

Exercice 4.5. Calculer I = // xy dxdy.
D
ot D est lintersection des disques de centre (0,1) et (1,0) et de rayon 1.

=ll 0 1
X
=1

FIGURE 2.17 — Le domaine de l'intégration

Solution 4.5. Le domaine D est symétrique par rapport a la premiere bissectrice.
Sur D, on a f(y,x) = f(z,y). On a donc

I—//xyda;dy—[—// xy dxdy
D o0

ot Dy est la partie du domaine D située sous la premiére bissectrice.
L’équation du cercle de centre (0,1) est z* + (y?1)* =1 ou encore x> + y* — 2y = 0.
La partie inférieure du cercle a donc pour équation x = /2y — y2.

Lorsque y est fixé entre O et 1, le nombre x varie de y a /2y — y? et donc

/W/Qy—yzacydx [ 127 2=1/2y—y?
_ y—]

— 2 — o

([z)l(y) =

y 2 =y
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Puis
! ! ENTSE 11 1
1=2 | (I)1(y)dy =2 2—3d:2[y——y—} - [———]:—.
[ ey =2 [ - =2l - %] =23 1] = 5
. : . 1
Exercice 4.6. Coordonnées polaires : Calculer l'intégrale double // dxdy
Al+a? 42

ot A={(z,y) eR%} 0<2<1, 0<y<1, 0<a®+9%<1}.
Solution 4.6. On passe en coordonnées polaires en posant x = rcosf ety =

rsin @ Remarquons que : (x,y) € A <= 0 < r < letf € [0,7/2]. D’autre

0.5

-05 0 0.5 1 1.5

-035

FIGURE 2.18 — Le domaine de l'intégration

part,1 + 22 +y?> = 1+ r? La formule de changement de variables en coordonnées
polaires donne

1 T2, T (Y1 o - 72
I= dodr == | = dr==[In(1+4r?)] = :
/ro/eo 1+r? : 2/0 21+r2r 4[11( +T)]O 4

Exercice 4.7. soit D = {(z,y) € R?; 2? +y? — 22 < 0}

1. Montrer que D est un disque.

2. Calculer // Va2 + y?dxdy.
D

Solution 4.7. 1.onaz?*+y*—2x=(x—1)*+y*—1 et donc 2*> + y*> — 2z <
0 < (x—1)2+y*>< 1. D est le disque de centre (1,0) et de rayon 1.

2. On passe en coordonnées polaires, avec x = rcosf ety = rsinf L’équation du
disque donne : > —2rcosf <0 = 0 < r < 2cosf, tandis que 0 varie dans
[—7/2,7/2] (impératif pour que cos O soit positif). La formule de changement
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FIGURE 2.19 — Le domaine de 'intégration

de variables donne donc :

0=m/2 pr=2cosf
I = / rdrdf

=—7/2 Jr=0

0
/2
= §/ cos® 0d#.

—7/2

1l reste a linéariser cos360, ce que l'on fait en wutilisant les nombres com-

plexes :cos? 932: icos 30 + %cos 0. On acheve le calcul sans difficultés pour

trouver :I = 5

Exercice 4.8. Calculer // f(z,y)dzxdy
D

1.D={(x,y) €R% 220, y>0, 1 <2’ +y> <4} et fla,y) = &

2 +y2 .

2. D={(z,y) ER* >0, 1 <2?+y* <2y} et f(z,y) = /22 + %
Solution 4.8. 1. Avec un domaine de cette forme, il n’y a pas d’hésitations a

avoir, il faut passer en coordonnées polaires. On pose x = rcosf et y = rsinf
On a donc1<r<2etfel0,7/2]. La formule de

© M. DJILALI 71



72 Les intégrales doubles

25

0.5

-05 0 25

-035

FIGURE 2.20 — Le domaine de 'intégration

w/2 2
/ cos@sm@ o rd0dr

0

/ —7“ sin(260)dfdr

0

/ /D f(, y)dedy =

\»—\

r [— cos(20) 3/2 dr

N

2rdr

—

N O g R N e
=
I_lw
[N

2. On passe en coordonnées polaires. Posant v = rcosf et y = rsind, les
conditions sur D donnent respectivement :

0 € [-m/2,7/2] et 1 < r? < 2rsinf. La condition r* > 1 est équivalente a
r > 1. et on peut donc réécrire la condition précédente en :

0 [—m/2,m/2] et 1 < r < 2sinf. Mais ceci entraine nécessairement, pour
que cela ait un sens, que sinf > 1/2 = 0 > %. On a finalement :
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y 1
-1
FIGURE 2.21 — Le domaine de l'intégration
/2 2sin 0
// flz,y)dxdy = / / r?drdf
D w/6 J1
w/2 1
= / —(8sin*0 — 1)do
/6 3
1 /2
= Iy —/ 6sin — 2sin(30)d0
9 3 Jxm
1 9 w/2
= —g + 3 {—6 cosf + 3 cos(360) i
T
= ——+V3.
9
Exercice 4.9. Soit D le domaine définie pour tout (x,y) de R? par :
22 —x+y? <0,
2yt -y 20,
y=0
— Tracer le domaine D.
— Calculer 'intégrale :
// (z + y)*dzdy.
D
Solution 4.9. — On trace le domaine D : On a 2?—x+y? = 0 & (x — %)Q—I—yQ =
}l, est une équation du Cercle de centre (%, 0) et rayon %
et? —y+yt =022+ (y — %)2 = %, est une équation du Cercle de centre
(0,1) et rayon 1.
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74
On a
?—z+y*=0 r=0y=0
{372—1-3/2—3/:0 10u 1
x:§7y:§

Les points d’intersection des deuz cercles sont (0,0), (3, 3)-

-05

-1

FIGURE 2.22 — Le domaine de l'intégration

— On calcule "intégrale : En utilisant les coordonnées polaires : on pose
x =0rcosf,y =rsinf, Tels que r > 0,0 € [0, 2]
Comme les points d’intersection appartiens a la droite y =, alors 0 < 6 < 7.

Et comme y < 2% +y? <, donc sinf < r < cosf. Par suite

cos

/4
// x + 1) dxdy —/ / (r cos 6 + 7 sin 0)*rdrdo.
sin 6

w/4 pcosf w/4  pcosf
/ / (rcos @ + rsin 6)*rdr —/ / (2r®sin 6 cos @ + r*)dr
sin 0 sin 0
704 cos 6 1
= (2sinfcosf + 1) [Z} = Z(sin 20 + 1) (cos* 0 — sin* 0)
sin 0

1 1
= —(sin260 + 1) (cos®§ — sin*f) = Z(l + sin 26) cos 26.

On obtient donc

//D(x+y)2da7dy = /[:/4 i(cos 20+sin 260 cos 20)dO = % %(Sin 29)2 + sir1229 : = 136
Exercice 4.10. 1. Dessiner le domaine défini par;
O ={(z,y) eR¥y <z, x+y>2,2°+1° <4}.
74
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75

25

0.5

FIGURE 2.23 — Le domaine de l'intégration

- [l
x —l—y

Solution 4.10. En utilisant les coordonnées polaires : on pose
x=rcosb,y=rsinb, Tels que r > 0,60 € [0, 27].
On a :

2. Calculer lintégrale :

y<x7 0ghH<r
x+y =2, (z){ 2\<\4
x2—|—y2<4 sinf+cosf

Donc D se transforme en A = {(r,0) €]0, 00[x [0, 27[|0 < 0 <
On calcule Uintégrale :

dzd i1
.CE + y 0 27" sin O+cos 0

sin 9+cos 0

1 1 (%
:/ (——+—(1 231n00080))d9:—/4(Sin2€)d0
0 8 8 4 Jo
1

= 1
= —|—— 2 4 - —-.
4[ 5 €08 0], 3

Exercice 4.11. 1. Dessiner le domaine défini par;

us
47 sinf4cos®

Q={(z,y) eR2<y <o, 1 < (x—2)%+ (y—2)* <4}.

= //Q (x—2)62le?éy—2)2'

Solution 4.11. On poset =x — 2, s =y — 2, le domaine §2 s’écrit sous la forme

2. Calculer lintégrale :

Q={(t,s) eR}0 < s <t,1<t?+5%<4)

2 <r<2h
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FIGURE 2.24 — Le domaine de l'intégration

avec le changement de variables en coordonnées polaires, (t,s) = (rcosf,rsinf).
Puisque t? + s> =12 et 0 < s <t <0< 0 < T, le domaine se transforme comme

suit
A ={(r,0) € [J0,00[x[0,2r[|0 < 6 < 7,1 <7 <2} = [1,2] x [0, 7.
On a
drdd (% (%1
J:// = :/ d@/ —dr = Zin2.
[172]><[07%] r 0 1 T 4
"In(1
Exercice 4.12. Soit [intégrale 1 :/ de.
o l+2x2
1. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle | — 1,400, on a : In(1 + x) =

/1 xdy
o L+my

2. En déduire que I = // T 332):21 e )da:dy ot D est le pavé [0,1]>.

(x+v)
1+ 22)(1+y?)

3. Enintervertissant les roles de x et y, montrer que 21 = // dxdy.

En déduire que I = Z1In2

Solution 4.12. 1. La premiére partie est un simple calcul d’intégrale de la forme

xdxdy | o
u’(y)/u(y). Pour la seconde, ona// (e :/0 e (/0 1—|—xydy) dz,

ce qui donne le résultat.

2. D est invariant par symétrie par rapport a la premiere bissectrice. Par consé-

quent, pour toute fonction continue sur D, on a : // f(z,y)dzdy = // f(y, z)dzdy.
D D
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. Yy
Il en résulte que I = // dxdy. On a donc, en sommant les
p (1+4*)(1 +zy)

deuz expressions donnant I :

x Y 1
2] = dxd
// (1+x2+1+y2)1+xyxy

x—l—y
p— dd-
// (14 22?) 1—|—y)$y

3. 1l suffit maintenant de calculer cette derniere intégrale double. Or, on a :

// rdxdy /1 x /1 dy
= dx
(14 22)(1 + y?) o 1+ 2 o 1+

In(1 +2%)]"
2 0

- gln(Q).

Le méme résultat est valide pour la partie en y (par symétrie), et on a bien

I'=%In(2)

+oo
Exercice 4.13. On se propose dans cet exercice de calculer/ e dy
1. Justifier la convergence de cette intégrale. 2)Soit a > 0. On note K, le carré
de centre O de coté 2a et C, le disque de centre O et de rayon a. On définit

une fonction f sur R%par f(x,y) = e

2. Justifier que flz,y)dzdy < f(z,y)dzdy < f(z,y)dzdy.
Ca K, Covs
En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, calculer

f(x,y)dxdy.

Ca
+o0o
2

4) Déduire des questions précédentes la valeur de / e " dx.

—00

Solution 4.13. 1. Puisque e~ = o(1/t%) en +oo et en —oc. et puisque la fonc-
+o0o

est continue sur R, ["intégrale / e~ dt est bien convergente.

—00

. 2
tion t — e~

2. Puisqu’on a les inclusions C, C K, C C, /5 et que la fonction [ est positive,
il est clair que :

[z, y)drd < [z, y)dedy < [z, y)dzdy.
Ca Ka Covs

© M. DJILALI 77



78 Les intégrales doubles

3. Le passage en coordonnées polaires donne

a 2
/ €7I27y2d95d3/ = / / e rdrdf = (1l — e*a2).
Ca, r=0 6=0
a a a 2
fgdedy = [ [ ey - ( / dm) |
Kq z=—a Jy=—a —a

a 2
On en déduit que m(1 —e™*") < (/ e—l’de) < (1 — e~2%),

+oo
1l suffit de faire tendre a vers +00 pour prouver que / e dy = V.

5 Exercices proposés

Exercice 5.1. Calculer les intégrales suivantes.

1. //e_”"_ydmdy, o D={(r,y) eR*0<r<letl<y<4}
D

S
I3
—

// cos(z + y)dzdy, o D ={(z,y) eER}0<z<met0<y <
D

Lo

//xe‘xd:ﬁdy, 0i D ={(z,y) eR}1<z<3et0<y< L}
D

E N

. // rsin(y)dzdy, ou D ={(z,y) eR*0<x <l eta* <y<z.}
D

v

: // 2*ydrdy, oi D = {(z,y) ER}0<y < < 1.}

dxd
// xisg; oi D={(z,y) eR?lz>1, y=>1 v+y<3.}

D

7. //ln(1+x2+y)dxdy, o D={(r,y) eR?|x >0, y =0, 22 +y < 1.}
D

Exercice 5.2. Pour chacune des intégrales suivantes, représenter graphiquement le
domaine d’intégration puis calculer l’intégrale en utilisant un changement de variables
en coordonnées polaires.

1. //(952 + 2xy + 3)dxdy, oi D = {(z,y) € R¥z* +y*> < 1.}

dxdy . 91 o 9
// Troep P =ty eRm+ry <1y

3. //(:I;2 —y*)dady, oi D = {(x,y) € R*x <0,y <0 et 2® +y* < 1.}
D

4 //(I3y+y3)dxdy, 0 D= {(z,y) e Rz < —y,y <0 et 2* +y* < 4.}
D
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5. //(:L’2 +y?)dzdy, ot D = {(x,y) € R?*2? +y> — 2y < 0.}
D

6. //(w2 +y?)dzdy, o D = {(x,y) E R}2® + > —2 <0, 22 +y*> —y > 0.}
D
Exercice 5.3. Calculer I = //D(x3y +y*)dxdy, 0 D = {(x,y) € Rﬂi—i—i—gg—j < 1.}

Exercice 5.4. Calculer I = //(:v—l—y)zer_dexdy, o D = {(x,y) € R?|x >
D

0,y >0,z +y<1}

(Indzcatwn : utiliser le changement de variables u = x + yetv = xy).

Exercice 5.5. Calculer I = // 22y%(1 — 2Py — y*)sdady, oii D = {(z,y) €
D

Rz >0,y > 0,2% +y° < 1.}
(Indication : utiliser le changement de variables X = 75 et Y = y% , PUisS un passage
en coordonnées polaires).

Exercice 5.6. Calculer I = // Vaydzdy, oi D = {(z,y) € R?|(2* + y*)? < xy.}
D

1 1 1 1 _
Exercice 5.7. C’alculer/ (/ —ydy)dx et / </ z—ydx>d
0 o (22+y?)? 0 o (22+y?)?

Qu’en déduisez-vous ?

dxd
Exercice 5.8. Soit D = [0,1]%. Calculer // e —
Exercice 5.9. Montrer ’existence de I = f; 0 %

— Montrer que // Sy ——————dxdy ou D =[0,5]*

14 cosxcosy
— FEn déduire la valeur de I.

Exercice 5.10. Calculer les intégrales suivantes :

. //(x +y)e "e Vdxdy, oi A= {(r,y) € R?*z,y >0, x+y>1}
A

LY R 2 2 .2

1 o ) )
’ //cmdxdy, 0t C = {(x,y) < [O’ 2] X [07 2]}

Exercice 5.11. On note D le domaine délimité par les droites x = 0;y = x + 2ety =
x.

1. Calculer (directement) I = //(x — y)dxdy.
D
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2. Calculer I au moyen du changement de variable u =z +vy et v=2x —y.

Exercice 5.12. Soit D le disque de centre (0;1) et de rayon 1 du plan. Calculer

I—//D(:U2+y2)dxdy.

Exercice 5.13. Soit D = {(z,y) € R®|z,y >0, 22 +¢y* -2y >0, 2> +y* -1 < 1.}

C’alculer// vV a? + yidxdy.
D

Exercice 5.14. Calculer a l’aide d’un changement de variables approprié :

//1+x2+ sdzdy, ou A = {(x,y) e R?| 22 +¢* — 22 < 0.}

2. //cHx—wdxdy, avec C le carré de sommets (1;0), (2;1), (1;2) et (0;1).

dzd
Exercice 5.15. 1. Calculer I = // f y >
0<y<z<1 (]‘ + )(1 +y )

2. Démontrer la convergence des intégrales :

S /Z ln(2c0829)7 K /3 1n(28iﬂ26’)’ I_ /1 Int it
o—o (2cos26) 9—o (2cos20) o 1 — 12
3. Démontrer que I = J (passer en coordonnées polaires dans I).

4. Calculer J + K et J —k en fonction de L.
5. En déduire les valeurs de K et L.
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