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Préface

Ce polycopié est proposé aux étudiants des classes de mahématiques spéciales de la troisieme
année licence LMD (programme L3) des rappeles et des compléments de cours complets, ainsi que
des exercices résolus la fin de chaque chapitre. Il pourra également intéresser les étudiants de deuxieme
année chimie, génie électrique et génie mécanique.

Je tiens a remercier toutes les presonnes qui m’ont aidé, Benabdallah Mehdi, Benaissa Fadila et
Tlemcani Mounir pour la relecture de certains chapitres.

Je serais reconnaissant a tous les lecteurs qui me feront parvenir leurs remarques et suggestions afin
que je puisse améliorer ce travail.






Introduction

Plusieurs phénomenes surtout en chimie, physique, mécanique, electricité,... sont modelisés par
des équations différentielles
Par exemple :

dx
1) L’équation du déplacement i ;x, c’est une équation différentielle d’ordre 1.

2) En éléctricité, si on consider un circuit RLC, en fermant I'interrupteur au moment ¢ = 0. Par les
lois d’'Ohm et Kirchhoff on trouve I’équation différentielle donnant la quantité du courant ¢ a travers
le condensateur C'

d*q dg 1
L—+R—+—g=0F.
a2 Tha T ot

Définition 0.0.1. Une équation différentielle est une relation de la forme :
f@ .y y™) =0, (0.1)
entre une variable z, une fonction y et ses dérivées successives jusqu’a l'ordre n.
Exemple 0.0.2.
1L y4+y=0
2. (y")? =) +3y=0
3. (y")? + () + 3y = 2?

Définition 0.0.3. On appelle ordre de l’équation différentielle le degré de la dérivé le plus
élevé, dans ['exemple précédent, on a

1. équation différentielle d’ordre 1
2. équation différentielle d’ordre 2

3. équation différentielle d’ordre 3

Remarque 0.0.4. Sila fonction inconnue est de deuz (ou pluiseurs) variables z = z(x,y) (respective-

menty = y(x, 21, T, ..., T,) ). Dot la relation entre x ety est les dérivées partielles z,, Zys Zus Zyys Zays Zya
est appelée equation aux dérivées partielles (EDP).

1"

Définition 0.0.5. On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle toute fonction
y = y(x) définie sur un intervalle I de R, possédant des dérivées successives y',y",...,y" et vérifiant

la relation (0.1]).



Exemple 0.0.6.

1. Pour ’équation différenticlle y"+y = 0 (équation différentielle d’ordre 2) ; la fonction y; = sinx
est une solution, puisque sinx est définie sur I = R et il existe yll = cosx et y’l/ = —sinz et
ylll +uy1 = 0.

De méme yy = cosx est aussi solution de [’équation donnée. De méme y3 = sinx + cosx. En
générale y = asinxz+bcosx est aussi solution ot a et b sont deur constantes réelles. Cette der-
niere est appelée solution générale et les autres yi,Ys, Y3, ..., Yo Sont des solutions particulieres.

2. L’équation y' +vy = 0 admet lintégrale générale y = Ce™", les intégrales particuliéres y = e ",
y=2e",...

3. L’équation (y')* — 4y = 0 admet Uintégrale générale y = (x + C)?, les intégrales particuliéres
sont y =22, y = (v + 1) et une solution singuliére y = 0.

Remarque 0.0.7.

1. Résoudre (intégrer) une équation différentielle c’est de trouver toutes les solutions (intégrales)
possibles.

2. La courbe représentative de la solution générale (respectivement particuliere) est appelée courbe
intégrale.

Exemple 0.0.8 (Equation différentielle d’une famille de courbes & un parametre).
Une famille de courbes a un paramétre est définie par une équation :

f(z,y,\) =0. (0.2)

Cette équation fait correspondre a chaque valeur de A une courbe C de la famille. En dérivant ,
on obtient

foty'f, =0, (0.3)

qui dépend en générale de \ et par suite de (Cy). En éliminant X entre et on obtient une
relation :

F(z,y,y") =0, (0.4)

c’est-a-dire une équation différentielle du premier ordre dite équation différentielle de la famille des
courbes (Cl) . est la solution générale de (0.4). Les courbes (C\) sont appelées courbes intégrales
de (0.4).

Les courbes intégrales d’une équation différentielle du premier ordre constituent une famille de
courbes a un parametre. Leur enveloppe (T') si elle existe, est la courbe intégrale singuliére de .
Considérons par exemple les droites Ay d’équation :

2

A

en dérivant , on obtient :

y =\ (0.6)



L’élimination de \ entre et donne

(')
2 )

est ’équation différentielle de cette famille de droites. est la solution générale de

qui admet ['intégrale singuliere :

y=axy + (0.7)

y=-5 (D). (0.8)






Chapitre 1

Les équations différentielles d’ordre 1

Le but de ce premier chapitre est de faire quelques rappels du cours de premiére année sur les
équations différentielles du premier ordre. On donner les techniques nécessaires pour la résolution de
certaines équations relativement simples. Tout d’abord, on précise ce qu’on entend par "équations
différentielles” et par solutions d’une équation donnée vérifiant certaines conditions initiales. En
particulier, on étudiera les équations homogenes, de Bernoulli et de Ricatti.

Définition 1.0.1. Une équation différentielle d’ordre 1 est toute relation de la forme
F(z,y,y") =0 (1.1)
Remarque 1.0.2.

1. 5% on peut exprimer dans l’équation Yy en fonction de x ety, alors on obtient une équation
différentielle appelée résoluble en y' de forme

y = f(z,y). (1.2)
Sinon dans le cas contraire [’équation est dite non résoluble en y' (ou implicite).

2. 1l y en a plusieurs types d’équations différentielles d’ordre 1.
Les équations de la forme

(a) Equations différentielles d variables séparables
(b) Equations différentielles homogéne

(¢) Equations différentielles linéaires

Les équations de la forme : Fquation de Bernoulli, Riccati, Lagrange, Clairaut,...

1.1 Type I : Equations différentielles a variables séparables

Définition 1.1.1. On appelle équation a variables séparables toute équation différentielle qui peut
se mettre sous la forme

o)y = ¢(x), (1.3)

ot @ et ¢ sont des applications continues sur des intervalles a préciser.



d
Méthode de résolution : En remplacant y' = d—y dans 1) on trouve
x

6% = o) on ply)dy = (), (1.4

on intégre ((1.4)) terme a terme pour obtenir ainsi la solution générale de 1’équation ([1.3)) sous la forme
[oway = [ eydz+c. (15)
ou C' étant une constante arbitraire.

Exemple 1.1.2. Intégrer l’équation suivante :

2y = eV, (1.6)

dx
On peut séparer les variables car iy = T ; on obtient
Y

1
e Vdy = —dz
x

En intégrant, on obtient

e 3y 1
. - 40
3 212 +
Donc
1 3 ~
=—In|l—+C
Y 3 222 e
ot C € R.
Exemple 1.1.3. Intégrer [’équation suivante :
, 1ty
Y7 + 22
On peut séparer les variables car iy = d—x ; on obtient
Y
dy  dx
1+y2  1+4a%
d’ot
(@)
arctany = arctanx + C'. (1.7)

La solution de l’équation est donnée (implicitement) par la relation (G). Sinon, en prenant la tangente
des deux membres de , on obtient une relation algébrique entre x ety :

x4+ tan C

T 1—ztanC’ (1.8)

Y



1.2 Type II : Equations différentielles homogene

Définition 1.2.1. On appelle équation homogéne toute équation différentielle qui ne change pas
lorsque l'on remplace x par \x et y par Ay pour tout réel A\. Une équation homogéne peut se mettre

sous la forme ¢(y/, Q) = 0 et parfois sous la forme
x

y = f(2). (1.9)
ot [ est une fonction homogene de degré zéro (c’est-a-dire f(Ax, \y) = f(z,y)).
Rappel : f est dite homogene de degré m si V(z,y) € Dy on a f(Ax, \y) = A" f(z,y).

Méthode de résolution : Nous nous bornerons aux équations homogenes que I'on peut mettre
sous la forme 1D Dans ce cas, on pose Y — ¢ ou y = tx (t est donc une fonction de z). On en
x
déduit

y =tr+t.
(1.9) devient :

t'e+t=f(t),
ou ”

=)t = ()~

ou, en séparant les variables :

de  dt

r f(t)—t

et, en intégrant :
dt
In |z :/7 +In K,
ft)—t
In K étant une constante arbitraire. D’ou

r=CF(t),

avec

F(t) :exp(/f(tc)lt_t) et C = +K.

Par conséquent, la solution générale de (|1.9) est :

y = CtF(t).
Exemple 1.2.2. Intégrer [’équation :
y =Ty (1.10)
r—y

On a bien une équation homogéne. Posons y = tx, d’ou y = t'z +t. En substituant et simplifiant
par x, il vient :

1+t 1+t
t'x+t:i, ou t'r = + .
1—t 1—t
Séparons les variables :
de  (1—t)dt  dt tdt

x 1462 1+ 142



Intégrant terme a terme :

1 1
In|z| = arctant — 5111(1 +*) +In|C| ou In|z|+ 5111(1 + %) = arctant + In |C] .

Mais,t:g, d’ou :
x
1 Y
1 —In(1+ (2% =1 2 2,
el + 51+ (L)) = /a2 4y

Conclusion. La solution générale de est donnée (implicitement) par :

Iny/22 +y? = arctan% + K,

ou K =1n|C| est une constante.

Exemple 1.2.3. Intégrer [’équation :

(2* = y*)y = 22y (1.11)

On a successivement, en posant y = tx, d'ony =tz +1 :

22y 2t 3+t
=, trtt=—0F, thr=_—73;
Y x2 —y?’ T 11— T
d’ou
de  (L—t*)dt dt  2tdt

t t(1+82) t 14+t
En intégrant terme a terme, il vient :

In|z| = In|t| — In(1 +*) + In|C],

ou !
z(t* +1) = Ct;

en remplagant t par Q7 il vient finalement :
x

22 +y* — Cy =0.

1.3 Type III : Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 sont les plus intéressantes car on les rencontre en
physique (électricité, mécanique,...), ce sont des équations ou y et y’ sont du ler degré.
Forme générale est :

a(z)y’ +b(z)y = c(z), (1.12)

ou a, b et ¢ sont des fonctions en x.

Remarque 1.3.1.
10



1. Sia(x) # 0, alors est dite normalisée. Dans ce cas se ramene a l'équation :
Y +p(x)y = q(x), (1.13)

b(x) c(z)

oiipla) = 13 etala) = S

2. Sic(x) =0; ou bien q(x) = 0, alors I’équation obtenue sera homogéne (de type 1 et 2) appelée
équation linéaire homogéne

a(z)y + b(z)y =0 ou bien y' + p(x)y =0 (1.14)

Méthode de résolution :
On peut utiliser la transformation de Laplace, aussi les séries entieres,..., etc
On va appliquer la méthode classique de Lagrange : méthode de variation de la constante (MVC).
Pour intégrer , intégrons 1’équation sans deuxiéme membre en séparant les variables :

dy
—_— = O
5, TP@y =0,
d’ou p
Yy
— = —p(x)dz,
y (z)

et, en intégrant :
Inlyl =— /p(m)dw +In|C|.

En posant

ulw) = [ pla)d,

on a la solution de (|1.14)) :
y = Ce @ (1.15)

Cherchons une solution de (1.13) de la méme que (1.15]), mais en considérant C' comme une fonction
de z. En dérivant (1.15)), il vient ;

y/ _ Cle—u(a:) . Ce—u(:c)u/‘

Mais
u' = plx), y =C"e " —Cem"@p(z).

En portant dans ([1.13)), il vient :
C'e™@) — Cem@p(z) + Ce™@p(z) = ¢(z),

ou
C" = q(x)e™ (1.16)

(1.16) permet de calculer C'(x); en intégrant on obtient, en effet :
C= /q(a;)e“(m) + Ch.
En remplagant C par sa valeur dans ([1.15]), on obtient I'intégrale générale de ([1.13)) :

Yy = e_“(‘”)(/ q(x)e“(x)dx + ),

avec
u(z) = /p(a:)dw, et C est une constante réelle.

11



Exemple 1.3.2. Intégrer l’équation

Sizy —y=0, ona:

ou, en intégrant :
Injy|=In|z|+In|C| dou y=Cx

Cherchons une solution de de la forme y = C(x)z. On aura :
y' = C'(z)z + C(z),
et, en portant dans :
C'(z)2* + C(x)r — C(x)r =2° ou C'(x)=1 et C(z)=x+ O},
d’ot la solution générale de est
y =xz(z + Ch),
ou C] est une constante réelle.

Exemple 1.3.3. Intégrons l’équation différentielle linéaire suivante :

2

/ _ —x
Yy + 2xy = 2ze
p(x) q()
Siy +2xy =0, on a
d
9 _ —2xdz,
Y

ou, en intégrant :
Inly|=—-2>+C doiy=Ce™ (C)=+e)

Cherchons une solution de de la forme y = C’l(x)e_xZ. On aura :
y = Cl(x)e™ — 220, (x)e™™,

et, en portant dans (?7) :

Cl(x)e™ — 220y (z)e ™ + 2zCy(z)e™™ = 2ze™ ou Cl(z) =2z et Cy(z)= 2>+ Cs,

d’ot la solution générale de est
Yy = <$2 + CQ)€_$2,

ou Cy est une constante réelle.

12
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1.3.1 Propriétés des équations linéaires.

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

1. Si y; est une solution de ((1.19) :

y + p(z)y = 0. (1.19)

Cyy est aussi solution de (|1.19)).
2. Si'Y est une solution particuliere de (1.20)) :

Yy + @)y = q(w), (1.20)
et y; est une solution de (1.19) alors
y=Cuy +Y,

est la solution générale de ([1.20)).

Pour intégrer (1.20)), il suffit d’ajouter a U'intégrale générale de (|1.19) une intégrale générale

particuliere de (|1.20)). Si, par exemple, on a ’équation :

y' sin? 2 — ytanz = tan z; (1.21)
y1 = tanz est une solution de (1.22)) :
y'sin®z — ytanz =0, (1.22)

et Y = —1 est solution particuliere de (1.21]). On a donc 'intégrale générale :
y=Citanz — 1.

Remarque 1.3.4. Par fois l’équation non linéaire en y mais elle linéaire en x = x(y)

1

Exemple 1.3.5. On considére I'équation différentielle y' = (voir lexercice |1.19).

x cosy + sin 2y

1.4 Type IV : Equation de Jacob Bernoulli

Forme générale est :

y' + p(x)y = q(x)y™, (1.23)

oum € R, p et g sont des fonctions en x.

Si m =0 ou m =1, on se rameéne a I’équation linéaire.

Méthode de résolution :

Elle se rameéne a une équation différentielle linéaire d’ordre 1 en divisant par y™ et en posant :

1
z=——, car
ym—l /
2= (1- m)y—
ym
et, en portant dans (|1.23]) puis en simplifiant :
/
+p(e)z = q(x) (1.24)

1—-m

D’ou la solution générale de ((1.23)) est
1

y = (m7%7

ou z est la solution générale de (|1.24)).
13



Exemple 1.4.1. Intégrer [’équation de Bernoulli suivante :

I — 3
vZry=y (1.25)
p(x) q(x)
.. 3 . y/ 1 . . i 1
Divisons par y”, on obtient = — x— = —x, puis on fait un changement de variable z = —, cela
Y Y )
donnerait
2 =2y 3y

En remplagant dans on obtient une équation différentielle linéaire d’ordre 1,
2422z =21 (1.26)

La résolution de donne

z=1+ C’e“‘z,

ou C' € R.
La solution générale de est donc

1 1
=+ oy =y —
Y \/; oy V1+Ce=™

Remarque 1.4.2. [ existe d’équation de Bernoulli en x = x(y).

ou C € R.

1.5 Type V : Equation différentielle aux différentielles to-
tales (EDT)

Une équation différentielle de la forme
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0, (1.27)

s’appelle équation aux différentielles totales si son premier membre représente une différentielle totale
d’une certaine fonction U(x,y), c’est-a-dire si

M(z,y)dz + N(z,y)dy = dU = —dx + —dy.
Y

Théoreme 1.5.1. Pour que [’équation soit une équation aux différentielle totale, il faut et il
suffit que dans un certain domaine D de variation des variables x et y soit satisfaite la condition
sutvante :

%]‘; = %JZ. (1.28)
L’intégrale générale de 1’équation est de la forme U(z,y) = C'; ou C € R.
Exemple 1.5.2. Résoudre [’équation
(sin(zy) + 2y cos(xy))dx + 22 cos(zy)dy = 0. (1.29)

14



Vérifions si cette équation est une équation aux différentielle totale :

M
aa = x cos(zy) + x cos(wy) — 2y sin(ry) = 2z cos(wy) — ¥y sin(xy)
Y
N
aﬁx = 21 cos(xy) — 2%y sin(xy)
st bien que
oM _on
oy — Ox’

c’est-a-dire que la condition est satisfaite. Ainsi [’équation donnée est aux différentielles totales
et

oU .
= %(ﬂc, y) = sin(zy) + xy cos(zy),
_ oY _ 2
N - 8y (.Z',y) x COS(Z‘y),

donc,
Ulx,y) = /xQ cos(zy)dy = x* / cos(zy)dy = xsin(zy) + ¢(x),

ou
ou @ est une fonction indéterminée pour le moment. La dérivée partielle — de la fonction U doit

Ox
égale sin(xy) + zy cos(zy), ce qui donne
sin(zy) + zy cos(xy) + ¢'(x) = sin(xy) + xy cos(zy),
d’otu
¢'(x) =0 si bien que o(x) = C.

Ainsi
U(z,y) = zsin(xy) + C.

La solution générale de est donnée implicitement par la relation :
xsin(zy) = C; ot C est une constante réelle.

Exemple 1.5.3. Résoudre I’équation différentielle

(32% + 62y?) dz + (62%y + 4y°) dy = 0. (1.30)
M (z,y) N(z,y)
Iz,
oM ON
I 100y, =12
3y Ty, - zy

de sorte que la condition est satisfaite et donc, ’équation considérée est une équation aux
différentielles totales. Elle peut étre facilement ramenée a la forme dU = 0 par le groupement direct
des ses termes. A cet effet, écrivons-la sous la forme

6y dr + 62°ydy + 3x?dx + 4y>dy = 0.
1l est évident que

6xy>dr + 62%ydy = 3wy(2ydz + 2zdy) = 3d((zy)?), 32°dr = d(2*), 4y’dy = d(y*).
15



L’équation peut donc se mettre sous la forme
3d((zy)?) + d(=°) + d(y") =0,

ou
d(3(zy)* + 2* + y*) = 0.

Par suite la solution générale de est donnée implicitement par la relation :

3(zy)? +2° +y* = O; ou C est une constante réelle.

1.6 Type VI : Equation différentielle a facteur intégrant

Dans certains cas ou I’équation (|1.27) n’est pas aux différentielles totales, on arrive parfois a
trouver une fonction pu(z,y) telle que le premier membre de I’équation ([1.27) se transforme en une
différentielle totale apres la multiplication par cette fonction

dU = uMdz + uNdy.

Une telle fonction p(x,y) s’appelle facteur intégrant. Par la définition méme du facteur intégrant on
a
I(uM) _ O(uN)

dy or '
@_M@_ oM  ON

Ox oy ( oy  Ox .

ou
N

don o1 o1 oM ON
nu nu
M A 1.31
ox dy dy ox (1.31)

Pour déterminer le facteur intégrant nous avons obtenu une équation aux dérivées partielles.
Signalons quelques cas particuliers ot on parvient a trouver assez facilement la solution de I’équation

(1.31)), c’est-a-dire le facteur intégrant.

N

0
1. si g = p(x), alors a—'u = 0 et I'équation (|1.31)) devient
Y

oM ON
dlnp 3y — o

o N (). (1.32)

D’ou
Inpu(z) = /gp(x)dx.

Pour qu’il existe un facteur intégrant indépendant de vy, il faut et il suffit que le second membre
de I'équation ([1.32)) soit fonction de la seule variable z. Dans un tel cas In p s’obtient par une
quadrature.

Exemple 1.6.1. Résoudre [’équation

(2% + y*)dx — 2zydy = 0 (1.33)
On a oM ON
I oy 22 = 9

16



donc elle est de type 6. On calcule

OM _ ON 9
0 oz
z N = _; = QO(ZE),
alors il 5 p
=2 )] = -2 [ S ()] = In(@?),

et par conséquent le facteur intégrant est

1
p(z) = 22
D’ou I’équation
2,2
+ 2
* 2y dx — —ydy =0,
x x

est une équation auz différentielles totales. Son premier membre peut étre mis sous la forme

2

Y

d 2xydy — 2d _ ) =
ar _ 2vydy —yaxr 0, d’ou d(ln|x| ) =0,
Xz

T 2

et la solution générale de est

r=Ce% CcR.

2. De facon analogue si o dépend de y uniquement (pu(x,y) = p(y)), alors

dlnp oM
Oz Oy _

et
Inp(y) = /w(y)dy-

Exemple 1.6.2. Voir le cas 4 exercice|l.15,

1.7 Type VII : Equations différentielles non résolues par
rapport a la dérivée

1.7.1 Equations du premier ordre de degré n en y

Forme générale est :

)"+ ar(z,y)(y)" " + A ana (Y)Y + anl(z,y) =0,

avec n le degré de ’équation et ai(z,y) sont des fonctions (k= 1,...,n).
Méthode de résolution :
On pose 3’ = p et on trouve une équation algébrique en p

P ap" 4 Fappt+a, =0
17



Exemple 1.7.1. Résoudre l’équation
y(y) +(x—y)y —x=0 (1.34)
Posons y' = p, ou p est un paramétre ; il vient
yp* +(x—y)p—x=0 (1.35)

L’équation admet deux racines

Y
ou
p=1
1. Sip=y =1alorsy=x+C,
. / x L, L, 2 2
2. Sip=y =—— alorsiy =37 +Cy ou y* = —z°+C5 (C3 =20).
Y

L’ensemble des solutions de l’équation est
y=v+Ci, v’ =—-2"+Cs
ou C et Cg sont des constantes réelles.

Remarque 1.7.2. Parfois on arrive pas a exprimer p(=1vy') explicitement. D’ou on utilise les fonc-
tions implicites. Illustrons ce procédé par ['exemple suivant :

Exemple 1.7.3. Résoudre l’équation
y=2(y)" +3(y)’ (1.36)
Posons y' = p et on remplace dans , il vient
y = 2p° + 3p° (1.37)

En dérivant , on obtient

dp

dp
Y =p=dp5 + 9p*—
xr

y =1 (équation différentielle a variables séparables). (1.38)
x

d
ou (4+ 9p)£

La résolution de cette équation donne

x:4p+ip2—0 (1.39)

ot K est une constante réelle.

La solution de est donné (implicitement) par (1.37) et (1.39).
18




1.7.2 Equations de la forme f(y,3') =0 et f(x,y’) = 0.

Si les équations f(y,vy') = 0 et f(z,y') = 0 sont facilement résolubles par rapport & %/, leurs
résolution donne des équations a variables séparables.
Considérons des cas ou ces équations ne sont pas résolubles par rapport a 1.

A)

L’équation de la forme f(y,y") = 0 est résoluble par rapport a y :
y =0y

Posons y' = p, alors y = ¢(p). En différentiant cette équation et en remplagant dy par pdz, on
obtient

pdz = ¢'(p)dp,

/ /
dr = g0(p)d]0 et x:/(p(p)dp—i-a
p p

On obtient la solution générale de 1’équation donnée sous forme paramétrique

d’ou

¢'(p
9::/ ;)derC, y = (). (1.40)
Exemple 1.7.4. Résoudre l’équation
y = (y)?siny. (1.41)
Posons y' = p, d’otiy = p*sinp. On en déduit :
d d
Y dr=Y
dx D
Mazs
dy = (2psinp + p? cos p)dp;
on a donc :
dx = (2sinp + cosp)dp,
et

xr=—2cosp+sinp+ C.

La solution générale sera

y=p’sinp, x=—2cosp+sinp+ C.

Si I’équation de la forme f(y,y") = 0 n’est pas résoluble (ou est difficilement résoluble) tant par
rapport a y que par rapport a 3, mais admet une expression de y et 3’ par certain parametre
t:

dy
y=¢), p=0t) (p=_").
donc on proceéde comme suit. On a dy = pdx = ¢(t)dx d’une part. D’autre part on a y' = ' (¢)dt
/
t
de sorte que ¢(t)dx = ¢'(t)dt et dz = (;é)) dt; d’ou
(1)
x :/ dt.
¢(t)

Ainsi, on obtient la solution générale de I’équation différentielle donnée sous forme paramétrique

A0 _
r = / ) dt, y=o(t).
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1.8 Type VIII : Equation différentielle du 1°* ordre de La-

Définition 1.8.1. On appelle équation de Lagrange toute équation différentielle qui peut se mettre

Exemple 1.7.5. Résoudre l’équation

v+ (y)* =1
Posons y = sint, y = p = cost,
d t
dr =L = g = gt
D cost
D’ou
x:/dt:t+C’;

et la solution générale est
r=t+C, y = sint.

Equation de la forme f(x,y") = 0. Supposons que cette équation soit résoluble par rapport a

| z = p(y).

d
Posons y' = p, il vient dz = ¢'(p)dp. Mais dx = il et, suite,
p

dy ,
— = ¢'(p)dp,
) ©'(p)
si bien que
dy =pe'(p)dp et y= /pso/(p)dp +C,

qui est la solution générale de 1’équation sous forme paramétrique.

Exemple 1.7.6. Résoudre [’équation

dy

. dy
dx

+b(=>)? = z.

d
Posons <2 — p, alors
dx

r=ap+bp?, dr = adp+ 2bdp,

2
dy = pdx = apdp + 2bp*dp, y = gp2 + gbp?’ + C.

Finalement,

a 2
r = ap + bp?, y:§p2+§bp3+0.

grange

sous la forme :

ou @ et Y sont des applications continument dérivable sur des intervalles a préciser.

y=xp(y) + Y1),
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Méthode de résolution :

On pose p =y = d—y L’équation ([1.42]) devient
x

y = z(p)e(p) +¥(p), (1.43)

On la dérive par rapport a p :

L =2 pelp) + a0)e'(B) + V'),
o dy dy dx
d—p_%x@—px(p).
Donc
pa'(p) = 2'(p)e(p) + 2(p)¢'(p) +¢'(p) ou (p—w(p)2'(p) —z(p)¢'(p) =+ (p), (1.44)

on ramene ’équation ([1.43]) & une équation linéaire de premier ordre en prenant pour la variable p et
pour la fonction x. En recherchant la solution de (1.44]) =z = r(p,C), on obtient la solution générale
de I'équation (|1.42)) sous forme paramétrique :

z=r(p,C), y=rpClp(p)+ é(p) (pest un parametre).
Exemple 1.8.2. Résoudre l’équation
vy +y+ () =0. (1.45)
On pose y' = p. L’équation devient
2

y = —px(p) —p".

D’ou ;
Y
—2(p) =pr'(p) =2 =3 =pr' () et 2p'(p) +2(p) = ~2p.
Nous avons obtenu une équation du premier ordre, linéaire en x, en la résolvant, on a
C 2
= 3P avec C' € R.
P

En portant la valeur trouvé de x dans 'expression de y, on obtient en définitive

C 2 C 1
T=———=-p, y=—p———-p° avec C € R.

p| 3 | 3

1.9 Type IX : Equation différentielle du 1°* ordre de Clai-
raut

Définition 1.9.1. On appelle équation de Clairaut toute équation différentielle qui peut se mettre
sous la forme :

y=ay + o). (1.46)
ot @ est une application continument dérivable sur des intervalles a préciser.
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Méthode de résolution : La méthode de sa résolution est la méme que celle utilisée pour
I’équation de Lagrange. La solution générale de I’équation de Clairaut est de la forme

y=Cx+¢(C). (1.47)
Exemple 1.9.2. Résoudre [’équation
y/
— o 1.48

sur ] — o00; 0].
On pose y' = p. L’équation devient

y:xp%—PL_H.
ot by Plp+1) —py
Yy =xp +p+ FriE P
Donc 1
p’(x+m):0.

1. Sip' =0, alors p=C avec C € R,

D’o1 o
y:C’:lr—l—CiJrl avec C' € R.
2. v+ ! 0, al L 1
.+ ——= =0, alorsp = — — 1.
(t+1)2 b=
D’o1 .
-1
y:xp—irL:— —x—x—i—Fgﬁf:—%/—x—ijl.
p+1 H

1.10 Type X : Equation différentielle de Riccati

Définition 1.10.1. On appelle équation de Riccati toute équation qui peut se mettre sous la forme :

d

% + a(z)y* + b(x)y + c(x) =0, (1.49)
ot a(zx), b(x) et c(x) sont des fonctions continues sur des intervalles a préciser. Si les coefficients a,
b et ¢ dans l’équation de Riccali sont constants, l’équation admet la séparation des variables et on

obtient tout de suite son intégrale générale
d
Cl — T = /2—y
ay* + by +c
Remarque 1.10.2.
1. Si l'on connait une solution particuliére quelconque y1(x) de l’équation , sa solution gé-

nérale peut étre obtenue par des quadratures.
En effet, posons

y = () + 2(2), (1.50)
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ot z(x) est une nouvelle fonction inconnue. En portant dans (1.49), on trouve

d d
% + é +a(@)(yf + 291z + 2%) + b()(y1 + 2) + ex) =0,

d’ot compte tenu du fait que y;(x) est solution de , on obtient

d
Cé + a(z)(2y12 + 2°) + b(x)z = 0,

Z; + a(z)2® + [2a(x)y + b(z)]z =0 (1.51)

L’équation est un cas particuliere de l’équation de Bernoulli.
Exemple 1.10.3. Résoudre [’équation de Riccati
y —y? + 2y = ¥ + €7, (1.52)

connaissant l'une des ses solution particuliére y; = €.
Posons y = €” + z(x) et portant dans I'équation (1.52), il vient

dz 9
dr
d’ot ) .
—=z—-0C, ouz= .
z C—x
Ainsi la solution générale de l’équation est
=e .
4 C—=x

Remarque 1.10.4. Au lieu de la substitution il s’avere parfois plus pratique d’effectuer
la substitution

@)+
= i _—
y yl Z(m) )
qui rameéne tout de suite ’équation de Riccati (1.49) a ’équation linéaire
' (x) = 2a(x)yi(z) + b(x))z(x) = a(x).
Exemple 1.10.5. Résoudre [’équation de Riccati suivante :
2207y = (v — 1)(y* — %) + 22y sur ]0; +oo|, (1.53)

connaissant ['une de ses solutions particulieres y, = x.
On peut mettre ’équation sous la forme :

,_x—12+1 r—1
Y=g ¥ Ty 2

(1.54)

1
On pose y = x + — ot z est une fonction qui ne s’annule pas sur ]0; 4+00].
z
Z/
Onay =1-— — et portant dans l’équation (1.54), il vient
z
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1
— e — —
z e o
Ainsi la solution générale de l’équation est
N 1 201%™ +
= X — .
Y Ceo— 2L 20ze -1

2x

. Si l’on connait deuz solutions particulieres de l’équation , son intégrale générale s’obtient
par une seule quadrature.
Soient données deuz solutions particuliéres yi(z) et yo(z) de de équation (1.49). En utilisant
le fait qu’on on lidentité

W —aah ~ by, — cla),

représentons [’équation sous la forme

1 d(y - yl)
y—uy dx

= —a(x)(y +y1) — b(x),

L fin(y )] = —a()(y -+ ) ~ b(x). (1.5)

En opérant d’une maniére analogue, on trouve pour la deuziéme solution particuliére ys(x)

d
o —v2)] = —a(@)(y + 42) - b(2). (1.56)
En soustrayant l’égalité de l’égalité , on obtient
d Yy~ U
-n - _
dx[ 1 y— y2] a(z)(y2 — 1),
d’ou
Y79 _ ool a@@a(@)—yi(@)de. (1.57)
Y— Y
Exemple 1.10.6. L’équation
d 2
% = % — 9%, m = const, (1.58)
a des solutions particulieres
1 m 1 m
==t 5 Y=o g
x x xr x

En utilisant la formule , on obtient l'intégrale générale de l’équation

Yy—uy :Cef_;dea:’ d’ol : _
Y—Y Ty —Tr+m
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1.11 Exercices du chapitre

Exercice 1.12. Intégrer les équations différentielles suivantes :
1. ydor — xdy =0
2. dp+ ptanfdf = 0
3. (t—s)dt+tds=0

y _x+ 1

x x

1
5.y =

4.y =2

2 cosy + sin 2y
6. x(x — 1)y +y =22z —1)
7. y'sin®z —ytanz = tanx
Solutions.

1. On peut séparer les variables, on obtient

En intégrant ((1.59)), on obtient

dy dx
[ = [T oulyl =Ml
Y T

Solution générale de de I'équation donnée est donc :

y=Cz; C==+ef

2. L’équation donnée est une équation différentielle a variables séparables.
On a donc :

d
dp+ ptanédf =0 ou % — _tandde.

En intégrant ((1.60), on obtient

Solution générale de I’équation donnée est donc :

_ C _ K

3. On a bien une équation homogene, car

ot :
ds  t—s 1-1%
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t
Posons A = — ou t = As. Alors ' = Ms+ \. En portant les expression de t et ¢’ dans ’équation

s
(1.61]), on obtient :
d\
ds
(1.62)) est une équation différentielle a variables séparables. Intégrons, il vient

(A —1) = -\’ (1.62)

D’otl la solution générale de Péquation donnée est t = +e it5K = Ce™1; C = ek,

. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre.

Si
Y

'—2==0 1.63
y —2_=0, (1.63)
alors In |y(x)| = 2In |z| + K, ce qui conduit a la solution générale de ((1.63)) :

y = Cx? avec C € R.
Cherchons une solution de '’équation initiale de la forme y(z) = C(x)z*. On aura :

Y (z) = C'(2)x* + 2C (),

et, en portant dans I’équation initiale

z+1
) ="4
On en déduit : ) 5
C =—— — 4+ K
(z) i

La solution générale de 1’équation initiale est donc définie par :

1
y(x) = —x — 5 + K2? avec K € R (1.64)
1 . AN
Remarque 1.12.1. y, = —z — 5 est une solution particuliére de (4)

. L’équation donnée est équation différentielle linéaire si x est considéré comme une fonction de
Y

d 1 d
9y . ou @ x cosy = sin 2y, (1.65)
dz x cosy + sin 2y dy

Y

on obtient ainsi une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre. La résolution
de I’équation ([1.65]) se fait en deux étapes.
Résolution de I’équation homogéne associée

d
d; —xzcosy =0 (1.66)
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d d
soit 22 = cos ydy = /—x = /cos ydy = In|z(y)| = siny + K, ce qui conduit & la solution
T T
générale de ((1.66]) :
x=Ce’ avec C € R (1.67)

Résolution de ((1.65)) par la méthode de variation de la constante MVC

Cherchons la solution générale de 'équation ([1.65) sous forme x(y) = C(y)e*™¥, ou C(y) est
une fonction inconnue de y.

On calcule 2'(y) = C'(y)e¥™Y + cos yC(y)e™¥ | on reporte dans (1.65) et on obtient :

in 2 in 2 .
C'(y) = i yy ou C(y) = / S yydy = 2/sinycosye’smydy
eSll’l e—Sln

Par intégration par partie, on en déduit :

C(y) = 2(—sinye ™Y — e~ 50¥) 4 K
La solution générale de ([1.65]) est donc définie par :
z(y) = —(siny + 1) + Ke¥™¥ avec K € R

. Rappelons la forme générale de ’équation différentielle linaire du premier ordre ordre :

dy

o +p(x)y = q(z), (1.68)

ou p(x) et g(x) sont des fonctions données de x, continues dans le domaine o il s’agit d’intégrer
I'équation ([1.68)). On sait résoudre (|1.68)) par la méthode de variation de la constante mais
I’équation ([1.68]) peut aussi étre intégrée comme suit. Posons

y = u(x)v(z); (1.69)
ot u(z) et v(x) sont des fonctions inconnues de x dont 'une, par exemple v(z), peut étre choisie
arbitrairement. En portant (1.69)) dans ([1.68)), on obtient, toutes les réductions effectuées,

v(@)u'(z) + (p(z)o(z) + v'(x))u(z) = q(z) (1.70)

En déterminant v(x) de la condition p(z)v(z)+v'(x) = 0, on trouve ensuite de la fonction
u(z) et, par suite, la solution y = uv de I’équation ([1.68). Pour v(x) on peut prendre toute
solution particuliere de 'équation p(z)v(z) +v'(z) =0, v £ 0.

Application. Cherchons la solution générale de 1’équation donnée sous forme

y = ulz)o(e); (1.71)
on a 3y = u'v + wv'. En portant les expressions de y et 3/ dans ’équation donnée, on aura
r(z —1)(v'v +w') +uv = 2?2z — 1) (1.72)
ou
z(z — Du'v + [x(z — 1)V + v]u = 2 (20 — 1) (1.73)
La fonction v = v(z) se détermine de la condition z(z — 1)v" + v = 0. En prenant 1'une
quelconque des solutions particulieres de la derniere équation, par exemple v = Ll’ et en la

portant dans (1.73), on obtient 'équation v’ = 2* — z + C. Par suite, la solution générale de
I’équation I’équation donnée sera

y = u(w)o(z) = (2* =2+ C)—— = Gz, 2
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7.

Si gy sin®z —ytanz =0 :

dy dx B dx
y  sinzcosz tanzcos?z’
et
Iny =Injtanz| + In C,
d’ou

y=Ctanzx.
En dérivant (1.74) (C fonction de z) :

C
y=C'tanz + ——.
cos?

En portant dans I’équation initiale, on a :

C'tansin® x + C'tan’ z — C'tan® z = tan z,
d’ott

1
—— et C' = —cotx+ (1,
sin“ z

C' =

et, par suite, I'intégrale générale de ’équation initiale :

y=—-1+Ctanz.

On vérifie directement que y = —1 est une solution particuliere de I’équation donnée.

Exercice 1.13. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.

2.

3.

9.

vy +y=ylnz
(2% + e¥)y' = 32°

(322 — 22 —y)dw + (2y — x + 3y*)dy = 0

22y In ydx + (2° + y*\/y2 + 1)dy = 0
4(y) -9 =0

dy dy 2 _

1

T

2y =2y +ay+1, (= —

Solutions.
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1. L’équation différentielle 2y + v = y*Inz est de Bernoulli (v = 2). Divisons les deux membres

de I’équation par y*;
/

Y Yy
Effectuons le changement de variable
/
z=-, 2 = —y—z,
Yy Y
d’ou /
vo_
Y2

Apres la substitution la derniére équation se transforme en une équation linaire

, 1 Inz
2 ——z=——
x x
dont la solution générale est
z=14+Czx+Inzx.

On en déduit I'intégrale générale de I’équation donnée
1
Y=
1+Cx+Inx

d
y_ 32?2, alors

On a (2° +€¥)y = 32 ou (2° + ey)d
T

2.

dr 1 eY
—_— — - = —,
dy 3 32

cette derniere équation est de Bernoulli (&« = —2). Divisons les deux membres de 1'équation

par 2 ;
dx 1 Y
R g

dy 3 3

Effectuons le changement de variable

z =13 2 =327,

Apres la substitution la derniere équation se transforme en une équation linaire
€y

!/
z z , oy
———=— ouz —z=2¢"
3 3

dont la solution générale est
z =ye¥ 4+ CéeY.

On en déduit 'intégrale générale de ’équation donnée

x = yJye¥ + Cev

ou
eV =y+C
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3. L’équation (32° — 2z — ) dz+(2y — 2 + 3y?) dy = 0 est une équation aux différentielles totales
—_—— —_———

M (z,y) N(z,y)
car :

oM _ 0N

oy 0 Or
Ainsi ’équation donnée est aux différentielles totales et
ou ou
M=% o3 —2r—y, N=2-—2y—z+3
ox Jy

donc
Ula,y) = [(3% =22 = y)do + o(y),

ou p(y) est une fonction indéterminée pour le moment.
En intégrant, on obtient

Ulz,y) =2° — 2° — zy + ¢(y),

La dérivée partielle a[y] de la fonction trouvée U(z,y) doit étre égale a 2y — x + 3y, ce qui
donne
—x+¢'(y) = 2y -z + 3y,
d’out ¢'(y) = 2y + 3y* si bien que ¢(y) = y* + > + C. Ainsi
U,y) =2 -2 —ay+9° +9° + C.

La solution générale de I’équation différentielle donnée est

-2 —ay -+t +yP=C.

4. L’équation 2zyInydr + (2° 4+ y*\/y? + 1) dy = 0 n’est pas aux différentielles totales car
N—_——

M(z,y) N(z,y)
oM ON
— =2z(1 1) #20 = —.
o r(lny +1) # 2z o
Cherchons donc un facteur intégrant .
On a
G oy _2v—2z(ny+1) 1
M 2zylny Y’
et donc
dlnp 1
=—— M=
dy y y
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L’équation

2:Ulnydx+ x2—|—y2\/y2—|—1dy _0
y )

Y

est une équation aux différentielles totales. Elle peut étre mise sous la forme
A ny) + d( (7 +1)3) =0,
d’ou
2 1 3
" Iny + 3(y +1)2 =C.
. L’équation
4(y')? — 9x = 0, (1.75)

est une équation différentielle du premier ordre non résolues par rapport a la dérivée.
Posons ¢’ = p, ol p est un parametre ; il vient

3
2 _ _ /
4p*—9x =0 oup= :|:§ |z], (1.76)

3
y = iiy/|x|. (1.77)

En intégrant (1.77) on obtient la solution générale de (|1.75))

y==£(|z))? +

d’ou

C

L yd (y/)g = 1. Posons y = cos®t, iy = p = sin®t; il vient

p dy  —3cos®tsintdt 5 cos? t
xr = — = = —
P sin® ¢ sin?t

- fi-

et la solution générale de I’équation donnee est

dt.

D’ou

=3t+ 3cott+ C;

x=3t+ 3cott+ C, y = cos’ t.

dy .,
dx

d d
22—+ 3( y) = x. L’équation donnée est de la forme ad—y + b(==

dx dz

Posons i p, alors
dx

)2 =, avec a =2 et b= 3.

r = 2p + 3p?, dx = 2dp + 6pdp
dy = pdx = 2pdp + 6p2dp, Yy = p2 + 2p3 +C.

Finalement,

x = 2p + 3p?, y = p? + 2p* + C est la solution générale de I’équation donnée.
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8.

10.

cy=z(y)

3

y=axy + 2 L’équation donnée est de Clairaut.
Y

Posons 3 = p, il vient

=xp+ i
Yy=2xp %’
En différentiant cette derniere équation et en remplacant dy par pdxr on trouve
3
pdx = pdx + xdp — —=dp,
2p?
d’ou
dp(x — i) =0
p 2p2 -

En annulant le premier facteur, on obtient dp = 0, d’ou p = C' et la solution générale de I'équa-

3
tion initiale est y = C'x + 20 qui est une famille de droites a un parametre. En annulant le
3

second facteur, on aura x = 2. En éliminant p entre cette équation et 1’équation y = xp + oy
on obtient y? = 6z qui est aussi une solution de notre équation. Au point de vue géométrique,

2p2
la courbe 3* = 62 est 'enveloppe de la famille de droites fournies par la solution générale.

1
2 _ —. L’équation donnée est de Lagrange.
Y

1
Posons 3/ = p, alors il vient y = z(p)* — —. En différentiant, on trouve

p
d
pdx = 2pdp + p*dz + 77;7
p
d’ou
dx 2p° 1 dx 2p° 1

— = T+ ou — — T = 1.78
dp  p*-—p*  pP-p dp p*—pt  pP—p! (178)
L’équation ([1.78]) est une équation différentielle linéaire en z du premier ordre avec second
membre ; en la résolvant, on a

B 20p? +2p — 1
-~ 2p(1-p)?
En portant la valeur trouvée de x dans 'expression de y, on obtient en définitive
_26’p2+2p—1 _2(]p2+2p—1 1
Cow-pp YT 2
2. 2 2 1
7y =x%y" +ay+1 (ylz—g). (1.79)
L’équation donnée est de Riccati.
1
Posons y = —— + z(z) et portant dans (1.79)).
x
Il vient 1
24 2= (1.80)
x

L’équation ([1.80) est de Bernoulli (v = 2), en la résolvant, on a

bt
(C —Inx)z

z =
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Ainsi la solution générale de I’équation (|1.79) est

o,
Y= (C —lnx)z

Exercice 1.14. Former les équations différentielles de courbes suivante :
1. y=a(l—ev)
2. y=e"(ax +b)
3. y=acos(x+ )
Solutions. 1. y = a(1 — e~ =). Dérivons les deux membres de cette équation par rapport a z, il vient
''— e a

y=e

, . , T . y .
De I'expression pour 3" on trouve a = o et, en portant cette expression de a dans I’équation de
ny
la famille de courbes, on trouve

y=——1—v), ouylny +2(1-9)=0.

Iny/

2.0na
y = e"(ax + b). (1.81)

Dérivons les deux membres de cette équation par rapport a z, il vient
Y = aze® + be® = (ax +b)e”,

et la dérivée seconde sera
v = (2a + b+ ax)e”.

Onay' —y =19y —y=uae”, don
y' =y =y —youy' =2 +y=0.
3. y = acos(z + ). Dérivons deux fois les deux membres de cette équation par rapport a x, il vient
y' = —acos(z + B) = —y,

c’est a dire
y' +y=0.
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Chapitre 2

Les équations différentielles d’ordre 2 et
d’ordre supérieur

Dans ce chapitre, on va étudier la résolution des équations différentielles d’ordre 2 et d’ordre
supérieur. On donne ainsi les méthodes pour résoudre

1. Les équations différentielles linéaires a coefficients constants du second ordre (respectivement
d’ordre n).

2. Les équations différentielles non linéaires
3. Equation d’Euler
4. Equations différentielles linéaires a coefficients non constants

Définition 2.0.1. Soit E un espace vectoriel normé.
Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation entre la va-
riable réelle x, une fonction inconnue v — y(x) et ses dérivées y', y',....y™ au point x définie
par

Fz,y.y,...y™) =0,

ou F est une fonction continue sur un ouvert U de R x E™' appelé domaine, n’est pas indépendante
de sa derniére variable y™. On prendra x dans un intervalle I de R (I peut étre R tout entier).

La solution y en général sera a valeurs dans RY, N € N*. On dit que cette équation est scalaire si F
est a valeurs dans R.

Définition 2.0.2. Une équation différentielle d’ordre n est mise sous forme résolue quand on peut
exprimer la dérivée la plus forte en fonction de x et des dérivées précédentes

= flz,y,9, 9", ..,y ). (2.1)

Remarque 2.0.3. L’équation est appelée équation différentielle normale d’ordre n.

Exemple 2.0.4. x+/y" + (y')? = y équation différentielle d’ordre 3, on peut écrire x++/y" + (y')>—
y=0

y(n)

Définition 2.0.5 (Le probléme de Cauchy). Le probléme qui consiste da trouver une solution y =
o(x) de léquation satisfaisant aux conditions initiales

y(20) = Yo, ¥ (0) = Y, ¥"(x0) = Yty sy V() = 5"V, (2.2)

s’appelle probleme de Cauchy pour l’équation .
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Théoréme 2.0.6 (Théoreme de Picard). Si, dans l’équation la fonction f

a) est continue en tous arguments x, y, y', y",..., vy dans un certain domaine D C R™ de
leur variation ;

par rapport auxr arqu-

2 n—1
b) posséde dans le domaine D des dérivées partielles g, ﬂ, - ot
8y2 aynfl

y

ments x, y, ¥, y",..., y" 7,

alors il existe un intervalle —h < x < xo + h dans lequel il existe une solution unique y = p(z) de

I’équation qui satisfait auz conditions (2.9), ou les valeurs x = xo, y =0, ¥ = b, ¥ = Yy,
(n=1) _ , (n—1)
Y =%

Pour une équation du second ordre 3" = f(x,y,y’) les conditions initiales sont de la forme

y(zo) = yo, ¥ (z0) = Yo.

ou T, Yo, Yo sont des nombres donnés. Dans ce cas, le théoreme ci-dessus d’existence et d’unicité
signifie géométriquement que par un point donné My(xg,yo) du plan Oy il ne passe qu'une seule
courbe dont la pente de la tangente en M, a la valeur y;.

Exemple 2.0.7. Pour le probleme

{y" —=singy’ + e (2.3)

y(ﬁo) = Yo, yl(l'o) = ?JE)-

La fonction f(z,y,y') = siny’ + e~V est continue sur R3 3 (0, Yo, 20) donc a) est verifié.
0 0
b) 8f = —2%*Y (borné dans R), 8f’ = cosy’ (borné dans R).
Yy Yy
Conclusion. ¥(zo, yo, yp) le probléme admet une seule solution.

Définition 2.0.8. On appelle solution générale d’une équation différentielle d’ordre n [’en-
semble de toutes ses solutions définies par la formule y = ¢(x,Cy, Cy, ..., C,) contenant n constantes
arbitraires Cy, Cy,..., C, telles que si les conditions sont données, il existe des valeurs C,

Cy,..., Cy telles que y = p(x,Cy,Cy, ..., C,) seront solutions de [’équation satisfaisant a ces
conditions initiales.

Définition 2.0.9. Toute solution obtenue a partir de la solution générale pour des valeurs concrétes
des constantes arbitraires Cp, Cs,..., C, s’appelle solution particuliére de [’équation différentielle

:

Définition 2.0.10. Une équation de la forme ¢(z,Cy,Cs,...,Cp) = 0 qui définit de fagon impli-
cite la solution générale de ’équation différentielle s’appelle intégrale générale de cette équation. En
donnant aux constantes C1, Cs,..., C,, des valeurs numériques concrétes admissibles, on obtient une

intégrale particuliére ou l'intégrale différentielle. Le graphique de la solution particuliére ou d’intégrale
particuliere s’appelle courbe intégrale de ’équation différentielle donnée.

Exemple 2.0.11. La fonction y = Cix + Cy est la solution générale de I'équation y" = 0, ou Oy, Cy
sont des constantes arbitraires a valeurs complezes.
En effet, en intégrant successivement l’équation donnée, on trouve

y/ = Ola

y = Ciz + Cs.

Remarque 2.0.12. Il y en a plusieurs types d’équations différentielles d’ordre n, on commence par
les équations qui admettent un abaissement d’ordre.
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2.1 Les équations différentielles d’ordre n qui admettent un
abaissement d’ordre

2.1.1 Les équations de la forme y™ = f(z)

Apres l'avoir intégrer successivement n fois on obtient la solution générale

oL 2
—

nfois
nfois

a chaque intégration 'ordre de 1’équation devient inférieur a n.

Exemple 2.1.1. Résoudre I’équation y"”' = 32* + cos .
Par intégration on trouve

y' = +sinz + C;
A
y = Z—cosx—l—Cla:—i—Cg

x® x?
y:%—sinx+015+0233+03

On remarque que l’équation était d’ordre 3, apres la premiére intégration, on obtient une équation
d’ordre 2, apres la deuxieme une équation d’ordre 1.

2.1.2 Les équations de la forme y™ = f(z,y® y*+D _ y0=D)

L’ordre d’une telle équation peut étre réduit de k unités par la substitution 3™ (z) = p(z). Alors
I'équation ([2.1)) prend la forme

f(l.?p?p/? ""p(nik)) = O'

De cette derniére équation on définit, si c’est possible, p = f(z,Cy, Cs, ..., C,_x) et ensuite on trouve
y de équation y®) = f(x, Cy, Cy, ..., Cp_p) en intégrant k fois.

Exemple 2.1.2. Résoudre Uéquation y® — y® = 0.
Posons y(4) = p, on obtient

d
£ —p=0, dou p=Cie®, yW =Ce".

En intégrant successivement, on trouve

y”’ = C’lex + 02

y// = C’lex -+ Cgfﬂ + Cg
.'172
y = Cie” + 025 + Oz + Cy

3 x?
Yy = C’lex + CQF + 035 + 0433' + 05
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2.1.3 Les équations de la forme y™ = fly, v/, ..,y(”_1>)

La substitution ¢y’ = p permet d’abaisser I'ordre de I’équation d’une unité c’est a dire qu’elle
devient d’ordre n— 1. Dans ce cas p est considéré comme une nouvelle fonction inconnue de y. Toutes
les dérivées v/, y",...,y"™ s’expriment par des dérivées de la nouvelle fonction p par rapport a y
! = diy = p
dx ’
o _dp _dpdy _ dp
der  dydzx dy’
"no_ i(pdﬁ) _ d dp
dx ™ dy

Exemple 2.1.3. Résoudre [’équation

Y

dy 2d2p dp .,
= —(p> ) =p*— + ()7, etc.
dy(pdy)dgj pdy2+( )%, ete

17

y +(y)? =2e"

(2.4)
d
En posant i = d—i =p,y = p@, on obtient une équation de Bernoulli
d
p—p +p? =27V
dy

En effectuant la substitution p*> = z, on la raméne & une équation linéaire

dont la solution générale est z = 4e™Y + Cre”*. En remplacant z par p> = (y')?, on obtient

dy

— = £/4eY + 016723/.
dx
Séparons les variables et intégrons, il vient
1 . .
$+02::l:§\/4€y+01, d’ou 6y+01:($+02)27

ot Cy = %. C’est Uintégrale de [’équation .

2.2 Les équations différentielles linéaires d’ordre n
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n, toute équation qui peut s’écrire sous la forme :
an(2)y™ (@) + ... + ar(2)y (2) + ao()y(x) = b(x),
avec ay, ..., a1, b sont des fonctions continues sur un intervalle I de R, a valeurs réelles ou complexes.

2.2.1 Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre n

Une équation différentielle linéaire homogene d’ordre n, appelée aussi sans second membre, toute
équation qui s’écrit :

an(2)y™ (@) + ... + ar(2)y (x) + ao(2)y(x) = 0.

(2.5)
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2.2.1.1 Indépendance linéaire

Définition 2.2.1. Soit donné un systéme fini de n fonctions y,(x), yo(z),...,yn(x) définies sur l’in-
tervalle I (I peut étre R tout entier). Les fonctions y,(x), yo(x),...,yn(z) sont dites linéairement
dépendantes sur 'intervalle I s’il existe des constantes oy, ao,...,an, non toutes nulles et telles que
pour toutes les valeurs x prises dans cet intervalle on ait l’identité

a1y1 () + aaye(z) + ... + apyn(z) = 0.

Si cette identité n'est vérifiée que pour ay = ag = ... = a,, = 0, les fonctions yi(x), ya(x),...,yn(2)
sont dite linéairement indépendantes sur 'intervalle 1.
Exemple 2.2.2. Le systéme de fonctions €17, €2 k3% o ki, ko, ks sont deux a deux distincts,
est linéairement indépendantes sur l'intervalle | — oo, +00l.
Raisonnons par 'absurde en supposant que le systeme donné soit linéairement dépendant sur cette
intervalle. Alors

1M 4 et 4 azetsT = 0, (2.6)
sur lintervalle | — 0o, +00[ et l'un au moins des nombres oy, aa, ag est différent de zéro, par exemple
as # 0. En divisant les deux membres de l’identité (@) par €M%, on aura

ay + agetfe=Rz o elks=kz —

Dérivons l'identité, il vient

O[Q(k’z — k’l)@(lﬁ_kl)x -+ Oz3(]€3 — k’l)e(kB_kl)m = 0. (27)

Divisons les deuxr memebres de l'identité par ek2=F)z
062(]{32 — kl) + 063(/{33 - 1{51)6(]437]62)% =0. (28)
Dérivons (@, il vient
(ks — ko) (ks — ky)eFs7F2)7 = 0,

ce qui est impossible car o # 0 et ks # k1, ks # ko par hypothése et e®3752)% £ 0,
Notre supposition sur la dépendance linéaire du systeme donné a abouti a une contradiction, ce qui
signifie que ce systéme de fonctions est linéairement indépendant sur l'intervalle | — 0o, +o0[, ¢’est-
a-dire que l’identité @ ne sera vérifiée que pour ay = ap = az = 0.
Définition 2.2.3. Soient n fonctions yi(x), yo(x),...,yn(z) possédant des dérivées d’ordre (n — 1).
Le déterminant

Z/l y2 . yn
v b Y
W[ylay%,yn] = ylll y/2, y;; ’
n—1 n—1 n—
A S yp
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s’appelle wronskien de ces fonctions. En générale, le wronskien est une fonction de x définie dans un
certain intervalle.

ksx

Exemple 2.2.4. Le wronskien des fonctions y;(x) = €M% yy(z) = e*2*, ys(x) = €% est

eklac ekzx ekgac

W [yb Y2, y3] = klekw: kzekzx k?’eksx = e(k1+k2+k3)x(k2 - kl)(kS - kl)(kS - k2)

kiehw  faekaw  f2ekse

Théoréme 2.2.5. Soient yi(x), ya(x),...,yn(x) n solutions de l’équation sur un intervalle I.
Alors lensemble des solutions est linéairement indépendantes sur I si et seulement st W [y1, ya, ..., Yn] #
0.

Définition 2.2.6. Tout ensemble y,(x), y2(x),...,yn(x) de n solutions linéairement indépendantes de
[’équation sur un intervalle I est appelé Ensemble fondamental des solutions sur I.

Théoréme 2.2.7. Soient y,(x), y2(x),...,yn(x) n solutions linéairement indépendantes de l’équation
sur 1. Alors la solution générale de [’équation sur I est donnée par

y(x) = cryn(x) + caya() + - + Cuyn(),

ol C1, Co,...,Cp, SONt des constantes.

2.2.1.2 Equations linéaires homogene a coefficients constants

Considérons I’équation différentielle
aoy™ + a1y Y + ...+ any = 0, (2.9)

ou ag, ai,...,a, sont des constantes

Pour résoudre on procede comme suit : On cherche la solutions sous la forme : y = **, ot
A une constante a déterminer.
Donc

y/ _ )\6)\38
y// — )\26)@
Yy — yne (2.10)

En remplacons y = e et (2.10) dans (2.9) obtient

aoA" e + a NN 4 4 a1 (AeMN) + ane™ = e (agA + a N+ L+ ap A Fa,) = 0.
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Comme e # 0, alors
ao\" +a NP+ L+ a, A +a, =0 (2.11)

(2.11)) est appelé équation caractéristique associée a ([2.9)).
On peut résoudre (2.11)) seulement si ag, a1, ..., a, sont des constantes réelles, en tenant compte du

fait que :

a) A chaque racine réelle simple )\ correspond une seule solution particuliere y, = ehov

b) A chaque couple de racines complexe conjugué Ao = a+1b correspond deux solution particulieres
e cos(bx), e sin(bx)

Ax Az 2 Az s—1 _Ax

¢) A chaque racine réelle multiple (d’abord de multiplicité s) : e, xe™®, x%e™, ..., 2° e

d) A chaque couple de racines complexe conjugué de multiplicité s :

e cos(bx), ze™ cos(bx), ..., x5 '™ cos(bx)

e sin(bx), ze® sin(bx), ..., z°~ e sin(bx)

Siy1(z), yo(z),....yn(x) sont n intégrales particulieres linéairement indépendantes de ’équation (12.9)) :
Ciyr + Coya + ... + Cryn,
est la solution générale de ([2.9)).
Exemple 2.2.8. Résoudre [’équation suivante :
y' +2y +y =0 (2.12)

Ecrivons ’équation caractéristique
N 4202 + A = 0.

D’ou A\ = Ay = —1, A3 = 0. Les racines sont réelles et l'une d’elles a savoir \y = —1 est double de
sorte que la solution générale de l’équation est de la forme

y=C 4 Coe™ + Cize™®.

Exemple 2.2.9. Résoudre [’équation suivante :

y/// + y// + y/ + y — 0 (2‘13)
L’équation caractéristique associée a est
MAENEA+1=0 ou A+ 1)\ +1) =0, (2.14)

dont les racines sont \y = —1, Ay =i, A\3 = —t. D’ou la solution générale de est
y=Cie* 4+ Cycosx + Cssinx.

Exemple 2.2.10. intégrer [’équation
y@ 44y =0. (2.15)

L’équation caractéristique est \* +4 =0, ou

(A2 H20 F AN =20+ )) =0, (2.16)

dont les racines sont \y = =141, g =—1—1, dg=14+1, \y=1—1.
On a donc l'intégrale générale de

y=-e *(Cicosx + Cysinx) 4+ e*(C3cosx + Cysinx).
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2.2.2 Equation linéaire non homogene a coefficients constants

Soit donnée une équation différentielle

aoy™ + ary™ Y + .+ any = f(), (2.17)

a coefficients réels constants ag, ay,...,a,.
Pour résoudre (2.17)), il y en a plusieurs méthodes (méthode de la variation de la constance (MVC),
méthode des coefficients indéterminés, méthode de séries entiere,...).

2.2.2.1 Meéthode des coefficients indéterminées

Théoréme 2.2.11. La solution générale de I’équation non homogéne est égale a la somme de la
solution de [’équation homogéne associée et ['une quelconque des solutions particulieres de [’équation
non homogéne.

La recherche de la solution générale de 1’équation homogene associée s’obtient en appliquant
les regles exposées plus haut au sous-section [2.2.1.2] Ainsi, le probléme d’intégration de ’équation
se ramene a la recherche de la solution particuliere y,,, de I’équation non homogene. Dans
le cas général, I'intégration de 1’équation peut étre réalisée par la méthode de variation des
constantes arbitraires (voir plus loin sous-section [2.4.1). Pour les seconds membres de forme, la
solution particuliere peut étre obtenue plus simplement par la méthode des coefficients indéterminés.
La forme générale du second membre f(z) de I’équation pour laquelle on peut appliquer la
méthode des coefficients indéterminés est la suivante

f(z) = e*[P(z) cos fx + Qm(x) sin fz],

ou Pi(z) et Q,,(x) sont des polyndmes de degrés [ et m respectivement. Dans ce cas, la solution
particuliere y,,, de 'équation (2.17)) est cherchée sous la forme

Ypn = 2°€" [Py(z) cos Bz + Qi(z) sin Bz,

ot k = max(m,1), Py(x) et Qi(x) sont des polynomes en z de degré k de la forme générale & coeffi-
cients indéterminés, alors que s est la multiplicité de la racine A = a+i de ’équation caractéristique
(si A = o+ if n’est pas racine de ’équation caractéristique, alors s = 0).

Exemple 2.2.12. Résoudre [’équation suivante :
y' — 3y +2y=2%—3x (2.18)

L équation caractéristique est \* — 3\ +2 = (A — 1)(\ — 2), elle admet deuz racines simples \; = 1
et Ay = 2, alors les solutions de l’équation homogéne sont

yh(l’) = C’le‘” + 026296, o (Cl, Cg) € R2

Puisque le nombre zéro n’est pas racine de l’équation caractéristique, la solution particuliere y,, de
’équation doit étre cherché sous la forme (voir le tableau[2.1], cas (1))

Ypn = ar® 4+ bx +c,

ou a, b ¢ sont des coefficients, pour le moment inconnus, qu’on doit déterminer. En introduisant
lexpression de y,,, dans [’équation , on obtient

2a — 3(2ax + b) + 2(ax® + br +¢) = 2° — 3x
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20 =1
—6a + 2b = —3
2a — 3b+2¢ = 0.

En résolvant ce systeme, on trouve

1
a= =
27
b=0,
1
c=—=,
2
de sort que qu’une solution particulicre soit
1, 1
Ypn = §$ T

et la solution générale de ’équation

1 1
y(z) = Cre® + Cre® + 5:52 — 5 01 (C1,Co) € R2.

Exemple 2.2.13. Résoudre [’équation différentielle :
¢ —5x — 14z = (32 + 2t — 1)e’. (2.19)

1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation
caractéristique :

AN —5\N—14=0,

a deux racines réelles distinctes Ay = —2 et Ay = 7.
Sa solution générale est donc définie par :

zo(t) = Kie ™ + Kye™ avec (K1, Ky) € R?.

Recherche d’une solution particuliére.
Comme 1 n’est pas racine de [’équation caractéristique, alors il existe une solution particuliere sous

la forme (voir le tableau (2.1, cas 1I(1))
z,(t) = (at® + bt + c)e.

On a alors :

’

z,(t) = (at® + (2a 4+ b)t + b+ c)e’ et .I;(t) = (at*> + (4a + b)t + 2a + 2b + c)e’.
On a donc aprés simplification :

vt — 18at? — (18b + 6a)t + (2a — 3b — 18¢) = 3t* + 2t — 1,

—18a =3
—6a — 18b =2
2a — 3b—18c = —1
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En résolvant ce systéme, on trouve

1
a=—=
6
1
b=——
18
5
C = —
108
On obtient une solution particuliére :
1 1 5
t) = (—=t* — —t+ ——)eé
() = (5" ~ 75t T 108)°
La solution générale de (2.20) est donc définie par :
_ 1 1 5
w(t) = Kie ™ + Kqe™ + (—6752 - 1—875 + 1—08)& avec (K1, Ky) € R2.

Théoréme 2.2.14 (principe de superposition). Si yx(x) est solution de I’équation

ao(x)y™ + ay(2)y" Y 4 .t an(x)y = frlz), k=1,2,..,m,

alors la fonction y(z) = > yi(x) est solution de I'équation
k=1

ao(@)y™ + ar(@y™ D + ot an(@ly = 3 ful).
k=1

Exemple 2.2.15. Résoudre [’équation différentielle :
y' — 2y +y =22%coshz = 2°(e” + %) (2.20)

L’équation est une équation différentielle linéaire non homogéne d’ordre 2.
L’ équation caractéristique de ’équation homogéne y"' —2y' +y =0 : A2 =2\ +1 = 0 admet une racine
double A\ = Ny = —1, la solution générale de [’équation homogéne est donc

Yp = 6_33(01 + CQZE) (Ol, 02) S R2.
Pour trouver une solution particulicre y, de l’équation cherchons des solutions de deux équation
Y’ — 2 4y = x?e”, (2.21)
y' =2y +y=a" (2.22)

L’équation a une solution particuliére y,, de la forme y,, = €”(azx®+bx+c) (voir le tableau
cas II(1)) alors

y = lax® + (2a + b)x + (b + ¢)]e”
y" = laz® + (4az + b) + (2a + 2b + c)]e”

1
En introduisant lexpression de y, y et y” dans (2.21) et par identification on trouve a = T

b=—=,c= 3’ st bien que
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NO

Second membre de
I’équation différen-
tielle

Racine de l’équation caractéris-
tique

Formes de la solution particuliere

P (z)

1. Le membre 0 n’est pas racine
de I’équation caractéristique

2. Le membre 0 est racine de mul-
tiplicité s de I’équation caractéris-
tique

IT

1. Le membre a n’est pas racine
de I'équation caractéristique

2. Le membre « est racine de mul-
tiplicité s de I’équation caractéris-
tique

III

P,(x) cos px +
Q) sin B

1. Les membres +i/3 ne sont pas
racines de l’équation caractéris-
tique

Py () cos B + Qp(x) sin B

2. Les membres +i sont racines
de multiplicité s de I’équation ca-
ractéristique

2 (P () cos B + Qi (x) sin fz)

II1

e (P, (x)cos fr +
Qm(z) sin fx)

1. Les membres o £ ¢ ne sont
pas racines de ’équation caracté-
ristique

e (Py(x) cos B + Q) sin Bz

2. Les membres a4 sont racines
de multiplicité s de I’équation ca-
ractéristique

2°e™( Py (z) cos B 4+ Qp(x) sin Bz)

TABLE 2.1 — Les formes des solutions particulieres pour les différentes formes des seconds membres
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Cherchons une solution particuliére de l’équation (2. 22) sous la forme y,, = ¢*(ax* +bx® +cx?) (voir

1
le tableau cas 11(2)). Par identification a = T3’ b=0,c=0, donc

L4
—u

12 )

En vertu du principe de superposition, la solution particuliére y, de l’équation donnée sera égale a la

somme des solutions y,, et y,, des équations et :

Ypo = e "(

| o1 1 3
ypze (Ex4)+€ (1x2—§x+§)
La solution générale de [’équation
= e "(Cy + Caz) + —x(i H+ “?(1 - +§)
y=e 1 2%) + e (5 e’ (4% — 5% )

ou Cy et Cy sont des constantes réelles arbitraires.

2.3 Equation d’Eleur

2.3.1 Equation d’Eleur homogéne
Une équation d’Euler est une équation différentielle linéaire de la forme

1, (n—1)

aox™y"™ + a1z y + ot ap12y +a,y =0 (ag # 0), (2.23)

otl tous les a; sont des constantes réelles, y une fonction de z y™ dérivée d’ordre n.

2.3.1.1 Méthode de Résolution
1. Premiere Méthode

On peut se ramener a une équation a coefficients constants en effectuant le changement de
variable = e’. Pour illustrer cela, considérons I’équation d’ordre 2 :

agxzy” + alxy’ + asy = 0.

On se place sur lintervalle |0, +oo[, pour pouvoir diviser par x?

/

aoy” + &1yf + CLQ% =0.
x x
Le changement de variable z = e' donne :

y(e') = ue

, dy dydt T

= — = — — = (&
Yo " dtd
d(y,) d(y,) dt _ ’ _ 7

"no__ — T 2t )

V'S Tar T Tt de 0T

L’équation a résoudre est donc :

aoy; + (a1 — ag)y, + asy; = 0.
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Remarque 2.3.1. les équations de la forme
ao(az +b)"y"™ 4 ay(ax + )"y £+ a, 1 (ax + b)Yy + any =0,

s’appelle elles aussi équation d’Fuler et se ramenent a des équations linéaires homogene a a
coefficients constants au moyen du changement de variable ax + b = €

2. Deuxieme Méthode
Pour simplifier les calcules on peut se ramener ’équation (2.23)) a la forme

2%y + axy + by = 0.

k

On cherche une solution particuliere de la forme y = x% avec k € Z et il faut des lors trouver

les valeurs de k vérifiant
22 (k(k — 1)2"2) + az (k") + b(2*) = 0.
La recherche des solutions k de I’équation du second degré
E* 4+ (a—1Dk+b=0,
amenent classiquement a trois cas :

e Deux racines réelles distinctes ky et ko ;
e Une racine double k;

o Deux racines complexes conjuguées o =+ /3.
Le cas 1 donne une solution de la forme
ko

Yy = 1z’ + o

Le cas 2 donne
y = c12” In(z) + ot
Le cas 3 donne une solution de la forme
y = 1z cos(BIn(z)) + cox®sin(f In(x))
avec c¢1, ¢ € R.
Exemple 2.3.2. Résoudre [’équation différentielle :
22y" — dxy' + 4y =0 (2.24)

1¢" méthode. Effectuons le changement de variable x = €', il vient

y(et):yt

, dy dydt .,

y—%—aﬁ—yﬁ
p_dly) _dy)dt
de dt dxr

—2t /! -2t
—e "y te Ty,
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et I’équation prend la forme

Y, — 5y, + 4y, =0 (2.25)
est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne, Son équation caractéristique :

N —B5A+4=0,

a deuz racines réelles distinctes \y = 1 et \y = 4. Donc on a y(t) = Chel + Coe® et par conséquent

la solution générale de est
y(r) = Ciz + Cox*

2¢ méthode : on cherche la solution générale y = 2*, k € 7. Donc y = ka*~'; y' = k(k))z*"2. En
remplacons y, y ety dans on trouve

k(k — 1)z 22? —4ab2" ' + 40 = 2% (k(k — 1) =4k +4) =0 ouk(k —1) —4k+4 =0 (carz* #0).
Or
k(k—1)—4k+4=k -5k +4=(k—1)(k—4)=0.

Les racines de cette équation sont k1 = 1, ko = 4. A ces racines correspond le systéme fondamental
de solutions y; = x, y» = x* et la solution générale sera comme dans la premier procédé

y(x) = Ciz + Coz?,

ou C1, Cy sont des constants réelles.

2.3.2 Equation d’Eleur non homogéne

Les équations d’Euler non homogene sont de la forme

k=0
S apaty® = 2P, (Inz), (2.26)

ol Pp,(u) est un polynome de degré m peuvent étre également résolues par la méthode des coefficients
indéterminés par analogie avec la résolution d'une équation différentielle linéaire non homogene a
coeflicients constants et avec second membre de la forme e** P, (z).

Exemple 2.3.3. Résoudre ’équation différentielle suivante :
oy — day + dy = —122°, (2.27)
D’apres 'exemple la solution générale de l’équation homogéne associée a est
y, = Chx + Coa.
Une solution particuliére sera cherché sous la forme y, = ax® + bat 4+ ca® 4+ da® +ex + f, on a
yp = az' + b2’ + ca® +dx + e, Y =az’ +ba® + ca® +d
Portant dans ’équation donnée, on obtient apres identification
a=-3,b=c=d=e=f=0.

La solution générale de I’équation sera

y = Ciz + Cyz* — 32°.
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2.4 Les équations différentielles linéaires d’ordre n a coeffi-
cients variables

Dans le cas ou I'on connait une solution particuliere y;(z) de I’équation
Y™ 4 py(2)y™ Y 4 L+ )y =0, (2.28)

son ordre peut étre abaissé d'une unité (I’équation restant linéaire) en posant y = y;z, ou z est
une nouvelle fonction inconnue et en effectuant ensuite le changement 2’ = wu (on peut effectuer

directement le changement u = <£)/)_

1

Si l'on connait & solutions linéairement indépendantes de I’équation ([2.28)), 'ordre de cette équation
peut étre abaissé de k unités.

La solution générale de I'équation

Y™+ pi(2)y" T + o+ pa(2)y = f(2), (2.29)

est la somme d’une solution particuliere quelconque et la solution générale de 1’équation homogene
(12.28).

Exemple 2.4.1. Résoudre l’équation différentielle suivante :
v?y" — 3xy + 4y = 2* sur Uintervalle )0, +oo], (2.30)

sachant que y, = 2 est une solution de I’équation homogéne associée.
Puisque y; = z* est une solution de équation homogéne associée, on effectue le changement de
fonction y = x*2 avec z fonction inconnue en x. Donc

Y= 1’22,
y = 2xz+ %7,
y' =2z +dxd + 2,

et en reportant dans [’équation apres simplification, on obtient

1342” —|—ZE3Z/ _ x2’

et en divisant les deux membres par x3, il vient

'+ ==
x

La solution générale de la derniere équation est

1
z = §1n2x+0133+02 si x €]0,4o00].

D’ou, la solution générale de est :

2
Yy = %1n2:c + Ch2® + Cya?,

ou C1 et Cy sont des constantes réelles.
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2.4.1 La méthode de variation des constantes (méthode de Lagrange)

Si 'on connait le systéme fondamental de solutions de ’équation homogene associée (2.28)), la
solution générale de I’équation non homogene ([2.29)) peut s’obtenir aussi par la méthode de variation

des constantes (méthode de Lagrange).
La solution générale de I’équation (2.28)) est de la forme

y = Ciy1 + Coyp + ... + Cryy,

ou C4 Cy,..., C, sont des constantes arbitraires.
On cherchera la solution de 1’équation ([2.29) sous la forme

y = Ci(x)yr + Ca(2)yz + . + Cu(2)yn, (2.31)

ou C1(z) Cy(x),..., Cp(x) sont des fonctions inconnues pour l'instant. Pour les déterminer on obtient
le systeme
Ciyr + Coyp + ..+ Cyn = 0

Cyy +Cogo 4+ .. +Cl ). =0
1Y1 2Ys nYn (2.32)

Cry" ™+ Coyd" ™ + .+ ClyY = f(x)

En résolvant ce systéme par rapport a Ci(z), i = 1,2, ...,n, on obtient

=pi(x), i=1,2,...,n,
d’ott
Ci(x) = /gpi(x)dx +C; i=1,2,...,n,
ot C; sont des constantes arbitraires. En introduisant les valeur trouvées de Cy(x) dans , on

obtient la solution générale de ([2.29)).
En particuliere, pour une équation du second ordre

y' +p()y +q(z)y = f(x) (2.33)

Le systeme ([2.32) est de la forme

Ciyr 4+ Coys = 0,
{ 1Y1 2Y2 (2‘34)

Chyy + Coyy = [f(2).
En résolvant (2.34) par rapport a C] et C%, on obtient

r_ y2f($) ’r y1f<l’>
= Wl O Wil

d’ou on trouve

o = Yo f () LGy O = yf(x) + 6y

a W[ylv yQ] W[yh y2]

ot Cy et C, sont des constantes d’intégration.
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Remarque 2.4.2. Pour l’équation ag(x)y” + a1(x)y + as(x)y = f(x), ot ap(x) # 1, le systéme

s’écrira

Ciyr + Coya = 0,

! ! ! ! f(x)
C Cyyy = .
191+ Caly ao(2)
Exemple 2.4.3. Intégrant
y'+y =tanz (2.35)

La solution de l’équation homogéne associée est de la forme
yp = Crcosz + Cysinx,
et donc, son systeme fondamental de solution sera
Y = COS T, Yy = sSin x.

Cherchons la solution générale de [’équation donnée en appliquant la méthode de wvariation des
constantes arbitraires :

y = Cy(x)cosz + Cy(x)sinz,

ou Cy(x), Cy(x) sont des fonctions de x pour l'instant inconnues qu’on doit déterminer. Composons
a cet effet le systéme suivant :

/ ro.
Cycosx + Cysinx =0
o /
— C;sinz + C,cosr = tanz,

sin? z 1 ,

=cosx — ——, Cy, = sinx. En intégrant, on obtient
cos T cos T

On en tire O] = —

1 _ _
Ci(x) =sinz — 5111}1 - sian‘ +C1, Cy(z) = —cosx + Cy.

En introduisant ces valeurs de Cy(z) et Cy(x) dans 'expression de y on trouve la solution générale
de ’équation

COS T

yzé’mosx—i—é’ﬁinx— ln‘l—sian‘.

2.4.2 Intégration des équations différentielles linéaire d’ordre n a P’aide
des séries entiere

Cette méthode est commode pour les équations différentielles linéaire d’ordre (n = 2)

y' 4+ plx)y +q(z)y =0 (2.36)

Supposons que les coefficients p(x) et g(x) puissent étre représentés sous forme de séries suivant les
puissances entieres positives de x si bien que I'équation ([2.36[) peut s’écrire sous la forme

Y+ (ap + a1z + apr® 4+ ..y + (bo + by + box® + )y = 0. (2.37)
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Cherchons la solution de cette équation aussi sous la forme d’une série entiere

o
y=> cpa”. (2.38)
k=0
En introduisant cette expression de y et de ces dérivées dans (2.37)), on obtient

Z k(k —1)cpa™? + Z apx” Z kepa® 1 + Z bpr® Z ek = 0. (2.39)
k=2 k=0 k=1 k=0 k=0

En multipliant les séries entieres, en regroupant les termes semblables et en annulant les coefficients
de toutes les puissances de x au premier membre de (2.39)), on obtient une série d’équations

2.162 + agcy + boCO = 0,
3.203 + 2a0C2 +ajcy + boCl + blco = O,

2.40
4.304 + 3@003 + 2@102 + a9C1 + boCQ + b161 + bQCO == 0, ( )

Chacune des équations suivantes comporte un coefficient de plus que I’équation précédente.
Les coefficients ¢q et ¢; restent arbitraires et jouent le role de constantes arbitraires. La premiere des
équations donne ¢y, la deuxiéme c3, la troisieme ¢4 et ainsi de suite. En général, a partir de la
(k 4 1)-ieme équations on peut déterminer ¢y, connaissant cg, ¢1,...,Cr11-

En pratique il est commode de procéder comme suit : d’apres le schéma décrit plus haut on cherche
deux solutions y;(z) et ya(x), en choisissant pour y;(z), ¢cg = 1 et ¢; = 0 et pour ya(z), co = 0 et
c1 = 1, ce qui est équivalent aux conditions initiales suivantes :

n(0) =1, 1(0) =0, 3(0) =0, y5(0)=1.

Toute solution de I’équation (2.36)) sera une combinaison linéaire des solutions y; (z) et ya(x).
Si les conditions initiales sont de la forme y(0) = A, y'(0) = B, il est évident que

y = Ayi(z) + Bya(x).
On peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.4. S les séries

plx) => apz® et qlz)=> bt
k=0 k=0

convergent pour |x| < R, alors la série entiére construite par le procédé indiqué plus haut sera
aussi convergente pour toutes les valeurs de x et constituera une solution de l’équation .

En particulier, si p(z) et ¢(z) sont des polynomes en z, la série (2.38)) sera convergente pour toute
valeur de .

Exemple 2.4.5. Résoudre sous la forme d’une série entiére [’équation suivante :

4oy +2y —y =0 (2.41)
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Cherchons la solution y(x) sous la forme de la série
+oo
x) = Z apx®,
k=0
alors

+oo
() =>_ kapx™t, g Z k(k — Dagx"?
k=1

Remplacons ces expression dans [’équation , on trouve :
+oo
4:162]@ —1akxk2+22kakx Zakxk’:O.
k=1 =

En identifiant les coefficients de x a zéro, on obtient :

ag

(2k + 1)(2k + 2)

Ak(k + Dagyr +2(k+ Dagsr —apg =0 ou agyq = (Forme de récurrence).

D’ou

ag 1 aq 1 1

MU T2 e P T3 A T e
Par conséquent
2 ok
y(x)zl—i—?—l-ZﬂL + 2k + ...
2t 2
Si on pose x = 12, alors y(t*) = 1 + — TR k)] + ... =cosht.
Donc, la solution est
eVT e VT

y(z) = cosh z = 5

2.5 Exercices du chapitre
Exercice 2.6. Intégrer les équations différentielles suivantes (Abaissement de l’ordre)

1. " =sinz + cosw

_ e

by ) =2
5. yy// — 1 + (y/)Q

Solutions.
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1. En intégrant successivement 1’équation donnée, on obtient

y// — —COS[E+Sin$+Cla
y’ = —sinx — cosz + Chx + Oy,
22
Y = CosSx —sinx—l—ClE + Cox + Cs

2. Intégrant cette équation successivement trois fois, il vient

y//: mifdx:_hli_l+cl’
x T x
1
Yy = —§1n2x—lnx+01x+02,

T, z?
y:—§ln x+C’1?+C’2x+C’3

3. Posons " = p. Aprés cela 1’équation prend la forme

dp _
de

En séparant les variables et intégrant, on obtient

1+ p2

er+C1 _ e*(erCl)
p= 9
Remplacons p par 3", il vient
y” _ e:C+C1 _ 6—(Z‘+C1)
2
En intégrant successivement, on aura
ex'f‘ol + e—(:c+01 6x+C1 _ 6—(I+Cl
y/: 9 >+Cg et y= 5 )+CQ:C+03
ou
Yy = Sinh(l' + Cl) + Cox + Cs
S . o : v dp
4. L’équation ne contient pas de variable indépendante de x. En posant y = p, y" = P
Y

obtient une équation de Bernoulli (a = 2)

d
p—p +p?=2e7Y.
dy
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En effectuant la substitution z = p?, on la rameéne & une équation linéaire

dont la solution générale est z = 4e¥ + Cre”*. En remplacant z par p = ('), on obtient

d
8 _ 4\ Jaev 1 Cre.
dx

Séparons les variables et intégrons, il vient

1 C
l’+02::i:§\/m ou (x—i—C’Q)Q:ey_FZl

d;
5. L’équation ne contient pas de variable indépendante de x. En posant y' = p, ¢ = pd—p, on
Y
obtient
dp pdp _dy
— =1+p* ou = —.
ypdy p 1+ p2 Y
Séparons les variables et intégrons, il vient
1+p*=Cy* ou p*=C*—1
,_dy :
En remplacant p par y' = e on obtient
x
dy
—~ =44/C1y>—1 ou 7—j:/dx
dz 1y VCiy? —
Donc la solution générale de I’équation donnée est
C
y==xCy cosh(x i 2).
1
Exercice 2.7. Résoudre les équations différentielles linaires suivantes :
a) y/// . 2yl/ . 3y/ — O b) y/// + 2y// + y/ — O
¢) y" +4y" +13y =0 d) y©® — 2y 2y —4y® 4y — 2y — 0
e)y”/—y/’+y/—y:x2+x f) y”/—y”:12x2+6x
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9) Y +y = da%e" h)y' + 10y + 25y = de”""
i)y + 3y +2y=zsinz i) ¥ +y =sin2x
k) y" — 6y + 9y = 25¢" sinx 1) "+ 2y + 5y =e " cos2zx

m)y’ — 2y + 2y = e” sinQ(g)
Solutions.
a) L’équation
y" —2y" -3y =0, (2.42)

est une équation différentielle linéaire du 3eme ordre homogene a coefficients constants. L’équa-
tion caractéristique associée a (2.42) est A* — 2A* — 3\ = 0 ayant comme racines

)\120
)\2:—1
Az = 3.

Comme les racines sont réelles et simples, alors la solution générale de ([2.42) est
y=C) + Coe™® 4 C3e*®
b) L’équation
y/// _I_ 2y// + y/ — O, (243)

est une équation différentielle linéaire du 3éme ordre homogene a coefficients constants. L’équa-
tion caractéristique associée a (2.43) est A\* + 2)\% + X\ = 0 ayant comme racines

A1 = 0 racine simple
A2 = —1 racine double
D’ot, la solution générale de (2.43)) est
y=Cie " 4+ Coxe™ ™ + (4

c¢) L’équation
y" +4y" + 13y =0, (2.44)

est une équation différentielle linéaire du 3éme ordre homogene a coefficients constants. L.’équa-
tion caractéristique associée a (2.44) est \* 4+ 4A? + 13\ = 0 ayant comme racines

{)\1 = 0 racine simple

A23 = —2 £ 3i racines complexes conjuguées

D’ot, la solution générale de (2.44]) est

y=C) + Coe *cos3z + Cye sinx
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d)

L’équation
y® — 2y 2y _ 4y 4 D 9y =, (2.45)

est une équation différentielle linéaire du 5eme ordre homogene a coefficients constants. L’équa-
tion caractéristique associée a ([2.45) est A% — 2A\* +2X\% —4)\? + A — 2 = 0 ayant comme racines

A1 = 2 racine simple
23 = %1 racines complexes conjuguées de multiplicité 2

D’ot, la solution générale de (2.45)) est
y = C1e** + (Cy + Csz) cosz + (Cy + Csx) sinz
L’équation
y/// . y// + y/ —y = $2 + z, (2.46)

est une équation différentielle linéaire du 3éme ordre homogene a coeflicients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a 1’équation homogene

yl// _ y// _|_ y/ _ y — 07 (247)

est A* = A? + X — 1 = 0 ayant comme racines

{/\1 = 1 racine simple

Ae2,3 = £t racines complexes conjuguées
D’ot, la solution générale de (2.47)) est
y=Cie” + Cycosx + Cysinx

Les A; (i = 1,2, 3) ne sont pas racines de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution
particuliere sous la forme
yp:ax2+bx+c,

ou a, b et c sont des constants a déterminer. En introduisant ’expression de y,, dans 1’équation

(2.46)), on obtient

—2ar* +(2a —b)r +(b—2a—c) =2*+x

D’ou on tire le systeme

—a=1,
2a — b =1,
b—2a—c=0,
dont la solution est .
b= -3,
c=—1,

et par suite
Yp = —2?—3x—1

La solution générale de I’équation ([2.46|) est

y=Cre® 4+ Cycosx + Cysine — 2% — 3z — 1.
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f)

L’équation
y" — " =122* + 6z, (2.48)

est une équation différentielle linéaire du 3eme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a I’équation homogene

y" —y" =0, (2.49)

est A> — A\* = 0 ayant comme racines

{)\1,2 = 0 racine double

A3 = 1 racine simple
D’o, la solution générale de (2.49)) est
y = C1 + Cox + Cze”

La racine A;» = 0 est racine de 'équation caractéristique d’ordre 2, donc on cherche une
solution particuliere sous la forme

y, = v*(ax® + bx + ¢) = ax* + b + ca?,

ou a, b et ¢ sont des constantes a déterminer. En introduisant ’expression de y, dans I’équation
(2.48), on obtient
—12az” 4 (24a — 6b)z + (6b — 2¢) = 122* + 62

D’ou on tire le systeme

—12a = 12,
24a — 6b = 6,
6b — 2c =0,
dont la solution est
a=—1,
b= -5,
c= —19,
et par suite
Yp = —z* — 5 — 1527

La solution générale de I’équation ([2.48)) est
y = Cy + Cox + Cse” — z* — 523 — 1522
L’équation
y'+y = da’e”, (2.50)

est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a 1’équation homogene

v +y =0, (2.51)

est 24+ A=0 ayant comme racines

A1 = 0 racine simple
Ay = —1 racine simple
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D’ot, la solution générale de (2.51)) est
Yy = 01 + Cge_x

Les racine \; o ne sont pas racines de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution
particuliere sous la forme
yp = (az® + bz + c)e”,
ou a, b et ¢ sont des constantes a déterminer. En introduisant ’expression de y, dans 1’équation
(2.50) et en simplifiant les deux membres par e”, on obtient
2az” + (6a + 2b)x + 2a + 3b + 2¢ = 4a?

D’ou on tire le systeme

2a =4,

6a + 2b =0,

2a 4+ 3b+ 2c =0,

dont la solution est

a =2,
b= —6,
c=171,

et par suite
Yy, = 20% — 6z + 7.

La solution générale de I’équation ([2.50)) est
y=C1+ Coe™ +22° — 61+ 7.
L’équation
y" + 10y + 25y = 4e™"*, (2.52)

est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a I’équation homogene

y" +10y" + 25y = 0, (2.53)
est A + 10X + 2 = (A +5)* = 0 ayant comme racines
A1,2 = —95 racine double
D’ou, la solution générale de est
y = (Cy + Cox)e ™

Le nombre —5 est racine d’ordre de multiplicité 2 de I’équation caractéristique, donc on cherche

une solution particuliere sous la forme
yp — al,2e—5x7

ol a est une constante a déterminer. En introduisant 1'expression de y,, dans ’équation ([2.52))
et en simplifiant les deux membres par e %, on obtient

a=2
et par suite
y, = 2025
La solution générale de I’équation ([2.52)) est
y = (C, + Cox)e ™ + 2227,
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i) L’équation
y" + 3y’ + 2y = xsinz, (2.54)

est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. [’équation caractéristique associée a 1’équation homogene

y" + 3y +2y =0, (2.55)
est A2 + 3\ + 2 = 0 ayant comme racines

{)\1 = —2 racine simple

Ao = —1 racine simple
D’ot, la solution générale de (2.55)) est
y=Cre " + Coe

Le nombre +¢ n’est pas racine de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution
particuliere sous la forme

Y, = (ax + b) cosz + (cx + d)sin x,

ou a, b, c et d sont des constantes a déterminer. En introduisant I’expression de y, dans I'équa-
tion ([2.54]), on obtient

[((a+3b)x +3a+c+ 2b+ 3d|cosx + [(—3a+ b)x —2a — 3¢+ 3b+d]|sinx = xsinz

On en déduit un systeme d’équations linéaires en a, b, ¢, d :

a+3b=0

3a+c+2b+3d=0
—3a+b=1
—2a—3c+3b+d=0

La résolution de ce systéme donne

a/—_i
10
17

[ —
50

1

‘=10

-2
25

et la solution particuliere y, s’écrira sous la forme

= (—ix + H) cos T + (ix + i) sin z
=770 T 50 1077 25 '

La solution générale de I’équation ([2.54) est

3 17 1 3
y=Cre " + Coe™ " + (—Ex + %) cos & + (Ex + 2—5) sin x.
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L’équation
y" + y = sin 2z, (2.56)

est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a I’équation homogene

y' +y =0, (2.57)
est A2 +4 = 0 ayant comme racines
A1,2 = £2i racines complexes conjuguées
D’ot, la solution générale de (2.57)) est
y = Cycos2x + Cysin 2x

Comme A 5 sont des racines de ’équation caractéristique, donc on cherche une solution parti-
culiere sous la forme
yp, = x(a cos 2z + bsin 2x),

ou a et b sont des constantes a déterminer. En introduisant I'expression de y, dans I’équation

(2.56)), et en identifiant on trouve

1
a 47 )

donc la solution particuliere y, s’écrira sous la forme
x
= ——Cos 2.
Yp 4
La solution générale de I’équation ([2.56) est

y = Cycos2x + Cysin 2x — ECOSQZ’

L’équation
y" — 6y + 9y = 25¢” sin x, (2.58)

est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a 1’équation homogene

y" — 6y +9y =0, (2.59)
est A2 — 6\ +9 = 0 ayant comme racines
A1,2 = 3 racine double
D’ot, la solution générale de (2.59) est
y = (Cy + Coz)e™

Les nombres 1 £ ¢ ne sont pas des racines de ’équation caractéristique, donc on cherche une
solution particuliere sous la forme

Yp = (acos2x + bsin 2z)e”,
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ou a et b sont des constantes a déterminer. En introduisant 1'expression de y, dans 1'équation
(2.58), et en identifiant on trouve

a=4, b=3
donc la solution particuliere y, s’écrira sous la forme
Yp = (4 cos 2z 4 3sin 2x)e”.

La solution générale de I’équation ([2.58)) est

y = (C + Cyx)e™ + (4 cos 2x + 3sin 2z)e”
L’équation
y" + 2y + 5y = e " cos 2x (2.60)

est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene a coefficients constants avec
second membre. L’équation caractéristique associée a I’équation homogene

y'+ 2y +5y =0, (2.61)
est A2 4+ 2\ + 5 = 0 ayant comme racines
A12 = —1 £ 2i racines complexes conjuguées
D’ou, la solution générale de est
y = (Cy cos2x + Cysin2z)e™"

Le nombre —14-2i etant une racine simple de I’équation caractéristique, une solution particuliere

devra sous la forme

Yy, = x(a cos 2z + bsin 2x)e ”,

ot a et b sont des constantes a déterminer. En introduisant I’expression de y, dans I’équation
(2.60)), et en identifiant on trouve

donc la solution particuliere y, s’écrira sous la forme
r o, .
= —e "sin 2.
Yp 1
La solution générale de I’équation ([2.60)) est

y = (Cycos2x + Cysin2z)e * + %e’m sin 2z

L’équation
x
y' =2y +2y=¢€" sin2(§) (2.62)
est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre homogene & coefficients constants avec

second membre.
En utilisant les identités trigonométriques connues, ramenons le second membre de I'équation
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1-— 1 1
([2.62)) & la forme f(z) = €” sin2(g) = em(ﬂ = —¢ — §€I cosx = fi(x) + fa(x)

)
2 2
L’équation initiale ( [2.62) s’écrira

y' =2y +2y = ;ex - ;em cos T (2.63)
L’équation caractéristique de I’équation homogene vy’ — 2y’ +2y =0 : \* — 2\ + 2 = 0 admet
des racines complexes A =1 F1

La solution de I’équation homogene est donc y;, = €*(C} sinx + Cs cos ).

Pour chercher une solution particuliere de 1’équation ( [2.63]), utilisons le principe de superpo-
sition. A cet effet, cherchons des solutions particulieres des deux équations

1
Yy — 2y 4+ 2y = 562 (2.64)

1
Y — 2y +2y = —56’” cos (2.65)

En se servant de la méthode des coefficients indéterminés, on trouve des solutions particulieres
Upr s Yp, des équations ([2.64)) et ( [2.65]) respectivement :

1
o = 5" (2.66)
1
Ypy = x(—i sinx)e” = —% sin ze® (2.67)

D’apres le principe de superposition, une solution particuliere de ’équation ( [2.63)) sera

1 T
Yp = Yp + Ypp = iex Ty re® (2.68)
Conclusion : la solution générale est
. 1 =z "
(Cisinz + Cycosx + 3 Zsmx)e , (2.69)

ou C et (5 sont des constantes réelles arbitraires

Exercice 2.8. Intégrer les équations différentielles suivantes :

~

7.

22y + 22y — 6y =0

m3y/// + 3xy2y” o 21‘3/, + 2y =0

22y —xy +2y=zxlnx

sin x
zy” + 2y + xy = 0 sachant que y; = est sa solution particuliére

1/ 2/ 1
v+ -y +y=—
T T

i ]'
y ty=
cos T

y' +xy+1y =0 (par la méthode des séries entiéres)
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Solutions.

1. L’équation donnée est une équation d’Euler.
Premier procédé : Effectuons le changement de variable o = €', il vient

Ay Gy

= e s
dx ‘% dt

dy’ d2 d _
oot _w (@) @y dy

Y

ST g @
et ’équation prend la forme
d’y | dy
— +— —6y=20
a " ar Y
L’équation caractéristique ayant comme racines \; = —3, Ay = 2. La solution générale de la

derniere équation sera

y = Cre 3t + Che®.

Mais puisque = €', on a
C
y=Ciz 4+ Coz® ou y= % + Cya?.
T

Deuxiéme procédé : Cherchons la solution de 'équation donnée sous la forme y = 2%, o k est
un nombre inconnu. On trouve

y/ — kxk*l
y' = k(k —1)z*2

En portant dans I’équation on obtient
22 k(k — 12" 4 22825 — 627 = 0,
ou
2*[k(k — 1) + 2k — 6] = 0.
Mais puisque z* # 0, on a k(k — 1) + 2k — 6 = k> + k — 6 = 0. Les racines de cette équation

sont ky = —3, ky = 2. A ces racines correspond le systéme fondamental de solutions y; = 22
1 s N2 )
Yo = 2% et la solution générale sera comme dans le premier procédé

C
Yy = 7;4‘02%2.
T
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2. L’équation différentielle donnée est d’Euler. Posons x = ¢, on obtient

y/ — @ﬁ — e—t@.
dt dx dt’
Ty _ dy

no__ =2t AT
= e T )

d3
dans I’équation donnée, on obtient : ditg - 3% + 2y = 0 dont
I’équation caractéristique A\* — 3\ + 2 = 0 admet une racine évidente A = 1. D’ott par division
par A — 1 on trouve > + A —2 = (A= 1)(A+2) = 0. Alors \; = 1 et Ay = —2. Par conséquent,
A =1 est une racine double (s = 2) et A = —2 est simple .

Conclusion : la solution générale est

Si on remplace y,y" et y”

y = Cre " 4 (Cy + Cst)e' = C1z7% 4 (Cy + C3Inx)z,

ou C1, Cy et C3 des constantes réelles .
Deuxiéme méthode : Cherchons la solution sous la forme y = ¥ (k € R). On trouve
y/ — kxk_l;
y' = k(k—1)a"?
y" = k(k—1)(k —2)z*3
En portant dans ’équation donnée on obtient k(k—1)(k—2)+3k(k—1)—2k+2 = (k—1)(k*+
k —2) = 0. Les racines de cette équation sont k = 1 (racine double) k = —2 (racine simple). A

ces racines correspond le systéme fondamental des solutions y; = 272, 4o = 22, y3 = zlnx et
la solution générale sera comme dans le premier procédé

y=Ciz 2+ (Cy+ Cslnx)x.

3. L’équation caractéristique k(k — 1) — k — 2 = 0 possede les racines ky =1 — i, ks = 1 +i. La
solution générale de 1’équation homogene associée sera donc

yn = x(Ch cos(Inz) + Cysin(In x)).

Une solution particuliére sera cherchée sous la forme

yp = x(Alnz + B);
on a

y;:Alnx—i-B#—A,
A

n_
p T '
Portant dans I’équation donnée, on obtient
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Ar —x(Alnz+ A+ B)+22(Alnx + B) =z Inz,
c’est a dire
Arlnx + Br =xInx,

dot A=1, B=0. Ainsi y, =xInxz.
La solution générale sera

y = z(Cycos(Inz) + Cosin(Inz)) + zlnz.

sin x

. Posons y = z ou z est une nouvelle fonction inconnue de x ; alors

v =vyiz+wms, Y =ylz+ 22+

Portant dans I’équation donnée, il vient

(zyy + 29 + zy1)z + 2y 2" + 2(zy; +11)2' = 0.

. . s x . . .y )z . ,
Mais puisque y; = est une solution particuliere de 1’équation donnée, on a

!

zyl 4+ 2y) +ayy =0

et
n_n / !/
xy 2"+ 2(xy; +11)2 = 0. (2.70)
cos si
Mais ) = T 1n2x et donc zy; + y; = cosz et 'équation (2.70) devient
x x
Z"sinx + 22" cosx = 0. (2.71)
Ecrivons ([2.71)) sous la forme
2" CoS T
z sin
On obtient
(In|z'| 4+ 2In |sinz|) = 0,
d’ou

In|2/| +2In|sinz| =InCy ou 2'sin’z = C.
L’intégration de cette équation donne
2 =—Ccotx+ Cy

et par suite la solution générale de 1’équation donnée sera

~ COSTX sinx

ou encore
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5. La solution générale de I’équation homogene associée est de la forme (voir 4)

sinx CoS T
y=0C + s )
T T

et donc, son systeme fondamental de solutions sera

sinx cos T

h = ) Y2 =
T T

Cherchons la solution générale de I’équation donnée en appliquant la méthode de la variation
des constantes arbitraires :

sinx CcoS T

+ CQ(I‘) - y

y = Ci(v)

ou C1(z), Cy(x) sont des fonctions de x pour I'instant inconnues qu’on doit déterminer. Com-
posons a cet effet le systéme suivant :

sin @ cosx
O (x)—— + Ch(x =0,
)™ 4 o)
, T COsST — sinx , —xsinz —cosz 1
O} ) (LTI | gy L st L
On en tire C}(z) = cosz, C4(x) = —sinz. En intégrant, on obtient

Cy(x) =sinz + Cy, Cy(x) = cosz + Cy

En introduisant ces valeurs de C}(z) et Cy(x) dans lexpression de y on trouve la solution
générale de I’équation donnée

~ sinx ~ COSZ 1

y=C} + (Y

X

6. L’équation homogene associée sera 4" 4+ y = 0. Son équation caractéristique A\* 4+ 1 = 0 possede
des racines imaginaires pures \; = —i, Ay = 7 et la solution de I’équation homogene est de la
forme

yn = Crcosx + Cysin x.
La solution générale de I’équation initiale sera cherchée sous la forme
yn = C1(z) cosz + Cy(z) sin z. (2.72)

ou C4(x), Cy(x) sont des fonctions inconnues de x. Pour les rechercher, composons le systéme

suivant :
Ci(z) cosx + Co(x) sinx = 0,

1
—C1(x)si Cs = :
1(x)sinx + Cy(x) cosx -
Résolvons ce systéme par rapport a C}(z) et Cy(z), il vient Cf(z) = —tanz, Cy(x) = 1.

Intégrons, il vient
Ci(z) =In|cosz| + Cp, Cy(z) =z + Cy
En introduisant les expression de Cy(z) et Cy(x) dans on obtient la solution générale de
I’équation initiale
y = Cycosx + Cysinz + coszIn | cos z| + zsin z.
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7. Cherchons y;(x) sous forme d’une série

+00
x) = Z ez,
k=0
alors
—+o00
z) =Y kaa'l y Z k(k — 1)cpa®2.
k=1

En introduisant y;(x), 3;(z) et 37 (x) dans I'équation donnée, on obtient

Zk (k — 1)epah™ 2+chkz +chx = 0. (2.73)
k=1 k=0
En regroupant dans ) les termes semblables et en annulant les coefficients de toutes les

puissances de x, on obtient des relations permettant de déterminer cg, ¢y, ..., cp, ...

+ZOO((kr +2)(k + 1)cppo + (k + 1)cg)2” = 0.

Posons, pour fixer les idées, y1(0) = 1, y3(0) = 0. Alors on trouve tout de suite que

Co = ]_, C1 = 0. (274)
Ainsi, on a

1
2¢y + ¢o = 0, d’out, compte tenu de ([2.74)) ¢, = —5
3.2¢3 — 2¢; = 0, d’ou, compte tenu de (2.74]) ¢35 =0,
1
2.4’
5.4cs +4c3 =0, d'ou, c5 =0,

4.3c4 + 3¢5 =0, d'ou, ¢y =

Par conséquent

1 (—1)ma"
=1—-—4+ — —_— 4 ... 2.
n(@) > Taa” Tt oo (2.75)
De facon analogue, en prenant
+oo
z) = apz”, (2.76)
k=0
et les conditions y2(0) = 0, y5(0) = 1, on obtient
ap = 0, ap = 1. (277)
.1'3 1 5 (_1)77,1.271-&—1
=r—— 2.78
ve(t) =@ = ot T T g et ) (2.78)

La solution générale de I’équation donnée sera de la forme

y = Ayi(z) + Bya(z),

ot y1(z), ya(x) sont définies par les formules (2.75)) et (2.78]) respectivement, alors que A et B
sont des constantes arbitraires telles que y(0) = A, y'(0) = B.
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Chapitre 3

Equations différentielles. Résultats
fondamentaux

Le but de ce chapitre est de démontrer les théorémes généraux d’existence et d'unicité des solutions
pour les équations différentielles ordinaires. Il s’agit du chapitre central de la théorie, de ce fait
nécessairement assez abstrait.

3.1 Définitions. Solutions maximales et globales.
Soit U un ouvert de R x R" et
f:U—=>R"
une application continue. On considere I’équation différentielle

Y (z) = f(x,y), (x,y)elU, zeR, yeR" (3.1)

3.1.1 Solutions maximales

Nous introduisons d’abord le concept de prolongement d’une solution. L’expression solution maxi-
male est alors entendue implicitement au sens de la relation d’ordre fournie par le prolongement des
solutions.

Définition 3.1.1. Soienty : I — R", g : I — R", des solutions de . On dit que § est un
prolongement de y si I D I et g, =y.

Définition 3.1.2. On dit qu’une solutiony : I — R™ est mazimale siy n’admet pas de prolongement

g :I—R" avec]?l.

Théoréme 3.1.3. Toutes solutions y se prolonge en une solution mazximale § (pas nécessairement
unique).
3.1.2 Solutions globales

On suppose ici que l'ouvert U est de la forme U = J x ) ou J est un intervalle de R et 2 un
ouvert de R".

Définition 3.1.4. Une solution globale est une solution définie sur l’intervalle J tout entier.
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FIGURE 3.1 —

Remarque 3.1.5. Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.
Sur le figure par exemple, y;(z) est globale tandis y»(x) est maximale mais non globale.
Exemple 3.1.6. Considérons I’équation différentielle
y =y (3:2)
définie sur U = R x R.
Cherchons les solutions x — y(x) de (3.9).

e On a d’une part la solution y(z) = 0.
/
o Siy ne s’‘annule pas, s’écrit % =1, d’ou par intégration
Y

1 1
———=z+C, T) = — .
y(x) y(@) r+C
Cette formule définit en fait deuz solutions, définies respectivement sur | — oo, —C| et sur
| — C,400[; ces solutions sont mazimales mais non globales. Dans cet exemple y(z) = 0 est la

seule solution globale de .
{ y/ — _y2
y(0) =1

Exemple 3.1.7. Le probléme
définie sur R x R admet une solution maximale y(x) = 1 sur | — 1,400 qui n’est pas globale. Il
T

n’y a pas de solution globales
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Exemple 3.1.8. Le probléeme

{ y/ — _:Ey2
y(0) =1
définie sur R x R admet une solution globale y(z) = — 1 sur R.
x
Exemple 3.1.9. Le probleme
{ v =2/lyl(1 +y)
y(0) =0

définie sur [0, 4+00[xR admet plusieurs solutions mazimales : y(x) =0,

0 z €10, d

Yal(z) = tan*(z —a) = € [a,a+ g[

3.2 Régularité des solutions

Rappelons qu'une fonction de plusieurs variables est dite de classe C* si elle admet des dérivées
partielles continues jusqu’a 'ordre k.

Théoréme 3.2.1. Si f : U C R x R® — R" est de classe C*, toute solution de est de classe
Ck'H.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.

e k=0: f continue.
Par hypothese y : I — R" est dérivable, donc continue. Par conséquent y'(z) = f(z,y(x)) est
continue, donc y de classe C*.

o Si le résultat est vrai a 'ordre k — 1, alors y est au moins de classe C*. Comme f est de classe

C* il s’ensuit que 1 est de classe C* comme composée de fonctions de classe C*, donc y est de
classe CF*1,

]

3.2.1 Calcul des dérivées successives d’une solution y
On suppose pour simplifier n = 1. En dérivant la relation y/'(z) = f(x,y(x)) il vient
y'(@) = folw,y(@) + £ (e y(@)y (@),
y' = fo(xy) + fley) fa,y) = fM(z,y),

/ / -\ 7’ /7 . ’ . 7/ N\
avec fll = f.+ [, [ Notons de maniere générale 'expression de la dérivée k-ieme y
x, y sous la forme

(%) en fonction de

y®) — fli-1l,

d’apres ce qui précede fO = f, I = f;, + f; f. En dérivant une nouvelle fois, on trouve

yF D = () () + () (2, )y
= (fF )z, y) + (F0) (2, ) f (2, ).
On obtient donc les relations de récurrence
y ) = f (g £ = (S, 4+ (S5 f, avee [ = .
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3.3 Probleme de Cauchy, théoreme de Cauchy-Lispschitz

En mécanique, lorsqu’on détermine un mouvement, on dispose non seulement d’une équation
différentielle mais encore de conditions initiales. On obtient alors, en générale, une et une seule
solution du probléme posé.

Rappelons maintenant la définition des équations différentielles d’ordre n.

Définition 3.3.1. Soit n € N* et E un espace de Banach. Soit une application f : U C Rx E" — R
(ot U est un ouvert de R x E™). On appelle solution de l’équation différentielle d’ordre n

y" = fe,y, sy ) (3.3)
toute application ¢ : I — R (o I est un intervalle de R), n fois dérivable et vérifiant
(i) pour tout x € I, (z, (), ..., V(z)) € U;
(ii) pour tout x € I, f(z,p(x), ..., " D(z)) = ™ (z).
Dans la suite de cette partie, nous utiliserons les notations de cette définition.

Définition 3.3.2 (Probleme de Cauchy). On se donne une équation différentielle

y™ = flz,y,y, .., y"Y) (3.4)

et (o, Yo, -y Yn—1) € U (0t U est un ouvert de R x R™). On appelle probléme de Cauchy de
en (o, Yo, .-, Yn—1) la recherche d’une fonction ¢ : I — R (ou I est un intervalle de R) solution de

et vérifiant o € I, p(x0) = Yo,...,0" "V (20) = Yn_1.

On dit qu’il y a unicité au probléme de Cauchy en (o, Yo, -, Yn—1) S’il existe au moins une
solution a ce probleme de Cauchy et si pour toutes solutions p : I - R et ¢ : J — R a ce probléeme,
les fonctions ¢ et ¢ coincident sur I N J.

Remarque 3.3.3.

1. Lorsque la fonction f vérifiant certaines hypothéses, on peut assurer ['unicité au probléme de
Cauchy.

2. Toute équation différentielle d’ordre n peut se ramener a une équation différentielle d’ordre 1.
Avec les notations de la définition....., si on définit les applications

Y I —-R" z+— (go(x),...,go(”_l)(x))
G U C R x R" — R" (:U7y) = (%Z/Oa "’7yn—17f(x7y)>7

il est équivalent de dire que @ est solution de ou que 1 est solution de ' = G(x,1).
On peut donc se limiter a étudier les équations différentielles du premier ordre.

Définition 3.3.4. On dit qu’une application f d’un ouvert U de R x R™ et localement lipschitzienne
en la seconde variable si pour tout si pour tout (xg,yo) € U, il existe un voisinage V' de (zo,yo) et
k = k(zo,y0) > 0 tels que

Vr € R? vyhyQ € Rnu (QJ,y1) S ‘/7 (l’,yz) € ‘/7 Hf(*ruy1> - f(x7y2)H < kHyl - y2H :

of;
Remarque 3.3.5. 57 i sont continues sur U, alors f est localement lipschitz en y sur U.

0xj
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Exemple 3.3.6.

1. La fonction f(y) = y?* est localement lipschitz sur R ; elle n’est pas lipschitz.

2. La fonction f(y) = y/|y| n’est pas localement lipschitz sur R. En fait il faudrait trouwver un

voisinage de 0 et une constante k > 0 tels que +/|y| < k|y| pour y assez petit, ce qui est
absurde.

0
Proposition 3.3.7. 5i af(:r,y) existe est bornée. Alors f est k-lipschitzienne par rapport a y € U.
Y

Démonstration. Utilisons le théoréme des accroissement finis de f(z,y) = ¢(y) sur |y, ya[. Donc il
existe § €]y1, ya[ tel que p(y1) — v(y2) = ¢’ (Y)(y1 — y2), alors

0
) = Flo )| = ]3£<x,y>\ —

Mais il existe un k telle que

]

oy (z,y)| <

d’ou
\f(x,y1) = f(z,y2)] < klyr — yol.-
]

Remarque 3.3.8. La réciproque généralement, est fausse par exemple f(x,y) = |y| est 1-lipschitzienne

par rapport a y sur R? mais elle n’admet pas une dérivée partielle a—y au point (0,0).

Théoréme 3.3.9 (CAUCHY-LIPSCHITZ). Soit f : U C Rx R* = R" (o0 U est un ouvert de
R x R"™) une fonction continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Alors pour tout
(x0,y0) € U, il existe un intervalle I voisinage de xog dans R et une application ¢ : I — R™ solution
de vy = f(x,y) telle que p(xo) = yo. De plus, il y a unicité pour le probleme de Cauchy de cette
équation différentielle en (o, o).

Démonstration. Existence. Nous aurons besoin de la notion de cylindre de sécurité. Un point (g, yo) €
Q est fixé. Pour tout r > 0, on pose B, = {y € R"| ||ly — ol < r} et pour tout o > 0, I, =
|zo — a0, o + . Soit V' un voisinage compact de (xg, y9) dans € sur lequel f est k-lipschitzienne en
seconde variable (la compacité de V' est une commodité pour que f soit bornée sur V', mais méme
en dimension infinie, comme f est continue en (g, o), on peut choisir V' telle que f soit bornée sur
V). Notons M un majorant de f sur V. On peut choisir » > 0 et « > 0, désormais fixés, tels que
I, x B, CV et aM < r (on dit que I, X B, est un cylindre de sécurité pour f en (g, o))

La fonction f est continue, toute solution est donc de classe C*'. Ainsi, une application o : I, —>R"”

est solution si et seulement si pour tout = € I, (z,¢(x)) € Q et p(x) = yo + / (u, p(u))du.

Notons I' 'ensemble des fonctions continues ¢ : I, — R"™ telles que ¢(1,) C B Pour tout ¢ € T,
I’application

6 LR w g+ [ F(u, o(u))du (3.5)

[ ()

vérifie
<aM <,

& -] <
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donc ¢ € I'. On est donc autorisé (et c’est 1a I'utilité du cylindre de sécurité) a définir la suite de
fonctions (¢,) par 3
Qo : Iy > R"x—1yy et Vn €N, ¢,11 = @n.

Montrons que pour tout ¢t € I, et pour tout n € N, ||¢,1(x) — ¢ ()| < rk‘”w. Pour n = 0,
n!

c’est immédiat d’apres (3.5)). Pour passer du rang n — 1 au rang n, il suffit d’écrire, pour x € I,,
[énia(2) = 6a(a)] < ] / |rf<u,¢n<u>> ~ Sl ur(a)) o] < | [k 0n(w) = b0 ()] du
zo
/ lu — xo|"™ ‘—7’|x—ajo|

La série de fonctions Z(¢n+1 — ¢,,) converge donc normalement sur /,, par conséquent la suite de
fonction (¢,,) converge uniformément sur /,. Notons ¢ la fonction limite. On a ¢ € I et

VneN, Vo €Iy, ¢nyi(x) =90 + / f(u, gn(u))du

et en faisant tendre n vers +oo on en déduit ¢(z) = yo +/ f(u, p(u))du, c’est-a-dire que ¢ est
xo

solution au probléeme de Cauchy en (zg,yo) sur U'intervalle /.
Unicité. Soient ¢ : I — R™ et ¢ : J — R™ deux solutions au probleme de Cauchy en (z,yy). En
notant, pour tout z € I'NJ, M, = sup |¢(u) — ¢(u)||, une récurrence sur n donne

u€lzo,r

n

Vo e InJ vneN, |e(w)-ow)| <|[ () = o) d] < Y e — ol Mo,

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit p(z) = ¢(x) pour tout = € I N J. ]
Remarque 3.3.10.

1. L’existence au probléme de Cauchy reste vraie si f est seulement supposée continue (théoréme
de Péano), mais il n'y a plus forcément ['unicité (voir [’exercice M)

2. L’unicité au probléme de Cauchy est riche de conséquences (voir les exercices de cette partie).

3. Si f est de classe C*, f est localement lipschitzienne en la seconde variable. C’est souvent ce
que l’on rencontre dans la pratique, et théoreme de Cauchy-Lipschitz et alors applicable.

4. Pour les équations différentielles d’ordre n (en les ramenant a celles d’ordre 1 par la technique
décrite plus haut), le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’exprime ainsi : si y(”) = f(z,y,v, ..., y(”’l))
est une équation différentielle d’ordren et si f est continue et localement lipschitzienne par rap-
port d la seconde variable y = (Yo, ..., Yn—1), alors il y a unicité au probléme de Cauchy.

Terminons par le corollaire suivant portant sur les solutions maximales.

Corollaire 3.3.11. Soit f : U C RxR" — R"™ (00 U est un ouvert de R xR"™) une fonction continue
et localement lipschitzienne en la seconde variable. Alors pour tout (xg,yo) € U, il existe une unique
solution mazimale ¢ de 'équation différentielle y' = f(x,y) prenant la valeur yo en xq ; cette solution
mazimale est définie sur un intervalle ouvert de R.

Une outil central dans tous les problemes d’équations différentielles est le lemme de Gronwall qui
permet de déduire des bornes sur les solutions a partir d’intégrales qu’elles vérifient.
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Théoréme 3.3.12 (Lemme de Gronwall). Soient ¢, ¢ et y trois fonctions continues sur |a,b], d
valeurs positives et vérifiant l'inégalité

Ve ot o) < e(0)+ [ ols)uls)ds. (3.6
Alors

Vt € [a,b], y(t) < ot —1—/ s) exp( /tqﬁ(u)du)ds.

Démonstration. Posons F(t

) = / o(s)y(s)ds. En multipliant les deux membres de l) par ¢(t),
on obtient F'(t) — ¢(t)F(t) < o(t)¢p(t), ce s’écrit aussi

t

G(t) < (t)d(1) exp(— /:d)(S)dS) avec G(t) = F(t)exp(~ [ 6(s)ds).

a

Comme G(a) = F(a) = 0, on en déduit, par intégration

) < / s) exp(— /: ¢(u)du)ds.

Or, d’apres |D y(t) < o(t)+G(t )exp(/ ¢(s)ds), d’ou le résultat en utilisant I'inégalité ci-dessus.
" O

Corollaire 3.3.13. Soient ¢ ety : [a,b] — RY deux fonctions continues et vérifiant

dec >0, Vt € [a,b], y(t) <c+/
Alors

y(t) <c exp(/at o(s))ds.

Démonstration. 11 s’agit du lemme de Gronwall dans le cas particuliere o ¢ est la fonction constante
égale & ¢, on a donc pour tout ¢ € [a, b]

s=t

y(t) < c+ /at co(s) exp(/j ¢(u)du)ds =c—c¢ {exp(/: qﬁ(u)du] =c exp(/at o(s)ds).

S=a

[]

Citons enfin une application intéressante du lemme de Gronwall, utile dans les majorations d’er-
reurs sur les solutions d’équations différentielles.

Corollaire 3.3.14. Soity : [a,b] — R" une fonction de classe C* vérifiant
Je>0,3820,Vt€a,b], [y <B+aly@)l.
Alors
—a 5 al(tl—a
vt € la,b], [ly®)] < lly(a)ll e + e (=) —1).

Démonstration. 11 suffit d’écrire, pour tout ¢ € [a, b],

t t
IO < (@] + lo(®) = v(@)l < (@] + [ Iy©)lds < (@] + 5 — @) +a [ ly(s)lds,
puis on applique le lemme de Gronwall et on conclut en intégrant par parties. O
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3.3.1 Théoremes sur les solutions globales

Théoréme 3.3.15. Soit f : I x R™ — R™ une fonction continue. Supposons qu’il existe k : I — RT
continue telle que pour tout x € I Uapplication y — f(x,y) est lipschitz de rapport k(x). Alors tout
solution maximale du probleme y' = f(x,y) est globale.

Exemple 3.3.16. Toute solution maximale de
{y/:x o 3.)
y(zo) = yo

est globale.
En effet,

1. Pour tout x € R, la fonction f(z,y) = x/2? + y? est continue

2. La fonction y — f(x,y) = xv/a? +y? est lipschitzienne de rapport k(x) = |x| (continue sur
R), car Pour tout y,z € R on a

Ul Uy|%-||)|y |
z, - X,z S x S X S | T — Z

ly — 2| <1
Vat 4y + Va? 4 22
D’ou d’apres le théoréme toute solution mazimale de est globale.

Théoreme 3.3.17. Soit f : R x R” — R" une fonction continue telle que

1/ (2, )l < alx) + () |yl

pour «, 3 positives et continues. Alors les solutions du probléme

{y/ = f<x7y)7 r€R
?/(930) = %Yo

Puisque

sont globales.

Théoréme 3.3.18. Soit f : ]a,b[xR" — R" une fonction continue et bornée. Alors toute solution
de

{yzf@w%
y(7o) = vo
est globale.

Remarque 3.3.19.

1. La solution unique du probléme de Cauchy peut étre construit par la méthode approxima-
tion successives sutvante :

Yo(r) = yo
(o :/ (t, yo(£))dt + yo

:/ tynl dt—i_y(]
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2. La méthode approximation successives se base sur la proposition suivante :

Proposition 3.3.20. Si f est continue sur un voisinage du point (zo,yo). Alors, le probléme

de Cauchy est équivalent au probléme y(x) = yo —|—/ f(t,y(t))dt.
zo

Démonstration.

Yy T

o Si vy = f(x,y), alors par intégration on a / dy = / f(t,y(t))dt. Donc y — yo =
Y T

0 (@]

/x f(t,y(t))dt et par conséquent y = yo + /z f(t,y(t))dt.
T o

O
o Inversement, si y = yo + / f(t,y(t))dt, alors en dérivant on trouve y' = f(x,y). De plus
zo

pour z = xy on a y(zo) = Yo.

]

Théoréme 3.3.21 (Théoreme de Picard). On considére le probléme de Cauchy
{z/ = [f(z,y),
y(wo) = Yo
Si :
1. f est continue dans le rectangle D = {(w,y) ER?: |z — x| <a,ly —yo| < b}, ot a,beR
2. f est lipschitzienne par rapport a y dans D.

Alors il eziste une solution du probléme de Cauchy définie sur 'intervalle [xo — h,xo + h], ot h =

min(a, ]\Zi[) avec M = (ﬁs;igﬁ\f(x,y)\ et cette solution est la limite de la suite (Yn)nen définie par
récurrence.

Yo(T) = Yo

(@)= [ Ftwo(®)dt +

vale) = [ 50t + o

(@) = [ (a0t + o

Exemple 3.3.22. Résoudre le probleme de Cauchy suivant

{ Y=y

y(0) =1

Solution. Appliquons le théoréme de Picard (ou théoréme approximation successives). Il claire que la
fonction f(xz,y) =1y

a) continue sur R? tout entier, donc sur tout voisinage V(o 1y du point (0,1).
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b) la dérivé partielle par rapport a y eziste et 0= 1.
Y

Donc le P.C admet une solution unique y(x) sur R, par la méthode d’approximation successives on a

yo(z) =1

yl(m)zl—i—/ ft,dt=1+=
; .
yg(x)zl—f—/o f(t,l—f—t)dt:l—i—x—i-?

z r 2 2P z"
(@) =1+ / Pty ()t =14 5+ 5+ S o
) +00 "
D’ou nl—lglooy”@) = TLZ::OE =e”.

Remarque 3.3.23. La réciproque du théoreme de Picard en générale n’est pas vrais.

Exemple 3.3.24. Le P.C suivant :

3
I 2 3,2
Y =35vY
y(0)=0
(z +c)? o

il admet une solution générale y(x) = n’est

0
malgré que la dérivé partielle 8‘f(x,y) =y~
Y

pas définie (n’existe pas) sur l'aze des x (y =0).

3.4 Exercices du chapitre

Exercice 3.5. Donner les solutions maximales du probléeme de Cauchy suivant :

1.
{y/ — y3
y(0) =0
2.
y = 1
)
y(0) =1
Solutions.

1. f(y) = y® est localement lipschitz. Par conséquent il existe une seule solution maximale. y(z) =
0 est la solution.
1
2. 1l existe une seule solution, qui est y(z) = v2z + 1 (la fonction f(y) = — est localement
Y
lipschitz).
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Exercice 3.6. Montrer que toute solution maximale de

y(xo) = yo
est globale.

Solutions.
Pour tout = € R la fonction y — f = zv/x? + y? est lipschitz de rapport k(x) = |z| (continue sur R).
En effet,

|y2—22| < ’.27‘ |y|+|2|

V2 + 2+ Va2 +22 T a2+ Va2

D’ou, d’apres le théoreme [3.3.15| toute solution maximale du probleme (3.8)) est globale.

[f(z,y) = f(z,2)] < |2 ly — 2| <zl ly — =]

Exercice 3.7. On considére le systéme y' = f(z,y) ot f: R x R" — R" est une fonction lipschitz
(de constante L) par rapport a la variable y et continue par rapport da la variable (x,y). Soient iy
la solution correspondante d la condition initiale y(xo) = 71 et yo la solution correspondante d la
condition initiale y(xo) = ¥2. Montrer que

L|z—xo|

ly1(x) — y2(2)] < |71 — o€

Solution.
On a

Comme y; et yo sont solutions du systéme y' = f(x,y), alors
() = f(z,1)
ya(z) = f(z,y2).

En reportant (3.10)) dans (3.9)), on obtient

(@) = [ fls.)ds + (o)

0

o) = [ Fls,po)ds + (o).

0

(3.10)

D’ou

ly1(z) — yo()| =

[ (s = £l ))ds + (1 (0) = (o)

0

< ) — vala)] + [ [F(s.m) = Fls.p)] ds
< |y1(zo) — yalxo)| + /: Lyi(s) — ya(s)| ds (f est lipschitz de rapport L).

Si on pose a(x) = |y1(xo) — ya(wo)| et S(z) = L, en déduire, grace au lemme de Gronwall (voir le

corollaire |3.3.13|)

L|z—x0|

* Lds - .
1 () = 2(@)] < s (0) — o) 0 ™ = |3 — e
Nous vérifions aisément que « et [ vérifiant les hypotheses du corollaire |3.3.13]
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Exercice 3.8. Montrer que la solution du systéme

Lo

existe pour x € [0,0.5] et que dans cette intervalle |y| < 1.
Solutions.

2 d
Soit R le rectangle {(z,y) :  €[0,0.5], y € [-1,1]}. Ona M = maxR|:1:2+efy | = 1 Alors d’apres
S

(z,y)

1 1
le théoréme 77 la solution du systéme ([3.12)) y(z) existe pour 0 < z < min {0.5, 5} =3
4

Exercice 3.9. Montrer que la solution du systéme

y =2 +e (3.12)
y(0) =0
eziste pour x € [0,0.5].
Solutions.
Soit R = [0,a] x [—b,b]. On a M = max |2>+e~¥"| = b* + 1. Le théoréme d’existence (théoréme ??)

(z,y)ER

b
nous dit qu’il existe une solution dans I'intervalle [0, @] pour @ = min {a, bQH} Le plus grand «
1
possible est 3" Alors y(z) existe pour x € [0, 0.5].

Exercice 3.10. Vérifier le théoréme d’existence et d’unicité pour les problémes de Cauchy suivants :

1. )
/

Yy =—

y2
y(1) =0

2.
{y’ =ay+e?
y(20) = Yo

Solutions. 1. Soit le probléeme du Cauchy suivant :
L
T (3.13)
y(1) =0

La solution générale de (3.13)) est
y=+V3x—3 (3.14)

Les conditions du théoreme d’existence et d'unicité ne sont pas vérifies.

En effet, aux points (z9,0) de 'axe Ox les conditions a) et b) ne sont pas satisfaites (la fonction
flz,y) = — et sa dérivée partielle 90 sont discontinues sur 'axe Ox et ne sont pas bornées pour
Y Y
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y — 0.
2. Soit le probleme du Cauchy suivant :

'=ay+e?
{y Y (3.15)
y(zo) = Yo
lei f(z,y) =xy+e Y.
On a
a) f est évident continue sur R?
i . Of - . 9
b) La dérivée partielle Eriaiia Y est bornée sur R”.
Y
Conclusion. le probléeme du Cauchy (3.15)) admet une solution unique.
Exercice 3.11. Montrer que pour l’équation différentielle définie sur R par
0 sty <0
- 3.16
y { e (3.16)

il n’y a pas unicité au probléme de Cauchy.

Solution. Faisons une premiere remarque : cette équation différentielle ne faisant pas intervenir la
variable x, si f : R — R est solution, il en de méme pour toutes les fonctions f. : R = R ¢ — f(z—c¢)
(c € R).

La fonction ¢ : R — R définie par ¢(x) = 0 pour z < 0, et p(z) = % pour x > 0, est solution
comme on le vérifie facilement. Notre remarque précédente montre que pour tout ¢ € R, la fonction

0 sizx<c¢
Yo : R=>R z+— (z — c)?
4

six>c

est solutions. Mais pour ¢ > 0, ces fonctions coincident sur R™, et pourtant elles ne sont pas iden-
tiques. Il n’y a donc pas unicité au probleme de Cauchy (le théoréeme de Cauchy-Lipschitz ne s’ap-
plique pas car il n’y a pas de caractere lipschitzien).

Exercice 3.12. Soit f : R? — R une fonction de classe C* et ¢, ¢ : R — R deux solutions de
Uéquation différentielle y' = f(x,y). On suppose qu’il existe zg € R tel que ¢(x) < ¢(xq). Montrer
que pour tout x € R, p(x) < ¢(x).

Solution. Raisonnons par I'absurde. S’il existe z1 € R tel que p(z1) > ¢(1), alors comme ¢ et ¢
sont continues (elle sont méme de classe C'), d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
u € R tel que p(u) = ¢(u). Mais alors, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz (qui s’applique car
f est de classe C') il y a unicité au probléeme de Cauchy au point u, donc ¢ = ¢. Ceci est absurde
car p(xg) # ¢(xo), d’ou le résultat.

Exercice 3.13. Soit f : R? — R une fonction de classe C' vérifiant
T >0,VeeR, flze+T,.) = f(z,.). (3.17)

Soit p : R — R une solution de l’équation différentielley’ = f(x,y). Montrer que la suite (p(kT))ken)
est strictement monotone ou est constante. Dans ce dernier cas, montrer que ¢ est une solution T '-
périodique.
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Solution. Comme ¢ est solution, la relation (3.17)) montrer que la fonction ¢ : x — p(x +T)
est aussi une solution. Trois cas se présentent.

(i) Si p(0) < @(T) = ¢r(0), alors d’apres l'exercice précédent, on a ¢(x) < @r(z) pour tout
x € R. On en conclut (kT') < or(kT) = ¢((k+ 1)T) pour tout k € R, autrement dit, la suite
(p(kT))ken) est strictement croissante.

(ii) Si ¢(0) > ¢r(0), on montrerait en procédant de la méme maniere que la suite (p(k7T))gen) est
strictement décroissante.

(iii) Sip(0) = ¢(T) = ¢r(0), alors d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz (qui donne 'unicité au
probléme de Cauchy), ¢ = @r, c’est-a-dire que ¢ est T-périodique, et en particulier, la suite
(p(kT))ren) est constante.

Exercice 3.14. Aprés avoir vérifié les condition d’application du théoréme d’existence et d’unicité de
Picard construire les approximations successives yo(z), y1(x), y2(x), ys(z) de la solution des problémes
de Cauchy suivants :

1.
I 2
{y Y e lz| < Aetl|y <B (3.18)
y(0)=0
2. )
= aj—i—
{y Y avec lz] < Aetl|y <B (3.19)
y(1) =0
Solutions.

1. Dans le probleme (3.18)) 1a fonction f(x,7y) = z —y* est un polynéme, donc elle est continue sur
0 0
le domaine |z| < A et |y| < Bet ’af(x,y)‘ = |2yl =2yl < 2B+1, d'ou af(:c,y) est bornée
Y Y

sur |z| < A et |y| < B et par conséquent f est lipschitzienne. Les deux conditions du théoréme
de Piccard sont vérifies, alors le probleme de Cauchy (3.18) admet une solution unique.
Les approximations successives :

On a
yo(z) =0
2

yl(x):yo—i-/ tdt = —
0 2

x t4 x2 1’5
- (t— Dt =5 — 5
po(a) =0+ [ -
th x? x5 I'S Ill
_ t—— ———dt T_or T
= Yo +/ + 200" =5 ~ 39t 160 ~ w00

2. Dans le probleme (3.19) la fonction fonction f(z,y) = x + y est continue sur R% Donc, f
est continue sur le domaine D = [—a,a] X [0,2] qui contient le point (0,1), Ya > 0. De plus,
V(z,y1); (z,92) € D. On a :

|f(z,y1) = fl2,92)| = |y — val,

d’ou f est 1-lipschitzienne par rapport a y sur D. Par conséquent, les deux conditions du
théoreme d’existence et d’unicité sont satisfaites sur le rectangle D .
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Conclusion, le probleme de Cauchy admet une solution unique y = ¢(z), Vo € [—a,a] qui est

construite par la méthode d’approximation successives de Picard suivante : y = 1_131 on(x);
ol
wo(z) =y(0) = 1;
T 1’2
<p1(:(:)=1+/0 (14 t)dt =1+2+
T t2 x?)
wg(x):1+/0 (414t )t =1+ +a°+ o
x -
pola) =1+ [ (1+@a®)dt =1+ o +2"+ T+ T
- 3 4 25
=1 / 1 t))dt =1 2y —
z 3 x? x® x®
~1 / 1+ pa(t))dt = 1 2, T s
pol@) =14 J 1+ ea(t) T T 3 T 5xax3 Wl
Ainsi, par récurrence :
, ot 25 2 Lt
n(r) =1 — e F2—
enle) =ltete+ o4 m e s T T T e
ou bien
2 a3 " antt 2 2 " antl
n(r) =1 20—+ —+..+— =—-1- 204+ —+ —+ ...+ —
enle) = Ltw 2o g bt D G v ot g e I
Par conséquent, la solution du probleme de Cauchy est
. n l’k xn+1
y:ngrfoo[—l—m—l—Ql;)H—i- (n—i—l)!] =—1—1x+2¢".
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Chapitre 4

Systemes d’équations différentielles

L’objet de ce chapitre est de présenter des méthodes de résolution des systemes différentiels.

Définition 4.0.1. Un systéme d’équations différentielles par rapport auzx inconnues yi,Ya, .-, Yn
admet la forme générale suivante :

!/ k /
7y27y27"'7y§ 2)7"'7yn7yn7"‘7y7(lkn)> :O7 k;: 1727"7n7 (4'1)

Lorsqu’il est résolu par rapport d aux dérivées d’ordre le plus élevé ygkl), y§k2),...,y§f”) le systeme

obtenu s’appelle systeme canonique. Il est de la forme

/ k
fk(xaybyla 7y§ v

k / k1—1 / ko—1 / —
yg v = fl(l'ayl?yla 7y§ ' )ay27y2>"'7y§ : )7 -">yn>yn7"'7y7(1kn 1))
k / k1—1 / ko—1 / —
yg 2 :fZ(waylayla“vyE ' )ay27y2>"'7y§2 )7-"7yn>yn7"'7y7(1kn 1)) (4 2)
/ k1—1 / ko—1 / —
yy(zkn) = fn(xvylayla ’y§ ' )7y2ay27 7y§ ? )7 cey Yns Yns a?/flk" 1))

Définition 4.0.2. On appelle ordre du systeme le nombre p égal a

Exemple 4.0.3. Ramener a la forme canonique le systéme d’équations

yoyy — sin(y; —y1) =0
cosh(y;) —y1—y2=0

Le systéme considéré est du troisiéme ordre car ky = 2, ko = 1 et donc p = 3. En résolvant la
premiere équation par rapport a y, et la deuxieme par rapport a y,, on obtient le systéme canonique

Y, = arcsin(y,y2) + yi
y; = arg cosh(y; + y2)

Définition 4.0.4. Un systéme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

dx

d—tk = fi(t,x1, 29, ..., 2,), k=1,2,....n, (4.3)
ou t est une variable indépendante et xq, xs,..., x, sont des fonctions inconnues de t, s’appelle
systeme normal.
Le nombre n s’appelle ordre du systeme normal . On dit que deuz systémes d’équation

différentielle sont équivalents s’ils possédent les mémes solutions.
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Remarque 4.0.5. Tout systéme canonique peut étre ramené a un systéme normal
équivalent et du meéme ordre.

Exemple 4.0.6. Le systeme suivant :

P
dt2 a
Gy (4.4)
a v

se ramene a un systeme normal par un changement de variable.
x
En effet, on pose x = 11, — = 2'(t) = x5 et y = x3

Donc le systéme devient

dl’l

— = X9 = f1(L, 21, X2, x3),

o 2 = fi(t, 11,12, 73)

dl’g

— = 3txz = fo(t, x1, T, T3),
o 3 = fa(t, z1, 22, 73)
d

% = % = f3(t, @1, T2, x3).

Définition 4.0.7. On appelle solution du systéme dans lintervalle |a, b| I’ensemble des n
fonctions quelconques

I = 901(?5), L2 = 902(75)7 ey Iy = SOn(t)7
définies et continiment dérivables dans lintervalle |a,b| qui transforment les équations du systéme
en identités valables pour toutes les valeurs de t €]a, b.

1

=T = po(t) = tint définies sur |0, +oo[ sont

Exemple 4.0.8. Les fonctions x1 = ¢1(t)

solution du systeme normal suivant :

dﬂ?l

d$2 To + t
dt t

(4.5)

d 2 d
En effet, p1,p2 € C1(]0, +00]) d’une part. D’autre part on a % =5 % =Int+1. En
0

remplacant ces expressions dans les équations du systéeme on obtient les identités

2 2
5T Int+1=1Int+1, t€]0,+o00].

4.1 Probléeme de Cauchy

Le probléeme de Cauchy pour le systéeme (4.3) consiste a trouver des solutions
r1 = x1(t), T3 = xa(t), ..., T, = x,(1),
de ce systéme qui satisfont aux conditions initiales

x1(ty) = Y, ma(ty) = a3, ..., ,(to) = 22, (4.6)

ol tg, 29, x9,..., ¥ sont des nombres donnés. Un tel probléme est posé généralement pour discuter

la question de I'unicité des solutions d’un systeme différentiel.
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Théoréme 4.1.1 (Théoreme d’existence et d’unicité de la solution du probleme de Cauchy). Soit
donné le systéme normal d’équations différentielles et soient des fonctions f;(t,x1,xa, ..., xy),

i =1,2,...,n, définies dans un certain domaine D de dimension n + 1 dans lequel varient les

variables t, x1,..., x,. S’il existe un voisinage Q du point My(t, 2%, 23, ...,2°) dans lequel les

fonctions fi, fa, ..., fn
a) sont continues,
b) possedent des dérivées partielles bornées par rapport aux variables xi, xo,...,Tp,

alors il existe un intervalle to — h < t < to+ h de variation de t dans lequel le systéme normal
a une solution et une seule qui satisfait aux conditions initiales @

Lorsqu’on ne fixe pas des conditions initiales le systeme différentiel peut avoir plusieurs solutions
définies a des constantes d’intégration pres. L’ensemble des n fonctions dérivables

$i:l‘i(t, 01,02,...,Cn), 1= 1,2,...,71, (47)

de la variable indépendante ¢ et de n constantes arbitraires C', Cj,..., C), s’appelle solution générale

du systeme normal (4.3)) si :

1. pour toutes valeurs admissibles des C4, Cs,..., C,, le systéme de fonctions (4.7]) transforme les
équation (|4.3)) en identités;

2. dans le domaine ot sont satisfaites les conditions du théoreme de Cauchy, la fonction (4.7))
résout le probleme de Cauchy.

Pour résoudre un systeme d’équations différentielles ils existent plusieurs méthodes selon la nature
des systemes en questions.

4.2 Méthode d’élimination successives

Un cas particulier d’un systéme canonique d’équations différentielles est une seule équation d’ordre
n résolue par rapport a la dérivée d’ordre le plus élevé

™ = f(t,z, o, ..., z")
Par introduction de nouvelles fonctions
xy =2 (t), £y = 2"(t), ..., 20y = 2"7I(t),

cette équation se remplace par un systéme normal de n — 1 équations

dzy
dt

dz;
dt

:'TQ

:J:3

dxn—?
dt

dxn—l
dt

= Tp-1

=Tp = f(t,x,l’l,l'g, “'7xn—1)
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(4.8) est un systéme normal d’ordre n — 1.
On peut également affirmer la réciproque, a savoir que dans le cas général le systeme normal de n
équation du premier ordre

d

% - fl(taxlax%'”axn)a
d

% = f2(taxlax27"‘7mn)7
dx,,

% = fn<t,$1,ﬂf2,...,$n),

est équivalent a une seule équation d’ordre n. C’est la base de I'une des méthodes d’intégration des
systemes d’équations différentielles appelée méthode des élimination successives.
[llustrons cette méthode sur I'exemple de deux équations suivant

d
= az+by+ f (1),
¢ (4.9)
&y =cx +dy+ g(t)
dt y g )

ou a, b, ¢, d sont des coefficients constants et f(t) et g(t) sont des fonctions données; x(t) et y(t)
sont les fonctions recherchées. De la premiere équation du systeme (4.9) on trouve

y=—(— —ax— f(1)). (4.10)

En introduisant dans la deuxieme équation du systeme le second membre (4.10]) au lieu de y et la

d
dérivée du second membre de (4.10)) au lieu de d—‘;{, on obtient une équation du second ordre par

rapport a I'inconnue x(t),

Az dx
A— + B— P(t) =
e + i + Cx + P(t) =0,

ou A, B, C sont des constantes et dont la solution générale s’écrit x = x(t, Cy, Cy). En introduisant

x
ensuite les expressions obtenues pour x et m dans (4.10)), on trouve y.

Exemple 4.2.1. Résoudre le systeme suivant :

d
di.:. = _9y7
dy (4.11)
—= =u.
dt
o . . ldx
De la premiere équation du systeme (4.11) on trouve y = o alors
dy 1 d%x
-2 4.12
dt 9 dt? (4.12)
En introduisant dans la deuzieme équation du systeme , on obtient une équation
différentielle linéaire du second ordre da coefficients constants
d2
€T L9 =o. (4.13)

dt?
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La solution générale de l’équation est
x = C cos 3t + Cy sin 3t. (4.14)
En calculant la dérivée de par rapport a t, on trouve
_Ldz Gy
9 dt 3
La solution générale du systeme est

C
Y= sin 3t — ?2 cos 3t.

x = C} cos 3t + Cy sin 3t,

Yy = C;)lsin?)t— C;cosf}t.

Exemple 4.2.2. Résoudre le systeme suivant :

d d
4—$——y+3x:sint,

didt (4.15)
@ + vy = cost
ar Y '

De la premiere et la deurieme équation du systeme , on tire

d d

W _ 4—90 + 3x — sint,

@ = —y + cost
a7

st bien que
d*y d*x dx
—— =4—— +3— —cost
gz~ Yae Tar —%h
dy _ dy

D’ou » p p
X X Yy .
4ﬁ+3E—COSt:—£—SIHt (417)

En introduisant la premicre équation de dans , on trouve

dz d*z dx d*z dz
—4$—3x:4ﬁ+3a—c08t ou 4@+7%+3x:cost (4.18)

est une équation différentielle d’ordre 2 avec second membre, dont la solution générale

1 1
r=Clet+ 026_%t ~ 0 cost + =0 sin t. (4.19)

En portant dans la premiére équation du systeme , on trouve

1 43
Y= —Cet — 3026_%t + =0 cost — =0 sint.

La solution générale du systeme est

1 43 1 1
Yy = —Clet — 3026_%t + =0 cost — =0 sint, z=Ce '+ 026_%t 5 cost + =0 sint.
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4.3 Systemes différentiels linéaires

4.3.1 Notation

o M, ,,,(K) est 'ensemble des matrices a n lignes et m colonnes a coefficients dans le corps

K=RouC.
M, (K) est I'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients dans le corps
K=RouC.

o M, ,,,(K) est isomorphe a L (K™, K"), I’ensemble des applications linéaires de K™ dans K".
On le munit de la norme euclidienne : si A = (a;5) € M, ,n(K)

n

2\ 1

IA=( > layl")
1<i<n
1<j<m

o A! désigne la matrice transposée de A.
[ désigne un intervalle de R (qui peut étre ouvert, fermé, semi-fermé, borné ou non).
o CF(I,R") est 'ensemble des fonctions continiiment dérivables de I dans R™.

o Pour tout V = [vy, vs, ..., v,]" € C(I,R™), on note

/abV(S)ds = Vabvl(sms’""/abvn(s)dST

4.3.2 Existence et unicité
Définition 4.3.1. Soit A(t) € M,,(C), B(t) € C" pour tout I. On dit que le systeme différentiel
y'(t) = At)y(t)+ B(t), tel (4.20)

est linéaire non homogéne. Si B(t) =0 € C" pour tout t € I, on dit que le systéme est linéaire
homogeéne

Dans ce paragraphe, on considere le probleme de Cauchy correspondant
‘(t) = A(t)y(t) + B(t), t eI
{y ()= Aw(o) + B) o)
y(to) =y € C
outy € 1.

Théoréme 4.3.2. Si A € C(I,M,(C)) et B € C(I,C"), alors pour tout yo € C" le systéme
admet une unique solution définie sur I.

L’ensemble S des solutions du systéme homogene /() = A(t)y(t) est de dimension n.

Remarque 4.3.3. L’hypothése A = (a;j) € C(I,M,,(C)) est équivalente d la continuité sur I de
chacune des fonctions t — a;;(t).

Si (y1, ..., Yn) est une base de I’ensemble des solutions de , on dit qu’elle est un systeme
fondamental de solutions . En pratique, cela signifie que toute autre solution s’écrit
comme combinaison linéaire de ces solutions particulieres. On dit que la solution générale de
est y = aqyr + ... + apy, ot les a; € C (1 =1, ...,n) sont des constantes arbitraires.
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4.3.3 Méthode de variation des constantes

Supposons que 'on connaisse une base de solutions (yi, ..., y,) du probléme y/(t) = A(t)y(t) et
résolvons le systéme non homogene (4.20) pour B € C'(I,R). On cherche les solutions de (4.20)) sous

la forme

Y =001y + ... + Yy
ou, cette fois, les a; (i = 1,...,n) ne sont plus des nombres réels mais des fonctions :

a; € CHI,R) (i=1,..,n).

n

En écrivant sous forme condensée y = Z Q;Yi, on a
i=1

n

Y = (oy; + i)

i=1

Comme par hypothese, pour i = 1,...,n, y; vérifie y; = Ay;, on en déduit

n

y = Z(O‘;yi + o Ay;)

i=1

Yy =2 ayi+ Ay

i=1

Par conséquent, pour que y soit solution de (4.20)) il faut et il suffit que :

Zn: ay; = B (4.22)
Notons
M(t) = [y1(t),...,yn(t)], t €1 (4.23)

la matrice dont les colonnes sont les vecteurs y;(t), ..., yn(t) et
alt) = [y (t), oy, t €T
Le systeme s’écrit avec ces notations
M(t)d' (t) = B(t), t eI

et on déduit que

et pour ty € I fixé,
t
a(t)= | M (s)B(s)ds + C,
to

ou C' € R" est un vecteur constant quelconque. Cela détermine la solution cherchée.
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On a alors

y= MEHC+ME) [ M~(s)B(s)ds

to

On remarquera que, dans cette formule, M (¢)C est la solution générale du systéme homogene et
t

M(t) / M~(s)B(s)ds est une solution particuliére du systéme non homogene.
t

0
Cette méthode de recherche des solutions du probleme non homogene connaissant un systéme
fondamental de solutions du systeme s’appelle méthode de variation des constantes.

Remarque 4.3.4. Notons e; = (1,0, ...,0),....,e, = (0,0, ..., 1) les vecteurs de la base canonique de
R™. Soit M(t) = [y1(t), ..., yn(t)], t € I ot

{ yi(t) = At)yi, t €l
yi(to) = e

Alors M est l'unique solution matricielle du probleme de Cauchy

M'(t)=At)M(t), tel

ou Id est l'identité de R™. La solution de s’écrit alors
t
y=M(t)yo+ | M(t)M ' (s)B(s)ds.
to

La matrice R(t,s) = M(t)M~*(s) s’appelle matrice résolvante de (4.21)).

Exemple 4.3.5. Résoudre le systeme suivant :

d

a —bx+2y=c¢

g; (4.24)
— — 6y =1t

dt+x Y

Le systéme s’écrit sous forme matricielle :

X'(t) = AX(t) + B(t)

ot
ccl;" et -5 2
X'(t) = ; B(t) = A=
dy
—= t 1 -6
dt
1¢" étape : Résoudre le systéme homogene
d
& pr— 2y
dt (4.25)
dy +6
— =—=x
dt Y
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En dérivant la premiere équation du systéme par rapport a t, on obtient :

d*x de  _dy dx dz _ 5g
— =5— —2-—2 =5— 421 — 12(&L—).
T TR T s a
Soit :
d*x dx
La résolution de cette équation différentielle donne :
z(t) = Cre* + Cye™. (4.26)
En reportant dans la premiere équation du systeme , on obtient alors :
C
y(t) _ ?164t — O,
La solution générale du systéme homogene est
.Z'(t) = 01€4t + 0267t,
C 4.27
y(t) = ?164t Coe™ (4.27)
ou C1 et Cy sont des constantes réelles.
2¢ étape : Cherchons la solution la solution générale du systéme sous la forme
z(t) = Ci(t)e' + Ca(t)e™,
Ot (4.28)
y(t) = 12( >e4t — Cy(t)e™.

D’aprés la méthode de variation des constantes les Ci(t) (i = 1,2) vérifier le systéme

t

Cr(t)et + Ch(t)e™ = €,

!
012(75 et — Ch(t)e™ =t,

~—

d’ou pour ty fizé

avec
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Intégrons, il vient

2 t 1
C )= -2 =3t _ 7 -4t —4t K
1( ) 96 66 246 + 17 (4 29)
1 2t 2 )
Colt) = —ge ™ g e T

ou Ky et Ky sont des constantes arbitraires. Introduisant dans , on obtient la solution
générale du systéme

5 ¢l

£ = Kt L Foe™ - 2t Y
o(t) = Kie® + Kpe™ — o€t — 0 — 500,
K .1, 5t 21
P S U "N (R N L
y(t) = e 2¢ 7 98° T8 T 784

4.4 Les systéme linéaires a coefficients constants
On considere le systeme différentiel

X'(t) = AX(t) + B(t)
ou A = (a;;) € M,,(K) (K=R ou C) est une matrice a coefficients constants et

B :1CK— M,;(K)

4.4.1 Etude du le systeme homogéne

Soit le systeme

X'(t) = AX, (4.30)
ou
1(t) 1(t)
ai;y ... Qip
(1) (1)
X = , A= SRR (matrice d’ordre n) et X'(t) =
Ap1 .. Qpp
n(t) (1)

4.4.1.1 Les méthodes de résolution

1. Soit A diagonalisable. Cela veut dire que A admet n vecteurs propres V; linéairement
indépendants, associés a n valeurs propres A\; € K, non nécessairement distinctes ; cela est
aussi équivalent & dire que A = PDP ™! ot P est une matrice dont les colonnes sont formées
par les vecteurs propres de A et D est une matrice diagonale ayant la diagonale les valeurs
propres de A. Alors, les n fonctions t — ¢!V, sont, pour chaque ¢, linéairement
indépendantes. Cela implique que la solution générale du systeme (4.30)) est de la forme

X(t) = CieM'V, (4.31)

i=1
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ol Cl e K.
En effet, on a
X'=AX = PDP'X ou P 'X'=DP'X

Posons Y = P71 X, puisque P est constante, alors Y/ = P~'X’. En reportant dans le systéme
(??) on trouve
Y’ = DY.

En notant Y = (y1, s, . ..,%.)", on obtient
Vie{l,..,n} y;= Ny

D’ou
Vic{l,...,n}, 3C; € K, Vtel : y = CieM.

En revenant a X (t), et en notant V;, V3, ..., V,, les colonnes de P :

Cleklt

CQe)Qt "
X=PY=P =" Cie™Y;

i=1

Cne/\nt

Théoréme 4.4.1. Soit A € M,,(K) diagonalisable. La solution générale du systéme :
X' = AX (inconnue X : I — M, (K)) est définie par :

vtel, X(t) =Y CieM'Vi,

=1

ol
A1, A2, .oy A, sont les valeurs propres de A,
Vi, Va,..., V., sont les vecteurs propres de A,

C1,C,,...,C, € K quelconque.

Exemple 4.4.2. Trouver toutes les solutions du systéme homogéne X' = AX pour

1 -1 4 -7 06
LA=13 9 2A=19 50
2 1 -1 6 0 2
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1. Les valeurs propres de A sont simples 1, 3, —2. A est donc diagonalisable. Les vecteurs
propres sont

1 1 1
Vi=| 4 Va=1 o Vs=1 4
1 1 1

respectivement. D’aprés le théoréme[{.4.1] la solution générale du systéme donné est donc

z(t) = —Cre’ + Coedt — Cye™™,
y(t) = 4016t + 202€3t + 036_%,
Z(t) = Clet + 02€3t + 0367%,

ou Cy, Cy, C3 sont des constantes arbitraires.

2. Les valeurs propres de A sont 5 (racine double), —10 (racine simple). Pour savoir si A
est diagonalisable, il faut calculer les vecteur propres. On trouve respectivement les trois
vecteurs linéairement indépendants suivants

1 1 -2
Vl: 0 VZZ 1 VE’)— 0 5
2 2 1

et donc A est diagonalisable. La solution générale est :

z(t) = C1e® + Cye® — 2C3e 1%,
y(t) = Coe™,
z(t) = 201€” + 205 + Cze™ 1,

ou C1, Cy, C3 sont des constantes arbitraires.

Remarque 4.4.3.

a) Le calcul de P~ est inutile pour la résolution du systéeme (77).

b) SiK=R et si A€ M,(R) et diagonalisable dans M,,(C)), on obtiendrait, par le
théoréme les solutions du systéme (??7) a valeur complexes et on en déduira celles
qui sont a valeurs réelles.
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Exemple 4.4.4. Résoudre le systéme X' = AX, ou

O 1 -1 1

0O 1 1 0
A —

0O 0 2 0

-1 1 -1 0

Les valeurs propres de A sont 1, 2, i, —i. On compte quatre valeurs propres complexes
distinctes, alors A est diagonalisable dans M,,(C). Les vecteurs propres sont

1 0 1 1

1 1 0 0
Vi= Vo= Vi = Vy=

0 1 0 0

0 0 1 —1

respectivement. D’aprés le théoreme la solution générale du systéme donné est donc

8

1(t) = Cre' + Cze™ + Cue™,
o(t) = Cre' + Cye™,
z3(t) = Coe®,
w4(t) = iCse™ —iCye™.
ou Cy, Cy, Cs, Cy sont des constantes da valeurs complexes.

Les solutions a valeurs réelles sont obtenues en prenant Cy, Cy réels et C3, Cy complexes
CONJUGUES.

8

Il(t) = C’let + ég cost + 04 sin t,
ZEQ(t) = Clet + CQGQt,
Zﬁg(t) = OQGQt,

24(t) = —Cysint 4 Cy cost.

ou Cp, Cy, Cs, Cy sont des constantes da valeurs réelles.
Noter qu’on peut aussi obtenir les solutions réelles en choisissant toutes les constantes réelles
et en prenant simplement les parties réelles des x;.
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2. Cas ou A est trigonalisable.
Pour résoudre le systeme ([4.30) dans ce cas la, on procéde comme suit :

().

(ii).

Trigonaliser A dans M, (C), c’est a dire déterminer 7" une matrice triangulaire supérieure
a coefficients dans C d’ordre n et P matrice d’ordre n inversible telle que A = PTP~!

Ecrire le systeme (4.30)) sous la forme équivalente
Y'=TY onY =P 'X (4.32)

En effet, on a
X'=AX = (PTP HX = PT(P'X). (4.33)

Posons Y = P~1X | cela implique X = PY. En dérivant cette derniére expression, on
obtient :

X' = PY’, (4.34)
En reportant (4.34) dans (4.33]), on trouve
PY' = PTY ou Y'=TY. (4.35)

(iii). Résoudre le systeme (4.32) par rapport a Y.
(iv). En utilisant que X = PY, en déduire la solution de (4.30)).

Exemple 4.4.5. Résoudre le systéme X' = AX, ou

0o 2 1
A= 1 3 41
1 1 -1
Les valeurs propres de A sont —1 (racine double), —2 racine simple. Le systéme AX = —X
ne nous donne qu’un seul vecteur propre :
1
i=|
1
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Pour chercher un autre vecteur il suffit de résoudre (A+ I)Vy = Vi, ce qui nous donne

1
Va=1
0
AX = —2X nous donne
1
i=| 4
0
Par conséquent A = PTP~!, ou
1 1 -1 -1 1 0
P=1_10 1 | =10 -1 0
1 0 O 0O 0 =2

Revenons maintenant a la résolution de notre systéme.
Soit

n

Y2

Y3
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D’apres , on a

i -1 1 0 Y1
Ys - 0 -1 0 Y2
Ys 0 0 -2 Ys
D’o1 on tire le systeme
Y1 =~y + Y,
Ya = 2, (4.36)
yi,’) = _23/?”

dont la solution est
Yy = (Czt + C’l)e*t,

Yo = Che ", (4.37)
ys = Cae 2.
En tenir compte de et que X = PY, en déduire la solution du systéme initiale
x1 = (Cot + C1 + Cy)e™ — Cze™ ™,
Ty = —(Cyt + C1)e ! + Cye™ 2,
13 = (Cot + C1)e™".

L’intégration des systémes linéaires peut s’obtenir par divers procédés examinés plus haut,
par exemple la méthode des éliminations successives, etc.

Pour intégrer des systemes linéaires homogenes a coefficients constants on applique aussi la
méthode d’Euler.

4.4.2 La méthode d’Euler

On va illustrer la méthode d’Euler pour n = 3

du + +

— =a;1x+a 132

dt 11 12Y 13

d

dit/ = Q21T + A2y + a32 (4.38)
dz . .

— =a31Tx +a 332

di 31 32Y 33

Cherchons la solution du systeme (4.38]) sous forme d’exponentielles comme suit :
r=MXe", y=pe", z=ve", A\ u, vetrsont des constantes (4.39)

En introduisant dans et en simplifiant par e on obtient un systéme d’équations
permettant de déterminer A\, p et v :
(a12 — )\ + aop + agzv =0
an A+ (aga — )it + agzy =0 (4.40)
aziA + asapt + (azs —m)v =0
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Le systeme (4.40) admet une solution non triviale unique si le déterminant suivant est nul

(alg — T’) a2 ais
A=) gy (am—1)  am |0 (4.41)
a31 a32 (a33 - 7“)

A(r) = 0 est dit I"équation caractéristique du systeme (4.38). C’est une équation du troisieme
degré en r et nous avons trois situations suivantes :

A) Supposons que les racines ry, ro et 73 de 'équation caractéristique soient réelles et
distinctes. Substituant dans r par r; et en résolvant le systeme , on obtient
des nombres A\; py et v;. Puis, en posant dans r = re, on obtient des nombres Ay
1o et vy et, enfin, pour r = r3, on obtient A3 u3, v3. Conformément a ces trois collections
de nombres A et v, on obtient trois solutions particulieres

. rit _ rit _ rit
Ty =Me", g = et 2z = e’

Ty = A€t Yo = p10€™" 25 = e,

w3 = N, Yy = pze”™ 2y = vze™,
La solution générale du systeme (4.38)) est de la forme

Tr = C’lx\le”t —+ CQ>\26T2t + 03/\3€T3t,
y = Crpne™ 4 Copge™t + Capze”,
2z = Chrne™t + Cone™! + Cyrqe™.

Exemple 4.4.6. Résoudre le systeme suivant :

dx

=T oy —

dt y Z?

d

di; =—T+yY—7z, (4.42)
d

d—'::2x+2y—3z.

L’équation caractéristique associée a est

A(r) = 1 =r-1)r+1)r+2)=0 (4.43)
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est une équation algébrique d’ordre 3 elle admet trois racines simples r1 = 1,
ro =—1 et rg=—2.
Pour ri =2, on a la solution :

Pour ro = =2, on trouve

Pourrs =—1:
r3=¢e" ys =0, 23 =e "
Conclusion : La solution générale de est :

x(t) = Cre' + Cye ™ + Cze™,
y(t) = C’let + 026_2t,
2(t) = Cre' +4Che ™" + Cse ™.

Considérons maintenant le cas avec deux équations ou les racines de I’équation
caractéristique sont complexes.

Exemple 4.4.7. Résoudre le systeme suivant :

dx

dy (4.44)
= o —

o T — oY

Ecrivons le systéme pour détermination de \ et W

(=7T—r)A+pu=0,
{ — 2\ = (r+5)u=0. (4.45)

L’équation caractéristique

(=7—r) 1
Ar) = =r?+12r+37=0

-2 (=5—r)

a pour racines r1 = —6 +1 et ro = —6 — 2. En portant ry = —6 + ¢ dans , on
obtient pour déterminer \i et puy deux équations :

(—1—0)A+p=0, =22+ (1—d)pu=20

dont l'une est une conséquence de 'autre (du fait que le déterminant du systéme
est nul). Prenons A\ =1, uy = 1+ 1, alors une premiere solution particuliére s’écrira

sous la forme
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xy = ey = (14 )e0H (4.46)

De fagon analogue, en introduisant dans la racine ro = —6 — i, on touve une
deuzieme solution particuliere

wy =ay = e gy =gy = (1 —i)e

(4.47)
Passons au nouveau systeme fondamental de solutions réelles, il vient
‘%1:37142—9527 j2:$1;$2’
i = Y1+ 927 i = n —.Z3/2. (4.48)
2 21

En appliquant la formule d’Euler connue e = cosat + isinat, on déduit de ,
(4-47) et (4-48)

{fl =coste % Fo= —sinte *,

71 = (cost —sint)e %,
La solution générale du systeme sera

x(t) = (171 + CZ9 = C cost e 0t — Cysint e~
y(t) = Cij1 + Cofjy = Cy1(cost —sint) e % + Cy(cost +sint) e %

o = (cost + sint)e

Remarque 4.4.8. Ayant trouver une premiere solution particuliére on aurait pu
écrire tout de suite la solution générale du systéme en utilisant les formules :

{a:(t) = Ci1Rex1 + Cylm x4
y(t) = C1Rey, + Colmy,

donc si on revient a l’exemple la solution générale de est
x(t) = Cicost e + Cysint e
y(t) = Cy(cost — sint) e % + Cy(cost + sint) e~ *
C) Cas des racines multiples

Exemple 4.4.9. Résoudre le systéeme d’équations

dx
- = x’
5; (4.49)
— =—x+y
dt
L’équation caractéristique est
1—r 0
(1—-7)*=0,
-1 1-r
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a une racine double r1 = r9 = 1. On cherche une solution de la forme
r =\ +mt)e, y= A+ pat)e (4.50)
En introduisant dans la deuzieme équation du systeme , on obtient
(A2 + pat) + p2 = —(Ay + pat) + (Ao + poat) (4.51)
En identifiant les coefficients des mémes puissances de t dans , on trouve

Ao+ g = =1 + Ay,
o = —l1 + U2,

pe = —A1, pp =0.

En désignant respectivement par Cy et Cy les constantes d’intégration, on obtient la
solution générale sous la forme

r=—Ch', y=(C;+ Cat)e

3. Dans le cas général ou A est quelconque on travaille avec I’exponentielle de A définie par la
série : _
A — -
=2

k=0

4.4.3 La méthode de I’exponentielle d’une matrice
On muni M, (K) d’une norme ||.|| telle que
VA, B e M,,(K) : [[AB| < [|A|[|B]|-
On montre par récurrence
VA€ M,(K) : Yke N [4Y < 4"
Proposition 4.4.10. La série matricielle

0o Ak
= k!

converge normalement sur toute partie bornée de M, (K). Sa limite (ou somme) est appelée
Uexponentielle de A et elle est notée e.

Démonstration. Soit X une partie bornée de M,,(K) alors il existe M € R, tel que
VAe X : ||A|| < M.
On a alors Vk € N*, VA € X

Hm <l =5
M* AF
comme la série numérique Z o converge, alors Z —y converge normalement sur X. O]

k>0 k>0
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Définition 4.4.11. On appelle exponentielle, et on note exp. L’application de M, (K) dans M, (K)
définie par :

00 Ak A2
VA € M, (K), exp(A):Zﬁ:In—i-A—FA-I—?—i—....
= k! !

Remarque 4.4.12.

1. €Z‘p(0Mn(K)) = In

2. Sin =1 et si on confond une matrice M,,(K) avec son unique élément, alors on retombe sur
la définition de 'exponentielle réelle ou complexe, on peut donc noter e au lieu de exp(A).

Proposition 4.4.13.
1. Si AB = BA alors

eMB = AeB (4.52)
2. Pour toute matrice A on a
(eM =™ (4.53)
Démonstration.
1. On a
Ak BF
A B
e = Z —, e = —_—.
>0 k! >0 k!
D’ou
n Ak B(n—k)
A B
ee” = D,, avec D, = _—
n%:o kzz:o k! (n — k)!
Or
n. Ak Bk 12 n!
Dn —_ o N 714]’687171{
kz:% l'(n—k)! n!,;)k!(n—k‘)!
1 2 1
= — Y ChA*B" " = —(A+B)",
n! " n!
k=0
et donc
1
S Dy =Y (A4 By =M
n>0 n>0 T

2. Il suffit d’appliquer (4.52)) pour B = —A et €® = I,,.
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Proposition 4.4.14. Si A € M,,(K) et P est une matrice inversible d’ordre n, alors
eP_lAP — P*leAP
Démonstration.

L | B 1 - B B
vn €N, ;;ﬁ(P LAP)F =" o (P AP)(PT'AP)...(PT'AP)

k fois

et puisque le terme (P71AP)(P~1AP)...(P~'AP) se réduit & (P~1A*P), alors en remarquant que
I'application A — P~*AP est linéaire continue sur M., (K), on trouve

=1 -1 k_ p-1 =1 k

d’ou en passant a la limite quand n tend vers I'infini, on obtient

1 _
€P AP:P 1€AP

Proposition 4.4.15. Soient A € M, (K) et I un intervalle sur R.
L application
o: I — M, (K)
t—s et

est de classe C' sur I et Vt € I, ¢'(t) = Ap(t) = ¢(t)A

Démonstration. Notons pour k € N,
fr: I — M, (K)

o
D’apres la proposition 4.4.10] la série Z fr converge localement uniformément sur 7, de plus pour
k>0
chaque k € N, f;, est de classe C* sur I et Vt € [

tk_l

fi(t) =
fo(t)

D’apres la proposition [4.4.10] la série Z 1. converge localement uniformément sur I, alors Z fr est
k>0 k>0

mAk =Afp1(t) = fima()Asik > 1
0.

de classe C' sur I et

Q- fu) =2 fi

k>0 k>0

Dot p € C'(I) et Vt € I, ¢'(t) = Ap(t) = p(t)A O

Comment calculer e ?

(a) Si A est diagonale, avec a;; sur la diagonale, e est la matrice diagonale ayant e sur la
diagonale.

106



(b) Si A= PDP~! ou D est diagonale, alors e = PeP? P71,

(c¢) Supposons que A =\ + N, ou N est une matrice triangulaire supérieur, dont la diagonale
p—1 Nk
A P

est composée par des 0. D’ou N? = 0 pour tout p > n. Alors e” = ¢ o
k=0 "
(d) Supposons que A soit une matrice diagonale par blocs, de blocs carrés A;, As,... (de la forme

précédente).

A 0 0

0 A, 0

A=
0 0 ... A

Az

Ay
et

Alors e est une matrice diagonale par blocs, ayant pour blocs e

edr 0
0 et 0
et =
0 0 ek

(e) Supposons que A soit semblable & une matrice B (de la forme précédente) : A = PBP™".
Alors et = PePP~!. Toute matrice A peut s’écrire sous cette forme, grace a la réduction de
Jordan.

Nous sommes en mesure maintenant de résoudre le systéme X'(t) = AX(¢) par la méthode de
I’exponentielle d’une matrice.

Théoréme 4.4.16. La solution générale du systéme X'(t) = AX(t) s’écrit "V, pour V € K.

Démonstration. X (t) = 'V est une solution grace aux propriétés de I'exponentielle d'une
matrice. [

Exemple 4.4.17. Résoudre le systéme X'(t) = AX(t) pour
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1. A=

2. A=

3. A=

0

1. Les valeurs propres de A sont 2, -1. A est donc diagonalisable. Les vecteurs propres sont

0

2

respectivement. Par conséquent

et on a

108

1 —1
Vi = , Vo=
2 1
-2 0 1
D = y P:
0 1 2
1 —1 e2t
2 1 0

W=

Wi

k1

W=

ks

W=



ol (k’l, k’g) e R2.
La solution générale du systeme donné est

ki —k 2k, + k
I’l(t) = %6% + 1;_26t = 01€2t + Cget,
ki —k 2k, + k
zo(t) = —2( ! 3 2)62t + 1;2675 = —2C,e% + Cyet,
ki —k 2k + k
avec Ch = ! 3 2 etC’2:1;—2.

2. A n’est pas diagonalisable. On va calculer [’exponentielle de la matrice A. A =21+ N, ou

01 3
N = 0 0 —1 |» matrice nilpotente (N* =0, N*=0,...).
00 O

Les matrices I3 et N commutent, on en déduit

Vi€ R e = lset,

Calcul de e, On a

2
1t 3t+%
tN 2
0 0 1
Par conséquent
1t 3t+ % e* te* (3t + %)em
olA — Q2N _ 2t 01 . _ 0 o o2t
0 0 1 0 O e?t
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Alors la solution générale du systéme donné est :

o2t 2t (3t+ %)e% ky k162t + k‘gte2t + k3(3t + %)621&
_ Ay, _
X(t) =V = 0 €2t —t62t /{22 = k2t62t _ /{:3t62t )
0 0 e2t ks kze®

ol (k’l, k?g, ]Cg) S Rd

3. A n’est pas diagonalisable. On va calculer [’exponentielle de la matrice A. A est triangulaire
supérieure par blocs. Le premier bloc est

11 01
C = =I,+ N, ou N = . matrice nilpotente (N> =0, N*> =0,...).

Par conséquent €' = e'[I, 4+ tN] et donc

et tet 0
tA
€710 e 0
0 0 e

et tet 0 kq (k1 + kot)e?
_ Ay —
X(t) =V = 0 et 0 k2 - k2€t )
0 0 €2t kg k3€2t

o1l (k’l, ko, ]{33) € R3.
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4.4.3.1 Matrice fondamentale de solution

Définition 4.4.18. Une matrice fondamentale de solutions est une matrice M dont les colonnes
sont n solutions linéairement indépendantes de X'(t) = AX(t).

Théoréme 4.4.19.

1. M(t) = e est une matrice fondamentale de solutions, c’est-a-dire que ses colonnes sont n
solutions linéairement indépendantes de X'(t) = AX(t).

2. Toute matrice fondamentale M satisfait M(t) = A M(0)

Remarque 4.4.20. Si M(t) est une matrice fondamentale de solutions du systéme X'(t) = AX(t),
alors la solution générale est donnée par X (t) = M(t)V (V € K").

4.4.4 Etude du systéme non homogéne de la forme X'(t) = AX(t) + B(t)

On connait déja la structure des solutions de ce systéme : toute solution est de la forme
X = X, + X,, ou X, est solution particulicre et X}, est la solution générale du systeme homogene.
Nous citons ici deux méthodes pour trouver une solution particuliere X, :

1. La convolution : Si on connait e, on cherche une solution de la forme €A1 (¢). On trouve

t
que / e B(s)ds est une solution particuliére.
to

2. La variation des constantes : En générale, si M(t) est une matrice fondamentale de

solutions, ou X7, Xs,...,X,, sont ses n colonnes on peut chercher une solution de la forme
C1(t)X1(t) + ... + Cp(t) X, (t). On trouve que

1(t)

= M(t)"'B(t).

Ch(?)

Théoréme 4.4.21. Soient I un intervalle de R, A € M,,(R), B : I — M,,1(R) continue. Une
solution du systéme X'(t) = AX(t) + B(t) sur I est, pour ty € I fixé quelconque :

t
t— etA/ e *AB(s)ds.
to

Démonstration. L’application
X:1— M,;(R)

¢
t— etA/ e 4 B(s)ds

to
est de classe C' sur I d’apres la proposition [4.4.15| et pour tout t € I

X'(t) = Aett /t e A B(s)ds + e e B(t) = Ae' /t e *AB(s)ds + I,B(t) = AX(t) + B(t).

to to
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Théoréme 4.4.22. X(t / M1 s)ds est une solution du systéme
X'(t)=AX(t) + B(t), ot M une matrice fondamentale de solutions.

Proposition 4.4.23. Considérons le systeme
X'(t) = AX(t) + B(t) (4.54)

1. Si B(t) = e"B, ot u nest pas une valeurs propres de A. Alors X (t) = —eM(A — ul,) '3 est
une solution de (4.54)).

2. Si B(t) est un polynome de degré r et A une matrice inversible. Alors le systéme admet
comme solution un polynome de degré r.

3. Si B(t) = e P(t), ot u n'est pas une valeurs propres de A et P un polynéme de degré r. Alors
le systeme admet une solution sous la forme e"Q(t) ot Q est un polynéme de degré r.

Remarque 4.4.24.

(a) Si A€ M,(K) est inversible et B € K", il suffit de poser C = A™'B et Z(t) = X(t) + C. Le
systéme est alors équivalent a Z' = AZ.

(b) Principe de superposition des solutions :
Supposons que B=B1+ By + ...+ B, ouB; : I - FE,i=1,...,n sont continues.
Si pour chaque i = {1,...,n}, on connait une solution X; du systéme X' = AX + B;, alors

ZXZ» est une solution du systeme (4.54]). Cette méthode est spécifique des systémes linéaires
i=1
seulement.

Exemple 4.4.25. Résoudre le systéme X'(t) = AX(t) + B(t) pour

1.
3 2 4 tet — ¢
A=1 9 3 o |+ B=| et _0or 429
3 -3 _4 1
2.
11 et
A= . B=
41 0
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1. Les valeurs propres de A sont 2, 1, -1. A est donc diagonalisable. Les vecteurs propres sont

0 1
‘/1: _2 ) ‘/2: 1 9
1 0

respectivement. Par conséquent

100 11 0
D=1 9 10| =01 -2 |
0 0 2 10 1

On a

X'=AX+B=(PDPYX+B ouP'X'=DP'X+P'B.
Sion note Y = P71X, alors Y = P71X'. Le systéme devient

Y' = DY + B.
D’ot on obtient le systéme

yi = —U1 - t7

Yy = Yo + te',

yé:2y3+t_17

dont la solution est
Y1 = —t =+ 1 + Cle_t,

t2
Yo = (5 + 02)€t’
t 1
- _ - O 2t
Ys 2 + 4 + 3¢,
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o1l (01,02, Cg) € R3.
Comme X = PY, on déduit :

t2
ry=—t+1+ §et + Cre ! + Cyel,

1 t2t ¢ 2t
$2:t—§+§6+026—2036,
3t 5
T3 = —5 + Z + Cle_t + C3€2t.

2. Les valeurs propres de A sont 3, -1; les vecteurs propres sont respectivement

‘/1: ; ‘/2:

La solution générale du systéme homogéne X' = AX est donc

1 1
X(t) = C’le?’t + Cgeit
2 —2
A ot
M(t) = est une matrice fondamentale de solutions (det M (t) = —4e* # 0 Vt).

Si on cherche une solution particuliére de la forme

X(t) = Cy(t)e* + Cy(t)e™ :

on a
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ce qui nous donne le systéme

dont la solution est

Cl(t) = —*6721e + él,
Cg(t) = -7 + CQ.
La solution générale du systéme donné est

{L‘l(t) = él€3t + ége_t,
To(t) = 2C1e% — 205e™" — €',

. D’aprés l'exemple la solution générale du systéme homogéne est

(]{71 + k?gt)et

Xh(t) - k2€t
k‘362t
Une solution particuliere est
t+ 2+ tet — 2¢t
! (t—s)A
X, (1) :/o e B(s)ds = 14
0

D’ot la solution générale du systeme donné est

21 (t) = (ky + kat)e! +1 + 2+ te! — 2¢!,
X(t) = Xp(t) + X, (t) = { 2o(t) = koe! —t — 1+ ¢,
l’g(t) = /{33€2t

ol (k’l,k’Q,k’g) S RB.
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4.5 Les systémes linéaires a coeflicients variables

Soit le systeme différentiel linéaire suivant
X'(t) = A(t)X (t) + B(t), (4.57)

avec A(t) € M,(R) : A(t) application linéaire de E dans E (F espace vectoriel normé).
La solution générale de (4.57) est la somme d’une solution du systéme homogene X'(t) = A(t) X (¢)
et une solution particuliere

4.5.1 Etude de X'(t) = A(t)X(t)

Considérons le systeme suivant

X'(t) = A(t)X (¢) (4.58)
Posons Sy = {solutions de X'(t) = A(¢t)X(¢)}. Alors Sy est un espace vectoriel sur K. Il y’a
plusieurs méthodes pour résoudre le systeme (4.58]).
4.5.1.1 Exhiber une famille libre de n éléments de 5
Si on connait une famille libre (z1, xs, ..., ;) de n éléments de Sy, on peut conclure que
S = {Z CZ'ZEZ‘, Cz c K, Vi = ]_, 77’L}
i=1

Remarque 4.5.1. On vérifie qu’'une famille (z1, xo, ..., x,) est libre en montrant que

Vte I, detW(t) #0 (det W (t) est le wronskien de (x1,xa, ..., Zy)).
Exemple 4.5.2. Résoudre le systeme différentiel

(t* + 1)2'(t) = 263z + 2ty, (4.59)
(t* + 1)y (t) = =2tz + 2t3y. '
Posons
Y:R — R?
x(t)
t—
y(t)
0 2 20
AO - ) Al =
-2 0 0 2
Donc, le systeme est équivalent au systeme suivant
(t* + D)Y'(t) = (Aot + A )Y (1) (4.60)
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Supposons qu’il existe r €0, +oo[ tel que le systéme admet sur | —r,+r[ une solution Y
développable en série entiere en 0 de rayon de convergence R > r

+oo
=2 Git",
k=0

ot (C)i=0 une suite de R%. Comme Y € C®(] —r,7[) alors

+o0o
= > kCyt" !,
k=1
On remplace Y et Y’ dans on trouve
+oo
'+ 1) Y (k+1)Chpat” = (Aot + Ayt }:Ctk
k=0
Alors pour toutt €] —r,+r] on a
400 400 +o0 too
S (k+1D)Crat"™™ + > (k+ 1)Crpat® = A Y Cpt™™ ' + A1 > Cpth™?
k=0 k=0 k=0 k=0
ou bien
+oo +o0
> (k= 3)Chrost® + > (k + 1)Chrirt” = A Z CF 1k 4+ Ay Z Ch.—st*
k=4 k=0 = k=3

Alors, chaque coefficient est nul, par unicité du développement en série entiere en 0 ;

+oo

S 1k = 3)Chog + (k + 1)CraJt" + C1 + 205t + 3Cst* + 4Cyt?

k=0
+00

= Z[Aock—l + A Cy_3]tF + AgCot + A1 C1? + AgCit® + (AgCy + A, Co)t?
k=4

(k - S)Ck_g + (/{I + 1)Ck+1 =A)Ci_1 + A1Ch_3 Yk >4
404 = Ang + Alco

3C5 = AgCh
205 = AgCy
Ci=0
D’ou A
s 7000
Ci=0
VE>3C,=0

Ce qui donne

Z Cit" = Co + A—COtQ
k=0

A
On peut donc affirmer que Cy + 7000752 est solution de (4.60) sur R.
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Considérons alors Yy, Yo les sommes de la série entiére obtenues en prenant

DoncVt € R on a

Comme le wronskien W(f/l, 572) =t'+1+#0 alors {571, }72} est libre et par conséquent la solution du

systéme est donnée par
w(t) = X+ pt?
y(t) = p— M?

oti (A, p) € R2.

4.5.1.2 Utiliser la méthode générale de résolution de X'(t) = A(t) X (¢)

1. Exhiber un indice p € {1,...,n — 1}, (z1, 2, ..., x,) famille libre de p solution de (4.58)) et
(€pt1s -y €n) (n — p) vecteurs de K" indépendants de t tels que :

Vte I, (x1(t), xa(t), ..., xp(t), €pt1, ..., €,) soit une base de K".

2. Chercher ensuite une solution de (4.58]) sur I de la forme

P n

X = Z Cixi + Z Cie; (C; : I — K, i=1,...,n application dérivable a trouver)
=1 i=p+1

telle que (x1, 2o, ..., x,, X) soit libre.

3. Si c’est possible, réitérer le procédé précédent avec la famille libre de (p + 1) solutions de
4.58)) sur I qui est (z1, 29, ..., 2, X) poursuivre jusqu’a l'obtention d’une base de solutions de
4.58)) sur I. C’est le principe de la base incompléete.

Remarque 4.5.3. Cette méthode est particulierement efficace dans le casn =2 et p = 1.

Exemple 4.5.4. Résoudre le systeme :

{:v’(t) =1+t —y,

y(t)=—(t—1)%+y. (4.61)
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Notons que X; = est solution de (4.61]) sur R.
L+
1 0
On a det(Xy,e) = =1%#0. Donc (X1,e1) forme une base de R*. Alors le systéme
14+t 1

admet une solution de la forme

Ci(t)
X2 = Cl(t)Xl + Og(t)eg == s (462)

(1 +t2)C1(t) + Cy(t)
ou C1 et Cy sont des inconnues a déterminer.
En remplagant dans , on obtient :

R {cw) = ~Ca(t),
"L+ )C(t) + OY(t) = Co(t), ou Ch(t) — (14 t*)Ca(t) = 0,

dont la solution est

t _ t .
C2<t> —_ 026% arctanﬁ et Cl (t) — _02/ 6% arctanﬁds.
0

ou Cy une constante réelle.

fg 6% arctan %ds
Pour simplifier on peut prendre Cy = 1, ainsi xo = est une solution de (4.61

1
e 7 arctan 7

sur R et elle forme une famille libre avec x.
Finalement, [’ensemble des solutions s’écrit :

S = {lel + 02.172, (01,02) S RQ} .

4.5.2 FEtude de X'(t) = A(t) X (t) + B(t)
4.5.2.1 Utiliser la méthode de variation des constantes
La résolution du systeme (4.57)) se fait en trois étapes :

1. Résoudre le systéme homogene (sans second membre) X'(t) = A(t) X ().



2. Chercher une solution de (4.57]) sous la forme X = Z Cix;. En injectant X dans

4.57)), on
i=1
obtient un systéme d’équations en C(t), C5(t),...,Ch (t).
3. Résoudre ce systeéme et conclure en intégrant les CI(t).
Exemple 4.5.5. On considére le systeme
1+t —tr —y=2t"—1
(1+t*)y +a —ty = 3t.
1 t
1. Montrer que , sont deuz solutions linéairement indépendantes du systeme
—t 1

homogeéne
1+t —tr —y =0
(14+t*)y +2 —ty =0.

2. Chercher une solution particuliére non homogeéne.
3. En déduire la solution générale.

Solution.

1. Ces deux solutions sont linéairement indépendantes : Il suffit de calculer le wronskien.

En effet,

det(xq,x9) = =t*+1#0 VtcR.

-t 1

2. On peut chercher une solution particuliere de la forme

X(t) = Cy(t)a1 + Ca(t)s.

On doit avoir que

1 t 22 — 1
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ce qui nous donne le systéme suivant

dont la solution est ~
Ci(t) = -t + Cy,
Cy(t) = 2t + Cs.

3. La solution générale est donnée par la somme des solutions trouvées précédemment

4.6 Exercices du chapitre

Exercice 4.7. Intégrer les systémes suivants par la méthode des éliminations successives :

1.
dr_ + 2z
dt - y 9
d
di; e (4.63)
dz n
— =2
dt Y
2.
d +1
=Y )
dt
dy t (4.64)
— =1 —
dt
3.
d?y
— =z
dt ’
4.65
o _ e
at Y
Solutions.
1. On trouve en dérivant par rapport a ¢ la premier équation
d*x  dy dz
— =4 —. 4.66
&t @ (4.66)
: : . .ody dz L
On obtient en substituant dans cette derniere les expressions I et o tirées des équations
(4.63) :
T rytrtri—2dytrr—204
— =z T+ z=2x 2 =2T+ —
dt Y Y dt
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2'(t) — 2'(t) = 2x(t). (4.67)

La solution générale de I’équation (4.67)) est

2(t) = Cre™" + Coe (4.68)
D’ou
d d
d—i = —Che " +205e* et y= d—f —z=—Ciet +2C¢* — 2 (4.69)

Substituant les expressions ci-dessus de = et y dans la troisieme équation du systéeme proposé.
On obtient une équation permettant de déterminer z :

dz
E +z= 30262t

La solution générale de cette derniere est
2(t) = Cye™" + Coe (4.70)
Mais on a alors en vertu de ( [4.69) :

y(t) = —(Cl + Cg)e_t —I— 0262t (471)

Les équations ( |4.68]), (}4.70]), ([4.71)) donnent la solution générale du systeme (4.63]).

. De la premiere équation du systeme ((4.64)), on tire

_dx y
y - dt I
si bien que
dy d*x
dt — dt?
En introduisant ces expressions de y et pr dans la deuxieme équation, on obtient
A’z
— —r=1—-t 4.72
dt? ( )

L’équation (4.72) est une équation différentielle linéaire du 2éme ordre avec second membre,
dont la solution est

x=Cel —Che P+t —1.

On trouve que

d
y:d—f—t:Clet—kCge_tle—t.

La solution générale du systeme (4.64)) est

$:Clet—02€_t+t— 1, y201€t+026_t+1—t.
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3. Dérivons deux fois par rapport a = les

d?z
b dz?

O

= g, donc on obtient I’équatio

deux membres de la premiere équation :

dy  d*z

dz*  dx?’
n du quatrieme ordre

dy

ey

On obtient par intégration la solution générale de cette équation

y = Cie” +

2

Tirons °y de cette équation et reportons-la dans la premiere équation du systeme

22
détermine z :

z=Ce" +

Coe " + C3cosx + Cysinx.

Coe™ — (C3cosx — Cysinz.

4.65]) ; on

Exercice 4.8. Résoudre les systémes d’équations différentielles homogénes suivants par la méthode

d’Euler :

1.

Solutions.

1. Ecrivons le systeme d’équations

{

dx

=y

dt x—i_y’
dy

27— 6r —
ar v Y
dz

— =4x -5
dt :E y7
dy _

dt

dx

9

dy

29 fy —
ar 4T
dx
28

dt y)
dy
A

dt =
d
d—j:2x+8y—2z.

(4—=r)A+p=0,
6A+ (1 +7)p=0.
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L’équation caractéristique est

ou en développant :

dont les racines sont vy = —2, ro = 5.

r?—3r—10=0,

a) 1 = —2; le systeme (4.77)) se réduit a :

6A1 + 1 = 0,
d’ou une solution particuliere de : A1 =1, 43 = —6 et une solution particuliere de
(4.73)
=2y = —Ge 2
b) 79 =5; on trouve, de méme :
2y =€ gy = —eP

d’ott la solution générale du systeme (4.73)) :

T = 011'1 + 02332 = 016721‘/ + CQGSt,
Yy = Clyl + Ogyg = —6016_2t + 02€5t.

2. Ecrivons le systeme d’équations

{(4—7«)A—5u=0,

L’équation caractéristique

4 —r

1

4.78
A—rp=0. ( )

-5
=72 —4r+5=0,

—r

a pour racines 1, = 2 + 1, 7o = 2 — 4. En portant r; = 2+ 4 dans (4.78)), on obtient pour

déterminer \; et py deux équations :

{
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dont I'une est une conséquence de l'autre.
Prenons A\; = (2+ 1), py = 1, alors une premiere solution particuliere s’écrira sous forme

21 = (2+14)eT),
g1 = it

De fagon analogue, en introduisant dans (4.78]) la racine r; = 2 — ¢ on trouve une deuxieme
solution particuliere
{”“"2 = (2 i)e®+0),

Yo = 20t

Alors la solution générale du systeme (4.74]) est

v = CiRex; + Cylm xy = Cre*(2cost — sint) + Cye (2sint + cost),
y = CiRey, + Colmy; = Cre* cost + Core* sint.

3. L’équation caractéristique est

=0, our’—6r+9=0,

14—

elle a une racine double r; = ry = 3.
On cherchera une solution de la forme

= (A + pat)e,
(A1 + ) y (4.79)
y = (Ag + pat)e™.
En introduisant (4.79) dans la premiére équation du systéme (4.75]), on obtient

En identifiant les coefficients de méme puissances de ¢ aux premier et second membres de

(4.80)), on trouve

3+ =20 + Ao,
3pn = 241 + fia,

d’ou
)\2 = )\1 + M1, M2 = U7. (481)

Les quantités Ay et p; restent arbitraires. En les désignant respectivement par C et Cy, on
obtient la solution générale

{$ = (Cl + Cgt)egt,
Yy = (Cl + Cg + Cgt)egt.
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4. L’équation caractéristique est

—r 8 0
0 —r _9 |=0, 0u(r+2)(r*+16) =0. (4.82)
2 8 —2-r

Les racines de I'équation (4.82)) sont : ry = —2, ro = 44, r3 = —4i.

A la racine réelle r; = —2 correspond une solution particuliere
r = )\16_2t,
= e 4.83
y1 = e >, (4.83)
2 = e 2.

En introduisant (4.83)) dans le systéme (4.76)) et en simplifiant par e, il vient

— 2\ = 8,
—2p1 = =214,
— 2vp = 2\ + 8y — 214,
d’ou \; = —4uy, v1 = 1. Posons par exemple p; = 1 alors Ay = —4, v; = 1 et la solution
particuliere devient
T = —de”
Y =e 2 (4.84)
21 = e 2t
De fagon analogue, on trouve pour la racine ro = 4i (respectivement r3 = —41) la deuxiéme

solution particuliére (respectivement la troisiéme)

Ty = 2
Yy = ie*™, (4.85)
2y = 2,
et A
r3 = 2,
ys = —ie 4t (4.86)
25 = 2e 4,

Alors la solution générale du systéme (4.76)) est

r = —4C e % + 20! 4 205e 742,
y = Cre 2 +iCoe™™ — iCze ", (4.87)
z = C’le*% + 202674% + 202674”.

Exercice 4.9. Résoudre par la méthode de Lagrange les systémes suivants :
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dx
— 42 dy =144t
dt+ T+ 4y + 4t,

4.88
&y +r—y= -t )
dt 2
2. 4
di.r —Yy= 07
4 (4.89)
dt cost
Solutions.
1. Résolvons d’abord le systéme homogene associé
d
d—x + 2z +4y =0,
¢ (4.90)
& +r—-y=0
dt =

De la deuxiéme équation du systéme (4.90]) on tire

d d d d?
y etdonc—x——y——y

TRV T e dt dt e

x
Introduisons ces expressions de x et 7 dans la premiere équation du systeme (|4.90), il vient

Py dy
ae Ty =0

et la solution générale de cette équation est
Yy = 01€2t + 026_3t.

dy
Comme r =y — —, on a

dt’
r = —C1e® 4+ 4Cye 3.

La solution générale du systeme homogene (4.90) est

r = —Che®t + 40,
;t —ét (4.91)
y = Cre” + Che ™.
Cherchons pour le systéeme non homogene ((4.88)) une solution de la forme
r = —Cy(t)e* + 40, (t)e ™,
ey (4.92)
y = Ci(t)e” + Ca(t)e™.

En portant (4.92)) dans (4.88)) et en réduisant tous les termes semblables, on obtient

— C1(t)e* +4Cy(t)e ™ = 1 + 4t,
3
Ci(t)e* + Cy(t)e ™ = 5752,
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don (612 — 4t — 1)e 2t
1 B B € !
Ci(t) = ) o =

(3t% + 8t + 2)e¥
10

Intégrons, il vient
1 ~
Cy(t) = —5(75 + 3tH) e + O,
(4.93)

1 -
Co(t) = E(Zt + 12)e¥ + Oy,

ot Cy et Cy sont des constantes arbitraires. Introduisant (4.93) dans (4.92), on obtient la
solution générale du systeme (4.88))

T = —C’le% + 46’267‘% +t+ tz,

. . 1 (4.94)
y = Cre?t 4+ Che™ — 5152.
. Résolvons d’abord le systeme homogene associé
dx
df —Yy= 07
t (4.95)
4y +x=0
dt '
De la deuxieme équation du systeme (4.95]) on tire
dy x d*y
r=——/,etdonc — = ——.
dt’ d dt?
Introduisons I'expression de 7 dans la premier équation du systeme (4.95)), il vient
d?y
- J -0
dt2 + y Y
et la solution générale de cette équation est
y = Cjcost+ Cysint.
d
Comme = = —d—?z, on a
= (Csint — Cycost.
La solution générale du systeme homogene (4.95) est
x = Cysint — Cycost,
' " (4.96)
y = Cicost+ Cysint.
Cherchons pour le systéeme non homogene (4.89)) une solution de la forme
x = C4(t)sint — Cy(t) cost,
y = Cy(t) cost + Cy(t) sint.

En portant (4.97)) dans (4.89) et en réduisant tous les termes semblables, on obtient

Ci(t)sint — Cy(t) cost = 0,

Cl(t t+ ClL(t)sint =
1(t) cost + C4(t) sin p—
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d’ou .
sint

Gl =1, Cy(t) =

cost
Intégrons, il vient

(4.98)

Cl(t> :t+él,
Cy(t) = —1In| cost| + Cy,

ott Cy et C, sont des constantes arbitraires. Introduisant 1) dans (4.97]), on obtient la
solution générale du systeme (|4.89)

(4.99)

x = Cisint — Cycost + tsint + In | cost| cost,
y = Cycost + Cysint + tcost — In|cost|sint.

Exercice 4.10. Trouver la solution générale du systéeme X'(t) = AX(t), pour

1.
1 1
A —
4 1
2.
1 0 0
A=191 1
01 1
Solutions.

1. Les valeurs propres de A sont -1, 3. A est donc diagonalisable. Les vecteurs propres sont

La solution générale est donc

11 et 0 3 —3 G
X(t) = Pe’PP7IC =
-2 2 0 e’ : i Cy
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D’ou

e3tqet e3t—e~t 3t/ C1 Cs —t/Cq Cs 3t —t
3 Cl— 1 OQ (& (7—7)+€ (7"‘?) kle +k26

X(t) = = =

(—€* + €70y + S, —eM(C = G) + e (Ci+ D) =3 4 e

ouk = (G -G ke=(F+G) eR

2. Les valeurs propres de A sont -1, 1 +14, 1 —i. A est donc diagonalisable dans C. Les vecteurs
propres sont

1 0 0
i=l o |, w=|,| w=|_
0 1 1
La solution générale est donc
10 0 el 0 0 1 0 0 4
X(t) = Pe!PP7IC = 0 i —i 0 e+t 0 —i 1 C,
01 1 0 0 el 0o+ 3 Cy
D’ou
Ciet
X(t) = Cyel cost — Csetsint

Chetsint + Csel cost

Exercice 4.11. Par la méthode de la matrice résolvante résoudre le systéme non homogene

sutvant : p
&y,
dt (4.100)
dy 3y — 1
— =—x—3y— 1.
dt y
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Solution. L’écriture matricielle du systeme (4.100)) est :

X'(t) = AX(t) + B(t) (4.101)
ou
z1(t) 0 1 1
X(t) = , A= et B =
zo(t) -1 -3 —1
1. Résoudre le systéme homogene
X'(t) = AX(t) (4.102)

Les valeurs propres de A sont —1 et —2. Les vecteurs propres sont

ou
-1 0 -2 1 -1 -1
D = , P = et P71 =
0 -2 1 -1 -1 =2
Conclusion.
-2 1 et 0 -1 -1

1 -
tA _ eP(tD)P — PetDP 1 _ —

_eft + 672t _eft _I__ 2672t

131



La solution générale du systeme homogene (4.102)) est

ou bien

xh(t) = 2(01 —+ Cg)eit — (01 + 202)6721& = leeit — k2€72t
yh(t) = —(Cl + Cg)e_t + (Cl + 202)6_2t = —k‘le_t + k2€_2t,

Ofl, ki = (01 —i—Cg) cRet ky = (01 +202) € R.

t
2. La solution générale du systéme non homogene est X (t) = '*C + / =B (s)ds
0
Alors

. 267(7573) _ 672(1‘,73)267(7&73) _ 2672(7&75) 1
X,(t) = Xu(t) + /0 ds
—6_(t_8) 4 e—2(t—s) _ e—(t—s) 4 26—2(t—8) -1

2k16_t — k26_2t + % - %6_2':
_ _ 1 1 —
—kie™t + ko™ — L 4+ Je7

Exercice 4.12. On considére le systéme

dx
J (4.103)
diz{ =1 -tz +ty+t.
1 t
1. Montrer que x1 = , To = sont deuz solutions linéairement indépendantes
t 1+ ¢
du systeme homogene
1+t —te —y=0
( 2) , Y (4.104)
(1+t)y +2—ty=0.

2. Chercher une solution particuliere du systéeme non homogene.
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3. En déduire la solution générale.
Solution.

1. On vérifie que x; et x5 sont solutions du systeme homogene (4.104) de plus ces deux solutions
sont linéairement indépendantes : Il suffit de calculer le wronskien.
En effet,

det(x1, ) = =1#0 VteR.

t 142

Alors les solutions du systeme (4.104]) sont de la forme
X(t) = Cll‘l + CQ?L’Q,
ou Cl, 02 € R.

2. On peut chercher une solution particuliere de la forme

On doit avoir que

C1(t) + Co(t) = :

ce qui nous donne le systéme suivant

dont la solution est ~
Ci(t) =t+ Cy,
Cy(t) =14 Cy.

2t
Alors une solution particuliere est de la forme zp(t) =

2t + 1
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3. La solution générale est donnée par la somme des solutions trouvées précédemment

ou él, ég € R.

Exercice 4.13. Résoudre le systéeme suivant

R SR Y
— = ——2 JE—
B Ll Ly |
— = —I J—
at 2t T T

1

sachant que x1 = est solution du systeme (4.1006
t

dx 1 1

= 5Tt ol
dt 2 212

o1 (4.106)
at 2" T

Solution.
Cherchons un deuxieéme vecteur V, tel que {1, Vo} forme une base de (Sp) ((Sp) est 'ensemble de

solutions du systeme (4.106]).

Posons V, = ey = .OnaW(t) = = 1% 0. Alors la deuxieme solution du systeme

1 t 1
(4.106)) est de la forme

aft)
2a(t) = a(t)z1(t) + B(t)er =
a(t)t + B(t)
En reportant dans (4.106)) on obtient le systéme
1
"(t) = —p(t
Q1) = 50(0),
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dont la solution est

1
B(t) = C,
D’ou
a(t) —52C + K
$2<t) = =
a(t)t+ B(t) (—3zC+ K)t+C
On peut prendre C' =2 et K = 0. Alors
_1
t
za(t) =
1

{1, x2} une base de () car

W (t) = det(z1,x2) =

=240,

Revenons maintenant a la résolution du systeme (4.105). Par la méthode de la variation des
constantes on cherche une solution du systeme (4.105)) sous la forme

En reportant (4.107) dans (4.105)), on obtient le systeme

Gi(t) = ‘;’t,
Cy(t) = —t%,
dont la solution est
Ci(t) = i 24 Cy,
B
@@:—§+@

La solution générale du systeme (4.105]) est
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xl(t) %tQ + él — %,

.CEQ(t) %t3 + élt + CN’Q.

136



Chapitre 5

Introduction aux notions de Stabilité

La théorie de la stabilité traite la stabilité des solutions d’équations différentielles et des trajec-
toires des systemes dynamiques sous des petites perturbations des conditions initiales.
Plus généralement, un systeme est stable si des petits changements dans I’hypothese conduisent a des
petites variations dans la solution. Il faut spécifier la métrique utilisée pour mesurer les perturbations
afin de juger qu’un systeme est stable.
La stabilité peu se déterminer en calculant les valeurs propres de la matrice A. Car c¢’est cette matrice
que représente le systeme et contient I'information de ’équation caractéristique. De fait les valeurs
propres d'une matrice sont les racines de 1’équation caractéristique.

5.1 Stabilité au sens de Liapounov. Notions fondamentales
et définitions

Soit donné un systeme d’équations différentielles

dx;
dt
Définition 5.1.1. Une solution ¢;(t), i = 1,2,...,n du systéme satisfaisant aux conditions
initiales p;(to) = @Y est dite stable au sens de Liapounov pour t — +oo si Ve > 0, 36(e) > 0 tel que

pour toute solution x;(t) i = 1,2,...,n solution du systeme dont les valeurs initiales satisfont
aux conditions

= filx1, 29, oy xp,t) i=1,2,....n. (5.1)

zi(te) — Y <8 i=1,2,....n, (5.2)

l'on ait les inégalités
La solution ¢;(t) est dite instable si, pour un § > 0 aussi petit que l’on veut, les inégalités ne

sont pas vérifiées pour au moins une solution x;(t) i = 1,2, ...,n.
Si, sous la condition , en plus des inégalités est aussi vérifiée la condition

la solution ¢;(t) i =1,2,...,n, est dite asymptotiquement stable.

L’étude de la stabilité de la solution ¢;(t) i =1,2,...,n du systéme peut étre ramenée a celle de

la solution nulle (triviale) z; =01 =1,2,...,n, d’un certain systéme, analogue au systéme :
d%i
dt

= Fi(x1, 29, ..., 7, t), 1=1,2,...,n, (5.5)
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ot F;(0,0,...,0,t) =0, i = 1,2,....n. On dit que le point x;, i = 1,2,...,n, est le point repos du

systeme .

Définition 5.1.2. Le point de repos x; =0 i =1,2,...,n est stable au sens de Liapounouv si Ve > 0,
36 > 0 tel que toute solutions x;(t) i = 1,2,...,n, dont les valeurs initiales 9 = x;(to), i = 1,2,...,n
satisfont a la condition

| <9, i=1,2,..,n, (5.6)
vérifie les inégalités
|zi(t)| <€, i=1,2,....,n, pour tous les t > t,. (5.7)
En particulier pour n = 2
Soit le systeme différentielle d’ordre 2
dx
E = fl (ta xz, y)
(5.8)
W _ pltry)
dt 200, T, Y

La solution z = () et y = @o(t) du systeme ((5.8)) satisfais aux conditions initiales 1 (tg) = a et
©a(to) = b est dite stable au sens de Liapounov pour ¢ — +00 si

Ve > 0, 3d(e) > 0 tel que pour tout solution du (5.8)) : x = z(t); y = y(t) :
|z(to) — a| < &; |y(to) — b|] < 0 alors |x(t) — p1(t)] < e et |y(t) — pa(t)| < € VE > tg

Remarque 5.1.3.
1. Si la solution x = ¢1(t) et y = pa(t) n'est pas stable on dit instable

2. Si cette solution est stable vérifiant tl}ﬁn |z(t) —¢1(t)] = 0 et tlgrn ly(t) — p2(t)] = 0, alors

cette solution est dite asymptotiquement stable (au sens de Liapounov)

3. L’étude de la stabilité de la solution peut étre ramené a la solution triviale (nulle) (v =y =0)
d’un notre systéme analogue.

dx

E = fl(taxay)

dy tel que f1(¢,0,0) = f1(¢,0,0) =0Vt > 0 (5.9)
dit - fQ(taI7y)

Dans ce cas le point (0,0) est appelé point de repos du . D’ot la définition 7?7 devient
Définition 5.1.4. Le point de repos (v =y = 0) est stable (au sens de Liapounov pourt — +00) si

Ve >0, 3d(e) > 0 tel que pour tout solution du (@ cx=ux(t); y=y(t) :
lz(to)] < 0; |y(to)| < & alors |x(t)| < € et |y(t)] < e Vt > tg

De plus, si tLlHl lz(t)] =0 et tLlHl ly(t)| = 0, alors le point de repos est dite asymptotiquement stable
(au sens de Liapounov).
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Exemple 5.1.5. Ftudier la stabilité de la solution de l’équation différentielle

dx
— =2+t 5.10
i (5.10)
qui satisfait a la condition
z(0) =1 (5.11)

Solution. La solution de (5.10) est
1
x(t) = 5752 +2t+C

On utilisant la condition on obtient
1
o(t) = 5152 + 2t + 1
On utilisons la définition de la stabilité au sens de Liapounov pour t — +o0 :
Ly Ly
Ve >0, 3(e) > 0, |z(ty) — 1| < 9 alors ¥t >0 |§t +2t+x0—§t —2t—1] =z — 1] <e

Donc il suffit de prendre § = € pour avoir la stabilité de p(t).
1l reste a vérifie l'instabilité asymptotique

lim |z(t) = (t)] = |wo — 1] #0

t——+o00
Donc la stabilité n’est pas asymptotique.

Exemple 5.1.6. Ftudier la stabilité de la solution du systéme suivant :

(5.12)

Solution.

1. D’aprés 'exemple de chapitre |4| la solution générale du systéme est
x = (4 cos 3z + (ysin 3z,

C
Yy = —Lsin3z — ?Qcos?)x.

Pour z(0) = y(0) = 0 on trouwve Cy = Cy = 0, on obtient ainsi la solution triviale (z =y = 0),
donc (0,0) est le point de repos.

Ve >0, 376(e) > 0 tel que pour tout solution du e =ua(t); y=y(t) :
|zg — 0] < &5 |yo — 0] < 9§ alors |x(t)| < eetly(t) <eVt>0

On a pourt =10
{[B(O) = Cl = Zog,
y(0) = Cy = —3ypo,
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alors
{x(t) = x cos 3t — 3y sin 3¢

y(t) = xosin 3t + yo cos 3t

Donc
Ve >0, 376(e) > 0 tel que pour tout solution du e =ux(t); y=y(t) :
|zo| < 03 |yo| < 9 alors |xgcos3t — 3ygsint| < |xo| + 3|yo| < € et
|z sin 3t + yg cos 3t| < |zo| + |yo| < € VE >0
donc il suffit de prendre § = € et la solution est stable, mais n’est pas asymptotique car

Jim_[a(t)] £ 0 et lim_Jy(6)] #0

Remarque 5.1.7.

o En générale, toutes les solutions d’un systéme linaire homogéne (de n équations) da coefficients
constants sont soit stables soit instables.

o Pour étudier le point de repos (on considére que le cas n = 2) il faut établir I’équation caracté-
ristique

a; — A Q12

det(A — M) = —0 (5.13)

21 azy — A

et cherche ses racines A\ et As.

1. Les racines A1, Ay de ’équation caractéristique sont réelles et distinctes :
a) A1 < 0, Ay < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (neeud stable, fi-

qure ;
b) A1 >0, Ay > 0. Le point de repos est instable (neeud instable, figure ;

¢) M >0, Ay < 0. Le point de repos est instable (col, figure[5.5) ;

2. Les racines de [’équation caractéristique sont complexres \y = p+1iq, Ao =p —1q :
a) p<0,q#0. Le point de repos est asymptotiquement stable (foyer stable, ﬁgure ;
b) p>0, q#0. Le point de repos est instable (foyer instable, figure ;
c) p=20, q#0. Le point de repos est stable (centre, figure @) ;

3. Les racines A\ = Ay sont multiples :

a) A1 = X2 < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (neeud stable, ﬁgure ;
b) Ay = Xy > 0. Le point de repos est instable (neeud instable, figure @)
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5.2 Exercices du chapitre

Exercice 5.3. Ftudier la stabilité au sens de Liapounov des systemes suivants en utilisant la défini-

tion :
1.
d—x = —zx+ ¢t
dt (5.14)
z(0) = 0.
2. p
T
— =2
dt y)
dy (5.15)
a 3Y:
z(0) = y(0) = 0.
Solution.

1. L’équation (5.14) est une équation linéaire non homogene. Sa solution générale est z(t) =
Ce " +t. A la condition initiale #(0) = 0 satisfait une solution

o) = 1. (5.16)
de I'équation (5.14]). A la condition z(0) = z, satisfait une solution
z(t) = zoe " +t. (5.17)

Considérons la différence des solutions (5.16)) et (5.17) de 1’équation (5.14) et écrivons-la sous

la forme
z(t) — p(t) = zpe " +t —t = (wg — 0)e "

On en déduit que pour tout € > 0 il existe un § > 0 (par exemple d = €) tel que toute solution
z(t) de I'équation (5.14)), dont les valeurs initiale satisfont a la condition |zo — 0] < 4, vérifie
I'inégalité

lz(t) — @(t)] = |zo — Ole™* <€, pour tous les t > 0.
Par suite, la solution ¢(t) =t est stable. De plus, puisque

lim |z(t) — ()| = lim |zo —0le™" = 0.

t——+00 t——+00

La solution ¢(t) = t est asymptotiquement stable. Cette solution () est non bornée pour
t — +o00.

2. D’apres I'exercice (chapitre 3), la solution du systeéme (5.15)) est

{x(t) = 2kje”t — kpe

5.18
y(t) = —kie™" + kpe ™, (5.18)

Ofl, kkeRetk,eR.
La solution trivial x = y = 0 du systeme ({5.15)) est stable au sens de Lyapunov, si Ve >
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0,3v(e) > 0 tel que Va(t), y(t) |x(to) = wo| < 6, |y(to) = yo| < I alors |z(t)| < € et |y(t)] < €

vVt > tp.
Si de plus, vérifie tligl lz(t)| = tngrn ly(t)| = 0, alors la stabilité est asymptotique
—r+00 o0

D’apres ([5.18)) pour Vt = ¢, alors

{$o =2k — ko {/ﬁ = Zo + Yo
ou
Yo = —k1 + ko ko = x0 + 2y0

Donc,
x=2(zo+yo)e " — (zo+ 2y0)e >
y=—(x0+yo)e " + (o + 2y0)e ¥,

et si |xg — 0] <6, |yo — 0] < ¢ alors,
() = O] = |z()] < 2[zo + yol + [xo + 2y0| < 3|zl + 4lyo| < 70
et

[y(t) = 01 = [y(O)] < |0 + yol + |0 + 2yo| < 2[zo| + 3[yo| < 50 <e.

€
Donc, il suffit de prendre 6 = — pour avoir la stabilité .

De plus, lim |2(t)] = lim |y(t)] = 0 car lim e* = lim e 2 = 0. Donc, la stabilité est
t——+o00 t——+o0 t——+o00 t——+o0
asymptotique .

Exercice 5.4. Déterminer la nature des points de repos pour les systémes suivants :

1.

a7
dy__
a7
dx

= B —
dt a”’ y?
dy

=2 )
7t r+y
dx
-9

dy
— =z — 2.
ar T
dx_

dt y?
dy

— = —A4z.
dt .
d—x—:c+
dt— y?
dy
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dt (5.24)

(5.25)

Solutions.

1. Ecrivons I’équation caractéristique

—1-A 0
=0 ou(A+1)*>=0.

0 —1-A

Ses racines Ay = Ay = —1 < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable.

2. Ecrivons I’équation caractéristique

=0 ouXN—6\A+7=0.

Ses racines \; = 34+ V2 > 0, Ay = 3 — v/2 > 0 sont réelles, distinctes et positives. Par suite, le
point de repos est instable.

3. Les valeurs propres de la matrice sont —1 + 2¢ avec partie réelle négative. Par conséquent le
point de repos (0,0) est stable.

4. Les valeurs propres de la matrice sont +2i avec partie réelle nulle. Par conséquent le point de
repos (0,0) est stable.

5. Les valeurs propres de la matrice sont 1 £ avec partie réelle positive. Par conséquent le point
de repos (0,0) est instable.

6. Les valeurs propres de la matrice sont A\; = 0, Ay = —1. On a donc deux valeurs propres I'une
nulle et 'autre négative. Par conséquent le point de repos (0, 0) est stable.

7. Les valeurs propres de la matrice sont A\; = Ay = 0, Ay = —1. On a donc deux valeurs propres
nulles. Par conséquent le point de repos (0,0) est instable.

Exemple 5.4.1. Déterminer la nature des points de repos pour les systéemes suivants :
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o _y
gt ’ (5.26)
d—g; = 2ay - f’r (6>0).
2.

dj =Yy

a7

& " p (5.27)

— =——x— —y, pourd,m,k>0.

dt m m

Solution.

1. Ecrivons I’équation caractéristique

=0 ouX+2a\+p2=0,

—B% 20—\

d’ou

)\1,2 = —a=* \/Cl(2 — 62. (528)

Considérons les cas suivants :

a) a = 0. De (5.28)) on obtient A\; » = £if. Le point de repos est stable.

b) a > 0, a? — 3% < 0. Les racines \; et A, sont complexes conjuguées et e \; o < 0. Le
point de repos est un foyer stable.

c) a <0, a? — % < 0. Les racines \; et A, sont complexes conjuguées et e \j 2 > 0. Le
point de repos est un foyer instable.

d) a >0, a®— %> 0. Les racines \; et Ay sont réelles et négatives. Le point de repos est un
nceud stable.

e) a <0, a”—3*>0. Les racines \; et Ay sont réelles et positives. Le point de repos est un
nceud instable.

. Par conséquent

2. Les valeurs propres sont

—d £ +d? — 4km
2m

a) si d® — 4km > 0, alors on a deux valeurs propres négatives (car d > v/d? — 4km) et donc
stabilité asymptotique (nceud stable).

b) si d* — 4km = 0, alors on a une valeurs propre double négative et donc stabilité asympto-
tique (noeud stable).

c) si d* —4km < 0, alors on a deux valeurs propres & partie réelle négatives et donc stabilité
asymptotique (foyer stable).
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