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Chapitre 1

Introduction

Ce polycopié est destiné aux étudiants de premiére année du systéme Licence-
Master -Doctorat (L.M.D),spécialité :Science de la Matiere (SM) et Sciences et
Technologie (ST).Il comporte des exercices résolus sur les différents chapitres
du module de Mathématiquesl et Mathématiques 2 proposés durant les travaux
pratiques depuis 2004 .Et ¢a permet aux etudiants de mieux comprendre les
différentes notions vues pendant ses cours de Mathématiques.

Je tiens a remercier Mme Hamza Aicha et Mme Bourega Dalila d’avoir
accépter d’exepertiser ce polycopié et d’avoir participer a son enrichissement
par leurs avis et conseils.

Tout commentaire ,proposition ou critique constructive permettant ’amé-
lioration de ce travail sera recueilli avec un grad intéret.
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Chapitre 2

Ensembles-Applications-

2.1 Les Ensembles

Exercice 1
Soient £ un ensemble, A, B, C, D des sous ensembles de E.Montrer que :

1. ACB& ANB=A& AUB=B& BC A

2. ANB=ANC < ANnB=ANnC

3. Comparer B; = AN(BUC) Avec Bo = (ANB)UC
4. Simplifier : BgZAﬁ(ZUB) ﬁ(ZUEUC)

et By=AU(ANB)U (ANBNCQ)
Remarque : A désigne le complémentaire de A.
Solution 1
1)) ACB& ANB=A& AUB=B<« BCA.
Cela revient & montrer que :
a) ACB& ANB=A
b)) ACB< AUB=DB
c) ACB&BCA
Montrons a) ACB& ANB=A
ANBCA
supposons que A C B et montrons que :ANB = A c’est a dire: et
ACANB
On a toujours : AN B C A, montrons que : A C AN B
Pour cela soit z € A,comme A C B alors x € B
Onaxxe€Aetxe Balorse CANBdouACANB
Inversement : supposons que AN B = A et montrons que : A C B
Pour cela soit z € A,comme A = ANB alors x € ANB ce qui donne : x € B
Montrons b) ACB< AUB=DB

3
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AUBCB
Supposons que A C B et montrons que :AUB = B c’est a dire : et
BCAUB
On a toujours : B C AU B , montrons que : AUB C B
Pour cela soit t € AUB =x € Aoux € B et comme AC B alors x € B
cela veut dire que : AUB C B

Inversement : supposons que AU B = B et montrons que : A C B
Pour cela soit x € A,comme A C AUB alorsz € AUBor AUB =B
ce qui donne : x € B
Montrons ¢) ACB< BC A
supposons que A C B et montrons que :B C A
Pour cela soit * € B =z ¢ B et comme A C Balorsz ¢ A
cela veut dire que z € A
Inversement : supposons que B C A et montrons que : A C B
Pour cela soit € A = x ¢ A,comme B C A alors z ¢ B
ce qui donne : x € B
2. ANB=ANC < ANB=ANnC
Supposons que : AN B = ANC et montrons que : ANB=ANC
On transforme 'égalité AN B = AN C par complémentation on obtient :
AuB=AuC
Composons par intersection avec A : AN (Z U E) =AnN (Z U 6)
Appliquons la distributiviteé :
(ANA)U (ANB) = (ANA)U(ANC)Or ANA=o
Par suite : (A N E) = (A N 6)
Inversement : Supposons que : AN B = ANC et montrons que :

ANB=AnC o B
On transforme ’égalité AN B = AN C par complémentation on obtient :
AUB=AUC

Composons par intersection avec A: AN (Z U B) =AN (Z U C’)
Appliquons la distributivité :

(ANA)U (ANB)=(ANA)U(ANC)Or ANA=0o

Par suite :(ANB) = (ANC)

3). Comparons By = AN(BUC) Avec B, =(ANB)UC
Ona:B =AN(BUC)=(ANB)U(ANC)Or: (AnC)cC
Par suite : By =AN(BUC)C By =(ANB)UC

4) —Simplifions: B3 = AN (ZUB) N (ZUEU C’) =
(AnNA)u(AnNB)N(AUBUC) =(ANB)N(AUBUC) =
(ANB)N(ANBUC)=(AnNB)N(ANB)U(ANBNC)
Or: (ANB)N(ANB) = Ainsi: By=(ANBNC)
—Simplifions : By = AU (Zﬂ B) U (ZOEH C’) =
(AUA)N(AUB)U(ANBNC)=(AUB)UANBNC =
(AUB)U(AUBNC)=(AUB)U(AUB)N(AUBUC)
Or: (AUB)U(AUB) =E Ainsi: By=(AUBUC)
Exercice 2
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Soit E un ensemble et A et B deux parties de E.On suppose que :

ANB#0; AUB#E; A¢ B;B¢ A

Calculer :

1. (AnB)N (ANB)

2. (AnB)N (AN B)

3. (AnB)N(AUB)

4. (AnB)N (AUB)

5. (ANB)U(ANB)U(ANB)U(AUB)
Solution 2

LANB)N(ANB)=ANBNB=AN0=90

2.(AnNB)N(ANB)=ANBNANB=ANANBNB=10

3.(ANnB)N(AUB) = (ANB)N(ANB) =ANBNANB=ANBNB =
AnD=9

2.2 Applications

Exercice 3

1. Soit f 1’ applications de R vers R définie par

2x
f(@)= 1+ 22
L’application f est-elle injective ? surjective ?
2. Soit l'application f définie par
T+ 2
22 -3

flx) =

Déterminer fo f, f ~tet (fo f) " ainsi que leurs domaine de définition .
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3. Soit 'application f définie par

Déterminer f o

@)=
fet f—L

4. Déterminer go h et hog pour les applications définies de R vers R% par :

h (2) = V& et g (z) = 2

Solution 3

1) Soit f I’ applications de R vers R définie par f (z) =

L’application f

2z
1+ 22

n’est pas injective car :

F@)=f(3)=5et24;

L’application f

Poury =2, f(x
2) Soit I'application f définie par f (x) =

Déterminons f o
Dy =R - {3}

n’est pas surjective car :
) = 2 n’a pas de solution dans R.
Tz +2

2x — 3’
f, f et (fo f) ‘ainsi que leurs domaine de définition .

T+ 2 4o
2¢ — 3 br —4

fof(x)=f(f(2)= =

5 T+ 2 _3 —4x + 13
2c—3

Domaine de définition de fo fest: Dy =R — {%, %

—CQCalculons : f

(=)

Pour cela montrons que f est bijective.

ie:VyeR3dx €
Posons f (z) =

Par suite : f ~!(x) =

R- {3}

—Calculons : (f o
Pour cela : Posons fo f (z) =

Par suite :(f o f)~
Digoryr =R — {3,

R — {3} & unique / y = f (x)
T +2

+ 1
57 — 3 =y=x= 2 — 1 avec y # 5
3z + 2
3 T et le domaine de définition de f ~test :D;-1 =
x —
-1
) (@)

5z — 4 o 13y +4
“ar+13 YT T 4yys
1 4 _
SI + et le domaine de définition de (f o Lest
z4+95

NC:
-1

1
3) Soit V'application f définie par f (z) = —
x

Déterminons f o
Dy =R*

fet fL

fof@=f(f@)=1=2

x
fof est 'application identitée notée par : idg«
Domaine de définition de fo f et : Dfor = R*
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Calculons : f ~1 (z)

1 1
Pour cela : Posons f (z) = STy e= "
1
Par suite : f ~! (2) = — = f (v) et le domaine de définition de f ~lest :
x

D1 =R"
4) Déterminons g o h et hog pour les applications définies de R* vers R

) =/ (2%) = |z| =2 car x € RY,
Exercice 4

Soit f lapplication définie par

1,si <0
f(x)_{l—i—m,si x>0

Déterminer f (R), f~1 ({1}), 72 ([1,2]), f~* ({—1}). f est-elle injective ?
f est-elle surjective ?

Solution 4
Soit f D’application définie par

f(z){ 1, si z <0

14z, si z>0

Déterminons f (R), f=* ({1}), f~ 1 ([1,2]), f~1 ({=1}). f est-elle injective ?
f est-elle surjective ?

— fR)={f(2)/zeR}={f(z) /r eR* UR.} = {1} U [1[i+00[[
= ,+oo
= {1 = {2 /f @) e {1}} = {z /f (x) = 1} =]—00,0[U{0}

=]—00,0]
— {1 ={z /f@) e{-1}}={a /f(a)=-1} =0
— f7H([L2]) ={z /f (z) € [1,2]} = {z /f (x) = 1 ou bien f (x) €]1,2]}
=]—o0,0]U{z /f (z) €]1,2]}

Ona f(z) €]1,2] celaveut direque: 1< f(z)<2=1<1+z<2=
0<x<1
Ainsi: f71([1,2]) = |—o00,0|U{z /f (z) € ]1,2]} = ]—00,0]U]0, 1] = |—00, 1]

— f est injective si et seulement si f (z1) = f (z2) = 1 = x2

Ona: f(=2)= f(-3)=1or —2 # —3 = f n’est pas injective.

— [ est surjective si et seulement siVy e RIz e R / f(z) =y

Pour y = —1 on a f~!1 ({—1}) = & cela veut dire que f (z) = —1 n’a pas de
solution=- f n’est pas surjective.
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Chapitre 3

Relations d’Equivalences et
Relations d’Ordre

3.1 Relations d’Equivalence

Exercice 5
1)- Dans l'ensemble R,on définit la relation $ par

Va,y € R: aRy < cos®z +sin®y =1

Montrer que R est une relation d’équivalence.
2)- Meme question pour la relation binaire i sur Rdéfinit par

Ve,ycR:aRy ez -y’ =z —y

Montrer que R est une relation d’équivalence.

Quelle est la classe d’équivalence d’un nombre = de R.

3)-Soit f une application de R vers R.On définit la relation binaire x sur R
par

Ve,yeR:zxy e f (z)=f (y)

Montrer que * est une relation d’équivalence. Quelle est la classe d’équiva-
lence d’un nombre z tel que f (z) = 2% — 2 +2

Solution 5
1)- Dans I’ensemble R,on définit la relation $ par

Va,y € R: 2Ry < cos®z +sin®y =1

Montrons que # est une relation d’équivalence.
En effet :
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— R est réfléxive car Vo € R: cos®z 4+ sin®z = 1 & 2Rz
— R est symétrique si est seulement si Vz,y € R : 2Ry = yRe
2Ry < cos®x +siny = 1
De plus : Vz € R:cos?z +sinz =1 et Vy € R:cos?y +sin’y =1
En sommant on aura : cos? z + sin® y + cos? y + sin® z = 2
Sachant que : cos?z + sin®y = 1 alors : cos?y + sin?z = 1 cela veut dire
que : yRz
d’ou la symétrique de R.
— X est transitive si est seulement si Vz,y,z € R: 2Ry et yRz = 2Rz
2Ry < cos® x + sin y = let
{ yRz < cos?y +sin?z =1
En sommant on trouve : cos? z + sin? y + cos? y + sin® z = 2
Or :siny +cos’y =1Vy € R
D’ou : cos? z + sin? z = 1 cela veut dire que : zRz.
Il s’ensuit que R est une relation d’équivalence.

2)- Meme question pour la relation binaire R sur Rdéfinit par
Ve,yeR:aRy <2 —y? =2 —y

Montrons que R est une relation d’équivalence.

En effet :

— R est réfléxive car Ve € R: 2?2 — 22 =0 =z —z & 2RNx

— R est symétrique si est seulement si Vz,y € R : 2Ry = yRe
My es?—yY=x-ysat-c=y>—y

Or l’égalité est commutative, cela veut dire :
Y¥—y=a2?-zczey-—2=y—2=yRe

— I est transitive si est seulement si Vz,y, 2z € R : 2Ry et yRz = =Rz

Myl —y=r-yer?-z=9y>—y et
Ona:{ yWReeoyy?—L=y—zeyl—y=22-—12

2 2 2

Or:z2?2—zx=9y’—y=22—z=222—2=22—z2822-2=2—-—2& Nz

Il s’ensuit que R est une relation d’équivalence.

—Classe d’équivalence d’un nombre x de R.

t={ycR/aRy} ={ycR/2> —y* =z —y} ={yeR/z®> —y? — (x —y) =0} =

[eR/(@—y)(w+y—1) =0} = {o,1 -z}

3)Soit f une application de R vers R.On définit la relation binaire * sur R
par

Ve,yeR:xxys f (z)=f (y)

Montrons que (*) est une relation d’équivalence , en effet :
— (%) est réflexive ssi Vo € R : zxa cela veut dire f (z) = f (z) clest
évident .
— () est symétrique ssi Vo, y E Rz xy = yxx
zxye f(x)=f (y)e f (y)=f (z) cela veut dire y x x
— (x) est transitive ssi Va,y,z € R; z *xy cela veut dire y x 2 — z*z
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= f (z) = f (2) cela veut dire x x z

on et @=1W
e { yxze f (y)=f (2)
Par suite : (x) est une relation d’équivalence

—La classe d’equivalence d’un nombre z tel que f (z) =22 —z + 2 est :
s={ycR/zxy}={ycR/ [ ()= (y)}
:{yER/x2—m+2:y2—y+2}

={yeR /Yy’ —a? —y+a=0}

={yeR/ (y* —2?) - (y — 2) = 0}

={yeR/ (y-2)(y+z—-1) =0}

={yeR/ (y—z)=0 oubien (y+z—1)=0}

={yeR/y=2x2 oubleny=1-2z}

={z ,1—x}

3.2 Relations d’Ordre

Exercice 6
1)-Dans I’ensemble Z*,on définit la relation ¢ par :

Ve,yeZ' :axdy < IneN5y+1=n (z+1)

Montrer que d est une relation d’ordre.
2)- On munit R%de la relation notée < définie par :

(,y) < (@y) e r<a ety <y

Montrer que < est une relation d’ordre sur R2. L’ordre est-il total ?
Solution 6

Montrons que § est une relation d’ordre.
En effet :
— J est réfléxive si est seulement si :Vax € Z* : zdx
In=1eN5z+1=mn(x+1) cela veut dire que zdx
— J est antisymétrique si est seulement si Va,y € Z* : zdy et ydr =z =1y
2y IneNSy+l=n(z+1)...(1) et
{ yor < In' e Nz +1=n"(y+1)...(2)

Remplagons I’équation (1) dans I’équation (2) on trouve :
IneN I eN/x+1=nn(x+1)
Sixz # —1alors :n'n=1=n=mn' car n,n’ € Net donc z =y
Si z = —1 remplagons dans 1’équation (1) on trouve y = —1,cela veut dire
que t =y
dans tous les cas § est antisymétrique.
— § est transitive si est seulement si Vz,y,z € Z* : xdy et ydz = xdz
ry<IneNSy+l=n(z+1)...(1) et
{ yoz<In' eNz+1=n"(y+1)...(2)
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Remplagons I’équation (1) dans I’équation (2) on trouve :
IneN" In eN/z4+1=n"n(z+1)
I =nneN/z+1=n" (z+1) & xdz
Il s’ensuit que ¢ est une relation d’ordre.
2)- On munit R?de la relation notée < définie par :
V(l‘,y) ) ($/,y/) € RQ/ (x,y) = (mlvyl) << z' et Yy < y/

Montrons que < est une relation d’ordre sur R2.

En effet :

— < est réfléxive si est seulement si :V (z,y) € R? : (z,y) < (z,%)

V(z,y) €R?, onax <xety<y cela veut dire que : (z,y) < (z,y)
— < est antisymétrique si est seulement si
V(2,y), (") €R?: (z,y) < (2',y) et (2',y) < (z,9) = (2,9) = (¢, ¥)
(z,y) < (@y) o< ey <y

{ (@) < (x,y) e’ <zety <y

On a a la fois z < 2’ et 2’ < z cela veut dire que: z = 2’

De meme : y < y'et 3/ < y cela veut dire que : y = ¢/

Ainsi : (z,y) = (2/,y’) d’ou < est antisymétrique .

=< est transitive si est seulement si

V(z,y), (@, y),@"y") € R? i (z,y) < (@,y) et (@,y) < (2",y") =
(17, y) = (LE” ) y”)

(x,y) < (¢,y) e ax<aety<y
On a: et =>zr<x
(@,y) < (2",5") & &' <avet yf <y
cela veut dire que: (z,y) < (z,y)
Il s’ensuit que < est une relation d’ordre sur R2.

L’ordre n’est pas total car : on ne peut pas comparer (0,1) et (1,0).

/

0l

ety <y’



Chapitre 4

Structure algébrique

Exercice 7

On deéfint sur R — {—1} la loi (*) comme suit :
rxy=3xy+z+y
1)Montrer que * est une loi interne .
2)Montrer que (R — {—%},%) est un groupe abélien .
Solution 7
(R%, *)est -il un groupe commutatif ?
zxy=3zy+z+y Ve,yecR-— {_3
—1

-1
1) * est une loi interne en effet :Va,y € R — {3};z*y eR - {3}?

-1 -1
Supposons que Vz,y € R — {3} xxy ¢ R— {S}Cela veut dire que :

-1
Sxy—i—w—&—y:?: 92y +32+3y+1=0= Bz+1)By+1) =0=
{ (3z 4+ 1) = 0 ou bien

By+1)=0
. -1 , -1 o
cela veut dire : x = 3 ou bien Yy = 3 contradiction
-1
douxxyeR— 3
1 _
2) (R — {3} ,*) est un groupe abélien en effet :
a) * est commutative ssi Vz,y € R — {_3 TxY=Y*T

rxy=3xy+ar+y=3yr+yt+r=yx*xx

3
(xxy)xz=3(x*y)z+ (zxy)+2=3Bzy+z+y)z+ Bay+z+y)+2

-1
b) * est associative ssi Va,y,z € R — {} (xxy)*xz=ax*(yx*2)

13
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=9zyz+3z2+3yz+3zy+ar+y+2=3xByz+y+z)+z+Byz+y+2)
=3z (yxz)+ax+ (y*xz) =xx(y*xz) cequlil fallait démontrer .

-1 -1
c¢) Existence de 1’élement neutre : 3 e € R — {3} / Vr € R — {3}
Txe=e*xTr =2
* est commutative par suite on va résoudre une seule équation .
-1

Soitm*e:x:>3me+x+e:x:>(3m+1)e=0=>e:0cara:7é?

~1
t0ER—{ —
e
1

-1 , _
d) Existence de I’élement symétrique Vo € R — {3} Jdz e R - {3} /

! ’
z+xx =2 xx=e=0
* est commutative par suite on va résoudre une seule équation .

Soit zxz = 0 = 3zz’ +z+2 =0= Bz + 1)z = —z— 1 = S
Bz +1)
-1
car r # 3 1 1
On a :ﬁ # % car si ﬁ = % on aura :—1 = 0 absurde
ainsi ' —iGR— -1
Bz 4 1) 3

-1
d’aprés a) b) c) et d) (]R — {3} ,*) est un groupe abélien

Exercice 8

On défint sur |—1,1[ la loi (%) comme suit :
Tty

1+ 2y

1)Montrer que * est une loi interne .

2)Montrer que (]—1,1[, *) est un groupe abélien .

Tx Yy =

Solution 8
On défint sur |—1,1[ la loi (%) comme suit :
T +vy
Tk Y =
14+ 2zy

1)Montrons que * est une loi interne .

Ve,ye|-1,1[ =z xy e]-1,1]

1cas :si 0 <z <1et0<y <1 alors: (z—1)(y—1) » 0 =
Ty < 1 cela veut dire que x xy < 1
1+a2y

2¢mecas 1 si —1 < x <0et =1 <y <0alors: (x+1)(y+1) = 0 =

+
zy+z+y+1=-0=zy+1>=—(z+y) = Ty
1+2y

zy—zrz—y+1>0=2y+1l>z4+y=

> —1 cela veut dire que

zxy = —1
2)Montrer que (]—1,1[, *) est un groupe abélien . en effet :
a) * est commutative ssi Vz,y € |—1,1] THRY=Y*T

T+y y+zw

14+zy 14yx

TxYy = =y*xx
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b) x est associative ssi Vz,y,z € |[—-1,1] (z*xy)*xz=x* (y * 2)
T+y T+y+z+ayz
— +=z _—
ogyee = (S5 ) oo bmy "~ Ty
Y 1+zy T+y l1+2y+ 22+ 92
1+ —— )=z
1+ zy 1+yx

r+y+z+ayz
l14+zy+z2+yz

- Y+ z T+ axyz+y+z
T * (y*z) = o ytez _ 1+yz - L+yz
14+ yz Y+ z 1+yz+ay+az
1+
1+ yz 1+yz

rT+y+z+axyz
l4+zy+zz+yz
(1)=(2) ce qu'il fallait démontrer .
c) Existence de I’élement neutre : 3 e € |-1,1[ / Vz € |-1,1[ x e =
exTr =2
* est commutative par suite on va résoudre une seule équation .
Tr+e

1+ ze
#1et x # —1 cela veut dire que e = 0 € |—1,1]

d) Existence de I’élement symétrique :Vz € |—1,1[ 3 2 € ]—1,1[/
Txx =2 xx=e=0
% est commutative par suite on va résoudre une seule équation .
/
Soit zxz' =0 = i =0=a2+42 =0carax’ # —1=12 = -z
1+ ax2’
e]-1,1]
Exercice 9
On définit sur G = R* x R la loi interne (*) comme suit :
vV (z,y),(@y) €G (z,y) * (2, ) = (22’ 2y +y)
Montrer que (G, %) est un groupe non abélien .
Solution 9
Soit G = R* xR
V (z,y), (@ y) €G ;(x,y)* (2,y) = (za’, 2y +y)
Montreons que (G, %) est un groupe non abélien; en effet :
a) (%) est associative ssi V (z,y), (2/,y') ,(2”,y”) € G
((,y) (') * (27,y7) = (2, 9) = ((2",y') * (27, 97))
Ona:
((zy) * (2, y)*(27,y") = (z2', zy’ + y)*(a”,y") = (za'a”, z2'y” + a2y’ +y) oo (1)

Soit x xe = —>

:m:>x—|—e:a:—|—w2e:>(xQ—l)ezﬂorx

Et :
(@,y) * (@', ¢) * (27,y7)) = (@,y) » (227, 2"y” +3) = za'a”, 2 (@'y" + )
= (z2'2”,z2'y” +xy +y)....... (2)

(1) = (2) ie : * est associative
b) (e,e¢’) € R* x R est ’élément neutre de x ssi
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(e,€) * (3,9) = (2.9) * (e,€) = (2, )5 ¥(2,9) ER" x R
Soit = (2,) * (¢,€/) = (1 ) & (e, 2¢' +3) = (2,3 )
re=ux e=1lcarz#0
ze' +y=vy At e =0carxz #0
Soit maintenant : (e, e’) x (z,y) = (z,y ) & (ex,ey +€') = (z,y)
er =1 e=1lcarxz#0
ey+e =y e=0
Par suite :(e,e’) = (1,0) € R* x R est I’élément neutre de .
c¢) Existence de 1’élément inverse.
V(z,y) e R* xR, 3(z,y) eR* xR /
(z,y) * (2, ¢) = (2,¢) * (z,y) = (e,;€') = (1,0)
Soit : (z,y) * (¢',y") = (1,0) & (za’, 2y’ +y) = (1,0)

<~

<~

o =1 x’:lcarz%()
{my’er—O = y__—g—carx#()
Soit maintenant : (z/,y') * (z,y) = % e)=(1,0) & (z'z, 2’y + ') = (1,0)
e =1 m’:lcara:;«éo
{x/y+y':0 = y’:—xy:_—ycarx;éo
x

1 —
D’ou : 'inverse de (z,y) est ( 7y> ER*XR
z’ oz

Il s’ensuit que (R* x R, *) est un groupe .

d) (%) est commutatif ssi V(z,y),(2',y) € R* xR
(@,y) * (@, y) = (') = (@, 9)
Prenons : (z,y) = (1,2) et (¢/,y") = (2,0)
On a:(1,2)%(2,0) = (2,2) et (2,0)*(1,2) =(2,4)
(1,2)+ (2,0) # (2,0)x (1,2)

(*) n’est pas commutatif
Il ’ensuit que (R* x R, %) est un groupe non abélien .

Exercice 10
sur (ZQ, +) ,on défint une loi interne * par :
(zrz2)*(Wi,y2)=(@1y1+22y2,21Y2+T2y1)
L’ensemble (ZQ, +, *) est-il un anneau commutatif ?
Solution 10
L’ensemble (ZQ, +, *) est un anneau commutatif ssi
i) (Z*,+4) groupe abélien (facile & vérifier)
2i) (*)distributive par rapport a (+)
3i) (%) associative
4i) () commutative (facile a vérifier)
) (x)distributive par rapport a (+) en effet :
(‘Tl )’(y17y2)7(zl7z2)622;
(@ 1,224y 1,y 2) + (2,22 =[x n22) W1,y 2)] +H(@1,22) % (21,22)]
Ona:(zy,22)*[(y1,y2) +(21,22)]= (@1,22)*(y1+21,y2+22)
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=@i1(Wi1t+z1)+z2(y2tz2),z1(W2t+z2)+z2(y1+21))
=@ wi1+z1z1+T2W o+ T2z, 1Y2+T122+Toy1+T221)
(T1y1+T2y 2,21y 2+T2y1) +(T121+T 222,122+ T 221)
[(1,22) % (y1,y 2)] +[(x1,22)%(21,22)] CQFD

3i) () associative ssiV (v 1,72),(y 1,y 2) ,(21,22) €Z*;0n a:
(@nz2)*[(y1,y2) x(z1,22)| =[x 1,22) (Y1, 2) | *(21,22)

(1z2)*[(Y1,y2) *(z1,22)]=@1,22)* (Y121 +Y222,¥122+Y 221)
r1(Wiz1+yezo)+r2(Wizot+yez1), 2 1(Wiz2+y221)+x2Wi121+y222))
Ti1Y121+ T 1Yzt T oy 122+ T2y 221, T 1Y 122+ T 1Y 221+ T oy 121 + T2y 2z2)
T1W121+ T2y 221+ T Y222+ T oy 122,01y 221+ T2y 121+ T oy2zoa+ T 1Y 122)
[T1y1+zoye]zit[Tiyetzoyi]zo oy tzyi]ze+ [Ty 2 +T2y1]21)
Tiy1+Toy 2, T 1y2+T2y1)*(21,22)

(x1,22)* Y1,y 2) |*(21,22) CQFD

N N N N

Il s’ensuit que :(227 =+, *) est un anneau commutatif
Exercice 11

On désigne par (Q, +, ) P'ensemble des rationnels structuré par I'addition
usuelle

et x définie par :

Va,be Q: a*xb=a+b—ab

L’ensemble (Q, +, *) est-il un corps commutative ?

Meme question pour I’ensembles suivant :

(R?,+,z) avec ¥ (a,b) € R%,V (a/,V/) € R?

(a.,b)+ (a/;b)=(a+d,b+ V) et
(a.,b) (a./,b') = (ad’ — bV, ab’ + ba')

Solutionll

L’ensemble (Q, +, *) est un corps commutative ssi

i) (Q,+) groupe abélien (facile & montrer)

2i) (Q*, %) groupe abélien

3i) (x)distributive par rapport a (+)

Montrons 2i) (Q*, ) groupe abélien

— xcommutative jen effet :

Va,be Q*: axb=a+b—ab=b+a—ba=bxa

— xassociative,en effet :

Va,b,ce Q*: (axb)xc=(a+b—ab)xc=a+b—ab+c—(a+b—ab)c=
a+b+c—ab—ac—bc+ abe... (1)

ax(bxc)=ax(b+c—bc)=a+b+c—bc—a(b+c—bc)=

a+b+c—bc—ab—ac+ abe...(2)

(1) = (2) ,par suite (a *b) x c = a * (b* ¢) ,d’ou *associative

— Existence de I’élement neutre: 3 e € Q* /Va € Q*/ axe =exa=a

* est commutative par suite on va résoudre une seule équation .

Soitaxe=a=a+e—ac=a=>e(l—a)=0=e=0pour a#1
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— Existence de 1’élement symétrique :Va € Q* 3 z' ¢ Q*/ = P—
T xx=e=0
* est commutative par suite on va résoudre une seule équation .
Soit axa =0=a+da —ad =0
— (1—a)d =—a =1z =

p— sia#1

(Q*, *) n’est pas un groupe abélien , or (Q — {1}, %) est un groupe abélien.
Par suite 'ensemble (Q, +, ) n’est pas un corps commutative.
Exercice 12 (suplémentaire)
1)Soit la loi definie sur R par :
zry=ay+ (2 —1) (y? - 1)

a) Verifier que *est commutative,non associative, et admet un élément

neutre .

b) Résoudre les équations suivantes : 2xy =5 ;z*xz =1

2)Dans ’ensemble F des couples de réels (a.b) tels que a # 0 ,une opération
, notée * est définie par :

(a.,b) * (a./,V') = (ad’,ba’ + b'a?)

Montrer que l’ensemble (F, %) est un groupe .

3)Soit :zx y=In(e®+e¥) sur R

(R, *)est -il un groupe commutatif ?

Pour :xxy=In(e*+e¥ —1)



Chapitre 5

Limites,continuité et
dérivabilité

Exercice 13
Calculer les limites suivantes (sans utilisation de la régle de ’hopital) :

< sin = z 5 5
1) im ——=; 2) lim ¢ ; 3) limﬂ; imbmx;
z—0 sinx z—oo]l + €% z—0x + 1 z—0tg x
. 2 m _ _ [ —
5) lim _ ey /m € N*; 6) limf va Y0 veca €
z—0\2y1 —cosz z—a 2 — q?
R+:7) lim s.mnx :
z—msin ma )
Arctg | % -
1 9 (1 ) -1
8) lim iA?“ccossc; 9) limiﬂ;lo) lim (1+ )2 ;11) lim Ve ;
x—1 1 —x x—0 X x—0 z—1 €r — 1
. sinx . T
12) im0 513) Jim (1~ ) tang (%)
Solution 13
Calcul d2e l.im}tes
7 sin =
1) lim——= = lim .x zsinl =0 car: lim .:c =1et limzsini =
z—0 sinx z—08inx z z—0sin x z—0 z
0 (sin% bornée et limx = 0)
x—0
. e* . e’ . 1
o im — = lim ———— = lim =
2) lim _ z—+oo]l + e z—+o00 e (1—1—% ) mﬂ+00(1+e )
z—oo] + e* . e”
lim =0
) z——o0l 4 e*
sinx
3 pu—
) 20z + 1 .
4) lim "BE  tim 22— fim cosz = 1

r—0 tg x x—0 M x—0

sin 2z m
5 lim [ —— m € N*
)rHO (2\/1—cosx> /

On a : sin 2x=2sin x cos ¢ = 4 sin (%) cos (%) Ccos T

19
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Et: 1 — cosz = 2sin® %) N

sin 2x 4sin (i) cos ( ) cosx . 2sin (E) cos (1) cosz\
Ai 1 2 2 =1 2 2
ey <2vl - COS@") R 2,/2sin? (£) o0 V2 sin (%)

V/2sin (%) coS (%) cosz)m _ { (\/i)mmquant z — 0T
’sin (%)‘ (—\@) quant z — 0~

Il
LE
7N

6 lim\[i\[i L [ <\[\[ :ra) (avec a € RY)
T—a .'L'2 — G/Q r—a \/:1;2 _ a2 \/332 _ a2

(V7 —va) (VE+Va) W)
(Va2 —a?) (Va +Va)  Va? —a?

(Vz—a)’ 1 )
(Vz —a) (Vz+a) (Vz+va) Vz+a
(\/x — a) _ 1 ): _ 1
(Vz+a)(Vz+va) Vreta V2a
sinnx sinn (y + 7) . sinnycosnm + cosnysinnw

7) lim — = lim — = lim — -
g—msinma  y—o0sinm (y+ )  y—0sinmy cosmm + cos my sin mm

sin ny (—1)"

g S0y (DY oy oy
y—0my sinmy (—1)m m

y—0sinmy (—1)"
my
1
8) lim 1/90—1— Arccosx
r—1- 1—=z

_ 5 (z —a) 1
_i—’a<(\/fa2)(f+f) :U—l—a)

(_l)n—m

= = + -
Posons : { Y = arccos r < ac_ cosy et y_—> 0 , qzant r—1
1—x=1-—cosy =2sin (5)
1 Y 2Y
Par suite : lim Arccosx = lim (+/cos 1) —=—— = lim (4/cos I) —2 — =
S N y~0+( vET) 2sin® (¥) yém( v V2sin (§)
2
2
Arctg (i)
9)limi
x—0 x
T tany
:At(i)©—:t =>r=—""
Posons : { 7 "I\ T4+ Y7 E=97 tany

y— 0 quant z — 0

Arctg (%)
Par suite : lim ——— 2 = lim— 2 = lim | —— (I —tany) =1
z—0 T y—0 tany y—0 \ tany
1 —tany
1

10) lim (1 4+ 2)7 = limes lo8(+2) = ¢

z—0 z—0
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1) i V2L C gy WD VEED vl

M TS D) A D(a T
(V7 — 13 (Vo —1) (of +2% +1) (2F +2t 1)

= lim = lim = lim =
Y- Va D) e We-DWE+D e (a4
3
> | | o
12) lim il N TNl LA (y + ) = lim—Y
z—rg? — 72 y—0y(y+27) y—oy(y+27) 2«
13) lim1 (1-2z)tang (%)
Posons .y =x -1 x=y+1avecy — 0 quant x — 1
lim (1 — z) tan (E) = lim — tanz( +1) = lim — ytan (z +E) or
rz—1 g 2 y—0 Y 2 Y y—0 Y 2y 2
¢ ( n 77) -1
ana+ — | =
2 tan o 5 5
y—0 t (E ) y—=0 14 (I ) ™
g 23/ g 29
il
2y
Exercice 14
En utilisant les fonctions équivalentes Calculer les limites suivantes :
i 1 — cos in3 tg?x) (1 —cos x
1) 1imﬂ; 2) limﬂ; 3) lim >0 x; 4) lim(g ) )
z—01 —cos x a—0 e —1 z—0 bBr z—0  z3.In(z+1)
5) lim "o BT 6) Jim adn /14 L,
z—0 x r—+00 z
Solution 14
Calcul de limite on utilisons les fonctions équivalentes
1) lim 20 limxzx =2
t—0]1 —cos z  x—0 z
2
1— z_
2) lim— 2% — lim 2 = lim > =0
.7:—»0.69:;71 g—>0 1‘3 z—02
3) lim "0 = Jim o = 2
z—0 bz z—0dxr 5 )
tg*z) (1 — |
1) fi (D) (A —cos ) ) o5 1
e—0  z3.In(z+1) e—0 23z 2
. m+n)x . m—n)x m-+n)x m—n)x
. COSTI — COSNT ) 725111(( 2)>s1n(( 2)) ) 2(( 2))(( ))
5) lim ——— =1 = lim
z—0 xr2 x—0 2 z—0 z2
—(m—n)(m+n) n*—m?
2 2 .
In/1 In (1 2 In (1
6) lim zln, /14 - = lim RVItY lim n(l+y) =1 n +y):
z—+00 y—+0 Y y—-+0 Y y—+0 2y
oy 1
lim =~ = =
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Exercice 15
Etudier la continuité et la dérivabilité sur le domaine de définition , puis le

prolongement par continuité des fonctions suivantes s’il existe :
1
2 =
142z
er 33) f(x)= 1 arccos
—x

Df@) = SE A @) =
{ arciinx pour xE]O, %]
1

pour x =0

4) f (z) =

et —1 .
5) f (2) { e siz 70

siz=0

xQSin% . 0
6) f (.’E) _ Sz SIIEE] ,ﬂ']
0 siz=0

Solution 15

Etude de la continuité et la dérivabilité sur le domaine de définition , puis
le prolongement par continuité des fonctions suivantes s’il existe :

sinx
Dfx) = —
Ed

— Dy =R*

— f est dérivable sur son domaine de définition car c’est le rapport de fonc-
tions dérivables sur Dy par suite f est continue sur son domaine de définition.

— Etudions le prolongement par continuité 0

lim f () = lim 22 i 2R~
230 30 |$| z30 —.’E
lim f (z) = I e |
250 50 |1’| z50 T

lim f (z) # lim f (z)

z30 50

Par suite f n’admet pas de prolongement par continuité en 0.
22 =

2) f @)= " gew

— Dy =]—00,—2[U]-2,0[U]0, 4+o00]

— f est dérivable sur son domaine de définition car c’est la composée de
fonctions dérivables sur D¢ par suite f est continue sur son domaine de défini-
tion.

— Etudions le prolongement par continuité en —2 et 0

2 —

lim f(x) = lim er = —o0
xi—zf( ) e S—2T +
1

2 =
el = +00
5 +

lim fz)= liQO n

r—=—2 r——
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f n’admet pas de prolongement par continuité en —2

li = li T =0

lf 0= I
a1

g 0=l e =

lim f (z) # lim f (x) par suite f n’admet pas de prolongement par continuité
=< -

z—0 =0
en 0.
1
3) f(x)= te arccos

1—=x
HDf:{xER/—lgxgl,

ie Df = [—1, 1[
— f est continue sur Dy = [—1,1] car c’est la composées de fonctions
continues sur [—1,1] .
Ona:l1¢ Dy, et

. .1+ . arccos
mhin1f (z) = thn1 T, Arecose = a;th1 (V1+z) <m)

Posons : y = arccosx — 0 quant * — letona:xz =cosy

Hligllf (z) = liérnO (\/1 + cos y) (y) = lim (\/1 + cosy) Y

1 —cosy y—0 m

14+

>Oetx7$1}
11—z

Yy—

Ainsi f admet un prolongement par continuité aux points 1 et le prolon-
gement est donner par :

Lt i we |11
s arccos si xe[-
flx) = 1—z ’
2 si z=1
— f est dérivable sur Dy = [—1,1] car c’est la composées de fonctions

dérivables sur [-1,1[ et on a :

0 (s < (5 ) o) (5
:<?1YC_CO;)$2> (\/E) a \lim|

arcsin x

pour x € ]0, %]

4)f(w)={

1 pour x =0
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— f est définie sur [0, %] .

— f est dérivable sur }O, %} car c’est le rapport de deux fonctions dérivables

en particulier sur ]0, %]

Il s’ensuit que f est continue sur }0, %}

—Etudions la continuité en x = 0
. . arcsinx

lim f (z) = lim ——— =2

x —0 r —0 X

utilisons la régle de ’'Hopitale

lim —im Y= ()

x —0 {I," x —0 1
Par suite / limof (x) =1=f (0) ie: f est continue en 0
xTr —

(arcsinz)’

—FEtudions la dérivabilité en z = 0

arcsin x
i L =L O ey, iz
r —0 x—0 z —0 €T r —0 22
utilisons la régle de ’'Hopitale
1

-1
V1—2a?

lim (arcsin:cl— z)’ ~ lim By
xz —0 (JjQ) xr —0 2x

utilisons la régle de I'Hopitale une 26™¢ fois

(\/ : )/

—_— 1

)

lim VI~ —lim —— =0

x —0 (23;)/ _a: *)0(1 _ $2)%

on i d @ = ©
Dow:jim ™~y =0=/"0)
1

Ainsi f est dérivable en 0O.par suite f est dérivable sur [O, 5]

Et on a:
T

V1—x2

— arcsinx

fi(z) = = pour wE}O,

0 pour x =0
e —1 .
5)f(w)={1 ra e

sizx=0

— f est définie sur R

2]

— f est dérivable sur R*car c’est le rapport de deux fonctions dérivables en
particulier sur R*

Il s’ensuit que f est continue sur R*.
—Etudions la contgnui‘{é enzxz =0

e —
li =lim—— =1=f(0
lim f (z) = lim — f(0)
f est continue en 0

—FEtudions la dérivabilité en x :10
et —

e () R e G

m
x —0 x—O x —0 x€x x —0 332 x —0
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T _
lim 7(6 D) = 1
z —0 2z 2
f est dérivable en 0 ,par suite f est dérivable sur R
Et on a : N vy
e -+ pour x40
fl(z)= 1 z
- =0
5 pour x
22 sin % .
6) f (z) = sin siz € 10, ]
0 siz=0

— f est définie sur [0, 7]

— f est dérivable sur ]0, 7] car c’est le rapport et la composition de deux
fonctions dérivables en particulier sur ]0, 7]

Il s’ensuit que f est continue sur ]0, 7]

—Etudions la contzinuité enz =0
T°sin — . T sin = . . .
L =limz—=2=0= f(0) (car lim — =1etlim zsin
x r —0SINn T x —0

1

lim f () = lim
ac—>0f( ). z —0 sinz
f est continue en 0

—FEtudions la dérivabilité en x = 0

x2sin L
f (@) —f (0) “smz zsin

lim 2~ < 27— Jjyp ST — Jjijy =2 — ]im sin * et cette

z —0 x—0 z —0 T z —0 sinx z —0 z
limite n’existe pas. (car lim — =1 )

. z —0SInx
f n’est pas dérivable en 0
Et on a :
(290 sin % — cos %) sinz — 22 cos x sin %
, _ - 5 pour x #0
f'(@) = (sinx)
n’existe pas pour =20

Exercice 16
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

2 -
H;) ; 2)% (arcsina: — xm) ; 3)arc cosy/T; 4)arc tg<1 + ﬁ)
(shz)®

1 2
5)sin (Inz); 6)In (cos ) ;7)e? et9%; 8) cos (arcsin z) ; 9) ~———; 10) arctan g ( * )
x e

3+
Solution 16
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1)arcsin

2%\’ 2 — 222
— 2
1)arcsin(12xz> = f(z)= (1 +x2> _ = (1+22?)
+z J1< 2 ) xt —22%2 +1
1422 (1 +:E2)2
-2 (22 - 1)
(1+2?) —2(1-a?) 2

> file)= w1 (Te)@ -1 @+

z =
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2)1 (arcsinz —2v1—122) = f4(z) =1 ((arcsinx)’ _ (Im)/)

1 x2 1+ 2?2
S =t (2 - \/71—1:2—)) :1(_ﬁ_xz) -
I (@) 2<\/1—332 ( V1—2a? 2\V1— a2
1 (1+x2—1+x2) B ( x?
2 V1— 22 V1—22
1
- (&) _ 2/ -1
3 = ! = = =
Jare cosv/e = 5 (@) = = = A T a(vm) (Vi-2)
1—2\' —1l—-z—-14+=2
L (02) T -
4 t / = = = =
Jare g<1+x>:>f4(x) (1—33)2 (1—w>2 142z +22+1— 2z + a2
1+ 14
1+x 1+x
-2 -1
2+222 1+ 22
1
5)sin(lnz) = f §(z) = —cos (Inz)
x
1 1 1
6)1 —)=f = — tang—
) n(cosx> f6@) 5 tang
7)€a7'ctgx - f / ((E) _ (arct .’IJ)I earctgw _ earct_t]a:
7 - g - 1+IE2
8) cos (arcsinz) = f 4 (x) = — (arcsinz)’ sin (arcsinz) = 1_22
2 2
9) (shx) S f ()= 2shx chx — (shx)
er er
2z 1\’
2x , <3+7w> 6
10) arctang<3+m):>f10(x): <2x>2:5m2+6x+9
1+ 35z
Exercice 17
Calculer les dérivées niéme des fonctions suivantes :
1) fi(z)=(14+2)"; Pouwra=-1,a=3eta=—3
2) fo (@) =In(142)33) f3(2) = (@ + 1)’
Solution 17
Calcule des dérivées nieme des fonctions
D) =01+2)"=fi@=a(l+2)"" = fl@)=al@-1)1+z)""
sf M@ =al@=1)(a=2) ... (a—n+1)(1+z)""
—On montre par récurrence que la dérivée niéme trouvée est vraie.
Pour cela ,on suppose que f §") (x)=ala—1) (@ —2) ... (a—n+1)(1+2)*"
et on montre que la relation est vraie a ’ordre n+1
Crestadire: £ "™ (@) =a(a—1) (@ —2) oo...... (@—(n+1)+1)(1+a2)* "D
Ona:f™ (@) =a(a—1)(a—2) ... (@—n+1)(14+2)" "= (@) =
afa—1)(—2) . (a—n+1)(a—n)(1+2)*""" CQFD

—Pour aa = -1 =



1 n —1l—"n n
i) =5 = M7 @) = (D (D) (53) e (n) (L4 2) 7" = (-1)
nl (14+2)"' 7"
—Pour o = % =
A =vite=>fP@=1G-1)G(-2 . G-n+1)(14z)2 "=
3 (-3) (F) e B =) (L4227
()"
—Pour a = f% =
1 n
f@=—===1 "@)==1(-3-1)(-3-2) (-3 —n+1) (1 +2
“3y /— _i_,
=(=3) () (F) covveeme (3-n)(1 +3f)1 2
= (F)" 1.3.5.7 0 2n—1)(14+2)2 " VYn>2
, -1
2 ) =In(l+z) = fiLz) = — = ) = =
) R =) = F4@) = = FAE) =
3) () 2
D=y
n—1
() oy (DT (n=1)1
= =f5 (x) At
3) f3(2) = (v +1)%e
k=n
Formule de Leibnitz : (fg)™ = 3. Ck f (n=k) g(®)
k=0
Prenons :g(z) = (z+1)° = ¢ (z) = 3(x+1)° = ¢"(z) = 6(z+1) =
9@ (z) = 6;
] _
9™ (z) = 0Vn >4 et g™ (z) = (3 E))n)l (@+1°"  ¥n=0,1,2,3
Et f(x)=e®= fM(x)=(-1)"e™* VneN
D’ou : i i
(n) k=3 . (k) k=3 o
(@+1’e=)" =Tk @)™ (@+1)°) = % ¢k (~)" e
N k=0 k=0
13—k
G-m Y
Exercice 18
En utilisant la régle de ’hopital Calculer les limites suivantes :
) (1—&—96)%—6_ . 1—cosz ) r?—1 . sinzx
1)alcl—r>% x ,Q)i% et —1 "’ 3)alcl—>mllog33—1:+1’ 4)9151;332—71'2
5) lim&ﬁ) lim (z —2?In(1+ 1))
z—0cosz — 177 z=500 z

Solution 18
En utilisant la régle de ’hopital Calculer les limites suivantes :
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1 : Lin(1+x)
1 5 {(1+x) *6} {ex —e
—1) limw: lim = lim =12
z—0 x z—0 X z—0 T

Appliquons pour la 1¢7¢fois la Regle de 'Hopital :
[e% In(14z) _ e}/

lim ;

/ 1
= lim (e%“l(”””)) — (3 (1)) e M
r—0 €T

o [—(x+x12)érll(+1x+)x)+ﬂ

— lim [;—;ln(l—f—x)—i—ﬁ} e = lim

z—0 z—0

Appliquons pour la 2°™¢fois la RH :

!

lim (—(x—&—l)ln(l—&—x/)—l—x) o — lim —In(l1+z)—1+1 _ 1 —In(1+=z)
z—0 (mQ (1 + x)) z—0 3x2 4+ 2z z—0 | x (333 + 2)
9 hmlﬂ — %

z—0 e* — 1]
Appliquons la Reégle de I’'Hopital
lim 1—cosz _ lim (1- cosxl)/ — lim sinz 0
z—0 e — 1 x—0 (em — 1) z—0 e®

T _ 1 zlnz _ 1

—3) llm——— = lim——— = %

z—llogx —x+1 a—lloge —xz+1

Appliquons la Reégle de I’'Hopital

xlnxill 1 1 zlnx 1 1 zlnx
(e ) o hm(nxj— e _ hmx(nx—i- )e _
»L—>1(]0gx_aj+1) z—1 5—1 z—1 1—x

T
. rT—1
Dou: llm———— =00
z—llogx —x + 1
. sinx
—4) hmﬁ:%
T—TLre — T

ol

Appliquons la Reégle de I’'Hopital

. (sinz)’ . cosz —1
lim —_— = lim ——
T—T (ZE2 — 7(2) z—m 2T 2w

sin x -1

Dou: lim —— = —

o o
coszT _ o 0
5) lim ——— =2
—5) mli% cosz — 1
Appliquons la Reégle de ’'Hopital

! .
(ecosm . 6) . —sinzeos®
= = lm—— =¢
=0 (cosx — 1) 2-0 —sinzx
7 ) coszT _ o
Dou: lim——— =e

z—0cosx —1
—06) zh_)rr;o (m—x21n (1—|— %)) = lim 2?2 (% —1In (1—|— %)) = ;E%y% (y—In(l+y)) =

r—00

Appliquons la Reégle de ’'Hopital

Je-
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1
1
b Y- +y) < 1+y>1. vy
1im 7 = 11m = l1m = 11m
y—0 (%?) y—0 2y y=02y (1 +y) v—02(1+y)

D’ou : lim (ﬂc—xQIH (1_|_ %)) :%

Tr— 00
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Chapitre 6

Développement limité

Exercice 19

Donner le développement limité au voisinage de 0 & l'ordre 8 pour les fonc-
tions suitvantes :

1)f(x):10g<1> ; 2)g(z)=1—azsind
x
Solution 19

1) f () = log (1>

2y (@) = Jrploe

(> = oo par suite f n’admet pas de DL au v(0)a
x
'ordre 3.

2)g(z)=1—asint
- o - e 9 (@) —g (0)
limg (z) =1 sor ¢’ (0) = lim=——"—7 = lim
lim (f sin l) cette limite n’existe pas .
z—0 z

3.

g n'est pas dérivable en 0 par suite ¢ n’admet pas de DL au v(0)a l'ordre
Exercice 20

Donner le développement limité a 1'ordre 3 au voisinage de 0
des fonctions suivantes :

D A =vITes 2 f@=""1""

— Q0 i3) fs (x) = 1iwem

4) fa(z) =log(2+2)  35) fs(a) =log(L+e*)  :6) fo(z) = (1 +2)*
7) fr (x) = e3Fsine i8) fs(z) =sin (e2* — 1) ;9) fo (z) = Argthz (n =75)
Solution 20

Développement limité & I'ordre 3 au voisinage de 0
1) f@)=Vitx

On sait que :
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32
B ala—1) , ala—=1)(a=2) ; ala—1)(a—2)(a-3) ,
(1+z)” H—F + o1 Al o4 i T+
o(z*)
Prenons:a:%
@) =Vito=1+>- fi+fi @f+0@ﬂ
L= m'; 2 8 16 128
e —1—=z
2) b ="
S Y S .
e—Hﬁ+—+§+E+a+a+MM
et —=1-z 1 z? 23 ozt b b
fQ(m)_T_ﬁ gttt
71 T x3
TR +E+—+a+d)
z 1+x+—~w—+o()
e |
3) fo@) = T = 55
+e
2+x+—+§+0(x3)
En utilisant la division su1vant les puissances croissantes on trouve
el
he) =T =i+ ol
4) f4($):10g(2+$)
dx
log(2+x):f2+x—f (1+£)
) 2
Or: — =1-t+t>2 -3 t3
Tt + +o(t) .
1
Cela veut dire que : $:1_§+£_£+0(x3)
1+§ 2 4 8
dx z  x? z2 23
T _ 1 _1 _ 1
Parsulte10g(2+x)—2f1+$—2f<1—2+4>dm—2(x—4—&—24
2
c+0(x3)
avec : ¢ = f4(0) =log?2
T
f4(x):log(2+x):log2+§ 7+ﬂ+0( 3)
B5) fs(z)=log(1+e")=log(2+(e" —1))=log(2+X) /X =¢"—1—0
quant z — 0
3
X—m—l—%l-ﬁ-%‘
2 2
(:c+2,+’§—) (:c+2,+’§—) (:H—%—k
35) (x) =log (2 + X) =log 2+ 5 - 3 + 7

O(ZL' ,
(%)

—log24+ 2+ 2+
= log s tg ol



6) fo(x) = (1 +12)* = et log+o) S

10g(1+x):x—%+%—%+0(w4) et
1 X 272 LEB X l'2 1‘3
wlog(1+x)—1—2+3—4+0(z3)—1+tavec:t—<—2+3— 4)—>Oquantx—>0
>t
Ainsi : fo (z) = ex log(1+2) :el+t:eet=e<1+t+2|+?)'>+o(t3)
x 1}2 .'1532 x z2 I33
I +(_§+?_T> +(—§+?—T) N
= e - -
2 3 4 2 3

3

o\T

(_) 1_x+11m2_7x3 n (3)
—° 27 4 16 ) TV

3
) fr(z) = 3Tsine =3 esinw —¢3 e<17%>+0(m3)

= ¢ <1+<xf)+;(xf>2+é<xf)3>+o(zs)
)

e3 (1+$+I—;) +0(;1c3

8) fs (x) = sin (e*” — 1) =sint

(22)° | (22)°

ST

et sint=1¢t— %t?’ +o (t3)

fs (z) =sin (e** — 1) = (2z + 22% + 32°) — § (204 227 + %x‘?)?’ + 0 (%)
=2z +22% +o0 (xg)

-9) fo (x) = Argthx 20=0; n=5

avec 1t =e2®—1=2z+

+o (xs) = (2x + 222 + %x?’) +o0 (x?’)

1
fi(x)= Arg thx:fmdm
1

m:(l—fz)_1=1+m2+$4+0($4)
fo(z)= Argtha= [ (1+a*+z?)dz + o(a®)

3 5

:x+%+%+c+o(x5) avec:c=Argth0=0
3 5

Ainsi: fo(z)= Argthaz= x4+ % + = +o0(z %) —»DL au v(0) a 'ordre

Exercice 21
Donner le développement limité a ’ordre n au voisinage de xg
des fonctions suivantes :

1) f1 () = Argth (x — 1) zo=1; n=5

1
2) fa(z) = arctgm rxo=+4+00; n=3
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V1 —cosz
3) f3(z) = To=%;n=3.
X — b + ]. 2

4) fo(x) =Sh2(z—1) xo=1; n=5

1
5)f5(z)%1og(iir1> Tog =400 ; n=4

1+ 22

6) f (x) = log (

Solution 21
1) f1(x) = Argth (x — 1) xo=1; n=5

) ro=+00; n=3

Posons : Y = (z—1) - 0 quant z — 1

f1(z) = Argth (x —1) = Argth Y = [ 1 iny
1 1 2
OI'W:mzl_t"_tQ—t?"’_O(tS):1_(_y2)+(_y2) +O(y4) S

L+y*+yt +o(y")

5

_ dy 24 .4 5\ _ ﬁ v 5
fl(m)—f17y2 =[(1+y*+y")dy+o(y°)=y+ 3T +c+o(y°)
Avec : ¢ = Argth0 =0

Dou: fi(z)=(z—-1)+

(ff—gl)s n ($—51)5 Jro((xil)sy)

1
2) fa(z) = arctgm Tog=+00; n=3

Posons : Y = — — 0 quant z — o0
x

1 . 1
fo(x) = arctg@ = arctg (H_—Y) = arctg (Y (1—5-Y>)
=arctg (Y (1-Y +Y?)) =arctg (Y —=Y?+Y3) = arctg (t)
:f(lftQ)dt:tf§+c avec : ¢ = arctg (0) =0
(Y - y2+v3)°
st

arctg (t) = fm

o(Y3) =

fo () = arctg <1J}r/Y) = (y i v +Y3) .

Y —Y2+2Y3 4 0(Y?)

112
T oz 3x30$3

v1—coszx T
03 = _7’ :3
)f3(1’) -T—g‘i‘l Zo 5 n
™ s
Posons:Y:(x—g)HOquantxﬂg

1= ( 7)
\/ cos Y+2

V1 ;Or:cos(Y—&-g):—sinY

fs(x) =
V1 inY 1
Par suite : f3 (z) = Y++Slil =yl (V1+sinY)

Ona:y1+4sinY =1+t avec t=sinY — 0 quanty — 0
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t2 3
V14sinY = \/1+t—1+f—f+f+o(t4)
Y32 8 16
Et : t=sinY = Y—?—l—O(Y;‘) et
1
mzl_Y+Y2_Y3+O(Y3)
Ainsi :
3 3\ 2 3\ 3
%) %) %)
=(1-Y+Y?-Y3) |1 -
( * Y) + 2 8 + 16 *
0(Y3)
B Y 3., 29 .4 3
7175+§Y ,@y +0(Y) et
1 s 3 ™2 29 3 m\3
frw)=1-5(e-5)+5(e-3) ~(-3) “’((mz))
4) fy(x)=Sh2(z—-1) xo=1; n=5
Posons : X = (z —1) — 0 quant  — 1
Dou: f1(x) = Sh 2X =2ShX ChX
shx=x+ X0 X0 x)
B 6, 120
X X 5
ChX = 1+7+32—4+05(X) 2 )
X X X X
=2( X+ "+ ) (1+=—+"— ) =2X+2X 34+ 21X°
fa (z) < +6+120>(+2+24> +3 + 15 +
o(X %)
fi@)=2@-D)+i@-1)"+ L@-15+o((x-1)%)
1
)f5()=§0g(x+ ) To=400; n=4
z—1
Posons : X—*—)O quant x — 00

1+ X 1
D'ou: f5 (x :% ( ):é g(l—X) ArgthX = f X2d

Y
ﬁ_@— ) =1+ X 24 X 4o (XY
f5(x) =Arg th X = f 1X2d$:f(1+X2+X4)dm+o(X5)
X3 X°
—X—i—T—&—?—i—c—i—o(X ) avec: c=Argth0=0

f (;C)—l—l—i—l—i—‘ro i
° Tz 3x3 5xd x5
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142
~6)fe(x)=1og( +$> To=+00; n=3
x
1
Posons : X = — — 0 quant x — oo
x

Dou : fg(z) = log (2—1—;) = log(2+ X) = log (2 (1—1—%)) = log2 +
log(l—l—%)
Or dog (1+ %) = % — 1 ($)° +1 (3)* 40 (x?)

2) = 2
142z 1 1 1 1 1
=1 —log (24— ) =log24+————+——+o(—
fo (@) og( x > 0g< +x> ©8 +2x 8x2+24x3+0<x3>
—DL au v(oco) a lordre 3.

Exercice 22
a) Donner le développement limité a ’ordre 5 au v(0) de la fonction
f (z) = Arc tgx

(utiliser la dérivée de f )
b) Donner le développement limité a l'ordre 5 au v(0) de la fonction

(@) Arc tgx
€Tr) =
g 1+ 22

¢) En déduire le développement limité a 'ordre 6 au v(0) de la fonction

h (z) = (Arc tgz)?

Solution 22
a) Donner le développement limité & 'ordre 5 au v(0) de la fonction

f (x) = Are tgx:/ dx = /(1 —z? + 2*)dz + 0 (2°)

73

:zf§+%+c+9(z5) avec :c = arctg 0 = 0

b) Donner le développement limité a l'ordre 5 au v(0) de la fonction

Arc tgx 1 x> 2P
= =(A — ) = 2 ) (1= g2 4
g (x) 1T a2 ( rctga:)<1+x2) (x + >( T +x)+
5

1422

3 )

5
=z——+=——+0(2°)
¢) En déduire le développement limité & Pordre 6 au v(0) de la fonction
h (z) = (Arc tgz)®
2Arc t
On remarque que :h' (z) = ST t9T 2g (x)

14 22 . .
4 23
celaveut dire que : h (z) =2 [ g (z)dz =2 [ <x - % + 1353 ) dz+0 (29)
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9 2z* n 2325
= rr — —
3 45
Exercice 23
Donner le développement limité au voisinage de 0 & Uordre 3 de la fonction

sutvante :

D f(x) =

+c+6(2%) avec:c=h(0)=0

X

1+

+ cosx

T

1+

+cosx —2

2) En déduire la  lim 3
x—0 x

Solution 23
1) f(z)= e + coszx

11+
—1—x+x2—m3+0( 3)
14+ 22
On a: —1+x+—+?+0( %)
cost = e* 7lf§+o( )
et 2 3
A1n51:f(x)—1+m+cosx :(1—x+m2—x)<1+x++3'>+1—
2
T
L ()
3
:2—x—+0(m3)
3 xr
le +cosx —2
2) En déduire la  lim tz 3
x—0 X
< . 2 2 o) 2
cosx — —Z 4 o(z3) —
-1
lim 1tz = lim 3 = —

z—0 3 —0 23 3
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Chapitre 7

Les éspaces véctoriels

Exercice 24 : Vérifier si les ensembles suivants sont des s- ev de R? :
A={(z,y)eR¥/z+y=1}
B={(z,y, z)eR3/z >0}
C={(z,y,1)eRz,ycR}
D={(z,y, ) eR¥/a? +y*+ 22 <1}
Solution 24
— A:{(x,y, z)ERg/x—i—y—l—z:aﬂeR*} n’est pas un s- ev de R3
car (0,0,0) ¢ A
— B={(z,y, z)€R¥x >0} nest pas un s- ev de R? car :
pour (x,y, 2)=(1,1,1)e Bet \=—-2ona:Az,y, z)=
(72772772)¢B
— C’:{(x,y, 1)€R3/m,y€R} n’est pas un s- ev de R? car (0,0,0) ¢ C
— D={(z,y, z)€R¥/a?+y*+ 2% <1} n’est pas un s- ev de R? car
/
pour (z,y,2)=(3.5,5)€DetA=4ona: A(z,y, z) =
(2,2,2)¢D
Exercice 25 :

Soit F={(zx —y+22z,3y—z,2) /z,y, z€R}
1) Montrer que F est un sous éspace véctoriel de R3.
2) Donner une base pour F.

3) Montrer que F =R3.

Solution 25

F={(z—-y+22,3y—z2,2) /z,y, 2z€R}

1) F est un sous espace véctoriel de R? en effet :
Ona:a)(0,0,0) € Fdou F#0o
b) Vu,v € F' et Va,B € Ryau+ fv € F
uw€ Fie:w=(x1—y1+221,3y1 — 21,21)
v e Fiew=(r2—ys+ 222,2ys — 22,%2)

39
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au+ v =a(x1 —y1 +221,3y1 — 21,71) + B (T2 — Y2 + 222, 2y — 22, 72)
= ((a@1 + Ba2) — (ay1 + By2) +2 (@21 + Bz2), 3 (ay1 + Byz2)
— (21 + Bz2), (az1 + fa2))
= (x3 —y3 + 223 ,3y3 — 23 ,23) € F
Ainsi F est un sous espace véctoriel de R3.
2) Donnons une base pour F.
F:{(‘T—y+237 3y—Z, ZE) /ZE, Yy, ZER}
={(z,0,2 )+ (-y,3y,0)+ (22,—2,0) /=, y,z € R}

:{x (1,0,1)4y (-1,3,0) +2z (2,-1,0)/ x, y,zeR}
—— ———— ——

:{x vy +y vy +z U3/.’E,y,ZER}
- =~ —

F est le s-ev engendré par {v; ,vy ,v3},
ie : La famille de vécteurs {vy ,v2 ,v3} est une famille génératrice pour F'.
— La famille de vécteurs {v; , vy ,v3}est-elle libre ?
ie:Va,8,0 eR [/ avi+ fva+dvs=0rs = a==06=07?
avy + fvg +ovg =a(1,0,1)+6(-1,3,0)+0(2,—1,0) =(0,0,0) =

a—0+25=0 —8+26=0
(e —B+20,38—0,a) =(0,0,0) = 36—6=0 == 36—6=0
a=0 a=0
—B+68=0ie:8=0
= 36=6=0 e
a=20

a=p=6=0
D’ou {v; ,vs ,v3}est libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour F.
dimF =3
3)On a : F est un sous espace véctoriel de R® et dim F' = 3 = dim R3et
donc : F =R3
Exercice 26 :
Soient les sous ensembles de R3suivant :
F={(z,y,z)eR/ z+y—2=0}
G = {(x—y ,x+y,r—3y)ERY (z,y) GRQ}
1) Montrer que F' et G sont des sous éspace véctoriel de R3.
2)Calculer la dimension de F et de G.
3) Déterminer F'N G.
Solution 26
Soient les sous ensembles de R3suivant :
F={(z,y,z)eR¥ z+y—2=0}
G={(z—y,v+y,z—3y) R (z,y) € R?}
1) Montrons que F' et G sont des sous éspace véctoriel de R®.

—>F:{(:c7y, 2)6R3/x+y—z:0}
={(z,y,z)eRat+y=2}={(z,y, z+y)/z,y e R}
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F est un sous espace véctoriel de R3 en effet :
Ona:a) (0,0,0) € F dou F # @&
b) Yu,v € F et Vo, € Rjau+ fv € F
uw€ Fie:w=(x1,y1,21+y1)
v e Fiew=(z2,y2, 72+ y2)
au + Bv = a(x1,y1, 21 +y1) + B (T2, y2, 72 + Y2)
= ((az1 + Bx2) , (ay1 + By2) , (ax1 + Br2) + (ay1 + By2))

= (z3,y3 ,23 +y3) € F
Ainsi F est un sous espace véctoriel de R3.

—-G={(z—y,z+y,v—-3y) €R3/ (z,y) e R?}

G est un sous espace véctoriel de R? en effet :
Ona:a)(0,0,0) e GdouG#0o
b) Vu,v € G et Va,B € Ryau+ fv e G
ueGiew=(r1—y1,x1+y1 ,x1 —3yY1)
veEGiew=(xa—Y2 ,T2+ Y2 ,T2 — 3Y2)
au+fv=a(z —y1,21+y1,21 —3y1)+B8(v2 —y2 , 72 +y2 , T2 — 3y2)
= ((ax1 + Ba2) — (ay1 + By2) , (w1 + Br2) + (ay1 + BY2) , (ax1 + Br2) =3 (ay1 + By2))

= (v3—y3,23+ys3,v3—3y3) €G
Ainsi G est un sous espace véctoriel de R>.
2)Calculons la dimension de F et de G.
—F={(z,y,2)eR o+y—2=0}={(z,y, z+y)/z,y € R}
={(z,0, 2)+(0,y,9) /2,yeR}={2(1,0,1)+y(0,1,1) /=z,yeR}
= {zv; +yv2 [ z,y €R}

F est le s-ev engendré par {v; ,vy },

ie : La famille de vécteurs {vy , v } est une famille génératrice pour F'.
— La famille de vécteurs {v; ,vy }est-elle libre ?
ie:Va,8,0eR Javy+Pva=0 —=a=5=07
avy + fuva =a(1,0,1)+£(0,1,1) = (0,0,0) =

a=20
(o, 8,0+ B) = (0,0,0) = B=0
a+ =0

D’ou {v; ,vq }est libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour F.
dim FF =2
—G={(z—y,v+y,z—3y) R/ (z,y) € R?}
= {(Qﬁ, T, '7;) + (_y7y7_3y) /'rvy € R} = {33(1 1 1) +y(_1717_3) /{E,y € R}
—{av1 +yvs [ 3,y € R}
G est le s-ev engendré par {v; ,vs },
ie : La famille de vécteurs {v1 ,v2 } est une famille génératrice pour G.
— La famille de vécteurs {v; ,vy }est-elle libre ?
ie:Va,8,0 e R Javy+Pva=0r —=a=5=07
avy + e =a(1,1,1)+6(-1,1,-3)=(0,0,0) =
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a—pB=0
(a—B,a+B,aa—38)=(0,0,00={ a+=0 =a=8=0
a—36=0

D’ou {v; ,vy }est libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour G.
dimG =2
3) Déterminer F N G.

Soit Ue FNG=UeF etUecd
Cela veut dire que : U = (z —y ,x + y,x — 3y) = (z ,y,x + y)

rT—y=<x
= rTt+y=y = { y=0
z=0
r—3y=x+y
FNnG={(0,0,2) /] ze R}
Exercice 27 :
Soit FF'={(0,y, z) /2y— z=0}
1) Montrer que F est un sous éspace véctoriel de R3.
2) Donner une base pour F et calculer la dimension deF.
3) F est - il égale a R3 ? justifier.
Solution 27
Soit F={(0,y, 2z) /2y— 2=0}={(0,y, 2y) /y€eR}
1) F est un sous espace véctoriel de R? en effet :
Ona:a) (0,0,0) € F dou F # @&
b) Vu,v € F et Va,B € Ryau+ v € F
u€ Fie:u=(0,y1,2y1)
v € Fiew=(0,y2,2y2)
au+ Bv = a(0,y1,2y1) + (0, y2, 2y2)
= (0, (ay1 + Py2) 12 (ayr + Bya))

= (an?) a2y3) EF
Ainsi F est un sous espace véctoriel de R3.

2)Calculons la dimension de F

F={0y,2y) /yeR}={y(0,1,2) /yeR}

F est le s-ev engendré par {v = (0,1, 2)}

ie : La famille de vécteurs {v } est une famille génératrice pour F et comme
v=(0,1, 2)#(0,0,0)

Alors {v }est libre ,par bsuite cette famille forme une base pour F' et dim F' =
1

3)On a: dimF =1 = dimR3et donc : F # R3

Exercice 28 :

Soit F={(x—y+2z,2c4+y+42,3y+22) /z,y, z€R}

1) Montrer que F est un sous éspace véctoriel de R3.

2) Donner une base pour F et calculer la dimension deF.

Solution 28

F={(z—y+z,2x+y+42,3y+22) /x,y, zeR}
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1) F est un s-ev de R3en effet :Vu,v € F et Vo, B € R;au + Bv € F
ueF ie w=(x1—y1+21,2x1+ y1+42z1, 3y1 +221)
veF ie ZU:($27y2+ZQ,2$2+ Yo +4z o, 3y2+222)
oau+ pv=a(x; —y+21,2x1+ y1 +42 1, 3y1 +221) +
ﬂ(%g—y2+22 ,2x9 + y2—|—4z 2, 3y2+222)
= ((az1 + Br2) — (ay1 + By2) + (21 + B22), 2 (ax1 + Br2) + (y1 + Bya2)+

4 (az + Bz2),
| —

+3 (ay1 + Bya) +2 (az1 + B22))

= (23 — Y3 + 23,203 + Y3 +423,3y3 + 223) € I
Q)F ={(z—y+z,2z+ y+4z,3y+22) /z,y, zeR}
={(z,22,0)+(-y,y,3y) +(242,22)/z,y, z€R}

{x (1,2,00+y (-1,1,3) +2z (1,4,2)/x, y, zGR}
{\W_/ —_—— ——

T up +y us +=z ug/x,y,zeR}
—~ =~ —

F est le s-ev engendré par {uj,us, us}

La famille de vécteurs {u,us, us} est - elle libre ?

Soit a, 8,0 €R [/ aus + Pus +dug =0ps = a==06=0

auy + Bug + dus = « (1,2,0) + 8(—1,1,3) + 6 (1,4,2) = (0,0,0) =
a—pF+6=0

(a—B+0,2a+ 5+46,36+2) = (0,0,0) = 204+ 4+46=0 —

38+26=0
a= =34
3

Ainsi {uq, ug, ug fest lice

:>pour5:10naa:%5etﬂ:—f

Or : {u1, ug}est libre (facile & voir) et donc cette famille forme une base pour

et dimF =2
Exercice 29 :

Considérons les trois vécteurs de R? définis comme suit :

vr = (1,-1,1) ,v2 = (V2,v3,0) ,v3=(0,0,1)

1) La famille de vécteurs {v; ,vs ,vs}est-elle libre ?

2) Considérons les sous éspaces véctoriels de R3 définis comme suit :
Fi = {)\1’1)1 + Aa¥s / )\1,)\2 S R}
Fy = {Byv3 + Bava [ By, B2 € R}

a) Quelle est la dimension de F; et de Fy 7.

b) calculer F} N F; .

¢) En déduire la dim (F} N Fy) .
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Solution 29

vr = (1,-1,1) ,v2 = (V2,v3,0) ,v3=(0,0,1)

1) La famille de vécteurs {vy ,vs ,v3}est libressi :

Va,B,0 e R /avi+poo+dvg =0 —=a==6=07

avy + Bua + 6vs = a(1,-1,1) + B (V2,v3,0) + 6 (0,0,1) = (0,0,0) =

a+v28=0 (V2+V3)B=0ie =0
(@ +v28,—a+3B,a+68) =(0,0,0) =3 —a+38=0 = a=+38 ie a=0
a+d=0 0= —« ie 6=0
a=B=6§=0
2)

a) dimension de Fy et de Fy avec :

Fir={Mvi+ v [ A, A2 €R}; By = {Byv3 + Byv2 / B1, 8, € R}

—Comme {v; ,vy ,v3} sont lineairement indépendant , il en est de meme
pour toute partie de cette famille .

ie :{vy ,ua },{v1 ,v3},{va ,vs}sont libres .

—Comme {v; ,v2 }est une famille génératrice pour Fj et cette famille est
libre alors elle forme une base pour Fiet

—Comme {v3 ,vy }test une famille génératrice pour F» et cette famille est
libre alors elle forme une base pour Fyet

dim Fy =2
b) calculons Fy N Fy et dim Fy N Fy .
Soit ue FiNF, —=ueckF, et ue ks
u € Fp ie A, 0 €R / U = A1 + Aavo
u € Fyie 38,85 € R / u= Bv3 + Byv2

= A1 + Agvg = [u3 + By

= Mv1 — Buz + (A2 — By) v2 = 0

Comme {v; ,v2 ,v3} sont lineairement indépendant alors :

A =0
-5 =0
()‘2 - 52) =0
Ainsi : u = A\yvg / A €R
F1 QFQ = {)\2’[)2 / )\2 S R}

{vs}est une famille génératrice pour Fy N Fy et comme vo # Ogs alors {vs fest
libre et donc :

cette famille forme une base pour Fi N Fy et dim Fi1NFy, =1 .



Chapitre 8

Applications Linéaires

Exercice 30. Dire les quelles parmi les applications suivantes sont des
applications

linéaires de E dans F' et, dans ce cas, déterminer le noyau et I'image :

1) E=F=R?

a) f (2,9) = (20 + 3y,2)

b) f(z,y)=(y,z+y+1)

_ - Yy
C)f(.’)f,y)— <$2+y2+17:€2+y2+1> .
2) E=F=R?
a)f(sc,y,z):(—y—l—z,—x—z,x—y)

b) f (z,y,2) = (—z + 3y, 2,2z — y + 22)
Solution 30
1) E=F =R?

a) f (z,y) = (22 + 3y, x)

)

fle(z,y) + 6 y) = af (z,y)+ Bf (@,
fle(z,y) + 8 (" y))

[ est linéaire & Va, B € R,V (z,y), (2/,y',) € R?,
'y

|
~

az + ',y + By') = (2 (ax + Bz') + 3 (ay + BY') , ax + Sa')
(a (22 +3y) + B (22" + 3y') ,az + By)

(a (22 + 3y) ,az) + (B (22" + 3y'), By)

a2z + 3y,z) + B (22" + 3y, y)

af (x,y)+ Bf (2',y") cela veut dire que f est

linéaire

—kerf

}(m,y) eR?/ f (z,y) :ORz}
20 +3y=0

R?/ (2z + 3y,z) = (0,0)}
{(x, € R?/ { 2 =0 }:{(:c,y)eR2/:r:y=0}
= {(

y) €
0,0)} = {0]R2} =dim(kerf) =0
—Im f={f (z,y) / (z,y) eR?} ={(2z+3y,z) / (z,y) € R?}

45
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={@2z, 2) +(By,0)/ (z,y) e R?}
={z(2,1) +y(3,0)/ (z,y) € R?}
Im f est le sous éspace véctoriel engendré par la famille de vécteurs {v; = (2,1) , vy = (3,0)} ,cette
famille de vécteurs est - elle libre 7
— La famille de vécteurs {v; ,vy }est-elle libre ?
ie:Va,BeR Javy+purg=0re =a=F=07
avy + vy = «(2,1)+ 3 (3,0) = (0,0) =
(2a +3B,a) = (0,0) = { 20‘:?:50: 0
D’ou {v; ,vy }test libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour Im f

dimIm f=2
Or Im f est un sous espace véctoriel de R? et dimIm f = 2 = dim R2cela
veut dire que Im f = R2.

b) f (z,y) = (y,z +y+1)
Ona: f (0,0) =(0,1) # (0,0) cela veut dire que f n’est pas linéaire.
z Y
C)f(x’y)— <x2+y2+13$2+y2+1> .
Ona: f(0,0)=(0,0)
Or pour X = (1,0) et Y = (0.1)
FX+Y)=f(1,1)=(5,3) et f(X)+F(V)=(5.0)+(0,3) =(3,3)

Ainsi: f(X+Y)# f(X)+ f(Y) cela veut dire que f n’est pas linéaire.
9) E=F=R?
a) f (x,y,z) = (7y+Z,*LE*Z,.’E*y)
f est linéaire < Vo, B € R, Y (2,9, 2), (2,9, 2') € R3,
fla(z,y,z)+ B8y, 7)) =af (x,y,2) +Bf (¢, 2)
fla(@y,2)+ B8y, %)) = f (ax+ B2, oy + By, oz + B2)
= (= (ay + BY) + (a2 + B2') , — (ax + fa’) — (az + B2') , (ax + Ba’) — (ay + Bs
=(a(-y+2)+B(-y +7),a(-z—2)+B(-2"—2),a(x—y) + 8" +y))
= (a(-y+2),a(-z—2),a(r-y)+
B(=y' +2),8(=2" =2), B (" +9))
= a(-y+z—z—z,x—y) +
3 (_y/ + 2 - — 2+ y/)
=af(x,y,2)+ 8f (2',y',2')  cela veut dire
que f est linéaire

—1Im f={f (z,y,2) /| (z,y,2) e R}
= {(nyrz,—xfz,xfy) / (z,y,2) €R3}
={(0,—z,2)+ (—y ,0,—y) + (z,—2,0) / (z,y,2) € R3}
={z(0,-1,1) +y(-1,0,-1) + 2(1,-1,0) / (z,y,2) € R?}
Im f est le sous espace engendré par {(0,-1,1),(-1,0,—-1),(1,—-1,0) }
Cette famille de vécteurs est - elle libre ?
Va,B,0 eR [/ avi+pra+dv3 =0 —=a=F=5=07
a(0,-1,1)+8(=1,0,-1)+46(1,-1,0) = (-8 + 6, —a — §,a — B) = (0,0,0)
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—B4+d=0 B=9¢
= (¢ —a—-0=0 = —a=0 =a=p=6=0
a—0=0 —26=0
D’ou {v; ,v2 ,v3}est libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour Im f
dimIm f=3

Or Im f est un sous espace véctoriel de R? et dimIm f = 3 = dim R3cela
veut dire que Im f = R3.
—On a dim(kerf) +dim(Imf) = 3; or dim(Imf) = 3 ie : dim(kerf) =0
et kerf = {Ogs}
b) f (x,y,z) = (—ZL’+ %yvz,Qx —y+2Z)
f est linéaire < Vo, B € R, Y (2,9, 2), (2,9, 2') € R3,
fla(zy,z)+ 8y, 2") =af (x,y,2) +Bf (2., 2)
J (@ (@, 2) + By ) = f (az + Ba oy + By, oz + 52
= (—(az + B2") + § (ay + BY) , (az + B2') , 2 (ax + f2’) — (ay + By) + 2 (az + 52'))
= (a (—x—i— %y) + B (—x’—|— %y') yaz+ B2 a(2x —y 4+ 22) + 5 (22 —y’—|—2z’))
= (a(-z+3y),0z,0(2z —y +22)) +
(ﬂ (—SCI + %y/) 762176 (23:/ _ y/ + 2,2/))
= a(—x—i— %y,z72x—y+2z) +
ﬂ (—CL’I + %yﬂz’,?m’ _ y/ + 22,/)
=af(z,y,2)+ 8f (2',y',72)  cela veut dire
que f est linéaire

_)Imf: {f (a:,y,z) / (a:,y,z) ERS}

={(- m+2y,z 20 —y+2z) / (z,y,2) € R3}

={(-2,0,22) + (3y ,0,—y) + (0,2,22) / (z,y,2) € R3}

={2(-1,0,2)+y (3,0,-1) +2(0,1,2) / (z,y,2) € R?}

Im f est le sous espace engendré par {(—1,0,2),(%,0,-1),(0,1,2) }
Cette famille de vécteurs est - elle libre ?
Va,B,0eR [ avi+puo+dvg =0 =a==6=07
a(=1,0,2)+5(3,0,-1) +6(0,1,2) = (—a+ 38,6,2a — B+ 26) = (0,0,0)

—a+38=0 B=a
— 0=0 — —a=0 =poura=1lonaf =2 et
20— 5420 =0 200 =

0=-1
D’ou {v; , vy ,vs3}sont lices
Or :{vy ,vs }sont libres car:
Oé(*17072)+6(071,2) = (70576,205+26) = (03030) = a:B: 0
Et comme elle est génératrice ,elle forme une base pour Im f et dimIm f =2
—kerf = {(z,y,2) €R®/ [ (z,y,2) =Oga}
={(z,y,2) e R/ (—z+ 1y, 2,20 —y+2z) = (0,0,0)}

—z+5y=0 9 —

={ (z,y,2) € R3 2=0 =4 (z,9,2) €R3 =Y

02) / 20 —y+22=0 { ’) /{ 0 }
={(z,22,0)/z e R} ={x(1,2,0) /2 €R }
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kerf est le sous espace véctoriel engendré par le vécteur v = (1,2,0) et
comme ce vécteur est non nul ,il forme une base pour kerf et dim(kerf) =1

Exercice 31 :

Considérons I'application f définie de R? dans R?par f (z,y) = (z +y,2 — y) .

1) Montrer que f est linéaire.

2) déterminer ker f ,Im f et donner leurs dimension. f est elle bijective ?

3) déterminer fo f.. f (z,y) = (x+y,z —y).

1) Montrer que f est linéaire.

Solution 31

f est linéaire & Vo, B € R,V (2,9), (2/,y',) € R?,

f(a(@,y) + 8@ y) = af (2,9) + BF (@)

fla(z,y)+ B y) = floaz+ P2’ oy + By') = ((ax + B2') + (ay + BY') , (e + Ba’) — (ay + By
=(a(z+y)+ 6" +y),a(x-y)+8 (" —y))
=(a(@z+y),alz—y)+@BE +y),. 8 —y))
=a((z+y),(z—y)+8(E"+v), @ +y))
=af (z,y) + Bf (2/,y') cela veut dire que f est
linéaire
2) déterminons ker f ,Im f et leurs dimension.
—kerf = { x, y )€R?/ f (x,y) = Op}
G RQ/ (1‘+y,l’ 7y) = (O,O)}
u,>1W/{$+§:8 b= {@ ert/o=y =0}
(0,0)} {ORz} :>d1m(kerf) =0

Il
,_A,f—"\

f:{j‘(,y a:y cR’} ={(z+y,z-y) / (z,y) €R*}
={(z, 2) y.—y)/ (z,y) € R?}
={z(1, +y(1 -1)/ (z,y) €eR?}

Im f est le sous éspace véctoriel engendré par la famille de vécteurs {v; = (1,1) ,v3 = (1, —1)} ,cette
famille de vécteurs est - elle libre ?

— La famille de vécteurs {v; , vy }est-elle libre ?

ie:Va,BeER Javy+Puy=0re = a=06=07

avy + fuz = a(l,1) + 5(1,-1) = (0,0) = (a+B,aa— ) = (0,0) =

a+6=0
{ a—pB=0

D’ou {v1 ,vs }est libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour Im f

dimIm f=2
Imf est le sous éspace véctoriel de R%etdimIm f =2 = dimR? = f est surjective.
dim (kerf) = 0 = f est injective
f est bijective.
3) déterminons f o f.
fofl@ =Ff@t+yr—y =@t+tytz—yrz+ty—ac+y) =2(zy) =
2idg2 (x,y)

Exercice 32.
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i) Considérons I'application f définie de R* dans R3

par f (z,y,2,t) = (z+y,y — 2z, + 2).

Montrer que f est linéaire; donner une base pour ker f et pourlm f. Quel
est le rang de f7

2i) Considérons I'application g définie de R® dans R?

par g (,9,2) = (y + 7,0 + 2,3 +7)

1. Montrer que g est un automorphismede R3. Quel est le rang de cette
application ?

2. Déterminer g o f.

Solution 32

1) f (x,y,z,t) = ($+y,y—z,aﬁ+z)
Montrons que f est linéaire

f est linéaire & Vo, B € R,V (2,9, 2, 1), (2/,y, 2/, ') € R4,
f (a ($7y7zat) +ﬂ ($/7y/7zlat/)) = f (Oé.T + 51'/’049 +/6y/a042 + Bz’,at + ﬁtl)

= ((az + ') + (ay + BY') , (ay + BY') — (@z + B2') , (ax + B2') + (az + B2'))
=(a@+y) +BE" +y),aly—2)+BW —2),a(x+2)+ B (2" +2))

= (a(w—i—y),a(y—z),a(x—l—z))—i—
B +y), By —2),8@" +2)

B +y), (Y —2), (@ +2)

=a((z+y),(y—2),(x+2))+

= af (z,y,2,t) + Bf (2',y,2',t') cela
veut dire que f est linéaire

—déterminons ker f ,Im f et leurs dimension.
—Im f={f (z,y,2,1) / (2,y,2,1) eR'}
Z{(x—l—y,y—z,x—l—z)/(xy, )6 3}
={(z,0,2) + (y ,4,0) +(0,~2,2) / (2,y,2) € R*}
—{xlOl)—l—y(llO)—i—z( -1, )/(x,y,)€R3}
Im f est le sous espace engendré par {v; = (1,0,1),v2 = (1,1,0) ,v3 = (0,-1,1) }
Cette famille de vécteurs est - elle libre ?
On a: vs = vy —vg;d’ou {vy ,vs ,vs}est lice .
Or {wv1 ,vy }est libre ;par suite cette famille forme une base pour Im f et
dimIm f=2
—kerf = {(x,y,z,t) ERY f (2,y,2,t) = ORs}
={(z,y,2,t) eR*/ (x+y,y—z,2+2)=(0,0,0)}

z+y=0
= (as,y,z,t)ER4/ y—ZZO :{(x7yvzvt)eR4/x:_y:_Z}
z+2=0

= {(SC, 71’77:&” /IE € R} = {m(lafl,flao) +t(070a0»1) / xvt € R}
ker f est le sous espace engendré par {v; = (1,—1,-1,0),v = (0,0,0,1)}
Il facile de montrer que cette famille de vécteurs est libre ,par suite elle forme
une base pour ker f =dim(kerf) = 2
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—le rang de cette application=rg (f) = dimIm f =2

2) g (z,y,2) =(y+zz+z1+y).

. 3 g linéaire de R3dans R3
1. g est un automorphismede R® < g bijective & kerg = {0gs} < dimTm g = 3 = rg¢ (g)
-g linéaire de R3dans R? (facile & montrer)

'kerg = {(zyyvz) € Rd/g (xvyaz) = OR3}

kerg = {(z,y,2) € R?/ (y+ 2,2+ z,z+y) = (0,0,0)}

y+2=0
—{(2,9,2) €R3/{ z+z=0
z+y=0

={(z,y,2) ER¥/z=y=—zet z=y}

={(z,y,2) ER¥*/z=y=2 =0} = {Ops}
-Le rang de cette application : rg(g) = dimImg
On a:dimIm g+ dimker g = dimR? =3 = dimIm g =3 =rg(9)
2. Déterminons g o f.
gof (z,y,2t) =g(f(z,y,28)) =gz +y,y—2zx+2)=(y+z, 2x+y+z +2y—2)

Exercice 33. Soient (e1, e2) et (uy, uz, uz) les bases canoniques de R? et R3.
1. Donner 'application f : R? — R3? qui vérifie

f (e1) =2uy —us, f (e2) =u3 —uy

2. Montrer que Im f est un sous espace de R? de dimension 2.
Solution 33

Soient (e, ez) et (u1,uz,us) les bases canoniques de R? et R3.
1. Donner l'application f : R? — R3 qui vérifie : f (e1) = 2u; — ug, f
(62) = Uz — U1

Soit (x,y) € R?; (z,y) = (,0) + (0,y) = x (1,0) + 3 (0,1)
= f (mvy) = .’Ef (170)+yf (07 1) =T (27 0; _1)+y (_17 0; 1) = (21' - Y, 07 —T + y)
2. Montrer que Im f est un sous espace de R? de dimension 2.
_>Imf:{f (x,y,z) / (x,y,z)€R3}
={(2z—y,0,—z+y) / (z,y) € R?}
= {(2LE ,O,—SL‘) + (_y ,O,Q) / (z,y) € RQ}
= {fE (230, _1) + y(_lvoa 1) / (x,y) € RQ}
Im f est le sous espace engendré par {v; = (2,0,-1),vy = (-1,0,1)}
— La famille de vécteurs {v; ,vs }est-elle libre ?
ie:Va,eR Javy+pra=0 = a=F=07
avy + 5'02 = a(270771) + /6(71)071) = (070) = (20575703 70[+B) =

mnmrﬁ{Qa‘ﬁzo

sy —a=8=0
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D’ou {vy ,vy }est libre et comme elle est génératrice ,elle forme une base
pour Im f
dimIm f=2
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Chapitre 9

Matrices et Systémes
Linéaires
Exercices 34 :

Donner la matrice associée a chaque application linéaire suivant la base
canonique

f: R? — R3
(x,y7z)—>(w—y+2z, 3y—z, fl))
f: R2 — R3

(x,y) = Bz —y, 3y—=, 5z+3y)
Solution 34 :
f: R? — R3
(x,y7z)—>(x—y+2z, 3y—z, x)

(61 = f(l,0,0) = (13();1) =e1tes
On a f(e2) = f(0,1,0) = (—1,3,0) = —eg + 3e3
f(ei%) :f( ) ’1) = (27_170) =2e; — e
Dou fler) fle2) fles)
1 -1 2\ e
Mp,.B,) (f) ( 0o 3 -1 ) €2
1 0 0 €3

(z,y) = Bz —y, 3y —x, 5z + 3y)

J flur) =f(1,0)=(3,-1,5) = 3ey — ez + be:
Ona.{ ) f(o’l) (_17373):_611“!‘322‘1‘3;3

Dou : fu)  f(u2)

~
—
<
[V}
S—
Il
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3 -1 €1
M(B2 B3) (f) - 71 3 62
5 3 es

Exercice 35 :

On considére la matrice suivante :
Ae 1 1 11

1 2 3 4
et f Dapplication linéaire de R*dans R?dont la matrice suivant la base
canonique By et Bs est A.
1) Determiner application f .
2) Montrer que Bj=(v1 = (1,1,0,1) ,02 = (-1,0,1,2) ,u3 = (1,2,3,4) ,04 = (-1, 1,3,0))
forment une base pourR*.
3) Montrer que By=(u; = (1,2),uz = (—1,0)) forment une base pour R?.

4) Donner la matrice associée & f suivant les nouvelles bases Bjet Bj.
Solution 35 :

1 1 1 1
2 A:( 12 3 4
1 -1 1 -1
1 0 2 1
2) On a : determinant 0 1 3 3 |7 —10#0
1 2 4 0
Par suite :Bj= (1,1,0,1) ,v2 = (-1,0,1,2) ,v3 = (1,2,3,4) ,v4 = (-1, 1,3,0))

forment une base pourR4

3)Ona: determinant( ; _01 > =2#0
)

Par suite :By=(u; = (1,2) ,u2 = (—1,0)) forment une base pour R?

4) Donner la matrice associée & f suivant les nouvelles bases Bjet Bj.
R* - R* - R? — R2

1 ! ! 1
B, By By B
P A Q1
A=Q A P
la matrice A’associée & f suivant la base Bjet B} est :
1 -1 1 -1
A,:(o %)(1111) 1 0 2 1 :<§5155>
-1 3 1 2 3 4 0 1 3 3 5 3 5 2
1 2 4 0
1 -1 1 -1
1
meca= (3 )oam (8 fens [0 20
1 2 4 0
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Exercice 36 :
On considére la matrice suivante :

3 -1 1
A=l 0 2 0
1 -1 3

et f lendomorphisme de R3dans R3dont la matrice suivant la base cano-
nique

B =(e1,e9,€3) est A.

1) Determiner application f .

2)Soit la famille B'=(v; = €1 — e3,v2 = €3 + €3,v3 = €1 + €3)

Montrer que B’=(v1,v2, v3)forment une base pourR3.

3) Donner la matrice associée & f suivant la nouvelle base B’.
Solution 36 :
On considére la matrice suivante :

3 -1 1
A= 0 2 0
1 -1 3

et f lendomorphisme de R3dans R3dont la matrice suivant la base cano-
nique

B :(61,62,63) est A.

1)Déterminons 'endomorphisme f de R3dans R®dont la matrice suivant la
base canonique B =(e1, ea,e3) est A.

1 0 1 T
f(x,y,z): 0 10 Y :(3$—y+272y,$—y+33)
-1 1 1 z

2)Soit la famille B'=(v; = e; — e3,v2 = ea + e3,v3 = €1 + €3)
Montrer que B’=(vy, v, v3)forment une base pourR3.

0 1
det{’Ul:(1,0,—1),’()2:(0,1,1),1}3:(1,0,1) }: 0 o :27&0
-1 1 1
Par suite : B’=(vy,v9, v3)forment une base pourR3.

3) Donnons la matrice associée a f suivant la nouvelle base B’.

1 0 1
P= 0 1 0 ) =matrice de passage de la base B a la base B’.
-1 1 1
1 1 _1
2 2 2
pP-1= 0 1 0 = matrice de passage de la base B’a la base B .
1 101
2 2 2
R} - R} —R? —» R3
! ! ! 1
B’ B B B’

P A p 1
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A=P AP
la matrice A’associée & f suivant la base B’ est :
i 1 -4 1 01 1 01 1 01
A=|10 1 0 0 10 010 ]=( o0 10
i -1 1 -1 11 -1 1 1 -1 1 1

Exercices 37 :

1) Calculer les valeurs et les vécteurs propres des matrices suivantes : .

2 1 1 3 -1 1 0 3
A= 1 2 1 ;. A= 0 2 0 ;A( 1 9 )
-1 -2 -1 1 -1 3

2) ces matrices sont-elles diagonalisables ?

Solution 37 :
2 1 1

— A= 1 2 1

-1 -2 -1
1. Les valeurs propres et les vecteurs propres :
A valeur propre<—= det (A — A\ld3) =0

2—-A 1 1
det (A—Xlds3)=| 1 2—-A 1 =(=N)2=-N1-XN
-1 -2 —=1-2A

(2= N10-XN)=0<=A=0,A=1,1x=2.
les vecteurs propres :

pour A =0
T 0
Eo=<{ (z,y,2) eR3/A |y ]| =0
z 0
T 20 +y+z 0
Alyl = z4+2y+2z | =|0]| =2x=y,2=—-3y
z —r—2y—=z 0

Eo={(y,y,-3y) Jy e R} ={y(1,1,-3) /Jy e R}
Ey est engendré par le vecteur propre (1,1, —3) qui forme une base pour Ey
pour A =1

T x
Ei=<{(z,y,2) eR3/A |y | = |y
z z
T 20 +y + 2 T
Alyl =1 24+2y+2 | =[y| =2=0y=—2
z —xr—2y—z z

B, ={(0,-z,2)/z € R} ={2(0,-1,1) /y € R}
E; est engendré par le vecteur propre (0, —1,1) qui forme une base pour E;
pour A =2
z 2x
By =X (z,y,2) ER3/A |y | = | 2v
z 2z
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T 2x4+y+ =2 2z
Alyl =1 z24+2y+2z | =2y | =>2x=—2,y=—2
z —r—2y—z 2z

Ey = {(—Z, —272:) /Z € R} = {Z (_1’ -1, 1) /y € R}
E5 est engendré par le vecteur propre (—1,—1,1) qui forme une base pour
E;

2) A est diagonalisables car elle admet trois valeurs propres simples

3 -1 1
— A= 0 2 0
1 -1 3

1) — X est une valeure propre de A ssi det(4A — M) =0
3—A -1 1
det(A — \) = 1 2-Xx 0 = A +8)\ — 21\ + 18 =
1 -1 3-A
(A=2)* (A —4)
det(A — A\I)=0= \ = 2 racine double ; A =4 racine simple
2) Calculons I’éspace propre associé a chaque valeur propre.
— By = {v=(z,y,2) € R¥/Av =20}

3 -1 1 T T
=qv=(z,y,2) € R3/| 0 2 0 y | =21 v
1 -1 3 z z
3r—y+=z2 2z
= (,’B7y,2)€ R3/ 2y = 2y
T —y+ 3z 22)

. 3 r—y+=z (0
e wr( 2522 ()
= {(m,y,z) € R3/J?:y—2’} = {(y—z,y,z)/y,ze R}
= {(yvyao) + (—Z,O,Z) /y,z € R}
E; est le sev engendré par les vecteurs propres (1,1,0) et(—1,0, 1) ,par suite
ces vécteurs forment une base pour Es et dimEy = 2

— Ey={v=(z,y,2) € R¥/Av = 4w}

3 -1 1

x x
=qv=(z,y,2) € R3/[ 0 2 0 y | =4 vy
1 -1 3 z z

3r—y+z 4x

=1 (z,9,2) € R?/ 2y =| 4y

T—y+3z 4z
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—r—y+z 0
=4 (z,y,2) € R?/ y =10
T—Yy—=z 0

={(z,y,2) € R¥/z=zety=0} ={(2,0,2) /x € R}

={z(1,0,1) /z € R}
E, est le sev engendré par le vecteurs propre non nul (1,0,1) ,par
suite ce vécteur forme une base pour E4 et dimE; =1
On a:
dimEy + dimE; = 2+ 1 = 3 = dim R? par suite A est diagonalisable.

0 3
A= 2
1) — X est une valeure propre de A ssi det(4 — ) =0
det(A—AI):o=>‘1A QEA =0=A=-letA=3

A est diagonalisables car elle admet deux valeurs propres simples distinctes.

Pour A = —1 le vecteur propre associé est { _13 }

. 1
PourA = 3 le vecteur propre associé est{ 1 }

Exercice 38 :
Soit me R.On considére la matrice suivante :

m 1 0
A, = 1 0 O
0 0 m

1) Calculer les valeurs et les vécteurs propres de A,,.

2) Montrer que A est diagonalisable

3) Pour m=2 , Montrer que :

B’ :(Ul = (1 +2, 1,0) , Vg = (1 — V2, 1,0) ,v3 = (0,0, 1)) forment une base
pour R3.

4) Pour m=2 ,déterminer f I’endomorphisme de R3dans R3®dont la matrice
suivant la base canonique B =(eq, €2, e3) est A.

5) Calculer ker f; Img f et leurs dimensions.

6) f est-elle bijective?

7) Donner la matrice associée & f suivant la nouvelle base B’.

Solution 38 :

m 1 0
A,=1 1 0 0
0 0 m

1) X est une valeure propre de A,, ssi det(A,, — Al3) =0
m-—X 1 0
det(Ap —A)=| 1 =X 0 |=m-N)N-mA-1)
0 0 m-—2AX
det(A= M) =0=A=m;A=3im+ vVm? + A= tm — 3vV/m? +4
— v = (z,y,2) € R3est un vécteur propre de A si Av = \v
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m 1 0 T mx
Pour A = m : Av = mv <— 1 0 0 y = my =
0 0 m z mz
x 0
Y = 0
z 1
Pour/\:%m—&—% m2+4:Av:(%m+ m2 4+ 4)v

[T
3|3
[ V] )

+|+ |+

N i i
<

333
+ 4+ +
S

8

%o
I3

SRR
v

Il
NN —

[N

Pour/\:%m—%\/mz—i—él:/l :(%m—% m2+4)1}
m 1 0 T (%mf%\/m2+4)x
— 1 0 0 y | = Gm—-3ivm?>+4)y
0 0 m z (%m—% m2+4)z
P\ G v
=y |= 1
0

>k >k Kook sk ok koK ok sk ok kook sk ok okok sk sk ok skok sk ok skokok skok ok ok sk ok skok ok sk ok okook sk ok skokosk sk okokosk sk ok skokosk sk sk skok sk ok skokok skok skokok sk ok skok sk sk skokosk sk okoskokoskook skokoskoskok skokoskoskokokokskoks

2) Les vécteurs propres sont :

o (b + 1/ D)
0 )—m ; 1 H(%m—i—%\/ﬂm);
1
(3m— 3vVm? +4)
B & (3m— b7 1)
0

— Les valeures propres sont distinctes (A =m # A = (§m + $vVm2 +4) # X = (3m — 3vVm? +4))

par suites A est diagonalisable .
3K 3k sk ok Sk sk Sk Sk Sk Sk sk Sk kR KK K K R R R >R 3R R 3R sk sk sk Sk Sk sk sk ok sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk kR ok R KR R R R R SR sk R SR Sk Sk sk ok Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ko sk sk R SR R R R R R sk sk R sk sk sk sk sk skosk ok skoskoskoskoskes

3) B’ =(v1,v2,v3) forment une base pour R3ssi det(vy, v, v3) # 0
det(vi,v2,v3) = det ( (1++v2,1,0) ,(1-+v2,1, 0),(0,0,1))
1+v2 1-v2 0

= 1 1 0 [=2V2#0
0 0 1
stk ok R ok K A S R o kR o K sk o ok R o K sk ok kR s K sk ok kR o K sk ok kR ok K R K
4) pour m=2
T 2 1 0 T
f@yz)=A vy |=(1 00 y | =@r+y,x,22)
z 0 0 2 z
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Sk sk sk sk sk skeskeo sk sk sk skt sk sk skoskosk sk sk skoskosk sk sk sk skosk skeoskosk skosk skokeosk sk sk skoskosk sk skokosk sk skoskosk sk sk skoskosk sk sk skt sk sk sk kot skosk skokosk skoskoskokeosk skoskoskok sk sk skokosk sk skokok

5)—>kerf = {(lL‘,y,Z) € Rg/ f (l'vyaz) = OR3}
={(z,y,2) €R3/ 2z +y, z, 22) =(0,0,0)}

20 +y =0
=1 (z,y,2) € R3/ z=0 :{(:c,y,z)ER3/x:y:z:O}
2z2=0

={0gs} =dim(kerf) =0
—Im f = {f (z,y,2) /| (x,y,2) € R?’}
:{(Qx—i—y ,x, 22) [ (z,y,2) € R3}
={(2z ,z, 0) + (y,0, 0)+(0,0,22)/ (z,y,2) € R3}
:{a: (2,1,0) +y (1,0, 0)+ 2z (0,0,2)/ (z,y,2) € R3}
Im f est le sous éspace véctoriel engendré par la famille de vécteur { (2,1,0) , (1,0, 0),(0,0,2)}

2 1 0
Or :det ( (2,1,0) ,(1,0, 0),(0,0,2))=| 1 0 0 |=-240
0 0 2
Par suite cette famille est libre et donc forme une base pour Im f et

dim(Imf) =3
ok Rk SRR R R R R R R R R Rk sk
6) —On a :Im f est un sous éspace véctoriel de R3et dim(Imf) = 3 = dim
R3par suite : Imf = R3et donc f est surjéctive .
—dim(kerf) = 0 = f est injéctive .

D’ou f est bijéctive .
Rk KSR KR KRR SR KR KK SRR KR KR KSR K Sk kKK Rk KR kKSR K Sk SRR SRR R KRR K SR KR K SRR K

7) R? - R} —R?® —» R?

ol ! |

B’ B B B’

P A p-!
Al=P 1A P
Avec :
1+v2 1-v2 0

P = 1 1 0 | =matrice de passage de la base B a la base

0 0 1

\V)

pr=| J1v3
0

base B .
la matrice A’associée a f suivant la base B’ est :
W2 i-1v2 0 2 10 1+v2 1-v2 0
A= -3v2 L2+l oo 1 00 1 1 0| =
0 0 1 0 0 2 0 0 1

0
2+ % 0 =matrice de passage de la base B’a la
1

ENEN]|



1+v2 0 0
0 1-v2 0
0 0 2
Exercice 39 :
Résoudre les systémes suivants
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T+y+z=3 z+3y—2=0 r+4y+z+t=1
20 4+y+2=2 2042y —4z =3 ; 6x+8y+2z2=2 ;
r+2y+z=1 —r4+y+3z=-3 9z + 12y + 32z = —1
z+y+z2=3 r+y+z=2
—r+2y=2 4 —r—y—z2=—2
—bxr —by—bz=1 20 +2y+22=0
Solution 39 :
r+y+z=3 1 11 T 3
DS 2z+y+2=2 <<= |2 1 1 y | =1 2 — AX =0b
r+2y+z=1 1 2 1 z 1
1 1 1
det{2 1 1] =1 0=lesystéme est de Cramer
1 2 1
1 311
Par suite —>x—fdet 21 1 |=-1
1 21
1 3 1
:fdet 2 21
1 1 1
1 1 1 3
—2z=- 2 1 2 | =6
0 12 1
z+3y—z=0 -1 T 0
2){ 2042y —42=3 <— ( —4 Y = 3 —
—zrz+y+3z=-3 3 z 3
AX =b
1 3 -1
det | 2 2 —4 ] =0 =lesystéme n’est pas de Cramer et le rgA#3
-1 1 3
1 3
Or :det (2 2)2—47&0 donc le rgA= 2
Considerons le systéme suivant :
{ 9 j_;y?)ig j_ s qui est de Cramer ;par suite :

1 z 3 5 4

_ det 1 < -t 3
Y= 392 34+42) 7 27 1
Vérifion 1’équation réstente :
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—r+y+3z2=-3

5 4 -1 3
—(2z+9>+<22—4>+z——3——3

I’équation est vérifiée .
et donc le systéme admet une infinité de solution.
Calculons le le rgA

3 4 1 3 4 1 3 11 4 1 1
det |6 8 2|=0;det |6 8 O0|=0det|[6 2 0|=0;det|{ 8 2 0
9 12 3 9 12 0 9 3 0 12 3 0
0
Tous les mineurs d’ordre 3 ont un déterminant nul.
1 1
Or :det 9 0)= —2#0 donc le rgA=2
Considerons le systéme suivant :
z+t=1—-3x—4y { donne -
22 =2 6x — 8y I oNne:
z=1—-3x—4y ett=0
Vérifion la 3°¢ équation :
92 + 12y +32=92+ 12y +3(1 — 3z —4y) =3 # —1
I’équation n’est pas vérifiée et donc le systéme n’admet pas de solution .
r+y+z=3 1 1 1 T 3
4) —r+ 2y =2 — -1 2 0 y | =1 2 =
—bx —by—Hz=1 -5 -5 —b z 1
AX =b
1 1 1
det [ =1 2 0 = 0 =le systéme n’est pas de Cramer et le rgA+#3
-5 -5 =5
1 1
Or :det 1 9] = 3#0 doncle rgA=2
Considerons le systéme suivant :
{ m_J; Z_zy?);; qui est de Cramer ;par suite :

1 3—z 1 4 2
1 1 33—z 5 1
Vérifion I’ équation réstente :

—br—>Hy—95z=1

4 2 5 1

I’équation n’est pas vérifiée et donc le systéme n’admet pas de solution .
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r+y+z=2 1 1 1 x 2
5) —r—y—z=-2 <= -1 -1 -1 y | =1 -2 —
20 +2y+22=0 2 2 2 z 0
AX =b
1 1 1
det| —1 —1 —1 | =0 =le systéme n’est pas de Cramer et le rgA# 3
2 2 2
Tous les mineurs d’ordres 2 ont un déterminant nul ,donc le rgA+#£ 2,
le rgA=1
Considerons le systéme suivant :
rT=2—-y—z

Vérifions les 2 équations réstentes :
)—x—y—2=-24+y+2z—y— z=—2¢équation est vérifice .
N2x+2y+22=212—y—2)+2y+22=4+#0

I’équation n’est pas vérifiée et donc le systéme n’admet pas de solution .
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Chapitre 10

Les Intégrales Simples

Exercices 40 :
Calculer les intégrales suivantes :

Inz—1 1
1 22 — x)coszdx; 2 /arctan T dm;3/ dac;4/7dac
2z + 3 1 1
5 —— dz ;6 ———— dx ;7)) | ———dzx ;8
)/x2—5m+6x7)/m2—2x+3x)/xQ—i—x—i—lx)
/inde
2 + 1z + 1

2 1 3 2 271
9)/ z ; dz;lO)/x + 312: 5 Jr7dx;11)/z27da:
(z — 1)°(z + 3) (x2 + 2) 2?41

)

A ) x> —2x+3 2 — 22+ 1

12)/(1'372:[;2”@ dx’l?’)/(3;271)(:32%*2)“’14)/@ Y D)@+ 1)
dz .

Solution 40 :

— 1) [(2* — 2 )cosadx

Intégration par partie

On pose :u = (332 — x)édu:Q:rfl

dv =cosx = v =sinx

[(z* — z)coszde =w — [duv= (2 — z)sinz— [ (22— 1)sinz dz

Intégrons par partie une deuxiéme fois

Posons :u =2z — 1 = du =2

dv =sinx = v = cosx

(22 —1)sinz = (22 — 1) cosz — [2cosx dz = (22 — 1) cosz — 2sinz

Par suite : [ (2% — z ) coszdr = (22 — z )sinz—(2z — 1) cosz+2sinz =
(22 — = +2)sinz — (2z — 1) cosz + cste

— 2) /arctang(w) dx

Intégration par partie

65
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0] e 1w = arct =du=——
n pose :u = arctan g (x) =1
dv=1=v=z
/arctang (z) dv = zarctang (z) — [ %dw
x
= zarctan g (z) — 3 log (1 + 2?) + cste

Inz -1
nz d

— 3) /
Intégration par partie

1
On pose :u =lnzx — 1= du = —dzx

1 1x
dv = —:>v——f
/lnmgldm: (nz —1) /—d lnx—l)_lz_lnx
x x T
/x\/l—i—xz ) .
Posons ufféduf%dm,m:fet d:c:%du
x x u u )
U
7dx:—/—du:— —du arg shu +
/x\/1+x2 1\ 2 V1+u? 8
cste = —arg sh— + cste
x
2z 43
- d
H5)/962—5;10—&—6 .
2z + 3 2z + 3 a b
O : = = = —Tet
LA T 5r + 6 (x —2)(z-3) x_2—|—x_3aveca ¢
b=9
22+ 3 -7 9
Ainsi - _ - _7] -9 1 —
insi /—m2 T de f(a:2+x3>dx Tln|z —2|+91n |z — 3|+
cste

1
—>6)/—x2_2x+3d$

—1\2
Ona:x2—2x+3=($—1)2+2=2<1+($ >>=2(1—|—t2)

V2
r—1
Avec t = 5 et dz = /2dt
1 V2dt V2 V2 x—1
— do = | ———— = Zarctgt+cste = —arct
/m2_2x+3x /2(1+t2) 2arcg—|—cse 2arcg<\/§>+
cste

1
_)7)/7$2+I+1d$

Onaia? o+ 1= o+ ) = +1= (@44’ +3
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N[

|

2
T+ .
1+( Ve ) =531+
2

2 1
Avec t = 2L o da = ﬁdt
V3
1 3\/ ) 3V3 3V3 2z +1
/md ( +t )dt = Tm‘ctgt—i—cste = ?a'f'ct‘g T +

cste
z + 1 1 2 + 2 1 2¢ + 1 1
8) [ =2 % == [ T2 g ==
—>)/m2+$+1$ 2/m2+3§+1$ 2/<x2+z+1+x2+x+1)

3v3 2 1
lln|x +x+1|+7\[ ctg<w+>

V3

2?2 + 1 dr 3 dz 1 dz 5 dz
do = = = [
/( ) ( "=l ioiTs @—1f+2f@_1f 327 (z+3)
5 3 1

=2Inlz—-1| — - —
sl =1l 8(x—1) 4(x—1)°
5
—1n|m—|—3|—|—cste
2
_}10)/33 + 3z + b5z +7dw
(z2 + 2)
23+ 322 + 5z +7 3ac+1 3z 1
TH3+ o =g+3+ +
(@ + 2) @+2) T @ t2) | (@212
/x3+3x2+5x+7 <+3+ N 1 >d
x
(z2 + 2) 2+2)  (z2+2)
3 1
= ‘(a2 +2) + [ ———d
2+3:r+ n(a:+)+f(x2+2):c
1 1
) _f2 =\ L, RIS t2+1)
=) +
(%)
orea (75)
=——arct + cste
2 "IN\ 2
x?—1 2
11 = — =z —2
- )/:C2 1d f( x2+1>dx x — 2arctgx + cste




68 CHAPITRE 10. LES INTEGRALES SIMPLES

3 —z+2 222 — 3z +2

(3 —2 a2+ 2zx) +(x3—2:1c2+2a?)
Orx372xz+2m:x(:c272x+2)

222 — 3z + 2 222 — 3z + 2 a
1 S I S R
+(x3—2x2+2x) +ac(x2—2x—|—2) +x+
Avec: a=1,b=1letc=-1

3 — x4 2 1 —z+1
Ainsi: dr = 1+ —+————=|dx =141
IHSI/(x3—2:E2+2x) ¢ f( +:1:+(x2—2a:—|—2)> © = 1+lnfz|+

—z+1
f((w22x+2)>dx
—z+1 20 -2

cste 5
z° —x+ 2
Finall t: -
inallemen /(x3—2x2+2:c)

23— 22 +3
_’13)/(x2—1)(x2+x_2)

(2 =22+ 2)

dz =1+1In|z| — $In|2? — 2z + 2| + cste

On a: 23 -2 43 _ 23 —2zx+3 _a + b +
(2= (22 +2-2) (@-D)@+1)(@x+2) -1 (z-1)°
c d

G+ D) (@t2)

1 1 1
A M = — — = - :1 = —
vec : a 9,b 3 , C et d 9

3 —2x+3 b
=aqal -1 - — 1 1 dl 2
/(xz—l)(x2+x—2) aln |z —1| (w_1)+cn|x+ |+ +dIn|z + 2|
x—z24+1
14 d
- )/ z+ D@3+ D
3 —z?+1 3 —z2+1
On a: 3 = 3
(+ D@3+ 1) (z+ 1) @2-z+1)
B A n B n Cz+ D
S @+ @+ 1)’ (@2-z+l)
4 -1 -1
Avec:A:?Bj?;C:?;D:O
D’ou:/ =+l der =
(x + 1) (z3+ 1)
4 1 x
— 5 — 5 der =
3z + 1) 3@z + 1) 3(x2—x+1)

4 1 1 [2z-1+1
4 [y e M
glogle+ 1+ 307 6/(x2—9c+1)x
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¥+é10 ‘ _|_1| 110 | 2 _|_1| l/dix
3z + 1) 3 8l 6 Bl T 6) @2—azt1)
Or'/ dx _/ dx _%/ dx
@22z +1) 132, 3) 3 v 1)\2
((ff 2) +4> (Zﬁl) +1
2¢ —1 3
Posons : ¢ = -~ = dx = —dt
V3
V3
/ da 4/ da 4/2dﬁ
(z2—x+1) 3 2 — 3219
(x?2—2z4+1) 3 ((2%1> +1> 3 t2+1
—2\/3/ dt —Qﬁarctgt—%/garctg(?x_l +cste
3 Jt24+1 3 3 V3
Et donc :
/ -2 41
dr =
(z + 1)(z3+ 1)
1

4 1 2 20 —1
+§log\x+1|—élog|x2—x+1‘— ﬁarctg( x >+cste

3z + 1) 18 V3

Exercices 41 :
Calculer les intégrales suivantes :

2 3 g 1
1)/ .COb a ———dx ; 2)/ —dx ; 3) /smx sin2x
o 6—5sinz +sin” x o 3 + cosz
sin3x dx

nT — 2
4)/ ST COST dx; 5)/ sin 82 cos® x dr 6)/&@3
4 + cosz + sinx 14+ cos x

tg x
| ———d
’)/1+cosmx
T 1
8 ——dzx; 9 d
)/ cos 2z 0 )/1—l— cosz + sing

Solutiogrl 41 :

2 cos ¥
—y [T
o 6—D5sinx +sin® x
Posons : ¢t = sinz; dt = cosz dr;sin 0 =0 et sing =1

3 cos T ! dt
- ——dr = | ————— =
o 6—5sinz +sin” z o 6—05t +1
1 1

a

b
P 5+ 6 (—2)(t—3) 1-2  i_3veca ¢

2 VA 1
/ .COSl‘.z dmz/ <+>dt: |:ln
o 6—5sinx +sin” x o \t—2 t—3

2In2 —In3=In4 —1n3

T 1
=) s
o 3 + cosxm

t—3
t—2

1
:|0
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p t=tgZ.d 2dt 1-¢t° tg0=0ettgT = +
osons 1 v = —, A = ——=: COSx = —= avec = € 5 = o0
99 1+t2 14¢2 g 92
1—-t2 343t2+1-t2 2(t%+2)

3 :3 = =
+ cosx +1+t2 1112 1112

“+ o0
/Tr 1 dx /+0<> dt \/iarct t v2
— dr= = | X= _— L S
0o 3 + cosz o (t2+2) 2 g V2 4

— 3) /smx sin2x sindx dx

On a sin2x sin3z = 1 (cosz — cosbx)

sinz sin2x sindz = 1 (cosz — cosbx) sinx

= 1 (cosz — cosbz) sinz = 1 (sin2x — sin 6z — sin (—4x))

D’ou /Sinaj sin2x sin3x dv = § [ (sin2z — sin 6z + sin (4z)) = ; (—3 cos 2z + ¢ cos 6z — § cosdx)+

cste

siNxT — CoSx

4 + cosx + sinz

Posons:t:tgg'dmzLdt'cosx:i'sinx: 2t
2’ 14¢2’ 14¢2 1+¢2
2t 1—t?
SinT — cosT o 14t2 14tz tP+2t-1
4 + cosx + sinx_4Jr 2t 1—t2 3t242t+5

1+t2+1+t2

iy 12 N, B+ T
I 4(3t24+2t+5)) 3 24 (312 + 2t +5)  12(3t2 + 2t + 5)

SINT — COST 6t + 2 7
de=[%(1 - dt =
/4 + cosz + sinz f3< +24(3t2+2t+5) 12(3t2+2t+5)>

1 1 7 dt
=z —1 242 =
3 (t+24 (3t t+5)‘> 36f(3t2+2t+5)
dt
Calculons : [ GET2T5)
2 14 14
Ona:(3t2+2t+5):(\/§t+%) —|—§=§(1+z2) avec
v Y 3t+1 B
o= L (VA ) = Vi (P ) et de = ViRt
dt dt dz

3
= = = arctg z +

f(3t2+2t+5) f(3t2+2t+5) f\/ﬁg(sz) 1y

3

— [M\g/ﬁarctg <\/ﬂ (?)t;l)ﬂ + cste

SINT — COSX 1 1
P ite : de = = (t+=1In|(3t2+2t+5)| ) —
an suie /4+ cosx + sinz o 3 ( +24n|( et )0

1 3t+1
———arctg [ V14 | —— + cste
2ayia Y ( ( 3

>k ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok >k ok okok okok ok ok ok sk sk okook skook skok sk sk ok sk sk sk ok skook skok sk sk sk sk sk skook skook skok sk ok sk sk ok skosk skok skok skok sk sk sk sk ok skok skok skok kok skokok

cste
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5) /sin 62 cos® x dx = /sin 62 cos?z cos x dr = /sin6 T (1 — sin? x) cos
z dz
Posons : t=sinz ; dt = cosz dx

/sin6xcos3xda::/t6 (1—t2) dt:/(tﬁ— ts)dt
L7 1 e/ ceR

=1 (sinz)” — : (sinz)’ +¢/ceR

HG)/ 2cosT de
1+ cos x

. . 2dt 1 —¢2
Posons : t = tg5; dz = I CcoS T = s
2(1—#)
2cosx 1+ t2 2dt
_ =" dr =
S s 2™ j)1+ 1 ¢ <1+ﬂ)
1+¢2

t2—1
= —2 _—
/ (ﬁ—+1>dt
4
f<2+ﬁ+1>ﬁ

= —2t + 4arctgt + c

2cosx .
Ik de = —2tgs 4+ 2z +c

14+ cos z

=) tg = de — / sin x e
1 + cosx cosz (1 +cosx)
Posons : t = cosz = dt = —sinz dz

/ tg o _/ —dt _/ dt B @—lo 1+ cosz L
1 4+ cosz St +t )+ t %8| cosa

cste

T . .

— 8) / 72d33 intégrons par partie.
cos “x

1

Posons : v/ (z) = ————=u (v) =tg =
cos 2z
v()=z=v(z)=1

D’ou :/7x2dmzmtga?—ftgxdx:xtgm+log|cosx|+cste
cos 2x

1
—>9)/ ——dzx
1 4+ cosxz + sinx

N t—t0 %4 dt . 2t 1—¢2
osons : = — Ar = ——,SIN¥ = ——=, COS T = —m—
99 1+t2 1re2 1+¢2
- L 1+17t2+ 2t 21+t
COST simmxr = =
1+t2  1+4t2 14+1¢2
2dt
1 14¢2 dt T
dz = - —log|l +t| =1 ‘1 t—ﬂ
/1+cosx+sinmx /21+t fl—f—t og |1 +1] =log NI

1+¢2
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cste

Exercices 42 :

T
1) Calculer l'intégrale suivante : - =d
) Calculer l'intégrale suivante /$2+2x_3x
eCE

2)En déduire : d
)En déduire /e$—3e—$+2$

Solution 42 :

x
1) Calculons I'intégrale suivante : -
) Calculons l'intégrale suivante /m2 R pe— x
Ona:x? +2z—3=(x—1)(z+3) et
T a n
22 -3 -1 =x+3
b=

/x2+2x—3 1/( iz —1) 4(x3+3)>d$
1

3
/Mﬁdm log |z — 1+ 10g|x+3|+cste

En déd dx
2)En déduire : /617361+2
Posons : t:e; = dt = e*dx

e 1 t
dr = —dt= [ ——————dt
er — 3¢ 1 2° t—31 +2 /t2+2t—3
d’apres la question 1
eCE
et — 3e T + 2
Exercice 43 :

1
1) Calculer I'intégrale suivante : / mdx

3
dx log|e -1+ - log\e + 3| + cste

2
1
2)En déduire : / L8
(@ + 1)
Solution 43 : )
1) Calculons I'intégrale suivante : / mdm
1 a b cx +e
———dr = [ — dz.
ona fx(z3+1) * fx+x+1+:c27x+1 v
a—lb—_—lc _—26—1
- 37 3773
-1 -2 +1
1 3 3" "3
de = - d
fx(x3+1) v=J +x—|—1 21|

1 -1 1 -1 2¢ — 1
—fx“+(3>fx+f“+(3>fa%1“
1)



2% log z

(@@ + 1)*
Intégrons par partie :

2)En déduire : /

1
Posons v (z) =logx = v/ () = —
x
x? 1 1
/
= = = -
Dy T YT s E
z2logx —logz 1
- 1 d
S i T ae®

d’apreés la question 1

fmdzzlogw—%1og(x+1)—%log(x2—x+l)+cste
alors21 |
il il 70gm+%(log\x|f%log(m+1)f%log(l’27:ﬂ+1))

€r =
(23 +1)° 33 +1

cste
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Chapitre 11

Les équations différentielles

Exercice 44 :
Résoudre les équations différentielles d’ordre 1 suivantes :

!
1
e
1+y =2%-1
vy
2) =x-—1
1—y?
3y =2 -1
Y 1
Y
gy =Ly
z cos(g>
T
5)y’smx—ycosa:—1
6);1/—71:1—1—33
Ty —ytg x =sinx
)

8)xy — (1+2x)y = —x2e®
Nay' +y—x y*loge =0
5
10) y' — gy 2%y =0
z 2
Solution 44
Résolution des équations différentielles d’ordre 1 :

!
1
— 1) Y =
1+y 22-1
Equation différentielle & varible séparable :
dy
de 1 dy dx

dy dx
—1:>f1+y_fx2

= = =
1+y 22-1  1+y 22
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1
2

z+1

:>1n|y—|—1|:%(1n|m—l|—ln\x+1|)zln o +c /ceR
1
=sy+1=k itl 2/06R=>
1
y:kit12—1/keR
LYY
1—y?

Equation différentielle & varible séparable :

R - 1 ,.-2
dz _ 5 1= ydy:(a:—l)dx:>§f 1szyzf(x—1)dx

ﬁ%ln|1fy2|:%w27z+c /ceR
=In|l-y* =2?—-2z+2 /ceR
=y?=1—k(2? — 22) /keR

=
y=+1-k(2?2-2z) [keR

Y

=3y ==-1

Equation différentielle homogene :

Posons:tzgjy:txéy’:t’x—i—t
x
-1 dt -1 —d
y=Y letett=t-1=t=—=L-""gp="%
x p x dz x x
:>fdt:f—x2>t:—ln|m|+c Jc€R
x
=
y=—zlnjz|+cx [ceR
1
—ayy =2y

T cos (g>
x

Equation différentielle homogene :

Posons:t:géy:tx:y’zt’m—kt
T
Y 1 , 1
T eog (g) cos (t)
T
1 dt 1 d dx
=ty = :>—x:7:>costdt=—z:>fcostdt:f—
cos(t) = dz cos (t) x x

=sint =In|z| + ¢ /ceR



=t = arcsin (In |z]| + ¢) JceR=
y=wxarcsin(ln|z|+¢) JceR

—5) y'sine —ycosx =1....(E)  equation linéaire

Yye = Yo + Yp
Yo est solution de :  y'sinx —ycosz = 0........ (E o)
!
d
Y _ cosw dy _ cosx
y sinz y  sinzx
d
= f—y:fc_osxdx = In|y| =Inlsinz|+c /ceR
Yy sinz

=y=k(sinz) /keR
Par suite : yo = k (sinz), keR.
On remarque que y, = —cosx est une solution particuliere .
Ainsi :
Yo =Yo+yp=—cosz+k(sinz) / keR

—6)y — Y 1= 1+z....(E)  équation linéaire
T —
Ye = Yo + Yp
yo est solution de : 3’ — y1:0 ........ (E o)
T —
! 1 d 1
— L= — Y- dx
y x-—1 Y z—1
d
:>f—y: 1d37:>ln|y|:ln|$—1|—&—c /ceR
Y T =

=y=k(x—1) /keR.

Trouvons une solution particuliére.

by = k(@) (5 —1) =g, =K (z) (z — 1) +k (z)
Remplagons dans I'équation (E)

(@) (z —1) +k(ac))—w:1+x:>k’(x) :if“{”
Par suite : k(z) = [ italc daz—f<1+$31)dx—x+2ln|xl|

Et:y,=(z+2njz—-1])(z-1)
En fin :

yo=vot+yp=k(z-1) +(@+2njz-1))(z-1) /keR

— Ty —ytgae=sinz...(FE) équation linéaire
Yya = Yo + Yp
Yo est solution de : 3’ —y tg x = 0........ (E o)

/
d
= %:tgx = Zy:(tga:) dx
d
éf;y:f(tgx)dmélnhﬂ:—ln|COS$|—|—C /ceR

=y =k

k eR.
COST /

7
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Trouvons une solution particuliére.

yp = k (z) <Colsm> =y, =k (z) (601”) +h () (@iil;)?)

Remplagons dans I’équation (F)

(k’ (@) (CO;J 4k (2) (&&))—k(m) (Colsx> tgz = sing = K (z) =

sinx cosx
Par suite : k (z) = [ (sinzcosz)dr = [tdt = 1t* = § sina?

2
Et : y, = (3 sinz?) ( ) = (3tgzsinz)
En fin :

COS T

1 1
Yo =yo+yp=k—— + (tgzsinx) /keR
Ccos T 2

—8) ay — (1+22)y = —2%e®......... (E)  equation linéaire
Yya = Yo +Yp
yo est solution de : zy’ — (1 +2z)y = 0........ (E o)

d 1+2
— zy =(1+22)y < Zy: _;xda?

dr = logly| =log|z|+2x+c /ceER

1+ 2x

dy

= [ v J =

Par suite : yo = k = e**, k€R.

On remarque que y, = ze”

Ou bien on utilise la méthode de la variation de la constante pour calculer
la solution particuliére .

on pose y, = k (z)x e** et y, =k (z)ze* + k(z) (e + 2xe>”) .

Remplagons y, et y;, dans (E), on obtient :

E(x)=—e"% ie:k(x) = / —e Fdr=e""

Ainsi: y, =k (z)  ** = xe®
Et donc

Yo = kre®® +xe” [k eR
—9) 2y +y—ay’logx =0 équation de Bernouilli
Divisons par 3>
zy'y 2 +y =z logz

Posons : z =y~ ! = 2/ = —y/y 2
2y l+y t=xlogr <= -2 +2z=uzxlogx ... (E) équation
linéaire

zg=2z0+ 2

z o estsolutionde: —x 2/ +2 =0

zo=kx , kekR

onposez , =k(z)r et z, =.k (z)x +k (v)
Remplagons z , et z ;, dans (£), on obtient :



xT

Et donc z , = -1 2 (log x)?

et tzg=kr - (logz)® or:iz=y~

1
k() = —/ %% 1p — 1 (loga)?
1

La solution de ’équation de Bernouilli est :

1
yg = keR
kz— iz (log z)* /
5 5
— 10) y'—g+fz2y320<:> y’—g:—fa:Qy3
x 2 T 2

Equation différentielle de Bernouilli
Divisons les deux membres de ’équation par 3 :

/
5
Yy _ Y __ 2.2 (E)

y o owyt 2

1 -2/
Posons : Z=— alors Z' = 3y
Y Y
zZ' 7 5, y
Remplagons dans (F) : T T g T T s (E")
ZGg =20+ Zp
On remarque que Zp = 23 est une solution particuliére de (E’)
z' Z
Zp est solution de : L= 0 (Ep)
x
C’est une équation a variable séparable
Z'_Z_4 ., 2 _2
2 r 2z
Ce i do e-fﬁ—g = 7%7&'17 = 7% ffdﬁ
AHCOMRE T Todr T 2 27 = 2z )2
Par suite : St log|Z| =log|z|+C
. 1 1 1
ie: logﬁzlogac@ ﬁ:kx:Z:im:Zo
1
ZG:ZQ—FZPZ.TBim /l{)ER+
1
= :l: —_—
Ya Ze
/k e Rt

Exercice 45 :
Résoudre les équations différentielles d’ordre 2 suivantes :

1)y —y —6y=e* (162 —8)
2) v’ —y' — 6y = e3® (20x + 14)
3)y» + 4y/ + 4y — x2€x

79
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4)yw + 4y/ + 4y — 1.2672$
)y =2y +2y =e” (x? — x4 3)
)y” — 2y’ 4 2y = 4e 7 (sinx + cosx)
Ty’ — 2y + 2y = 2¢* (cosx — sinx)
Solution 45
Résoudre les équations différentielles d’ordre 2 :

D Dt

Dy —y —6y=e7 (162 —8) .cceernrennn (E)

Yy = Yo + Yp

Avec yg solution de : y” —y' — 6y =0..... (Ep)

L’ équation caractéristique associée a (Ep) est r2 —r —6 = 0 avec r = —2 et
r=3

par suite yg = 1672 4 c0e3, c,c0 € R.
Cherchons une solution particuliere de (E).

(—1) n’ est pas racine de 1’équation caractéristique d’ordre 2
par suite y, = (ax +b) e *

En calculant y;, , y, et on remplagons dans (£), on obtient :
a = —4;b=bet donc y, = (—4x +5) e

par conséquant la solution générale est :

Yo = cre” 2% 4 cpe® 4 (—4x + 5)e %/c1,c2 €R

—2)y” —y — 6y = €37 (202 + 14) oeennee (E)

Ya = Yo + Yp

Avec yp solution de : 3" — 3y’ — 6y =0..... (Ep)

L’ équation caractéristique associée & (Ep) est 72 —r —6 = 0 avec r = —2 et
r=3

par suite yg = 16”2 4 c9e3", c,co €R.
Cherchons une solution particuliere de (F).

(—1) n’ est pas racine de Déquation caractéristique d’ordre 2
par suite y, = (ax +b) e "

En calculant y;, , y, et on remplagons dans (£), on obtient :
a = —4;b=5et donc y, = (—4dx +5)e” 7"
par conséquant la solution générale est :

Yo = c1e” 2" 4 e + (—4x +5)e " /er,c0 €R

— 3y + 4y + Ay = 2%e® (E)

Yyc = Yo + Yp
Avec yp solution de : y” 4+ 4y’ +4y =0..... (Ep)
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L’ équation caractéristique associée a (Ep) est 72 4+ 4r +4 = 0 avec r = —2
racine double

par suite yg = cre 2% 4+ core ™%, c¢1,co € R.

Cherchons une solution particuliére de (F).

1 n’ est pas racine de 1’équation caractéristique d’ordre 2

par suite y, = (ax2 + bx + c) e’

En calculant y;, , y, et on remplagons dans (£), on obtient :
1 b —12 6 td 1/ 5 12 i 6\ .

a=—;b=——;c=—etdoncy,=—-(2°——x+ = e
9" 81T Bl =y 9" "9

par conséquant

1 12 6
yag =cre” 2 +epwe ™ 4~ (22 — Zx 4+ = | e"/er,c0 €R
9 9 9
—4)y” + 4y +dy = a%e (E)
Ye = Yo + Yp
Avec yp solution de : y” + 4y’ +4y =0..... (Ep)
L’ équation caractéristique associée a (Ep) est r2 +4r +4 = 0 avec r = —2

racine double
par suite yg = cre 2% 4+ core™2*, c¢1,co € R.
Cherchons une solution particuliere de (E) .
—2 est une racine de 1’équation caractéristique d’ordre 2
par suite y, = (a:r2 + bx + c) zle 2

En calculant y;, , y;’ et on remplacons dans (£), on obtient :
a= 1—12;19 =c=0et donc y, = 1—12x4e’2g”

par conséquant

1
—a2%e™® Jcy,c0 €R

_ —2x —2x
Yyg = c1e + coxe + D

5y —2y 42y =¢" (22 —x + 3)

Yya = Yo + Yp

Avec yp solution de : y” — 2y' + 2y =0..... (Ep)

L’ équation caractéristique associée a (Ep) est 72 —2r +2 =0
avecry =1414; 1ro=1-—1

par suite yg = c1e” cosx + coe”sinx, c1,c0 € R,

Cherchons une solution particuliére de (F).

1 n’est pas racine de 1’équation caractéristique d’ordre 2

par suite y, = (amz + bx + c) e’

En calculant y;, , y, et on remplagons dans (£), on obtient :
a=1;b=—1;c=1 et donc y, = (mz—x—i—l)e"”
par conséquant

Yo = c1e” cosx + coe” sinx + (mz — x4+ 1) €’/c1,e0 €R
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6)y” — 2y + 2y = 4e” " (sinz + cosx)

Cherchons une solution particuliere de (E).

—1 +¢ n’est pas racine de [’équation caractéristique d’ordre 2
par suite y, = e 7 (acosz + bsinz)

En calculant y;, , y;)’ et on remplacons dans (E), on obtient :
a=1;b=0et donc y, =e *cosz
par conséquant

Yo = c1e” cosx + cae”sinx + e T cosx/cy,c0 € R

Ty” — 2y" 4+ 2y = 2e” (cos z — sin z)Cherchons une solution particuliére de

1 +¢ est racine de 1’équation caractéristique d’ordre 2
par suite y, = e” (acosz + bsinz) x

En calculant y;, , y, et on remplagons dans (£), on obtient :
a=b=1et donc y, =e” (cosz +sinz)x

par conséquant

Yo = c1e” cosx + coe” sinx + e (cosx +sinx) x/c1,co € R



