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Introduction

L’objectif de ce cours est de faire une transition entre les connaissances en analyse
et algébre accumulées au lycée et les bases qui formeront un des piliers dans la forma-
tion en analyse et algébre de la licence. Ce support de cours est a destination exclusive
des étudiants de la premiére année : chimie, physique, génie de I’eau, domaine sciences
et technologie.

Le cours est commencé par la méthode du raisonnement mathématique, puis on
s’intéresse a la théorie des ensembles, les relations et les applicatons. On étudie les
structures algébriques, les nombres complexes. On donne la notion de la limite, la
continuité et dérivabilité des fonctions réelles & une variable réelle, puis application
aux fonctions élémentaires et leurs développements limités. Le dernier chapitre est
consacré a l'algébre linéaire.

J’essaierai également dans la mesure du possible de fournir I’essentiel des résultats
de chaque chapitre. Je fournirai autant d’exemples et des figures nécessaires afin
d’obtenir une meilleure compréhension du cours.

Il s’agit du polycopié d'un cours que j’ai donné pour les étudiants de la premiére



année chimie a l'université USTO-MB en (2009-2010) et (2010-2011), les étudiants
de la premiere année de génie de 1'eau en (2011-2012) et (2012-2013), et les étudiants
de la premiére année socle commun en (2014-2015). J’espére que ce polycopié sera

utile.
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Chapitre 1

Méthode du raisonnement

mathématique

Le raisonnement mathématique est un outil qui fait appel & des régles de dé-
duction, en faisant intervenir des définitions, des énoncés, des lois ou propositions
ou encore des résultats préalablement obtenus par un raisonnement. Il existe plu-
sieurs types de raisonnement a savoir, le raisonnement direct, contraposé, par absurde,

contre-exemple et par récurrence.

1.1 Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion « P = () » est vraie. On suppose que P est vraie

et on montre que () est vraie.



Exemple 1.1.1 Montrer que si a,b € Q alors a+ b € Q.
Rappelons que l’ensemble des rationnels Q se constitue par la formule % avecp € 7

et ¢ € N*. Posons a = § et b= 2’—, on obtient :

a+b = Z—)—i-g,
qa g

g +pq
qq

Or le numérateur pg + p q est bien un élément de Z, le dénominateur qq est lui un

élément de N*. Donc a + b s’écrit bien de la forme

"

a+b:p—,,
q

ainsi a + b € Q.

1.2 Contraposée

Le raisonnement par contraposition est basé sur ’équivalence suivante :
L’assertion « P = @ » est équivalente & « non(Q) = non(P) ».
Donc, montrer que ’assertion I'assertion « P = () », revient & montrer I’assertion

« non(Q) = non(P) » est vraie.

Exemple 1.2.1 Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.
Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n* n'est pas
pair.

Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il exviste k € N tel que n = 2k + 1.
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Alors

n? = (2k+1)*
= 4k*+ 14 4k
= 2(2k* +2k) + 1
= 2k +1, (K = 2k*+2k)
et donc n? est impair.

Conclusion : Nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par

contraposition ceci est équivalent & : si n? est pair alors n est pair.

1.3 Absurde

Le raisonnement par 1’absurde pour montrer « P = () » repose sur le principe
suivant : on suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une
contradiction. Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc « P = ) » est

vraie.

Exemple 1.3.1 Soient a,b > 0. Montrer que

si = alorsa=2>
1+ 1+a

1+6 1+a
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Comme
a b
1+b 1+a
alors
a+al=b+1?

cela conduit a
(a—0b)(a+b)=—(a—0).
Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par (a — b) on obtient a + b = —1.
La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons

une contradiction.

Conclusion :

' = [ =b.
SZ1+b 1+aa0rsa

1.4 Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu’une assertion du type « Vo € E P(x) » est vraie alors
pour chaque z de E il faut montrer que P(z) est vraie. Par contre pour montrer que
cette assertion est fausse alors il suffit de trouver x € E tel que P(x) soit fausse.

Trouver un tel z c’est trouver un contre-exemple a l'assertion « Vx € E P(x) ».

Exemple 1.4.1 Montrer que l’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est
somme de trois carrés ».

Les carrés sont les 02,12,22,32, ..., Par exzemple 6 = 22 + 12 + 12.
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Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0,1,4 mais avec trois de

ces nombres on ne peut pas obtenir 7.

1.5 Récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dépendant
de n, est vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois
étapes :

1. Montrons que ’assertion est vraie : pour n = 0.

2. Supposons que ’assertion est vraie jusqu’au l’ordre n.

3. On démontre alors que l’assertion reste vraie pour l'ordre n + 1.

Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est

vraie pour tout n € N.

Exemple 1.5.1 Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

Pour n > 0, notons P(n) lassertion suivante :

2" > n.

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0.
Montrons que l'assertion est vraie : pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc
P(0) est vraie.

Supposons que l’assertion est vraie jusqu’au [’ordre n.
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Montrons que [’assertion reste vraie pour l’ordre n + 1. est vraze.
2n+1 — 2n 4 2n
> n+ 2", car par P(n) nous savons 2" > n,

> n+1 ,car2"” >1.

Donc P(n+ 1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-

a-dire 2™ > n  pour tout n € N.

1.6 Exercices

Exercice 1.6.1 En utilisant le principe de raisonnement par contraposée montrer
que :

sia®> 4+ 9= 2" alors a est impair.

Exercice 1.6.2 Démontrer par labsurdre que \/2 est un nombre irrationnel.

Exercice 1.6.3 Montrer par récurrence que ¥n € N*,

LU +221+ . +nnl=(n+1)-1

1.6.1 Solutions des exercices

Exercice 1.6.1
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Par contraposée montrons que
si a? +9 = 2" alors a est impair.
-Montrons que si a est pair alors a® + 9 # 2"

a est pair = Jk € N/a =2k
a®+9 = (2k)?*+9
= 4kK*+9
= 2(2k*+4)+1

= 2K +1.

Alors a? + 9 est impair, or 2" est pair.
D’ou
a®+9#2"
Exercice 1.6.2
Par absurdre : supposons que v/2 est un nombre rationnel donc Ip € Z, Ip € Z* (p

et ¢ sont premiers entre eux), tel que V2 = §.

N

Sl

= P =2
= pP’=2¢/¢ €N
= p?=2k/keN

= p? est pair.

Montrons que

si p? est pair = p est pair .
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Par contraposée supposons que p est impair :

Jk € N/p=2k+1
Jk € N/ p*=4k* +4k+1
3k € N/ p? =2(2k* +2k) + 1

3k = 224+2keN/p? =2k +1

alors p? est impair.
Donc

si p? est pair = p est pair.
Et

p = V2¢=3keN, 2k=+2g
= JkeN, ¢ =2
= 3k =k’ eN, ¢ =2k"

= ¢* est pair

= ¢ est pair.
D’otul contradiction avec p et ¢ sont premiers entre eux.
Alors v/2 est un nombre irrationnel.

Exercice 1.6.3

Montrer que Vn € N*,

LU +221+ . +nnl=(n+1) -1
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Montrons que 'assertion est vraie pour n =1 :

ILll=1let(1+1)—-1=2-1=1.

Supposons que ’assertion est vraie jusqu’au l'ordre n :

L4224+ .. 4+nnl=(n+1) -1

Montrons que l’assertion reste vraie pour l'ordre n + 1 :

LU +221+ .. +nnl+(n+1).(n+1)! = (n+1)!=1+n+1).(n+1)
= (n+1L1+n+1)-1
= (n+1)L(n+2)—1

= (n+2) -1

donc est vraie pour 'ordre n+ 1.
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Chapitre 2

Théorie des ensembles

2.1 Ensemble

Définition 2.1.1 Une collection ou ensemble est constitué par des objets ou éléments
présentant une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés sont suffisantes pour

affirmer q’un objet appartient ou n’appartient pas a l’ensemble .
Exemple 2.1.2 On désigne par N ’ensemble des enties naturels
N={1,2,3,...,n,...}.
L’ensemble des nombres pairs se notera
P ={x/ x=2n,vYn € N}.
L’ensemble des nombres impairs se notera

K={z/ x=2n+1,¥n € N}.
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L’ensemble vide est noté

g={zx/reFEetx¢FE}.

2.2 Inclusion

On dit que I'ensemble A inclu dans ’ensemble B lorsque tout élément de A ap-
partient & B et on note

ACB

ieVre A=z € B.
Exemple 2.2.1 S5i on désigne par R l’ensemble des nombre réels, on aura
NcCcR

et st on désigne par Z [’ensemble des entiers relatifs et par Q [’ensemble des

nombres rationnels :
a
Q= {5/ b#0,a€ZetbeZ", pet q sont premiers entre eum}

nous aurons

NCcZcQcR.

2.3 Egalité de deux ensembles

Soient E et F' deux ensembles

EFE=F<< FEFCFetFCE
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i.e.

Ve, r € FE <=z € F.

2.4 Différence de deux ensembles

La différence de deux ensembles E et F' est 'ensemble des éléments de £ qui ne

sont pas dans F, noté £ — F
E—-F={x/xecFEetx¢F},

si ' C F alors ¥ — F est encore appelée complémentaire de F' dans F, il est noté

CE ou F©.

2.5 Opérations sur les ensembles

2.5.1 Réunion

Définition 2.5.1 La réunion des deuzx ensembles A et B est l'ensemble C des élé-

ments qui appartient @ A ou B, on écrit

C = AUB (celit C égale A union B)

te.xv € OC=AUB<zec AouzxcB.
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2.5.2 L’intersection

Définition 2.5.2 L’intersection de deux ensembles A et B est l’ensemble C' des élé-

ments qui appartient & A et B, on écrit

C = AN B(ce lit C égale A inter B).

reC=ANB<«=zxecAetxcB.

Remarque 2.5.3 Si A et B n'ont pas des éléments commun, on dit qu’ils sont dis-

joints, alors AN B = &.

Exemple 2.5.4 L’ensemble des nombres naturels pairs et l’ensemble des nombres

naturels impairs ont une intersection vide.

Remarque 2.5.5 Soient AC E et BCE
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1.
ANA=Aet AUA=A
2.
B=Cp+=AUB=Eet ANB=9
3.

A—B=AnNDB"

2.5.3 La différence symétrique

Définition 2.5.6 La différence symétrique de A et B est I’ensemble des éléments qui
appartiennent soit a A, soit a B, mais pas auzr deux & la fois. C’est la différence de

AUB et de AN B, noté¢ A A B.
AANB=AUB—-ANB=(ANB°)U(A°NB).

A A B des ensembles A et B est ’'ensemble coloré en rouge.



2.6 Propriétés des opérations sur les ensembles

2.6.1 Commutativité

Quels que soient les ensembles A et B

ANB=BNAet AUB=BUA.

2.6.2 Associativité

Quels que soient les ensembles A, B et C

(AnNB)NC = ANn(BNCQC)

(AUB)UC = AU(BUOQ).

22



2.6.3 Distributivité

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

AU(BNC) = (AUB)N(AUQ).

I'intersection et la réunion sont distributives 'une par rapport & 'autre.

2.7 Lois de Morgan

- (AN B)* = A°U B¢
- (AUB)=A°NB°
Preuve. -Montrons la premiére loi :
On montre (AN B)¢ C A°UB®et A°UB®C (AN B)°.
D’abord (AN B)¢ C A°U B“.
Soit € (ANB)*=a2¢ ANB

dans ce cas

l.xeAetxr ¢ B=ax€cAetre B =z A°U B°
2.2¢Aetr e B=ucvcActr e B = ax € A°U B°

. x¢Aetr ¢ B—ur€ Actx € B°=—x € A°U B°

del2et3ona(ANB)°C A°UB“.

Inversement montrons que A°U B° C (AN B)°.
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Soit x € A°UB° = x € A°oux € B°

l.sire A= ¢ A= ¢ ANB=ux€ (AN DB)°
2.sizreB =ax¢B=—=a¢ ANB =1z (AN B)°
d’on A°U B° C (AN B)“.

-Montrons la dexieme loi :

D’abord (AU B)° C A°N B°.

Soit x € (AUB)* = a2 ¢ AUB doncz ¢ Aetx ¢ B,
alors x € Aet v € B = x € A°N B

D’ou (AU B)¢ C A°N B-.

Inversement montrons que A°N B C (AU B)°.

Soit € ANB*=ux € A°ctr e B°doncx ¢ Aetz ¢ B,
alorst ¢ AUB = x € (AU B)“.

D'oit A° N B° C (AU B). O

2.8 Produit d’ensembles

Soient A et B deux ensembles, a,b deux éléments telsque a € A et b € B.
L’ensemble des couples (a,b) pris dans cet ordre est appelé I’ensembles produit

cartésien des ensembles A et B. On note

A x B.

Remarque 2.8.1 Si A et B sont des ensembles finis et si on désigne par :
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card(A) : le nombre des éléments de A,

card(B) : le nombre des éléments de B,

on aura : card(A x B) = card(A) x card(B).

2.9 Exercices

Exercice 2.9.1 1-Soit E = {a,b,c} un ensemble. Peut on écrie :

1) a € E
2) a C E
3) {a} C E
) o € E
5 @ C E
6){z} C E

2-Soient A ={1,2,3} et B=1{0,1,2,3}.

-Décrire les ensembles ANB, AUB, A x B.

Exercice 2.9.2 Soient E et F' deux ensembles. Montrer que :

PE)y=P(F)= E=F

(P(E) Uensemble des parties de E).



Exercice 2.9.3 Montrer pour toutes parties A, B,C de E

1)ANB

AUB < A=B.

2) AUB = AnB& BCACC.

2.9.1 Solutions des exercices

Exercice.1

1-
9
ANB =
AUB =
Ax B =

Exercice.2

1)vraie
2) faux
3)vraie
4) faux
5)vraie

6) faux.

{1,2,3}
{0,1,2,3}
(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1)

’ (27 2)7 (27 3>a (37 0)7 (37 1)7 <3a 2)7 (37 3)

26



Montrons que P(E) = P(F) < E = F.
1- Montrons si P(E) = P(F)= E=F

Supposons P(E) = P(F)

P(E)={A/ ACE}=p(F)={B/ BCF}

)soitz € E={z}CE
~ {2} € P(E)
= {z} € P(F),(P(E) = P(F))
= {z}CF
= x€F

= ECF.

2)soity € F={ytCF

= {y} € P(F)

Doun £ = F.

2-Montrons si F = F = P(E) = P(F).



Supposons E = F

1—soitA € P(E)=ACE

= E=FAcF
= Aec P(F)

= P(E)C P(F).

2—soit B € P(F)=BCF

Dot P(E) = P(F).

Exercice.3

= Be P(E)

= P(F)cC P(E).

1) Monter que ANB=AUB< A=B

1-1) Montrons ANB=AUB = A=B.

Supposons ANB=AUB

Soit # €
=

=

A=zxr€ AUB
r€ANB,(ANB=AUB)
r € B

AC B.
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Soity € B=xe€BUA
= rz€ANB,(ANB=AUB)
= €A

= B CA.

Alors A = B.
1-2) Montrons A=b= ANB = AUB.

Supposons A = B

Alors ANB=AUB.
2)Montrer que AUB=ANC& BCACC.
2-1) Montrons AUB=ANC=BC AcC.

Supposons AUB =ANC.

Soitzx € B=zxcBUA
= € ANC,(AUB=ANC)
= z€A

= B CA.



Soity € A=x€ AUB
= yeAnC,(AUB=ANC)
= yel

= AcCcC.

Alors BC AcCC.
2-2) Montrons BC ACC=AUB=AnNC.

Supposons B C A C C,

AuB = A

ANnC = A

Alors AUB=ANC.

30
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Chapitre 3

Les relations et les applications

3.1 Relation binaire dans un ensemble

Définition 3.1.1 Soient x € F, y € F et une relation R entre x et y est une
correspondance entre x et y.

Lorsque le couple (z,y) vérifie la relation R , on note xRy.

Si x,y appartiennent au meme ensemble E, la relation R est appelée relation

binaire dans E.

Exemple 3.1.2 1. z,y € N, 2Ry <= x divise y, R relation binaire
2. z,yeR, xRy <= =1y

3. ACE,BCFE, ARB< AC B.
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3.2 Propriétés des relations binaires dans un en-

semble

Soient R une relation binaire dans un ensemble E et x,y,z € E. On dit que R est
1. Reéflixive & Ve € £, zRze

2. Symétrique< Vr,y € E, 2Ry = yRx

3. Antisymétriques Vo, y € E, 2Ry et yRe =z =y

4. Transitive < Vz,y, 2z € E, 2Ry et yRz = 2Rz.

Définition 3.2.1 Une relation est dite relation d’équivalence si elle est réflexive,
symatrique et transitive.
Une relation est dite relation d’odre si elle est réflexive, antisymatrique et transi-

tive.

Exemple 3.2.2 1. Vx,y € R 2Ry & x =y, est une relation d’équivalence et une
relation d’ordre.
2. Soient A, B C E ARB < A C B est une relation d’ordre.
En effet :
YA CE, ACA<S R réflexive.
VYA, BCFE, ACBetBCA= A= B= R est antisymetrique.

VA, B, CCFE ACBetBCC=ACCC= R est transitive .

3. Ve,y e R xRy & x <y, est une relation d’ordre.
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4. NVr,y € Z  aRy & x —y est un multiple de P (P > 1) est une relation

d’équivalence, elle est appelée congruence modulo P et notée par

Ry < r=y[Plex—y=kP ke

Définition 3.2.3 Une relation d’ordre dans un ensemble E est dite d’ordre total st

deux éléments quelconque de E sont comparable i.e.

Ve,y € E on a xRy ou yRx

et on ecrit

r<youy <.

Une relation d’odre qui n’est pas d’ordre total est dite d’ordre partiel.

Exemple 3.2.4 1. Soientz,y € R, Ry <y

R est réfliézive & (Vo € R, x < v & zRx).
R est antisymétrique < (Vr,y e R, e <y ety <z =x=1y).
R est transitive < (Vr,y,z e R, x <y ety <z=1z<2z).
R est une relation d’ordre.
L’ordre est total carVx,y e R onax <y ouy < x.

2. Soient (x,y), (2, y) € R (z,y)R(z',y) ©x <2 ety <y.
R est une relation d’ordre. L ordre est partiel car : soit (1,2),(3,0) € R?

on a (1,2) ne pas en relation avec (3,0), et (3,0) ne pas en relation avec (1,2).
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3.3 Classe d’équivalence

Soit R est une relation d’équivalence, on appelle classe d’équivalence d’'un élément

x € F l'ensemble des éléments y de E qui sont en relation 3 avec x on la note :

Définition 3.3.1 L’ensemble des classes d’équivalence d’éléments de E est appellée
ensemble quotient de E par R, il est noté E/R.
E/R={z/x € E}.
Exemple 3.3.2 Vz,y € R aRy & 2t — 22 = ¢* — 92
R est une relation d’équivalence, en effet
1.V €R, 2% — 2?2 =2* — 22 & 2Rv & RN réflévive.
2. Vr,y R, 2t — 2?2 =yt — 2 = oyt — 9% = 2* — 2% & N symétrique.
3. Vr,y,z € Ra* — 2?2 =yt —9? et y* — 2 = 2% — 22 & R transitive.
Cherchons les classes d’équivalence de 0, 1,%
0 = {yeR/ Ry}
Ry < 01—0%=y"—¢?
& Y -1)=0
& y=0ouy=1ouy=-—1

0 = {-1,0,1}.
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I = {yeR/ 1Ry}
IRy < 11—12=yt—¢?
y = Oouy=1ouy=-—1

1 = {-1,0,1} =0.

1 1
5 = {?JGR/ 5%?/}

1 1 1
SRy e (D) (2)2 = ot 2
Y (2) (2) Yyt -y
3
<:>y4—y2—E:0
1 3
& -y —->)=0
(y 4)(1/ 4)
1 1 1 1
&y 5 Y =50y (2),3/ (3)

En général

si |z > 1,7={-=zx}

si |z < 1,7= {—a:,m,—\/l—xQ,\/l—xQ}.

3.4 Notion d’application

On appelle application d’un ensemble £ dans un ensemble F' une loi de corres-
pondance f permettent d’associer a tout € F un élément y € F.

E est 'ensemble de départ, F' est I’ensemble image .
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[’élément 3y associé & x est I'image de x par f, on note
frx—y/ flx) =y

Exemple 3.4.1 [application f : x — y = 2x + 1,Vo € N est une application de N

dans N.

3.5 Surjection

L’image f(FE) de E par f est en général une partie de F. Si tout élément de F' est
I'image par f d’au mois un élément de F, on dit que f est une application de E sur

F ou encors que f est une application surjective, on a alors f(F) = F.

3.6 Injection

L’orsqu’a deux éléments distincts de E correspandent par f deux élément distincts
de F', f réalise une injection de E dans F' . On dit encore que f est une application

injective, on a alors
\V/.I'LJ}Q € E, f<I1> = f(ZL‘Q) — IT1 = T2
ou bien par contraposé

Vo, xe € B, 11 # 10 = f(21) # f(x2).
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3.7 Bijection

f est une application bijective si elle est surjective et injective, tout élément de F
est 'image d’un élément de £ et d'un seul.

Dans ce cas il existe une application inverse f~! de F sur E, puisqu’a tout y € F,
on associer un élément x bien déterminé de FE.

f~! est l’application inverse ou réciproque de f

—1
xéy@yn—mx

f~1 est elle méme une bijection de F sur E et (f~1)~! = f.

Exemple 3.7.1 f(x)=a+2x,x €Z,a €L

[ est bijective, son inverse est f1(y) =y — a.

3.8 Composition des applications

Soient les ensembles E, F' et GG, et deux applications f et g de F dans F' et de F
dans G (resp.)
f:E—F g: F—G

i flz)=y y—gly) ==

on définit 'application composée gof :
gof :E—G

r — gof(z) = z.
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Proposition 3.8.1 1. Si f et g sont injective = gof est injective

2. Si f et g sont surjective = gof est surjective

Preuve.

1. Vo, 29 € E, QOf(xl) = 90f($2) gmjécme f(951) = f($2) fmg:me 1 = T, d’oul
gof injective.

f surjective g surjective N . .
=" g(F) =" @G, dou gof surjective.

2. gof(E) = g(f(E))

Remarque 3.8.2 La composée de deux bijections est une application bijective.
En particulier, la composition de f : E — F et sa réciproque f~' : F +— E est

lapplication identique I sur E

flof =Idg et fof™' =Idp

3.9 Image directe et image réciproque

3.9.1 Image directe

Soit f: E — F et A C E. On appelle image de A par f le sous ensemble de F,
noté f(A) telque

f(A) ={f(x) e F/ x € A}



3.9.2 Image réciproque
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Soit f : E — F et B C F. On appelle image réciproque de B par f le sous

ensemble de E, noté¢ f~1(B) telque
fYB)={z€E/ f(x) € B} C E.

Exemple 3.9.1 1. Soit f une application définie comme suit
f 0,1 — [0,2]

T — 2—x

-Trouver f ( [0, %] )

on a
1 1
0 < <= ——< —2<0
=~ 5U_2 5 = T >
1
3
= —<2—-x<2
2
alors



2. Soit la fonction
g: 0,2 — [0,1]

r = (r—1)>

-calculer g71({0})

g '({0}) = {zel0,2]/f(x) € {0}}
= {x c0,2]/(xz—1)*¢ {0}}
= {z€[0,2]/(x—1)>=0}

= {1}.

3.10 Propriétés des applications

Soit f: B — F
1. AC B= f(A) C f(B)
2. f(AUB) = f(A) U f(B)
3. f(ANnB) C f(A) C f(B)
Démonstration

1. Soit y € f(A) alors Iz € A/ f(x) =y

or AC B=xz¢€ Bdoncy= f(z) € f(B) dou f(A) C f(B).

40
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2. Soit

y € f(AUB)e Jrze AUB/ f(z)=y
& dJreAl f(r)=youdre B/ f(x)=y

& y€ f(A)ouye f(B)

dott f(AUB) = f(A)U f(B).

3. Soit

y € f(AnB)=3Jr€ AnB/y= f(x)
= JrcA/y=f(r)et Iz e B/ y= f(z)

= y€ f(A)etye f(B)

dott f(ANB) C f(A) U f(B).

Remarque 3.10.1 On ne peut pas faire double inclusion car les x ne sont pas for-

cement dans le méme ensemble.

Exemple 3.10.2 Soit
f: R - R

l’l—>l'2

A=[-1,0], B=[0,1, AN B = {0}

f(A) =10,1], f(An B) = f({0}) = {0}, f(A) N f(B) = [0,1]

dou f(ANB)# f(A)Nf(B)
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Remarque 3.10.3 [’égalité n’ayant lieu que si f est injective.

Proposition 3.10.4 Soient f: E — F etg: F — G
1. Si gof est injective alors [ est injective.
2. Si gof est surjective alors g est surjective.

3. Si gof est bijective alors f est injective et g est surjective.

Démonstration.

1. Soient 1,29 € E/ f(x1) = f(22) = g(f(21)) = g(f(x2)) (g est une application)

et comme gof est injective, alors xy = x5
d’ou f est injective.

2. On a

f(E)YCF=gof(E)Cg(F)CG
or gof est surjective alors gof(FE) = G,ainsi G C g(F) C G

d’ou

g(F) = G i.e. g est surjective.

3.11 Exercices

Exercice 3.11.1 Soit [lapplication f: R — R définie par
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1. Déterminer l'ensemble f=1({1}). L application f est-elle surjective ?

2. Déterminer [’ensemble f‘l({%}). L’application f est-elle injective ?

Exercice 3.11.2 Soient f : R — R et g : R — R les applications définie par f(x) =
2z + 1 et g(z) = 2> — 1.

A-t-on fog=go f?

Exercice 3.11.3 Dans chacun des cas suivants la relation R définie sur E est-elle

réflexive, symétrique, antisymétrique ou transitive ¢

T+ 2y

E=Net 2Ry e N.

E=Net 2Ry < IneN; x=y".

3.11.1 Solutions des exercices

Exercice 3.11.1 L’application f : R — R définie par

{1y = {2z eR/ fa) =1}

T
= {x€R/1+x2—1}
= {zeR/2*—z+1=0}




on a
A = 1-4
= —-3<0
alors
) =2,

et f n’est pas surjective car 1 n’admet pas un antécédent .

2)

rdzh = {eerirw -3
- {wER/me?:%}

= {zeR/z*-3z+1=0}
B {3+\/5 3—\/5}
= 7

2

f n’est pas injective car f(=5

Exercice 3.11.2

Soient f(z)=2x+1let g(z)=2>—-1,z€R.

(fog)z) = f(g9(z))

(fog)(x) = 222 -1, Vz € R.

3+\/5) — f(3+2‘/5) et 3+2\/5 ” 3+2\/5_
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(gof)(x) = g(f(x))

= (2z+1)2*-1

(go f)(x) = 4a* +4x, Vo €R.

D’ou

Exercice 3.11.3

1) -a)R est réflexive :

fog#gof

T+ 2z

b)R est symétrique

Ry <
=

=

3 =z N Re

T+ 2y

e N.
3

r+2y=3k/keN
x=3k—2y
y+2x=y+6k—4y

y+ 2z =302k —y)

Y+ 2x
3

¢ N
y n’a pas une relation avec x

R n’est pas symétrique.
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c)R est antisymétrique

Soient zr =1,y =4

1+8

442

eEN=-1=4.

eN
3
Alors R n’est pas antisymétrique.
d)R est transitive : Vz,y,z € N

T+2
My & 52 eN

y%z@%eN

2Wr e N, 2Ry < In e N; o = y"

a) R est réflexive

Y

=

=

=

r+2y=3k/ keN

y+2:=3k/k €N
\
(

x =3k — 3y

2 =3k —y

\
r4+22=3((k+k)—y)
r+2z=30k —y)

T+ 2z
3

¢ N.
x n’a pas une relation avec z

R n’est pas transitive.

In=1€N,; z=z< 2Ry.
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b) R est symétrique

Ry & IneN; z=y"
= EInEN;y::c%
= EInI¢N;y::C"I

= R n’est pas symétrique.

c) R est antisymétrique

Ry < IneN; v=y" ) ,
= dneN; dn eN; z=2""

yRz < In’ e N; y::c"/

= dneN; Eln,EN; nn =1

= R est antisymétrique.

d) R est transitive

Ry < IneN; z=y" . ,
= dneN; dn eN; x=2""
yRz < In' eN; y= 2"

= I =nn eN; z=2"
= Rz

= Rest transitive.

47
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Chapitre 4

Structures algébriques.

Définition 4.0.4 (Loi interne)
Soit G un ensemble, on appelle loi interne sur G toute application de G x G. On

note une loi interne par x , A.

Exemple 4.0.5 1. L’addition est une loi interne sur R, de méme pour la multipli-
cation dans R.
2.L’application
o R-{}xR- {3} ~ R-{})
(a,b) — a+b—2ab
est une loi interne dans R — {3} car Vae R— {3} Vbe R - {1},

ona:a—f—b—Qab#%.

Définition 4.0.6 Soit G un ensemble et * une loi interne

1. x est dite commutative si et seulement si Ve, y € G: xxy=y*x
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2. x est dite assosiative si et seulement si Vr,y,z € G: (x*xy)*xz =2z (y* 2)
3. x admet un élément neutre si et seulement si e € G/Nx € G:xxe =exr ==x

4. soit x € G, on dit qu”un élément ' € G est I’élément inverse ou symétrique de

x si et seulement si x x x' = x’' x x = e (e est élément neutre).

4.0.2 Groupe

On appelle groupe un ensemble G mini d’une opération interne * telleque
1. () est associative
2. (%) admet un élément neutre

3. tout élément de G admet un inverse dans G .

Remarque 4.0.7 Si de plus x est commutative , on dit que (G,*) est un groupe

commutative ( ou ablien).

1. (Z,+) est un groupe commutatif
2. (R, x) n’est pas un groupe car le 0 n’admet pas d’inverse

3. (R*, x)est un groupe commutatif.

4.0.3 Anneaux

Soit A un ensemble muni de deux lois de compossition interne (x) et (A). On dit

que (A, *,A) est un anneau si :
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1. (A, %) est un groupe commutatif
2. Vr,y,z € A: xA(y x 2) = (xAy) * (xAz2)
3. (A) est assosiative.

Si de plus (A) admet un élément neutre on dit que (A,*, A) est un anneau

unitaire.

4.0.4 Corps

Soit k un ensemble muni de deux lois interne (x) et (A), on dit que (k, *, A) est

un corps si :
1. (k,*, A) est un anneau unitaire
2. (k —{e},A) est un groupe ou e désigne I’élément neutre de (x) .

Si de plus (A) est commutative, on dit que (k,*, A) est un corps commutatif.

Exemple 4.0.8 (Z,+,.) est un anneau commutatif
(R, +,.) est un corps commutatif.
1l existe un corps plus grand que le corps des nombres réels, c’est le corps des

nombres complezes.
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4.1 Exercices

Exercice 4.1.1 [-Soit x la loi définie dans R par

Txy =2xY + (3:2—1) (yz—l)
a) Vérifier que x est commutative,non associative, et admet un élément neutre.

b) Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R.
1)2xx = 5
Q)zxxr = 1
II- On définit sur R la loi
TxYy=x+Yy—2Y
-Etudier ’associativité, commutativité, existance d’un élément neutre, existance d’élé-

ment symetrique.

Exercice 4.1.2 On définit sur Q— {—%} la loi
rxy=x+y+2xy
-Montrer que * est interne.

-Montrer que (Q— { —% ,*) est un groupe commutatif.

Exercice 4.1.3 On définit sur Q deux lois de composition internes (%) et (A) comme

suat

axb=a+b—-1

aAb=a-+b—ab



-Montrer que (Q,*,A) est un corps.

4.1.1 Solutions des exercices

Exercice 4.1.1

a) xxy=ay+(a? —1)(y* — 1)

-x est commutatives Vo, y € R,z xy = y * = ce qui est vraie

- est associatives Vr,y, 2z € R, (xxy) * 2 = x % (y * 2)

on trouve (r *y) x z £ x* (y * 2).

-+ admet un élément neutre < de e R,Vr e Rixxe=exx =21

on utilise une seule équation car * est commutative.

rxe=x&ret+ (P —1)(e?—1)=z=e=1.

b)2xx=5&2r+3(?-1)=5&r=-20ur=73.
axr=1o12+@2-1)Y=1o2z=00uz=1,ouz=—1.

I-zxy=o+y—2ay

- est associatives Vo, y,z € R (x % y) x 2 = x * (y * 2)

ona (z*xy)*z=uxx*(yx*z) vraie

-x est commutatives Vo, y € R,z x y = y * x ce qui est vraie.

-+ admet un élément neutre < de e R,Vr e Rz xe=exx =2

on utilise une seule équation car * est commutative.

rxe=rr+te—ve=x<e=0.

-Chaque élément = de R admet un élément symetrique.
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VeeR I e Roox2' =0« 2’ = == pour x # 1.

1 n’admet pas un élément neutre, donc tout les élément de R n’ont pas un inverse.
Exercice 4.1.2 : sur Q— {—%} LT XY =2+ Y+ 22y

1) * est interne< Vr,y € Q— {—%} ,rxy € Q— {—%

Le. Vo # S Vy # St oxy# 3

Par absurde :

Supposons que z *y = St avec x £ SH,y £ -

rry=S Sr+ty+2ay=L Sr+i+y+2ry=0cr+1i+y(l+22)=0
z+i42y(34+2) =0 (z+1)(1+2y) =04 z =3 ouy = 3! contradiction.

Alors = * y # _71

x est interne
* est commutative
2) (Q— {—3} . *) est un groupe commutatif< % est associative
*x admet un élément neutre

chaque élément admet un inverse

\
-* est interne d’aprés la question 1).

-% est commutatives Vo, y € Q— {—%} ,T* Yy =y *x ce qui est vraie

-x est associatives Vi, y, 2 € Q— {—%} J(rxy)xz=x%(y*2)

-x admet un élément neutre < Je € Q— {—%} , Vo € Q— {—%} ,Tke=e*xT =1
on utilise une seule équation car * est commutative.x xe =x = e =0

-Chaque élément x de Q— {—% admet un élément symetrique.
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VQ:EQ—{—%},EI:C’EQ—{—%},x*x’zO

—x
xr' =0& a2 = .
e T Tt
Montrons que 577 € Q— {—%} par 'absurde :

Supposons que 55 = —% < 1 = 0 impossible, donc

— 1

£ =

2z +1 2

et alors (Q— {—% ,*) est un groupe commutatif.

Exercice 4.1. 3 :

(Q, *, A) est un corps<

(Q, %, A) anneau unitaire<

(Q,*,A) anneau unitaire
chaque élément de Q— {e} admet un inverce par rappot a A
(Q, >I<) est un groupe commutatif
(Q, %) est un groupe commutatif
A est associative

A est distributive sur % a gauche et a droite

A admet un élément neutre

* est interne

* est commutative

(Q, *) est un groupe commutatif * est associative

* admet un élément neutre e = 1

chaque élément de Q admet un inverce par rapport a x

\
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Chapitre 5

Les nombres complexes

Définition 5.0.4 Six,y sont deux nombres réels, le couple ordonée [x,y] est appelé

nombre complexe et on note z = x + iy, 1> = —1, i imaginaire.

5.0.2 Représentation graphique

Dans le plan Oa, 0b le point Z a un abscisse a et ordonné b, donc chaque point Z

dans le plan est représente par un nombre complexe.

5.0.3 Module-argument

L’angle 6 = (0a, 0b) est Pargument de Z.

La longueur du vecteur 0Z désigne le module de Z, noté par r = |Z| = |0Z].
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IMATINANes s
’

5.0.4 Comment calculer 0 et r

Sachant que a = rcosf, b =rsinf

donc
P =a?4+b=r=Va+b
et
b sin 6
o = tanf
a cosf

Remarque 5.0.5 Si z est un nombre complexe noté z = x + iy, x partie réelle et y
partie imaginasire.

2z = x 41y peut s’écrire aussi sous forme trigonométrique

z =r(cosf +isinb).
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5.0.5 Opérations sur les nombres complexes
Addition
Soient 27, 2o deux nombres complexes telsque z; = x1 + iy; et 2o = x5 + iys, alors

21+ 20 = (x1 + x2) +i(yr + y2).

Sous forme trigonométrique Soient
z1 =r1(cosfy + isinby), z3 = ra(cosfy + isinby)

donc

21+ 29 = (r1cos 6y + 13 cos0s) + i(ry sin 0y + rosin ).

Produit

2129 = (X102 — Y1Y2) + i(T1y2 + y122)

Sous forme trigonométrique

2122 = T1T2(COS(91 + 92) + iSiIl(Hl + (92))

Division

21 Ty + iy

22 Ty + 1Yo

T+ iy y To — 1Yo

To+1iYy2 X2 — Y2

(172 + Y1y2) + (1172 — T172)
3 + Y5




o8

Sous forme trigonométrique

a_ E((:08(91 — 0y) +isin(f; — 62)).

zZ9 T

5.0.6 Formule de Moivre

Considérons le nombre complexe de module 1 et d’argument 6

2z =cosf +isinf = e?

donc

Vn € N, (cosf + isinf)" = cosnf + isinnf.

Preuve. Par récurrence sur n,
pour n = 0 la formule est vraie : (cosf + isinf)° = let cos(06) + isin(06) = 1.
Supposons la formule vraie pour un entier n € Nalors (cos # +isin )™ = cos nf +
1sinnf.
Montrons que Vn € N, (cos 6 + isin §)"* = cos(n + 1)0 + isin(n + 1),

on a

(cos® +isinf)"tt = (cos + isinf)"(cosf + isinf)
= (cosnf + isinnb)(cosf + isin )
= cosnb cos — sinnf sin @ + i(cos nf sin O + sin nf cos f)
= cos(nf + 0) +isin(nb + 0)

= cos((n+1)8) +isin((n+ 1)0)
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Nous en déduisons que la formule est vraie pour I'ordre n + 1. O

Racine n'“"* d’un nombre complexe

Soit I’équation

2" = A A=r(cosa+isina),
z = (cosnl + isinnb)

2" = "(cosnf +isinnfh) = r(cosa + isina)

par identification

" = retnf=a+2kn

2k
0 = Yretl= @ + =7
n n
on trouve n solutions (k =0,1,2,...,n —1).
Exemple 5.0.6 Trouver la racine cubique de 1, 1.e.
22 = 1=cos2r +isin2r =
2 2k 2 2k
z = cos(g + Tﬂ) +isin(§ + Tﬂ), k=0,1,2
on trouve trois solutions
stk = 0, z1=1
2r 27 or  2m. -1 /5
ko= 1o —eos(ZE LT LiainPT L 2Ty DL Vo
si , 22 cos(3—|—3)+zsm(3—|—3) 5 i
2 Aw 2 4w

sik = 2, zg=cos(— + —) +isin(— +

)=1
33 33



5.0.7 Résolution de ’équation de second degée

Soit I’équation

ar® +br +c=0,(a,b) € R?

avec

A=V —4ac<0
En mettant le trinome sous forme canonique, ’équation s’écrite

b, b —dac
Dy 2 TR0
(z+ 2a> 2a2

b, A 7@‘2(—A)7 i/ (—A)
(x—i—%)—@— 4a? = 2a

)2

et donc
—b + i/(=4)
2a 20

60

L’équation du second degré dont le discriminant est négatif a deux racines com-

plexes conjugués.

Exemple 5.0.7 Soit l’équation

donc




Formule d’Euler

Soit
z=x+1y, v,y €R.

On définit exp(z) par

exp(z) = exp(x + iy) = exp(z)(cosy + isiny)

exp(iy) = cosy + isinvy,

exp(—iy) = cosy — isiny,

exp(iy) + exp(—1iy)

exp(iy) — exp(—iy)

cosy = , siny =

2 21

5.1 Exercices

Exercice 5.1.1 Soit :
=140V3, 25=-2, 23=1—iV3

1) Calculer le module et l’argument de chacun de ces nombres.
. . L
2) Calculer — et —= en forme trigonométrique

Zy
3) Résoudre dans C ’équation :

73 4+1=0.

61
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Exercice 5.1.2 Soient a et b deuz entiers naturels.

1) Déterminer a et b pour que
<a+b\/§>2 =4+2V3
2) Résoudre dans C [’équation suivante
2= (24 (1-v3)i) 2 +1+v3+ (1-V3)i=0

3) Soit z1 et zy les solutions de [’équation précédente telles que |z1| < |22 .

. 21 o . . L.
-Ecrire alors (— sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.
22

T 7T
-En déduire sin | — — .
n déduire sin (12> et cos (12>

5.1.1 Solutions des exercices

Exercice 5.1.1 : 2z = 1 + V3, 2o = —2, 23 = 1 — i/3.
1) ’21’ == 2, |22’ == 2, |23’ = 2.

argz; = 61 : cosz; = %, sin z; = ‘/75 =0 =3

argzo =0y :coszo = —1,8inzo =0=0, =7
arg z3 = 03 : cosz3 = %, sin z3 = —\/75 =03 = —%.
ﬂ 2(c0s%+isin %)

2) -

23 - Q(Cos—§+isin—3

2 _ w = cos (0 — 01) +isin (02 — 0,) = (cosQ% + isin2§) .
21 2(cos 5 tisin 5)

7= cos (01 — 03) + isin (61 — 03) = (cos 2% + isin2%).

3)22+1=0=2>=—1=(cosm+isinm).

On pose z = p(cosf +isinf) = 23 = p* (cos 30 + isin 30) = (cos 7 + isin )



63

PP =1 p=1
par identification =
30 =71 +2km, k=0,1,2 0=F+2%% k=0,1,2
pOUI‘I{?:O,9:%:>21:COS%+iSin%:%+i\/7§
pour k=10 =7 = zy =cosm+isinm = —1
poursz,Hz%“:>23:cos%’r+isin5?”:%—i\/7§.
Exercice 5.1.2 :
1) (a+b\/§)2:4+2\/§:>a:1etb:1,a,b€N.
2) 22— (24 (1-V3)i)z2+1+V3+(1-3)i=0
2
A=—(1+2v8) = (1+3)
24 (1—=+v3)i)+i(1++v3
LR D ESTLERC IR
24+ (1—+v3)i) —i(1++v3
Z = 2+ ( \/_)2) ( \/_):1—2'\/§:>|z2|:2

a 1+i  1—V3+(1+V3)i

= = — forme algébrique
. 1—iV3 2 sebriq

21 . :\/i(cos T +isin g)

2y 2(cosE+isin%) 7 (Cos (% + %) + isin (% + %)) = \/Li (cos %’ + 4 sin %) —forme

trigonométrique

par identification de la forme algebrique avec la forme trigonométrique on obtient



1

—= COS -5 —

V2

1 .
/3 Sin

64
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Chapitre 6

Les fonctions réelles a une variable

réelle

6.1 Généralités

f désigne une fonction définie sur D C R et & valeurs dans R.

6.1.1 Sens de variation
f est dite croissante sur [ C D et Vg € [,Voy € 1 |, 11 <29 = f( 1) < f(29)
f est dite décroissante sur [ C D et Vaoy € [[Vag € 1 |, 21 < 29 = f( 21) = f(x2)
f est dite monotone sur I C D si elle est croissante ou décroissante sur /.

Avec les inégalités stricte, on définit : f strictement croissante, strictement dé-

croissante, strictement monotone sur I.
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6.1.2 Parité, périodicité
f est paire si : Vo € D,V(—x) € D, f(—z) = f(x), son graphe est symétrique par
rapport a (0y).

f est impaire si : Vo € D,V(—x) € D, f(—z) = —f(x), son graphe est symétrique

par rapport a ’origine 0.

f est périodique de période T' (ou T-périodique ) siVx € D, x+T € D,x—T € D/

fle+T)=f(z-T) = f(x).

6.2 Limites

Définition 6.2.1 (Limite d’une fonction en xg)

Soit xg € I, on dit que f admet une limite | finie en xy et on note

lim f(z) =1siVe>0,3a>0Ve el: |z —x| <a=|f(zr)—1<e

Tr—X0

st f admet une limite | en xq, cette limite est unique.

6.2.1 Limite a droite, limite a gauche

Une fonction f admet une limite & droite [ en x si la restriction de f a I N]xq, +00|

admet pour limite [ en xg.

On note

lim f(z)=1

> —x0
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et on a

lim f(z)=1&Ve>0,3a>0Vr:0<z—x9<a=|f(x)—1 <e

> —T0
Une fonction f admet une limite & gauche [ en xq si la restriction de f a I N]xq, +00|
admet pour limite [ en x;.

On note

lim f(zx)=1

< —xg

et on a

lim f(z)=1l<Ve>0,3a>0,Vr: —a<z—120<0=|f(z) =] <e

r<—x0

Théoréme 6.2.2

lim f(x)= lim f(z)=10< lim f(z)=1

r<—xq > —x0 T—T0
Exemple 6.2.3
1iH[l)SB2:O<:>VE>0,E|Oz>0,V$Z z| <a=|2* 0| <e
Tr—
2% < e |z < Ve

il suffit de prendre o = \/e.

lin§x+1:3<:>‘v’e>0,5|0z>0,‘v’x:|a:—2]<oz:>|a:+1—3|<e

lt+1-3|=lr—2|<e

il suffit de prendre o = e.
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Extension de notion de limite

1.
lim f(z) =400 < VA >0,3a > 0,Vz: |z — 20| < = f(x) > A.
2.
lim f(z) = —0c0 & VA >0,3a >0,V : |z — 2| < a= f(x) < —A.
3.
lirll flx)=1leVe>0,36 >0,V 2> (= |f(x) =] <e
4.
lim f(z)=1l<Ve>0,38>0,Va:a<-f=|[f(z) - <e
D.
hI_P f(z) =400 < VA>0,36>0,Ve: 2> p= f(z) > A
6.
liIJP flx)=—-00<VA>0,36>0,Vx 2> 0= f(x) < —A.
7.
lim f(z) =400 VA>0,36>0,Vo:2 < —3= f(z) > A
8.

lim f(z)=—-0c0o<VA>0,36>0,Vr:z< - = f(z) < —A.

T——00
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6.2.2 Propriétés des limites

Théoréme 6.2.4 (Théoreme d’encadrement)

Soient f,q et h trois fonctions définies sur un intervalle |a,+o00| , si pour tout

x € la, oo, f(z) < g(x) < h(z), et si

lim f(z)= lim h(z) =1;(l € R)

r—-+00 r—-+00

alors

lim g(z) =1.

T——+00

Exemple 6.2.5 Calculer

cos(x)

li = li
L9 = I

Ve e RY, ona

alors

or
1 1
]_' —_—) = 1. —) =
Jm (3) = i () =0

d’apres le théoréeme d’encadrement, on déduit que

cos(x)

=0.

lim

r——+00 T
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6.2.3 Opérations algébriques

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de xy et admettant des

limites l1,l> en xg, soit A € R.

—

. f+ g admet comme limite I, + I5 .

2. Af admet comme limite Al;.

w

. f g admet comme limite [/ .

4. Sily # 0,5 admet comme limite ll?l

ot

. Si g est bornnée et

lim f(z) =0 alors lim fg(z) = 0.

T—xo T—To

6.2.4 Fonctions équivalentes

Définition 6.2.6 Soient f et g deux fonctions définies sur I et xg € I, sz% est définie
sur un voisinage de xo(sauft peut etre en xy). On dit que f et g sont équivalentes au
voisinage de xg, Si

lim =2 =1
ez ()

f(z)
g
et on note

fogoufa™y.

LSifilgiet folgo= fi fo Rgige.

2. Si flﬁqgletfgfﬂogg:%@Z—;avecfzﬁ#o.
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3. Si f&getsi

lim g(z) =1
T—T0

alors
lim f(x)=1.
T—x0

Proposition 6.2.7 Pour chercher la limite d’un produit ou d’un quotient on peut
donc remplacer chacune des définitions par une fonction équivalente, choisie pour
simplifier le calcul.

Mais attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une somme, ou dans

une fraction composée.

6.2.5 Fonctions équivalentes classiques

1. exp(z) —1 &

4. log(1+z) & .
0
5. tan(x) « .

6. (1—2)" -1 az.
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6.3 Continuité

Définition 6.3.1 (Continuité en un point) f est continue en xy si et seulement si
[ est définie en xqg et lim, ., f(z) = f(xo)
i.e. Ve > 0,3a > 0,Vx, |z — x| < a = |f(x) — f(zo)| <e.

f est continue o droite(resp. & gauche) en xq si

lim f(z) = f(zo)(resp. lim f(z) = f(zo).

> —x0 r<—xq

6.3.1 Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie sur I et xy ¢ I, si lim, .., f(z) =,

la fonction f définie sur I U {zo} par

- flx)ysizel
f(2) =
[ six = xg

est la seule fonction continue en zy donc la restriction a I soit f. On lappelle le

prolongement par continuité de f en xg.

Exemple 6.3.2 1.

B ©#0
flz) =
1, x=0.
1>im0f(x) = 1= f(0) = f est continue & droite de 0.
1<im0f(x) = —1+# f(x) = f n’est pas continue a gauche de 0.

D’ou f nest pas continue en 0.
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1
f(z) =xsin—, #0
x
. . 1 1 , :
lim f(z) = lim xsin — = 0 car : sin —bornée et limx =0

x—0 x—0 €x x x—0

alors f admet un prolongement par continuité en 0, et on a

. 1 .
_ rsin, stx #0

f(z)=
0 stix=20

6.3.2 Continuité sur un intervalle

Soit f: 1 —R

f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

6.3.3 Opérations sur la continuité

Si f et g sont continues en z( alors

1. f + g est continuie en x.

2. A\f est continue en xy.

3. fg est continue en xg.

4. Si g(xo) # 0 alors 5 est continue en z.

5. Si f est continue en xq et si g est continue en f(xg) alors gof est continue en

Zg-
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6.3.4 Image d’un intervalle par une fonction continue

Théoréme 6.3.3 (Théoreme des valeurs intermédiaires)

Si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle .

6.3.5 Image d’un intervalle fermé

Si f est continue sur un intervalle fermé I , alors f(I) est un intervalle fermé.
En particulier, si f est continue sur [a, b] et si f(a) et f(b) sont de signe contraire

alors I’équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans [a,b] en effet,

f(la,b]) = le,d] < Vyle,d], 3z € [a,0] / f(x) =y

ona:a<x<betfestcontinue: f(a) < f(z) < f(b), f(a) > 0et f(b) <O
alors 0 < f(z) <0= f(z)=0

alors 3z € [a,b] / f(z) = 0.

Exemple 6.3.4

f(x) = logz+a°+x—3=0 sur [1,2]

f(1) = —1<0, f(2)=1log2+7>0.

f continue sur [1,2] alors f(x) = 0 admet au mois une racine et on voit que f est

croissante d’ou on a une seul solution.
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6.3.6 Fonction réciproque d’une fonction continue stricte-
ment monotone.

Soit f une fonction continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur un

intervalle I , alors f est une bijection de I dans f(I), et sa fonction réciproque f~!
est continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur I'intervalle f (7).

Remarque 6.3.5 Dans un repére orthonormé, les graphes de f et f~! sont symé-

triqgue par rapport a la premier bissection des axes.

6.4 Dérivabilité

6.4.1 Dérivée en un point

Soit  f wune fonction définie sur D et o € D. On appelle dérivée de [ au point

xo le nombre(lorsqu’il existe)

lim M = lim

T—To T — X h—0

f(wo + 1) = f(o)
h

on dit alors que f est dérivable en z.

Si
i @)= fo)

existe,
> —x0 T — 2o

f est dite dérivable a droite en z( et cette limite est appelée dérivée & droite de

f en xg et notée f,(wo).
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On définit de méme la dérivée & gauche en o noté f,(zo).

f est dérivable en 2y < f admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche égales.

6.4.2 Fonction dérivée

La fonction f est dite dérivable sur F, si elle est dérivable en tout point z de F.

On appelle fonction dérivée de f sur E, la fonction notée f ', définie sur E par :

6.4.3 Interprétations

Interprétation graphique

f dérivable en x( signifie que le graphe de f admet au point d’abscisse zy une
tangente, non paralléle a I’axe oy de pente f ().

Si
lim f(z) — f(x0)

T—T0 T — To

= 400

f n’est pas dérivable en xy mais le praphe de f admet au point d’abscisse xy une

tangente paralléle a oy.

Interprétation cinimatique

Soit ¢ la durée écoulée entre une origine des temps et 'instant considéré. Si f(t)

est la distance parcourue pour un mobile pendant la durée ¢, le taux de variation
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f)—f(to)
t—to

est la vitesse moyenne entre les instants ¢ et %,

La d'rivée f'(ty) est la vitesse instantanée a I'instant .

"
La dérivée second f (tp) est l'accélération instantanée a l'instant .

6.4.4 Propriétés

Tout fonction dérivable en xzy est continue en xg,la réciproque est fausse, par

exemple : la fonction = — |z| et une dérivée différentes.

6.4.5 Opérations sur les fonctions dérivables

Si f et g sont dérivables en zg, il en est de méme de
L f+getona: (f+g)(z0) = f (z0) + g (x0)

2. fgetona:(fg) (o) = f (x0)g(x0) + f(x0)g (wo)

3. Sig(xg) #0: § est dérivable et on a

<[> (20) = £ (x0)g(wo) — f(l’o)g,(xo)'
g

9*(xo)

6.4.6 Dérivées successives

Soit f dérivable sur E, si f est dérivable sur E , on note sa dérivée f7 ou f®.

On l'appelle dérivée second de f .

Pour n entier, on définit par récurence la dérivée n'“"¢ ou dérivée d’ordre n de f,



en posant
FO = £ ™ = (0= Jorsque f™Y est dérivable sur E.
Exemple 6.4.1 1. f(z) =exp(z) = f™(2) = exp(z)

2. f(z) =cosz = f"(z) = cos (z+nF)

8. f(z) =sinz = f(z) =sin (z+nk).

Preuve. 1-Montrons que (cosz)™ = cos (z + n3) .
Par récurrence :
a) Pour n =1, (cosz) = —sin(z) = cos (z + %) .(vraie)
b)Supposons que Vn € N, (cosz)™ = cos (z +nZ) .

c¢)Montrons que Vn € N, (cos z)™" ™) = cos (z + (n +1)%)..

On a
n / T
vn € N, (cos )™ = cos (x + 715) = Vn € N, ((cos a:)(")) = (cos (:U + ng
alors
Vn € N, (cosa:)("ﬂ) = —sin (a: + n%) = —sin <a: + (n+ 1)% — g)
donc

Vn € N, (cos )™ = cos <a: +(n+ 1)%) :

2-Montrons que (sinz)™ =sin (z + n%).

Par récurrence :
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a) Pour n =1, (sinz)" = cos(z) = sin (z + %) .(vraie)
b)Supposons que Vn € N, (sinz)™ = sin (z + n%) .

c¢)Montrons que Vn € N, (sinz)"™) =sin (z + (n+1)%) .

On a
Vn € N, (sinz)™ = sin (x + n%) = Vn € N, ((sin x)(”))/ = (sin (x + ng>>/
alors
vn €N, (Smx)(nﬂ) = Cos <£U + n%) = cos (a: + (n + 1)% — g)
donc

Vn € N, (sinz)™*Y = sin (x + (n + l)g) .

O

f est dite de classe C™ sur I si f(™ existe et continue sur I et on note f € C™(I).

6.4.7 Formule de Leibniz

Si f et g attmettent des dérivées d’ordre n en xg, alors il est de méme de fg et on

(f9) " (xo) = Y _CrfP(a)g" P (x)

= O fO@)g™ (@) + Cof ()9 V(@) + CRfP(@)g™ 2 (@) + .. + O (2) g (x)

n(n+1)

= Ly nf g

g2 4 4 fg.
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6.4.8 Fonction composée de deux fonctions dérivables

Soit f une fonction dérivable en z( et g une fonction dérivable en f(x) alors gof
est dérivable en zy et on a

(9of) (x0) = g (f(w0)) f (o).

6.4.9 Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle . On suppose

que f est dérivable en xq et que f'(zo) # 0, alors la fonction réciproque f~' est
dérivable en f(xg) et on a

Exemple 6.4.2 Soit la fonction f(x) = \/z, definie sur Ry dérivable surR? , donc
la fonction f~1(y) = y?, definie sur R, dérivable :

FY @ = 2
(FY) (@) = 2f(2) =2V
et
ﬁ:;@l;ﬂﬁ

6.4.10 Variation d’une fonction dérivable

1. Sive € I, f(z) = 0 alors f est constante sur I.
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2. SiVe €I, f(z) >0 alors f est croissante sur /.

3. Sive €I, f'(z) <0 alors f est décroissante sur /.

6.4.11 Extremum

Définition 6.4.3 On dit que f admet un mazimum (resp.minimum) local en o , s’il

existe un intervalle ouvert I,contenant xq et inclu dans D, tel que
Vo €1, f(x) < f(xo) (resp.f(z) = f(x0))

Définition 6.4.4 Un mazimum ou minimum mocale est dit extremum local en xg.

Condition necessaire d’extremum local

Si f(o) est un extremum local et si f est dérivable alors f (z) = 0.

Condition suffisante d’éxtremum local

f. f, f etant continues, sur [a,b], si en zo € Ja,b[ on a f () = 0 et f"(zy) # 0,
la fonction f présente un extremum relatif en z.

Il s’agit d’'un maximum si f" (2¢) < 0 et d’un minimum si f" () > 0.

6.4.12 Théoréme de Rolle et des accroissements finis

Théoréme 6.4.5 (Rolle) Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b|

telleque : f(a) = f(b) alors il existe c € |a, b, telque f (c) = 0.
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Globalement, cela veut dire qu’il existe un point ¢ ou la tangente au graphe de f
est paralléle & la droite passante par les points de coordonnées (a, f(a)) et (b, f(b))

qui est elle méme paralléle & I'axe de x.

23
2 7 Sin (—) st x#0
Exemple 6.4.6 Soit la fonction g (z) ={ * T v :
0 st =0

1. g est dérivable sur R* comme produit et composition des fonctions dérivables

sur R*.

rt+322 . (1 x 1 ,
——sin| — | — cos|—) si x#0
(24 1) T ¢ +1 x

0 st =20

g (v) =

_ 2 1
lim, ., 2@ =900 i - sin (—) = 0=g(0).

z—0 22 T

lim, 0 ¢ () = ¢’ (0) donc ¢’ est continue au point 0.

2. g(—%) = g () = 0 et g est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | -1, 1],

d’apreés le théoréme de Rolle :Jc € } L % [, tel que ¢’ (¢) = 0.

6.4.13 Formule des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b| alors il existe ¢ € ]a, b[ /
f®) = fla) = (b—a)f ().
L’interprétation graphique est assez simple : le segment qui relie les points (a, f(a))

et (b, f(b)) et la tangeante au graphe de f au point (¢, f'(c)) sont paralléles.
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Exemple 6.4.7 Soit f une fonction dérivable sur [2,5], telle que 1 < f'(z) < 4,
Vo € [2,5].

Montrer que : 3 < f(5) — f(2) < 12.

En effet,

f est dérivable sur [2,5] alors f est continue sur [2,5], d’aprés le théoréme des

accroissements finis :

f()—f2)

/ 2
de € ]2,5] tel que f(c) = = 4Vzr € [2,5], 1 <

S 3<f(5) - f(2) <12

Exemple 6.4.8 Eriste t-il une fonction f telle que f(0) = —1 et f(2) =4, f'(z) <2
por tout x € ]0,2[?
Supposons qu’il existe une fonction f dérivable sur [0,2] alors f est continue sur

[0,2], d’aprés le théoréme des accroissements finis :

Je €10,2[ tel que f(c) = L(J;(O)

d
==->2 .
5 5 > 2 (absurde)

6.4.14 Reégle de I’'Hopital

Soient f et g deux fonctions dérivables dans au voisinage de x,

f () f(@)

st lim = =1 (existe) = lim —= =1
T ~ )= B

!

La réciproque est fausse : il est possible que lim§ existe et lim§ n’existe pas.
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Exemple 6.4.9 1.

exp(2r) —1 0

QICEI(I)T =3 et ilir[1)2exp(2x) =2
2.
1
lim log() = et lim—= =0

r—to0 exp(r) o0  2—0exp(x)

6.5 Exercices

Exercice 6.5.1 Soit la fonction [ définie par :

1. Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

2. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0. On note par g son

prolongement.

3. Etudier la dérivabilité de ¢ sur R puis calculer ¢'. ¢ est elle continue au point

0.

4. Peut-on appliquer le théoréme de Rolle & g sur 'intervalle [—7—1r, ﬂ .

Exercice 6.5.2 Soit la fonction :
2 sin - siz=0
0 six =20

1. Etudier la continuité de f sur R.
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2. Etudier la dérivabilité de f sur R.

3. La fonction f est elle de classe C* (R).

Exercice 6.5.3 Soit la fonction :
9 1 .
z®arcsin—, siz € [—1,0[U]0,1]

f(z) = &
0 stx =0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f.

6.5.1 Solutions des exercices

Exercice 6.5.1.

Soit la fonction f définie par :

1. D(f) = R*. f est continue sur R* comme produit et composition de fonctions

continues sur R*.
2. lim, o f () = 0 donc f admet un prolongement par continuité en 0 et

3 1
f sin (—) six#0

glay=¢ w1\
0 st x =0

3. g est dérivable sur R* comme produit et composition de fonctions dérivables sur

) x)—g(0 ) 2 . [1
R*. hmzﬂo g(x)—_‘g() = lim 2 sin (E) =0= g/ (0)

rt+322 . (1 T 1 ,
——sin| — | — cos|—| si x#0
J (x) = (22 +1) T %+ 1 T

0 st =020
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lim, .o ¢’ () = ¢’ (0) donc ¢’ est continue au point 0.

4. g (—%) =g (}r) = 0 et g est continue sur [—}r, %] et dérivable sur ] 11 [ donc

T

on peut appliquer Rolle .

Exercice 6.5.2

1. Six #0, f est continue comme produit et composition de fonctions continues
lim f(z)=0= f(0).
z—0

2. Sixz #0, f est dérivable comme produit et composition de fonctions dérivables

lim M:O,
z—0 1 —10

donc f est dérivable sur R

1 1
2xsin — —cos —, sixz # 0
()= N
0,sizx=0
3. La fonction f n’est pas de classe C* (R) car lim, .o f () n’existe pas.

Exercice 6.5.3

1) f est continue et dérivable sur [—1,0[U]0, 1] comme produit et composition de

fonctions continues.

1
1 2% arcsin —
2) f est continue en 0 car lim,_,o 2% arcsin — = 0 = f (0), de plus lim, g ———% =
T T
0.
! 1 .
2rarcsin — — ————, six € [—1,0[U]0,1]
T 1
f'(x) = b
0
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Chapitre 7

Application aux fonctions

élémentaires

7.1 Fonction inverse des fonctions trigonométriques

7.1.1 Fonction arcsinus

sin : [—-%,Z] — [~1,1] est continue, croissante donc admet une fonction inverse

qui est continue croissante notée arcsin .

sin~! = arcsin: [-1,1] — [—%7%}

T —— arcsinz



la fonction arcsin est impaire.

arcsin0 = 0
. T
arcsinl = —
2
. T
arcsin — = —.
3
La dérivée de arcsinz
Soit
y = arcsinz & x =siny
i !
= x =1y cosy
!
= 1=y cosy
or
cosy = 1/1 —sin’y = V1 — 22
d’ou

(arcsinz) = ———,Vx € |-1,1].

D’une fagon générale

/ h(x)

(arcsin h(z)) = ——=—=—=, pour tout h(x) € |—1,1].

1 — h2(z)

38
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7.1.2 Fonction arccosinus

cos : [0, 1] — [—1,1] est continue, strictement décroissante donc elle admet une

fonction inverse qui est continue et strictement décroissante notée arccos.
1

cos™' =arccos: [—-1,1] — [0,7]

T = arccosx

la fonction arccos est paire.

s
arccos) = —,

2
arccosl = 0,

arccos(—1) = .

La dérivée de arccosz
Soit

Yy = arccosx & T = Ccosy

!

= T = —y/ siny

= 1= —yl siny

d’ou

(arccosx) = ———,Vz € [—1,1]



90

d’une fagon générale

(arccos h(z)) = %, pour tout h(z) € [—1,1].

Remarque 7.1.1

. s
arccos r + arcsinxr = E

en effet, posons

y = arccosz + arcsinz =
cos(y) = cos(arccos + arcsin z)

= cos(arccos x) cos(arcsin z) — sin(arccos x) sin(arcsin x)

= a2vV1—2a2—a2Vv1—2?

donc

T
cosy:()(:)y:§.

7.1.3 Fonction arctan(x)

tg : }—%, g[ — R est continue, strictement croissante donc admet une fonction

inverse continue et strictement croissante
tgt =arctan: R — |=F, %]
: 22

x +— arctan(zx)



| LY 4
|
N S I S IR
I y=Arctanx //:
|
| 1“ / :_,-o-""'"_'_'_'-'-
: y=x 7 !
| s !
I o |
! |
! |
! |
! |
: : : : - ¥
~f2! -1 1 :ﬂfz
l l
| e |
| |
I // _1“ :
| |
| / |
| |
R '
S iz |
| |
La dérivé de arctanz
Pour tout x € R, toutyé]%”,g[:
y = arctg(z) =
= tg(y) =
S Y
cos?(y)
1= y(1+1t(y) =
- I
T +tg2(y)  1+a?
/ 1
(arctan(z)) =

1+ 22

91
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En général

(arctan(h(x)))’ ! 5, pour tout h(z).

" 1+ h(x)

7.1.4 Fonction arccot(x)

cot = ﬁ : ]0,7[ — R est continue, strictement décroissante donc admet une

fonction inverse continue et strictement décroissante.

cot™! = arccot(x) R — 0,7

x +— arccot(x)
La dérivée de arccot(x)

Pour tout z € R, tout y €

y = arccot(r) <= x = cot(y)

!

= o' =~y (14 co?(y)

. -1
=y =—
YT
/ —1
= (arccot(z)) = a2
x

En général

/ —1
5, pour tout h(z) € R.

(arccot(h(x))) = 1+ h(z)?



93

y = Arccotanx a? |

1

= X

7.2 Fonctions hyperboliques

7.2.1 Fonction cosh et sinh

Définition 7.2.1 Rappelons que la fonction x — exp x n’est ni une fonction paire ni
une fonction impaire. Mais on peut trouver deux fonctions P paire et I impaire telles
que

exp(z) = P(x) + I(z)

ces fonctions devront également vérifier

exp(—a) = P(~) + [(~2) = P(x) — I(a)
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d’ot par addition

et par soustraction

ces deux fonctions admettent bien les propriétés demandée.
Nous les appellons respectement cosh x (cosinus hyperboliques de ) et sinh x (sinus
hyperbolique de x).

On appelle cosinus et sinus hyperboliques les fonctions

exp(x) + exp(—x)
2

coshx =

exp(z) — exp(—1)
2

sinhz =

7.2.2 Propriétés

cosh z est une fonction paire cosh(—x) = cosh(x)

sinh z est une fonction impaire sinh(—z) = —sinhx

on a de plus

coshz +sinhz = exp(z)

coshx —sinhz = exp(—z)
d’out on déduit, et multipliant membre & membre

cosh?z —sinh?z =1
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par définition

exp(a+b) + exp(—(a +b))

cosh(a + b) = 5
avec
exp(a) = cosha+sinha
exp(—a) = cosha —sinha

il en résult
cosh(a +b) = cosh(a)cosh(b) + sinh(a) sinh(b)
cosh(a —b) = cosh(a)cosh(b) — sinh(a) cosh(b)
sinh(a +b) = sinh(a)cosh(b) — cosh(a) sinh(b)
sinh(a —b) = sinh(a) cosh(b) 4 cosh(a)s sinh(b).

En particulier sia =b=x

cosh(2z) = cosh®z 4 sinh®x
sinh®r = 2sinh(x)cosh(z)
coshly — cosh(2z) + 1
2
sinh®z = cosh2z — 1 2; -1 .

7.2.3 Variation

cosh étant paire est sinh impaire, on peut se borner a les étudiers dans I'intervalle

[0, +o0].



La fonction cosh est toujours positive.

exp z(1—exp(—2z))
5 .

La fonction sinh est positive pour x > 0 car elle s’écrit sinhz =

Les dérivées :

(sinhz) = coshz, lim coshz = 400, cosh(0) =0
(coshz) = sinha, lim sinhz = 400, sinh(0) =1

7.2.4 Fonction tangente hyperbolique (tanh)

On appelle fonction tangente hyperbolique la fonction

definie sur R.

7.2.5 Propriétés

1. La fonction tangente hyperbolique est impaire.

Vo € R, tanh(—z) = :Z;Ei:i; = _czlsllll}(lzgca)j) = tanh(z)

2. Vx € R,

1

— =1 —tanh?(z
cosh? z (z)
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3. Va,b,r € R

tanh a 4+ tanh b
1+ tanhatanhb
tanha — tanh b
1+ tanhatanhb
2tanh x
1 + tanh®z

tanh(a +0) =

tanh(a — b) =

tanh2x =

4. La dérivée

y = tanhz =

, 1
y = ——>0.

lim tanhz = lim (
T—-+00 T——+00 exp(
(
(

7.3 Les fonctions hyperboliques inverses

7.3.1 Fonction argcosh(x)

La fonction cosh est continue est strictement croissante sur [0, +00] donc admet
une fonction inverse continue et strictement croissante appellée argument cosinus
hyperbolique.

x = coshy <= y = argcoshz, y >0



La dérivée

y = argcoshz =
¢ = (coshy) =
1 = y/cosh/y
b 1
vo= sinh y
or
cosh’y —sinh’y = 1=
sinhy = cosh?y — 1
=va2 -1
d’ou
( h) 1
arg coshx) =
& x?—1
En générale
(arg cosh h(z)) = A
fHx) =1

Expression au moyen de logarithme

y = argcoshzr &

r = coshy et sinhy = /cosh’y — 1 =+22—1

98
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or

coshy +sinhy = expy ie o+ Va2 —1=expy

alors

y = log(+VaZ =)
argcoshz = log(z+ va?—1).

7.3.2 Fonction argsinh(x)

La fonction sinh est continue est strictement croissante sur R, donc admet une

fonction inverse continue et strictement croissante appellée argument sinus hyperbo-

lique.

x = sinhy <= y = argsinh z.

La dérivée

1
coshy
/ 1 1

= y = e
1 +sinh®y V1+a?

y = argsinhz = yl =

d’ou
1

argsinhz) = ———.
(argsinh ) = "=

En générale

(argsinh f(z)) = W
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Expression au moyen de logarithme

y = argsinhz &

r = sinhy et coshy =1/sinh®y +1=Vaz2+1

or

coshy +sinhy =expy ie. z+ Va2 +1=expy

alors

y = log(z+ vVa2+1)

argcoshz = log(z + Va2 +1).

7.3.3 Fonction argtanh(x)

tanh est continue et strictement croissante dans R,donc admet une fonction inverse

continue et strictement croissante appellée argument tangente hyperbolique.
argtanh = tanh ™' : |-1,1[ — R
x — argtanhx.
La dérivée

r =argtanhy & y = argtanhx

!

7 =7
ch?y

1

= ' :Ch2 B —
Y Y 1 — tanh?y

d’ou
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/ 1
(argtanhz) = Tl
En générale
A
(arg tanh f(x)) = w

Expression au moyen de logarithme

1

—argtanz < = = tanhy et cosh’y = ——
Y & Y Y 1 — tanh®y

or

sinh®y = cosh®y —1

1 — tanh®y a
tanh? y

1 — tanh®y

1 — 22

d’ou

T

V1—22

sinhy = et coshy =

T
Vi-a?
et

sinhy + coshy = expy < y = log(sinh y + cosh y)
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alors
y = log(sinhy + coshy)
) ( 1+ )
= O —_—
s V1—a?
= log(l+z)—logVv1—a?
1 2
= log(1+x)—§log(1—x)
11 1+x
= —lo
2 S \1 -z
d’ou

1 1
arg tanh x = §log (11Li) , z] < 1.

7.4 Exercices

Exercice 7.4.1 Montrer que

. T
arcsine > —, O<zx < 1.

V1— 22

Exercice 7.4.2 Soient les réels x et y telques

T = ln(tan(g + %))

-Calculer cosh z et sinh z.

Exercice 7.4.3 Ecrire sous forme d’expression algébrique

1) sin(arccos x)

2) cos(arcsin x).



7.4.1 Solutions des exercices

Exercice 7.4.1

Soit la fonction

alors

f est strictement croissante et f(z) = 0 pour tout 0 < z < 1.

D’ou

Exercice7.4.2

1)

f(z) = arcsinz —

1

x
V1—22

—V1— 224 2z(1 —a2)2

O<z<l.

2x

+
V1—2?

1—22

VI—2(1— )

arcsinxz >

coshx =

expx +

O<z<l.

T
V1— 2?2

1

exp T

2
tan(4 + Z) 4+ —

2

1

L 0<z<1=f(2)>0

2sin(¥ + ) cos(

e

D

sin(y + %)

1
cosy

103
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2)
exp T — exl
sinhz = Pz
2
YTy _ 1
_ tan(Q + 4> tan($4+7)
~osin? (4 5) —cos? (44 %)
a 2sin(4 + 7)cos(4 4+ %)
1 —2cos*(§+ )
- sin(y + 1)
_ —cos(y+ %)
- sin(y + )
B -1
tan(y + %)

Exercice 7.4.3

1) sin(arccos z) :
sin?y =1 — cos’>y = siny = £+/1 — cos? y,

donc

sin(arccos ) = 44/1 — cos?(arccos 2) = sin(arccosz) = £v/1 — 12,

et comme arccosz > 0 on a sin(arccosx) = +v/1 — x2.

2) cos(arcsin ) :

COS2y: 1 —sin2y = cosy = £4/1 —sin2y,

donc

cos(arcsin ) = :l:\/l — sin®(arcsin ) = cos(arcsin ) = £v/1 — 22,

et comme arcsinz > 0 on a cos(arcsinx) = +v/1 — z2.
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Chapitre 8

Développements limités

Les développements limités permettent de trouver des limites de fonctions, de
calculer des dérivées, de prouver qu'une fonction est intégrable ou non, ou encore
d’étudier des positions de courbes par rapport a des tangentes.

Un développement limité (noté DL) d’une fonction en un point est une approxi-
mation polynomiale de cette fonction au voisinage de ce point, c¢’est-a-dire 1’écriture
de cette fonction sous la forme de la somme d’une fonction polynomiale, et d’un reste

qui peut étre négligé lorsque la variable est suffissamment proche du point considéré.
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8.1 Développement limité d’ordre n au voisinage

de 0

Notation 8.1.1 (de Landau) On dit qu’une fonction f est négligeable devant une

fonction g quand x — xy et on écrit

f=o(g) si lim J@) = 0.

o g(a)
Exemple 8.1.2 1.

3
. x .
2® = o(2?) quand x — 0 car lim — = limz = 0
r—0 x2 x—0

2. si e(x) une fonction telleque lim, oe(x) = 0  alors 2™ e(x) = o(a™) car
lim ) = lime(x) = 0.
x—0 xn z—0

Définition 8.1.3 Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f admet
un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 que ’on note V(0), s’il existe

des constantes ag, ay, ...., ap, et une fonction e(x) avec lim, ge(x) =0 tels que
Vo e V(0), f(x) = ao+ a1z + asx® + ... + a,a™ + o(z")
ou encore
Vo € V(0), f(x) = ap+ ax + apx® + ... + a,az™ + 2" ().

Le polynome P,(x) = ag + a1z + asx® + .... + a,x™ s’appelle la partie réguliere du

développement et z"c(x) s’appelle le reste ou terme complémentaire.
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Exemple 8.1.4 La fonction x — 14%93 admet un développement limité de n’importe

quel ordre n. En effet, on obtient par division suivant les puissances croissantes de x

1 n+1
—— =l+z+2*+2°+.. +a"+
1+2z 1+2x
et comme
n+1
v =" v et lim * =0
14+ 14+ =01+
alors
1 2 3 n n
——=1+z+2"+2°+ .. +2" +2"(x).
1+z

Théoréme 8.1.5 Si f admet un développement au voisinage de 0

ap + a17 + axr® + ... + apr” + 2" ()

alors

~

. Le développement est unique .
2. f admet une limite quand x — 0 et lim, .o f(x) = ay.

3. Si de plus f est continue en 0 alors [ est automatiquement dérivable en 0 et on

a:f(0)=ag et f(0)=a.

4. Si f une fonction paire alors a1 = a3 = ... = a1 = 0, pour tout k € N avec
2k+1 < n.
5. Si f est une fonction impaire alors ag = as = ... = ag, = 0, pour tout k € N

avec 2k < n.
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Exemple 8.1.6 Les fonctions log |x| et cot x n’admettent pas de développement li-

mité au voisinage de O car

lir%log |x| = —00 et lim cot z = +oc.
Tr—

z—0

La fonction f(z) = |z| n’admet pas de développement limité au voisinage de 0 car
c’est une fonction continue en 0 et si elle admet une développement limité alors
d’aprés le théoréme précédent elle sera dérivable en 0, or on sait que cette
fonction n’est pas dérivable en 0.

1

Si on considére la fonction f(x) = == alors f est une fonction paire, donc si f

admet un développement limité en 0, alors tout les cooefficients impaire de ce dé-
veloppement sont nulle, en effet, par la division suivant les puissance croissante

de x on obtient

1

1— 22

=142 +2t 425+ .. 2242 $
1— 22

on voit bien

a0:a2:...:a2k20.

Définition 8.1.7 Une fonction f définie sur un ensemble E est dite de classe C™

sur E si f est dérivable n fois sur E et sa dérivée d’ordre n est continue.

Théoréme 8.1.8 (de Taylor-Maclaurin Young). Si f est une fonction définie sur un

intervalle I avec 0 € I et si f)(0) existe alors Vo € 1

f(z) = f(0)+fl1(!0):c—|— f772(!0>x2—|—f(2!(0) :c3—|—...—|—f(2!(0):c"+:c”5(:c), avec lim g(x) =0.
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Par le théoréme précedent et par I'unicité du développement limité, on déduit le

théoréme suivant :

Théoréme 8.1.9 Si f est une fonction de classe C" au voisinage de 0 alors f admet

un développement d’ordre n et on a

Ceci permet de trouver le développement limité d’une fonction de classe C*° si

I’on connait les dérivées successives de f en 0.

On a aussi
1.
B, £(2n+1) ,
: . - _1\yn_ n+2
sinz =z — o + S + ..+ (-1) Gn i) + o(z7")
2.
x? ot af n " 2n+1
cosle—;—l—z—a—l—...jt(—l) (2n)!—|—0(3c )
3.
P T N z" .
expr = +ﬂ+§+§+z+...+ﬁ+o(x )
4. Va € R,

(142)" = 1—{—ax+a(a2!_ 1)x2+a(04 — 13)!(a — 2)w3+‘.‘+04(a —1)..a(a—(n—1))

" +o(x"

. (")
Dans 4 si on donne plusieurs valeurs de o on obtient différent développement

limités, par exemple pour a = % on a

. 1 13 135 (2n—3)
1 = (1 =1 —— " "
Vidz=(1+x):2 + 51 516 5 "+ o(z")
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et pour a = —%, on obtient,
1 1 1 13 135 (2n—1)
= ]_ 2 :1—— —_—— 3 —1 (n)___— n n .
— (1+2) 5Tt 5%+ +(=1) 516 5 z" + o(z")

Remarque 8.1.10 Si [’on connait le développement limité d’une fonction de classe
C™ alors par unicité du développement on peut déterminer les dérivées successives de

f en 0, par exemple on a

1
l1—=x

=l+a+2>+ ... +2" +o(a")

et comme ﬁ est de classe C™ au voisinage de 0 alors
F(0)

Vn e N, f™M(0) =n! (cara, =1= ‘
n!

).

8.2 Opérations sur les développements limités

Théoréme 8.2.1 Soient f et g deux fonctions admettent des développements limités
d’ordre n au voisinage de 0 . Alors les fonctions f+g, f.g admettent un développement
limité d’odre n au voisinage de 0 et la fonction g admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de 0 si

lim g(z) # 0

x—0

et on a :

1. La partie réguliére de f + g est la somme des parties réguliers de f et g.
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2. La partie réguliére de f.g s’obtient par le produit des parties réguliéres de f et
g mais en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égale a n.

3. La partie réguliére de % s’obtient par la division suivant les puissance croissantes
de x de la partie réguliére de f sur la partie réguliére de g mais en ne gardant
que les termes de degré inférieur ou égal a n.

1. Déterminant le D.L de la fonction cosh z & I'odre n a l'origine, on a

1

coshz = §(expx+exp(—x)) et comme
_ T I2 $3 "
expr = 1+ +or+or+- —i———l—o( ")
@ 2 a8 N .
exp(—z) = TR TS (= )HJFO('T)
donc
2 x4 26 220 .

exp T

2. Pour déterminer le D.L de la fonction a l'ordre 2 au voisinage de 0 on a

2

'+—+0( "N+ 2z + 2+ o(a"))

exp T
= expx( )= (1+ 51

1—=x 1—2z 1!
2

= (1+1'+ 2')(14—:6—1—352)4—0(3:”)

)
= 1+2z+ 5:52 + o(z").
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3. Pour déterminer le D.L de tanx a 'ordre 3 au voisinage de 0 on a

sin @
tanz =
cos T
. =5 +o(a?)
anr = T 1 o)
2
3
r— 2z
tanz = fQ + o(x?)
T2
23
tany = :1:—1—34—0(1:3).

Théoréme 8.2.2 Soient f et g deux fonctions admettant des D. L d’ordre n au
voisinage de 0 avec g(0) = 0. Alors la fonction fog admet un D. L d’ordre n au
voisinage de 0 et la partie réguliére de fog s’obtient en substituant la partie régquliere
de g dans la partie régquliére de f mais en gardant que les termes de degré inférieur

ou égal an.

Exemple 8.2.3 Pour déterminerle D. L d’ordre 3 a l’origine de la fonction exp(sin x)

on a

limsinz =0

z—0
alors posant

u=sinx

done

exp(sinz) = expu

-1 u u u n
= +ﬁ+a+§+0(u)
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et on a
3
u:sinx:x—%—i-o(x?’)
\ o\2 o\3
N N Gk ) M Gk R
exp(sinz) = 1+ T + 51 + 30 + o(z”)
22
exp(sinz) = 1+x+50(x3).

Théoréme 8.2.4 Soit [ une fonction définie sur [—a,a] admet un D. L d’ordre n au
voisinage de 0

f(x) = ap + a17 + ag2® + ... + na,z" + o(a")

1. Si f est dérivable sur [—a,a] et f' admet un D. L au voisinage de 0 a ['ordre
(n — 1) alors la partie réguliére de f s’obtient en dérivant la partie réguliére de

fetona

!

f(z)=a+ 2a9xt + oo+ ap_1x™ + O(x”_l)

2. Si f admet une primitive F' alors F' admet un D. L au voisinage de 0 a [’ordre

(n+1) et on a

F(z) = F(0) + apz + %12 + %x?’.... + na——:l

xn+1 +O(l’n+1).
Exemple 8.2.5 Du développement

1
1l—=x

=l+a+2>+ ... +2" +o(a")
on obtient par dérivation que

m =142 +32%+ ... +na" 4+ 0(33”71)
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et on déduit par intégration

1 1 1
—log(l—z)=1logl+x+ §x2 + §x3 + ...+ n—+1$n+1 + o(z™*1h)

et donc

log(1—x) = —x — 50 T gt n——l—lxnﬂ + o(z™*1)

et

1 1 1
log(14+2z)=a+ §x2 + gxg + ...+ —a2" +o(z").
n

Pour déterminer le D. L de la fonction f(x) = arctanx, on dérive la fonction f , on

charche le D. L de la dérivée puis on integre pour trouver celui de f on a aussi

or on sait que

=1+z+2°+...+2"+o(z")

1—=x

en remplacant x par (—x?) on obtient

1
i 1—2? + 2+ ..+ (=1)"2* + o(2®")

donc par intégration

3 45 L2041 -
arctan x = arctan 0 -+ =+ ... 1" "
retang = arctan0 +a — = + - + + ( )2n+1—|—0($ )
d’ou
P T 20+l
arctant =12 — — + — + ... + (=1)" + o(z? .
3 5) ( ) 2n+1 ( )
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8.3 Développement limité au voisinage d’un point

xo # 0 et au voisinage de I’infini

Définition 8.3.1 1. Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xg # 0 ,
on dit que f admet un D.L au voisinage de xq si la fonction F'(X) = f(X + z9)

admet un D.L au voisinage de 0.
F(X)=ag+a X +aX*+ ...+ a, X"+ o(X")
et on a alors
f(z) = F(X—x¢) = ag+a1 (X —xo)4as(X —20)*+....4an (X —20)" +0((X —20)").

2. Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a,+oo], on dit que f
admet un D.L & Uordre n au voisinage de Uinfini si la fonction F(X) = f(+)

admet un D. L au voisinage de 0.
F(X)=ao+a X + s X?+ .. +a, X"+ o(X™)
et on a alors

flz)=F (%) = ag—l—al% + as (%)2—%....—%% <)—1()n—|—0 <(%)n) )

Exemple 8.3.2 1. Pour chercher le D.L de expx d’ordre n au voisinage de 1 ,
on considére la fonction F(X) = exp(x 4+ 1) et on détermine le D.L. de F(X)

au voisinage de 0.



on a aussi
F(X) = exp(X+1)
= explexpzx
r 2 2P x" n
= exp(l)(1+ﬁ+5+§+...+m+o(x )
d’ ou
flz) = Flz-1)=
= expr
r—1 (z—=1)?2 (z—1)3 (z—1)" .
= exp(1) (l—l— T + 5 + 3 —|—...+T+O((x—1) ) |-
2. Le D. L. de la fonction % d’ordre n au voisinage de oo s’obtient par le D. L.
de F(X) = f(%) =sin X au voisinage de 0.
X3 X5 X7 X(2n+l)
nmX=X—-—+———+ .. . +(-1)'— X2n+2
s IR R S OA vy TR G
d’ ou
f@) = FC)
xr) = -
x
.1
= sin—
x
1 1 1 1 1) 1 1
= L s e e Lt Y gy olxee)

116
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8.4 Application du développement limité

8.4.1 Calcule des limites

1.
. 3 x2 xt 4
. sinx —xcosx . r—% —x(l—- %+ L) +o(a)
lim ————— = lim
e—0  x?sinx 2—0 22(x + o(2?))
1.5
= lim% S_I—i_o(ﬁ)
a—0 234 o(x?)
_ 2+ o(x)
2—0 1+ o(x)
1
-3
2.
lim (1+2)" = lim exp(zlog(1+ 1)
im —)* = lim exp(zlo —
Tr——400 €T r—-+00 p g €T

1
= lim exp(-log(1 + y))
Y

y—0
1 y?
= lim Z(y— = 2
I exp((y = 5 +oly))

i _Y_
= limexp(l -2 —o(y))

= exp(l)



(4 )t — exp()
x—0 x

8.5 Position du graphe

a Pasymptote

118

exp(2log(1 + 7)) — exp(1)

lim
x—0 xr
2
. exp(L(z — Z-o(2?))) — exp(1)
im
x—0 x
2

i exp(1) exp(—%o(2?)) — exp(1)
x—0 xr

exp(1) (1 —Zo(z?) — 1
lim ( 2 )
x—0 X
—exp(1)

2

d’une fonction par rapport

8.5.1 Développement généralisés

Définition 8.5.1 Soit f une fonction qui n’admet pas de D. L. au voisinage de 0.

On dit que [ admet un D. L. généralisé au voisinage de 0 s’il existe o > 0 telque

x®f admet un D. L. au voisinage de 0.

(1) = ag + a17 + agx® + ... + a,a" + o(a™)

et le dévéloppement limité généralisé de f est

1
f(z) = x—a(ag + a1z + asx® + ... + apa™ + o(z")).

Exemple 8.5.2 La fonction f(x) = cot(x) n’admet pas de D. L. au voisinage de 0.

En effet, on a par exemple a l'ordre 4
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T COsST

sin x
IQ 1‘4
(1 —% + % 4 o(z°)

x—@—?—l—ﬁ—?—%o(ﬁ)

l‘z IA
- 1 - = - = 4
3 15 o)

ce qui donne le D.L. généralisé a l’ordre 3

T ZES

1 3
cot(a:)-;—g—g—i-o(x ).

8.5.2 Position du graphe

Exemple 8.5.3 Soit

flx)==z exp(i)

on a

alors f n’admet pas un D. L. au voisinage de oo, posons

1
y = ——0qdr— o0
x
1 exp(y)
f(=) =
) Y

et yf(i) admet un D. L au voisinage de 0.

yf(;) = exp(y)

Yy Yy Yy 3
ﬁ+§+§+0(y)
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1 1 Y 92 2
N=Z414+2L 4L
f(y) y+ +2!+3!—|—0(y)
d’ ou
1 1 1
p— 1 — — E— .
flxy=z+1+ o + 622 +0($2)

Alors (A) Y =x+ 1 est une asymptote car

lim f(z) — (x+1)=0.

r—00

Si f(z) =Y — 0" quand x — +o0, alors le graphe est au dessus de ().

Si f(x)=Y — 0 quand x — —oo, alors le graphe est en dessous de (A).

8.6 Exercices

Exercice 8.6.1 1) Donner le développement limité o l’ordre 3 au voisinage de 0 de
la fonction
g (z) = (cosz)"""

2) En déduire lim,_,q g () .

Exercice 8.6.2 Soit la fonction [ définie par :
( 1
r2arctg <—> si x <0
x

f@)=41 si x=0

1
x21n(1+—> si x>0
\ x
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i) f admet-elle un développement de Taylor au voisinage de 07

ii) Trouver le développement limité généralisé de f au voisinage de +o0o et —oo &

Pordre 3.

iii) Déduire les asymptotes obliques et leurs positions par rapport au graphe de f.

8.6.1 Solutions des exercices

Exercice 8.6.1

1)

reotr = 1—%4—0(953)
22
cosxr = 1—54-0(953)
2 2
(cosz)* " = 14 (1— %)(—%) + o(z?)
72 |
(cosx)™ " = 1-— o + o(z?).
2)
. . 7 5
ili%g(x) = glﬁlg(l)l_a+0(x)
= 1.

Exercice 8.6 .2 Soit la fonction f définie par :

(

2 1 :
xarctg | — si x>0
x
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i) lim, .o+ f(z) = 0# 1 = f(0) donc f n’est pas continue en 0 alors f n’admet

pas un développement de Taylor au voisinage de 0.

i) AuV (—o0) :

Au 'V (400) :

\

3
arctgy =y — % + O (y°)

actg (1) =2~ 3840 (%)

\ x2actg(%):m—3ix+0(%).

Phh(l+)=z-14+L40(L)

iii) Au V' (—o0) : Asymptote y = = et position en dessous de graphe .

Au V (400) : Asymptote y = = — % et position en dessous de graphe .
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Chapitre 9

Algébre linéaire

9.1 Espace vectoriel

9.1.1 Espace vectoriel et sous espace vectorel

Soit k un corps commutatif (généralement R ou C) et soit £ un ensemble non

vide muni d’une opération interne notée :

(+): ExXE — E

(r,y) — X+Y

et d’une opération externe notée :

(): kxE — F

Ny) — Az

Définition 9.1.1 Un espace vectoriel sur le corps k ou un k — espace vectoriel est

un triplet (E,+,.) telque



124

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. VA ek Ve,y € E, \(x +y) = x+ \y.
3.V pekVee B, (A p).x = Ao+ p.x.
4. Y\ pekVee E, \(px) = (Ap).x.

5. Ve e B, 1.z = x.

Les éléments de [’espace vectoriel sont appelés des vecteurs et les éléments de k

sont sont appelés des scalaires.

Proposition 9.1.2 Si E est un k — espace vectoriel alors on a les propriétés sui-

vantes
1. Vx € E, Op.x = 0.
2.Ve e B, —1p.x=ux.
3. VA ek, \0g =0g.
4. YAekVr,ye E, A(z —y) =z — \y.

9. VA ek Ve e E, e =0 < A=0 oux =0g.

Exemple 9.1.3 1. (R,+,.) est un R — espace vectoriel et (C,+,.) est un C —

espace vectoriel.

2. Si on considére R? = {(z,y)/ =,y € R} muni des deux opérations suivantes

(+):  R2xR* R?

(z,y),(«"y) — (z+2,y+y)
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(): RxR?*? — R?

()‘a (l’,, y,)) — ()\.33, )\.y)

(R% +,.) est un R — espace vectoriel .

3. L’ensemble F(R,R) = {f/ f une application de R dans R} muni des deuzx opé-

ration suivantes YA € RV f,g € F(R,R)

(f+9)(x) = [flx)+g(x)
Af)(x) = Af(z)

est un R — espace vectoriel .

4. (R, +,.) n’est pas un C — espace vectoriel, car pour A € C, et pour x € R on a

pas necessairement A\.x € R.

Définition 9.1.4 Soit (E,+,.) un k — espace vectoriel et soit F' un sous ensemble
non vide de E.On dit que F' est un sous espace vectorielde E, si (F,+,.) est un

k — espace vectoriel.

Théoréme 9.1.5 Soit (E,+,.) un k— espace vectoriel et F C E,F # &. On a les

éqyivalence suivantes

1. I est un sous espace vectoriel de E.

2. Fest stable par l'addition et par la multiplication :

Ve,ye F, VAek, v+ye F, \x € F.



126

Ve,ye F, VA\,pek, \x+py e F.
d’ ou
F est un sous espace vectoriel de E < F #+ @ etVr,y € F, YA\, u €k, \x+puy € F.

Exemple 9.1.6 1. {Og} et E sont des sous espaces vectoriels de E.

2. F={(z,y) € R*/ x +y =0} est un sous espace vectoriel de R*. En effet
-F # & car (0,0) € F.

-V(.T,y), (a:/,y/) er 7V)\7H €eR

Aa,y)+p(xy) = Ao+ pa’, Ao+ py)

e F
car

Mo+ px + X e+ py = Ma+y)+pla +y)

= 040

3. L’espace F = {(x+y+2,2x —y,32)/ x,y,2 € R} est un sous espace vectoriel

de R3. En effet

-F # & car (0,0,0) € F
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X=(@x+y+2z2r—19y,32)/z,y,2 € R
-Soient

Y= +y +2,20 —y,32) /2,y ,7 €R
AX + 1Y = Az 4 Ay + Az, 208 — Ay, 3X2) + (ua’ + py + pz ) 2us — py', 3pz)
= ((Az+px) + Oy +py) + A2+ p2), 2000 + pr') — My + py), 3Nz + pz)

_ (x// + y// + Z//’ 2:Ell . y/l, 32://) E F
ou

Az +pz) = =
Ny +uy) =y

Az+pz) = 2.

Théoréme 9.1.7 L’intersection d’une famille non vide des sous espaces vectoriels

est un sous espace vectoriel.

Remarque 9.1.8 La réunion de deuzx sous espaces vectoriels n’est pas forcement un

sous espace vectoriel.
Exemple 9.1.9

Ey = {(z,0) e R?}

Ey, = {(07y>€R2}



128
E, U Es nest pas un sous espace vectoriel car
Uy = (1,0) € F4
Uy = (0,1) € Ey
Uy+Us, = (1,1) ¢ EyUE,

car (1,1) ¢ Ejet(1,1) ¢ En.

9.1.2 Somme de deux sous espaces vectoriels

Définition 9.1.10 Soient E., Es deux sous espaces vectoriels d’un k—espace vec-
toriel. On appelle somme de deux espaces vectoriels Ei et Fy et on note Fy + Fo

l’ensembles suivant
E1+E2:{U€E/ AU, EEl,HUQEEQ/ U:U1+U2}

Proposition 9.1.11 La somme de deux sous espaces vectoriels Ey, Fy (d’un méme
k— espace vectoriel) est un sous espace vectoriel de E contenant E1 U Es i.e EyUEy C

by + Es.

9.1.3 Somme directe de deux sous espaces vectoriels

On dira que la somme FE; + E5 est directe si V U € E; + E» il existe un vecteur

U, € E; unique et un vecteur Uy € Fs unique telque U = Uy 4+ U,. On note E; @ FEs.

Théoréme 9.1.12 Soient 1, Fy deux sous espaces vectoriels de E d’un méme k—espace

vectoriel la somme Ey + Es est directe si E1 N Ey = {0g}.
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9.1.4 Sous espace supplémentaires

Soient F7, F deux sous espaces vectoriels de £ d’'un méme k—espace vectoriel ,

on dit que Eiet Es sont supplémentaires si £y & FEs.
Exemple 9.1.13

E; = {(z,0) R}, BE,={(0,y) € R*}

R? = E,® E,.

9.2 Familles génératrices, familles libres et bases
Dans la suite, on désignera ’espace vectoriel (E, +,.) par E.

Définition 9.2.1 Soit E un espace vectoriel et ey, es, ..., e, des vecteurs de E.

1. On dit que {ey,es, ...,e,} sont libres ou linéairement indépendant
Si : V)\la )\Qa ceey A’rL S ka )\161 + >\2€2 + ...+ Anen - OE = )\1 - AQ = ... = An = O]k.

Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont liés.

2. On dit que {e1,eq,...,e,} est une familles génératrice de E ou que E est en-

gendré par {e1, ey, ..., e,} Si
Vo € E, El/\l, )\2, ceey )\n S k/ xTr = )\161, )\262, . )\nen.

On dit que x est combinaisson linéaire des vecteurs ey, s, ..., €,.
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3. Si{ey,eq,...,e,} est une famille libre et génératrice de E alors {e, e, ...,e,}

est appelée base de E.
Remarque 9.2.2 Dans un espace vectoriel E, tout vecteur non nul est libre.

2 2 . ! ! ! N
Théoréme 9.2.3 Si {ej1,e9,...,e,} et {el, €, ...,em} sont deuz bases pour un méme

espace vectoriel E alors n = m.

En d’autre terme, si un espace vectoriel £ admet une base alors toutes les bases
de E ont le méme nombre d’éléments ( ou méme cardinal), ce nombre la ne dépend

pas dela base mais il dépend seulement de ’espace F, d’ou la définition suivantes

Définition 9.2.4 Soit E un espace vectoriel et {ey,es,...,e,} une base pour E, le

nombre n est appelé dimension de n et il est noté dim E.

Exemple 9.2.5 1. Cherchons une base de R? | il faut trouver une famille de vec-

teurs dans R® qui engendre R® et qui soit une famille libre.

V(z,y,z) € R3,

(x,y,2) = (x,0,0)4 (0,y,0)+ (0,0, 2)

= 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)

en posant e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1), on voit bien que {ej, ea, €3}

est une famille génératrice pour R3, montrons qu’elle est libre VA1, Ao, A3 €



131

R, )\161 + )\262 -+ .)\363 = ORS

V/\l, /\2, /\3 € R, )\161 + )\262 + ./\363 = ORS
= A(1,0,0) + A2(0,1,0) + .A3(0,0,1) = (0,0,0)

= ()\1,)\2,)\3) = (0,0,0)

ainsi {ey,eq,e3} est une famille libre , d’ou {ey, ez, e3} est une base pour R3
qu’on Uappelle la base canonique de R? et on a dimR? = 3.
De la méme maniére, on a la base canonique de R? est {(1,0),(0,1)} et celle

de R* est {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}.

2. Montrons que les vecteurs v; = (1,—1) et vy = (2,1) sont une autre base de R* .

{v1, v} est génératrice < V(x,y) € R? I, Ay € R/ (z,y) = A\v1 + Aoty

(x,y) = (M +2X 0, =A1+ )
4
r = )\1 + 2)\2
=
y=—-A+X
\
(
)\1 — r—32y
=
=2
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donce {vy,vs}une partie génératrice de R2.

{v1,v9} est libre < YA, Ay € R, A\jvg + Agvg = Ope

= (/\1 + 2)\2, —)\1 + )\2) = (0, 0)

(
A1 +2X =0
=
—>\1+)\2:0
t
)\1:0
=
AQZO
\

ainsi {v1, vs fune base de R?.

Théoréme 9.2.6 Soit I un espace vectoriel de dimenssion n.

1. Si{ey,eq,...,e,} base de B {eq, e, ..., e, } famille génératrice de E < {ey, e, ..., €, }

famille libre.

2. Si {ey,ea,...,e,} sont p vecteurs dans E, avec p > n alors {e1,es,...,e,} ne
peut étre libre, de plus si {e1, ez, ...,e,} est génératrice alors il existe n vecteurs

parmis {e1, e, ..., e,} qui forment une base pour E.

3. Si{ey,eq,...,e,} sont p vecteurs dans E, avec p < n alors {e1, s, ...,e,} ne peut
étre génératrice , de plus si {ey, ea, ..., e,} est libre alors il existe (n —p) vecteurs
{€pt1,€pta,....en} dans E telsque {e1, ez, ...,€p, €pt1,€pi2,...,€n} €st une base

pour E.

4. St F' est un sous espace vectoriel de E alors dim F' < n et de plus : dim F' =

n< EF=F
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Exemple 9.2.7 Cherchons une base pour [’espace

F={(z+y,2x+ 2,2y —2)/ z,y,z € R}

comme F C R3 alors dim F' < 3, donc la base de F ne peut posséder plus de trois

vecteurs.

(‘T+y72x + 2723/ - Z) = (%,21’,0) + (y7072y) + (0727 _Z)

= 2(1,2,0) +y(1,0,2) + 2(0,1, 1)

d’ot les vecteurs vi = (1,2,0),ve = (1,0,2),v3 = (0,1,—1) forment une fa-
mille génératrice pour F, si cette famille est libre alors elle formera une base pour

F¥\1, A, A3 € R

M(1,2,0) + A\o(1,0,2) + A3(0,1,—1) = (0,0,0)
()\1 + )\2, 2)\1 -+ )\3, 2)\2 - )\3) == (O, O, 0)
)\1 - —)\2
=
Az = =2\

donc {vy,v9,v3} nlest pas libre, mais d’aprés le théoréme on peutl extraire de cette
famolle une base de F.

Pour le faire on doit chercher deux vecteurs de cette famille qui sont libres, si on
trouve ces deux vecteurs, alors il formet une base pour F', si on ne les trouve pas alors

on cherchera un vecteurs libre (non nul) et se vecteur sera une base de F.
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Prenons par exemple vy et vy

A1(1,2,0) + X2(1,0,2) = (0,0,0)
(A1 + X2, 201,2X0) = (0,0,0)
' AM+A=0
= 201 =0
2X =0
= )\\1 = A =0.

Ainsi {v,ve} est une base pour F et dim F = 2.

On a montrer que dimF = 3 et F C R? et dimR3 = 3, d’ot F = R3.

9.3 Applications linéaires

Définition 9.3.1 Soit (E,+,.) et (F,+,.) deux k—espaces vectotiels et soit f une

application de E dans F'. On dit que f est une application linéaire si

Vo,y e EVA €k, f(r+y)=f(z)+ f(y)

fx) = Af(z)

ou d’une maniére équivalente
Vi,y € EVApek, f(Ar+ py) = A (x) + pnf(y).

1. Si de plus f est bijective, on dit alors que f est un isomorphisme.
2. Une application linéaire de (E,+,.) dans (F,+,.) est dite un endomorphisme.

3. Un isomorphisme de (FE,+,.) dans (F,+,.) est dite un automorphisme.
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Exemple 9.3.2 L’application
f: R — R

(r,y) — x+2y
est une application linéaire car ¥(z,y), (z',y) € R%,VA, u € R

Remarque 9.3.3 On peut montrer facilement que la somme, le produit d’une ap-
plication linéaire par un scalaire et composé de deux applications linéaire est une

application linéaire.

Proposition 9.3.4 Soit f une application linéaire de E dans F.

f(0g) =0p

Ve e E, f(—x) = —f(z).

Preuve. On a

f(0g) = f(O0r+0g)=f(0g)+ f(0r) = f(0r) =OF

f(=2) = fx—12)=f(0p) =0F = f(-2) = —f(2).

Définition 9.3.5 Soit f une application linéaire de E dans F.

1. On appelle image de [ et on note Im f l’ensemble défini comme suit

Im f = {f(z)/ © € E}
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2. On appelle noyau de f et on note ker f l’ensemble défini comme suit
ker f ={x € E/ f(x) =0r}

on note ker f par f~1({0F)}.

3. i f est une application linéaire de E dans F , alors Im f est un sous espace

véctoriel de F' et ker f sous espace véctoriel de E.

4. St dimIm f =n < +oo alors n est appelé rang de f et on note rg(f).

Exemple 9.3.6 1. Déterminer le noyau de l’application
f: R? — R

(z,y) — x+2y

ker f = {(z,y) € R*/f(z,y) = 0}
= {(:I:,y) ER?*/x +2y = 0}
= {(:zr,y) €R?/x = —2y}
= {(=2y.9)/y R}
= {y(=2,1)/y e R}
donc ker f est un sous espace vectoriel de R?, il est de dimension 1 et il admet
pour base {(—2,1)}.

2. Cherchons Image de ’application

f: R3 — R3

(ZL’,y,Z) - (—x—i—y,x—Bz,y)
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Imf = {f(z,y,2)/(z,y.2) € R’}
= {(-z+y,z-327y)/(z,y,2) € R*}
= {(—ZC,I,O) + (y,07?/)+ (07 —32,0)/(I,y,2) S R3}

= {2(=1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0,=3,0)/(w,y, 2) € R*}

doncIm f est un sous espace véctoriel de R engendré par {(—1,1,0) + (1,0,1) + (0,-3,0)},
comme ces vecteurs sont libres alors ils forment une base pour Im f, donc
dimIm f =3

donc rg(f) = 3, et par conséquent Im(f) = R3.
Proposition 9.3.7 Soit f est une application linéaire de E dans F. On a les équi-
valences suivantes
f surjective < Imf=F
f injective < ker f = {0g}.

Exemple 9.3.8 Dans l’exemple précédent, on a Im(f) = R3, donc f est surjective.

Montrons que f est injective
ker f = {(z,y,2) € R*/f(z,y,2) =(0,0,0)}
= {(z,y,2) €ER?/ —az+y=0etz—32=0ety=0}
= {(z,y,2) €eR*/z=0etz=0¢ety=0}

= {(0,0,0)}.
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Donc f est injective , par conséquent f bijective.

9.4 Applications linéaire sur des espaces de dimen-

sion finie

Proposition 9.4.1 Soit E et F' deux k—espaces vectotiels et f et g deux applications
linéaires de E dans F . Si E est de dimension finie n et {ey,es,...,e,} une base de

FE alors

Vk €{1,2,3,...,n}, flex) =glex) &V € E, f(x)=g(x)
Preuve.
1. On a E est engendré par {ej, es, ...,e,}, donc Vo € E, I\, Aa, ...\ €k
T = Aey + Aaeor... + e,
comme f et g sont applications linéaires alors
f(x) = f(her+ Aeeap... + Auen) = A f(er) + Aaf(e2) + ... + A\ fen)
g(x) = g(hier + daeay... + Auen) = Mgler) + Xaglea) + ... + Anglen)

donc si on suppose que Vk € {1,2,3,....n}, f(ex) = g(ex), on déduit alors que
Vo€ E, f(x) = g(x).
2. SivVx € E, f(z) = g(z), et comme {ey, ey, ..., e, } famille génératrice de E, alors

Ve e E, 3\, Ag, .o, Ay €k

r = )\161 + )\2€2+... + )\nen



139

donc

f(/\161 + )\2€2+... + )\nen) = g(/\161 + )\262+... + )\nen)

on a f et g sont applications linéaires alors

Arfer) + Xaf(ez) + ...+ Anflen) = Aigler) + Aaglea) + ... + Anglen)

on déduit que Vk € {1,2,3,...,n}, f(ex) = g(ex).

O
Cette proposition montre qu’'une application linéaire sur un espace de dimension

finie est déterminée de maniére unique par ses valeurs sur une base de E.

Exemple 9.4.2 Soit f une application linéaire de R? dans R? telleque f(1,0) =

(27 1)7 f(07 1) = (_17 _1)
alors

V(z,y) € R*, (z,y) = (z,0) + (0,y)

donc

flxy) = f(z(1,0) +y(0,1))
= :L“f(l, 0) + yf<0’ 1)
= z(2,1) +y(-1,-1)
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Théoréme 9.4.3 Soit f est une application linéaire de E dans F' avec dimension de
E finie, on a

dim £ = dimker f + dim Im f.
Exemple 9.4.4 Pour 'application
f: R3 — R3

(xvya Z) - (_'ZE + Y, T — 3Z>y)

On avait montré que dimker f =0 et dimIm f = 3, on voit bien que

dimker f = 0 4+ dimIm f = dim R3.

Proposition 9.4.5 Soit f est une application linéaire de E dans F' avec dim E =

dim F' < 4+00. On a alors les équivalences suivantes

f isomorphisme << f surjective < f injective < dimIm f = dim F’

< Imf=F<&dmkef=0<kerf={0g}.

De cette proposition, on déduit que si f est un isomorphisme de E dans F' avec
dim FE finie alors nécessairement dim £ = dim F), on d’autre termes si dim £ # dim F'

alors f ne peut étre un isomorphisme.

Exemple 9.4.6 Considerons ’application

f: R — R2

(r,y) — (2z—y,z—y).
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On remarque que dimR? = dimR2, donc f peut étre un isomorphisme. Pour

vérifier utilisons une des équivalences de la proposition, par exemple cherchons ker f

ker f = {(z,y) €R*/f(x,y) = (0,0)}
= {(z,y) eR*’/ 20 —y=0=etz—y =0}
= {(z,y) eR?’/ 2z =y ety =z}
= {(z,y) €eR?’/ 22 =0 ety =0}

= {(0,0);}.

donc f est un isomorphisme.

9.5 Exercices

Exercice 9.5.1 On consideére les familles de vecteurs de R? suivantes :
F1 = {Ul = (1, 1,3) , Ug = (1, 2,0)} s FQ = {/Ul = (1,0, —1) , Uy = (2, 1, 1) , U3 = (3,0,0)}
et F3 == {U)l == (1,1,2) , Wy = (1,371),11)3 == (0,0,1),104 == (274,0>}

Déterminer les familles libres, les familles génératrices de R? et les bases de R3.

Exercice 9.5.2 Soient £ = {(z,y,2) eR*/x+y—22=0et 20 —y—2=0}, F =
{(z,y,2) € R®/z +y — 2z = 0} deux sous ensembles de R® etu = (1,1,1),v = (1,0,1),
w=(0,1,1).

1. Montrer que E et F sont deux sous espaces vectoriel de R3.
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2. Determiner une famille génératrice de E et montrer que cette famille est une

base.

3. Montrer que {v,w} est une base de F.
4. A-t-on E® F = R3.

5. Soit X = (z,vy, 2), exprimer X dans la base {u,v,w} .

Exercice 9.5.3 Soit l’application
f: R - R

r — —2.

-Montrer que f est linéaire.

-Monter que f est un isomorphisme.

9.5.1 Solutions des exercices

Exercice. 9.6.1

—Pour Fj :

-F} est-elle libre?

Soient « et S deux réels



au; + Puy =0ps = | 1 | +5

a+
= | a+28 | =
3
, a+p3=0

=9y a+28=0

donc, F est une famille libre.

-F} est-elle génératrice de R3 ?
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Soit u = (z,y, z) € R3. est ce qu’il existe deux réels a et b tel que : u = au; + buy?

on a :
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T 1 1
u=au tbus = | ¢ [=afl 1 | +0] 2
z 3 0

L’équation (3) donne a = et les deux autres équations donne b = y—x et a = 2x—y.
Donc pour les vecteurs u = (z,y,2) € R3 ou 2z —y # %, on ne peut pas trouver deux
scalaires a et b tel que : u = auy + buy.Par exemple on prend u = (4,2, 1)

Ce qui montre que F; n’est pas une famille génératrice de R3.

Alors F; ne forme pas une base de R3.

—Pour I3 :

-F} est-elle libre ?

Soient «, 5 et v trois réels
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1 2 3 0
avy+ pre+ =0 =a| o [+6] 1 [+7] 0 ]|=1]0
—1 1 0 0

a+ 20+ 3y 0

= B =10

—a+pf 0

.

a+28+3y=0

=4 B=0

—a+p3=0

\

donc, F, est une famille libre.
F; est-elle génératrice de R? ?
Soit u = (z,y, z) € R3. est ce qu’il existe trois réels a, b et c tel que : u = av; +bvg+cvz?

on a :
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x 1 2 3
u=av +batcoz = | 4 | =al 0 +b| 1 | +c| o
z —1 1 0
xr=a+ 2b+ 3c
& ] y=>o
z=—a-+b

S b=y
a=Y—=z
\
Donc, pour tout vecteur u = (z,y,z) € R3, on peut trouver trois scalaires a =

y—z,b:yetc:%(:p—fiy—i-z) tel que : u = avy + bvs + cvs.
Ce qui montre que F, est une famille génératrice de R3.

Alors F, forme une base de R3.

—Pour F3 :

-F; est-elle libre ?

F3 n’est pas une famille libre, car ,, = w; 4+ wy — 3ws

-F; est-elle génératrice de R ?
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Soit u = (z,y,2) € R3. est ce qu'’il existe trois réels a,b,c et d tel que : u = aw; +

bwy + cws + dw,?

on a:
T 1 1 0 2
u = awq + bwsy + cws + dwy & y | =al 1 +0l 3 | +cl o | +d]| 4
Z 2 1 1 0
(
r=a+b+2d

S y=a+3b+4d

z=2a+b+c

\

c= %y—i—z—gx—l—?)d
Donc, pour tout vecteur u = (z,y, z) € R3, on peut trouver quatre scalaires a = %x —
sy—t,b=—sa+iy—t,c=ty+z—2x+3t et d =t tel que : u = aw; +bws+cws+dw,.

Ce qui montre que F3 est une famille génératrice de R3.

Comme Fj est liée, alors elle ne forme pas une base de R3.

Exercice.9.6.2
Soient F = {(z,y,2) e R3/x +y —2z=0¢t 2z —y — z = 0},

F = {(z,y,2) € R®/x +y — 2 = 0} deux sous ensembles de R? et u = (1,1,1),
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v=(1,0,1), w=(0,1,1).
1. Montrer que E et F sont deux sous espaces vectoriel de R3.

(i)-0R3 S E, OR:% e F:

ona:Ogs =(0,000€F,car0+0—-2x0=0et2x0-0—-0=0
et on a aussi : Ogs = (0,0,0) € F,car0+0—-0=0

(i1)-auy + Puly € E,avy + vy € F

Soient u; = (z1,y1,21) et uy, = (2,41, 21) deux vecteurs de E et v; = (2, Yo, 22)

et v = (xh, yh, z4) deux vecteurs de F' et o, f € R donc,

x1+y1—221=0et 221 —y; — 21 =0 _ a(xi+y1—22)=0et a(2z7 —y1 —21) =0
by -2 = 0et 2wl A4 =0 | (el yh—22) =0et (205 — g — ) =0
= (axy + p}) + (ays + Pyi) — 2 (az + 21) =0 et
2 (axy + Bay) — (ayr + Byy) — (e + Bz1) =0

= uy +uy = (axy + By, oy + By, az + p2]) € B



149

To+Ys—22=0 a(ra+ys —22) =0
=

Ty + Yy —25=0 B(wy+yy—25) =0

= (aws + B3) + (ay2 + Bys) — (aze + Bz3) = 0

= vy + v = (g + Brh, ays + Byh, aze + f24) € F
de (i) et (i7) on déduit que F et F sont des s.e.v de R3

2. Determiner une famille génératrice de F et montrer que cette famille est une base.

Soit k = (z,y,z) € E, alors :

rT+y—2z=0 T =—-y+2z
=
2r—y—2=0 2(—y+22)—y—2=0
T =—-y+2
=
—3y+32=0
T =2z
=
y==z

donc
k= (z,y,2)=(z22)=2(1,1,1)
E est génératrice par la famille {u = (1,1,1)} et comme u # 0, alors elle forme une

base de Feton a:dimE =1
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3. Montrer que {v,w} est une base de F.

Soit k = (z,y,2) € F, alors :
r+y—z2=0=>z=ax+y

donc

k= (r,y,2) = (z,y,x+y) =2(1,0,1) + y(0,1,1)

=2V + yw

F' est génératrice par la famille {v = (1,0,1) ,w = (0,1,1)}

Soient «, 5 € R, on a :

1 0 0
av+pw=0=al|l o |+B8]| 1 |=1] 0
1 1 0

o 0 0

=10 |+ pB[|=]0

Q@ 6] 0

)
a=20

= =0 =a=3=0

a+pB=0

\

alors la famille {v = (1,0,1),w = (0,1,1)} est libre.
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alors elle forme une base de £ et on a : dimFE = 2
4. A-t-on E & F = R3.
Il faut montrer que ENF = Ogs et £ + F = R3

(a) ENF = 0Ogs : Soit k = (z,y, 2) € R3

k= (z,y,2) e ENF & (k= (x,y,2) € E et k= (x,y,2) € F)

Sx+y—22=0et2xr—y—2=0¢et z+y—2=0)

(
r+y—22=0 ... (1)
<y 2z—y—2=0 ... (2)
r+y—z=0 ... (3)

\

De I’eq (3) on obtient : z = x + y, on remplace dans (1) et (2), on trouve :

r+y=0
x=y=0
z—2y=20
donc,
z=x=9y=0

Alors, le seul vecteur de E'N F est le vecteur nul, donc £ N F = Os.
(b)) E + F = R3 : il faut montrer que n’importe quel vecteur uz = (3,3, 23) de

R3 s’écrit sous la forme : uz = (r3,y3,23) = u1 + us = (1,91, 21) + (Ta, Yo, 22) OU



uy = (21,91, 21) € F et ug = (x2, Y2, 22) € F. On obtient le systéme suivant :

(

T3 =T+ To
Ys =Y1+ Y2
23 = 21+ 29
T14+y1 — 22, =0

2[E1—y1—21:0

To+Ys—22=0

on obtient :

\

De (a) et (b) on déduit que : E @ F = R3.

Remarque :

Yo = —x3 + 23

(

T3 = T1 + To
Y3 =Y1+ Y2
23 = 21+ 22
T1+y1 — 221 =0
201 —y1 — 21 =0

To+Ys—22=0

T1=Y1 =21 =T3+Ys— 23

To = —2.1'3 — Ys + 323

29 = —T3 — Y3 + 223
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Pour montrer que F & F' = R3 on peut montrer que : la famille {u, v, w} forme une

base de R3.

5. Soit X = (z,y, z), exprimer X dans la base {u,v,w} .



On cherche «, § et v tel que : X = (x,y,2) = au+ fv+yw

T 1
X=@y2)=autPvtque [ 4 | =al| 1 [ +6
z 1
(
a+ ==z

ka—l—ﬁ—i—*y:z

Ty r=y—«

a+(@—a)+(y—a) =

f=-y+=z

SN y=—x+2

a=xr+Yy—=z
Exercice 9.6.3

Soit I’application
f: R - R

r — —2x.

153



154
-f est linéaire car Vx,y € R,V u € R
[z +py) = —2(Ax + py)
— A(=20) + pu(-2y)
= Af(@)+ufy)

-f est un isomorphisme , en effet : f est évidement bijective (I’application réciproque
y

Fia) = —3o).
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