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Introduction

Cet ouvrage s’intéresse a une partie de la mécanique rationnelle : centre d’inertie et
moment d’inertic du solide, a savoir la géométriec des masses, et ce dans un esprit
pédagogique visant a simplifier des notions qui ne sont pas toujours évidentes (centre et

moment d’inertie, tenseur d’inertie)

Le polycopié comporte deux chapitres, et considéré comme document de travail dans
la spécialité de mécanique de construction. Il est destiné de prime abord aux étudiants de
licence 2°™ année LMD dont Dintitulé du module méme (en S3). Il peut étre aussi un aide-
mémoire pour les étudiants des autres années en construction mécanique et en fabrication
mécanique de la filiere génie mécanique. 1l contient deux chapitres des cours et des exercices
résolus. Le premier chapitre traite les centres d’inertie des masses. Les notions des systemes
matériels sont exposées, a savoir les différentes méthodes de détermination de leur centre
d’inertie: la méthode d’intégration et la méthode de Guldin (1% 2°™ théorémes). Dans le
second chapitre sont présentées les notions des moments d’inertie qui sont des grandeurs
caractérisant la géométrie des masses indéformables. Les formulations matricielles sous forme
de tenseurs d’inertie concernent des solides qui présentent des formes particuliéres admettant
des plans de symétrie par rapport aux axes du repere considéré. Les moments d’inertie
quantifient également la résistance a une mise en rotation du solide autour d’un axe. Aussi, le
théoreme de Huygens est-il bien explicité pour la translation des moments d’inertie par
rapport & des axes autres que ceux du repére considéré. Ces connaissances sont d’un intérét

majeur pour les étudiants notamment dans les modules de vibrations (O.V en S3) et en RDM
(S4).
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Chapitre | CENTRE D’INERTIE

|.1.Notions de masse d’un systeme matériel

A chaque systéeme matériel (S) est associé, une quantité scalaire positive invariable en
mécanique classique, appelée : masse du systeme.

La masse d’un solide fait référence a la quantité de matiére contenue dans le volume de ce
solide.

I.2.Notion de point matériel

Les objets matériels qui, dans certaines circonstances, peuvent étre considérés comme petits et
dont la position sera repérée avec suffisamment de précision par trois coordonnées, seront
appelés des “points matériels” (les circonstances sont parfois telles qu’un objet, énorme a
notre échelle, le soleil par exemple, puisse étre considéré comme petit au sens ci-dessus). On
appelle ainsi “point matériel” un point doué de masse. Ce concept est donc une idéalisation,
souvent utile, de la notion familiére d’objet matériel.

1.2.1. Systeme de points matériels

On appelle “systéme de points matériels”, ou plus simplement “systéme matériel”, tout
ensemble (fini ou non) de points matériels. Dans le cas des systemes constitués d’un nombre
fini de points, on appelle masse m du systeme mateériel la somme des masses m; de chacun de

ses n points :
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1.2.1.a.Systémes continus
Si le systéme est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du systéme s’écrirait

sous la forme d’une intégrale continue :

m= fdm (p)
()

dm (p) : élément de masse au point p.

1.2.1.b.Le systéme (S) est linaire: (cas des tiges fines) les deux dimensions sont négligeables
devant la longueur de la tige.

La masse s’écrirait :

m= J-A(p)dl

A (p) est la densité linéique au point P et -un élément de longueur du solide (S)

Dans les systemes homogenes (solides homogeénes) la densité des solides est constante.
1.2.1.c.Le systeme (S) est une surface: (cas des plaques fines) I’épaisseur est négligeable
devant les deux autres dimensions.

La masse s’écrirait :

m= | o(p)ds

R S—

o (p) est la densité surfacique au point P et dans un élément de surface du solide (S).
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1.2.1.d.Le systeme (S) est un volume:

La masse s’écrirait :

m= [, p(p)dv

p (p) est la masse volumique au point P et dv un élément de volume du solide (S).
|.3.Centre d’inertie d’un systéme matériel

On appelle centre d’inertie d’un systéme matériel (S) le point G défini par la relation :

fpe(s) GP dm =0 etsamasse M = fpe(s) dm

O étant un point arbitraire il vient :
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1.3.1.Cas d’un systéme complexe
Trés souvent un systéme est composé¢ d’un assemblage de systemes élémentaires pour
lesquels les calculs ont aisés ; chacun de ces systémes a un centre d’inertiec Gj et de mase m;.

D’apres la théorie del ‘intégration, le centre d’inertie du systéme complexe s’obtient par :

Or

Donc

Le point G est donc le barycentre des points G; affectés des coefficients m;.

On procede donc en deux étapes pour déterminer le centre d’inertie :

» On détermine le centre d’inertie G; pour chacun des sous-ensembles de masse m;.
» On détermine le centre d’inertic G comme barycentre des points G; affectés des

coefficients m;.
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1.3.2.Calcul le centre d’inertie par la méthode de I’intégration
Exercice 1
Soit la surface homogéne constituée de deux portions de disque symétriques par rapport a

I’axe OX et d’une surface triangulaire OAB.

1. Déterminer par intégration la coordonnée suivant I’axe OX du centre d’inertie de cette
surface.

Solution
Par raison de symétrie par rapport a ’axe OX, y; = 0 et x; se trouve sur I’axe OX nous

cherchons seulement le centre d’inertie de la partie supérieure du solide. Elle est composée
d’un triangle rectangle (S;) et d’une portion de disque (S;)

Solide (S;) : dm, = o ds, = o DE.dx

&
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DE OD DE X
PR — @ =
CB OC RJ/3/2 RI2

— DE =x/3

2
m, = JORIZG /3 dx = G\/g%

R/2
1 8 R/2 4 %3
Xo =— [xdm=———[ "¢43 x’dx=—"1 ==
* msj1 o R%3 ! R? 3|, 3
Solide (S;) : dm, =ods, =ordrdd
A y
y dr rd®
,—;\\B ds
R| R r de

)
]

4
_/m

e
ds =rdrd @
{rcos@
SV
rsind
Nous avons : Ccosa, = == = q,=

zl2 R « 7 R?
mzzaj rer/ d0=a—.€= B
Xyo =ij'xdm2 =L2J'rcoseardrd0
m2 S2 O-ﬂ:R S2
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12 R®, 3

_ 12 (R ) 712 B
= L r er;/3 cosfdo = R .?(1—?)

XZG
7 R?

XoG :27R(2—\/§)

Le centre d’inertie de la surface totale est donnée par :

X = X161 + X6 S,

g =21 "2672
S;+5S,

Exercice 2

Déterminer, par intégration, les coordonnées, du centre de masse, d’une surface homogéne
plane, en forme de portion circulaire de rayon R, par rapport au repére (Oxy).

T
[}

O

i

Solution

dm=ods

et ds=rdé.dr

avec 0<r<R et ESHSE
6 2

X=rcosd
et ]
y=rsiné
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5= jd Tdﬂfde R = _ R’
s=|rdr ==
(s) 0 716 23 6

’

2

Mm=ocS=0
rl2 3
Xg =lj.xdm— 2dr J'coséblé?—i R—(l—ljzﬂ
mey R° e R? 3 2 T
6
l2 3
:—jydm——jrzdrjsméd&—iR— ﬁ :R—\/§
6 MR 3| 2 T
Exercice 3

Déterminer les coordonnées du centre d’inertie de la figure suivante par intégration

Solution
L’axe (Oy) est un axe de symétrie donc: X, =0

a) Centre d’inertie du demi disque plein de rayon R
Le solide est un demi disque, sa masse est donnée par

Lds =rd@ dr
m, = jods ou : o est la densité surfacique
S

et ds un élément de surface. L’élément de surface

) rcosé
ds a pour coordonnées : ds{ .

avec: 0<@<r ;
rsin @

; 0<r<R
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b1 R b4 7ZR2
m, ='[/1ds=j/1rd6dr:/1_frdrjd9:07
S 0 0 0

1 1 2 ¢ . 2 %, F
=—|ydm=—|yods = rsin @ o rdédr = r’dr|sin8de
Yor =y [yim = Jyodo = ] =]
X =0
Ve AR ou G, 4R
3 Yo =5
37
a)Centre d’inertie de la surface triangulaire
Masse du triangle plan: m, =0 S, = a.%ZR. R=cR?
1 1
Calculons yg, = —j ydm = —J' yods
mZ S m2 S
y
A
c
FEN\- E
° coooody
/:j\ Iy
. X
A R R B

L’¢élément de surface est donné par : ds, =Ldy; avec L=DE ; OA=0OB=0C =R

. DE F L R-
Dans les triangles semblables ABC et DEC , nous avons : — = e o —=""Y
AB OC 2R R

L=2(R-y) cequidonne: ds, =2(R—y)dy avec 0<y<R

R_R ., R
’ 62_3

1
0 3

mjyc)'ds2 =

S

1 R 2 R 2 3
Yoz = zijZ(R—y>dy=—( %
0

oR R*( 2

9
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Centre d’inertie du solide

&R R R,
y _YieM =Yoo My Yi6S1—VYosS, 37z 2 37 _2 R
¢ m, —m, S, —S, EBi—RZ 372
2
Exercice 4

Le systéme suivant est composé d’un quart de disque homogene évidé d’un triangle rectangle.

Déterminer le centre d’inertie du solide par la méthode d’intégration;

A y
i
1 a/4
¥___
E3a/4
v ! | >
a/2 | a/2 1 X
- -pe- »
Solution
a) Soit S; la surface du quart de disque :
r a2 r.a’
ds,=rdrdd ; 0<r<a ; 0<0<— ; slzjmqﬂez
2 0 0 4

/4

1 4 4 %, 2 4a

Xi6 =——=jxdg== 2Jrcosexdnd9=: 2.jr.dr.d@fcos@.dezz——
Sy g, ras ras 0 3

1 4 3 4 3 2 4a
=—.|vyds = A rsind.rdr.dé = Ar®.drdé@|sine.de=—
Ve S, é{y 'oral ;[ ra’ '([ '([ 3

10
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a) Soit S, la surface du triangle :

ds, = dx.dy ; la droite limitant le triangle a pour équation :

S CRRTS ()
=312 ’ 3l 4

T LN
s foay=for oy -[3[5xjorge
1 16 {6 16 13 (a a
Xas ——ZS'[xds2 —?'([xdx '([dy =5 ;[EX(E_X}O'XZE
1 6 SRETIR N a
yze_s_zéfzyd%:Q.!.ydy _([dx :?,lgy(j_ jdy:Z

ra® 4a 3a’ a

_ S;Xie =Sy Xo _ 4 g 16 g — 05064

X =
TS, m W
4 16
ra® 4a 3a’ a
yG _ Sly§; :zz-yZG — 4 ﬂ:zﬂ' 3a126 4 =0’479a
1 2 oo =
4 16

I.4.Méthode de Guldin

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou
surfaciques homogenes fut trouvée par Guldin. Elle consiste a faire tourner ces solides autour
des axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides lin€aires décriront des surfaces et les solides
surfaciques décriront des volumes.

1.4.1.1° Théoréme de Guldin

AB est une courbe homogeéne située dans le plan xOy.

Une rotation de AB autour de Oy/(Ox) engendre une surface Sy /(Sy). La rotation autour de
Oy du petit élément d#, construit autour de P, engendre une surface dS, = 2mxd¢

11
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0
Donc:

s
Sy =[g2nxdt = [ xdf ===

La rotation du méme élément autour de Ox engendre la surfacedS, = 2myd?

Sx
2T

Alors .S, =[ 2nmydt = [ _ydt=

Le centre de masse G de (AB) est tel que m 0G = fABWD’ dm = AL 0G = fABAW ds

Par projection dans le plan xOy :

j de Sy
e =T | XY T o0
AB
et
Sy
=_ df =
Y6 f)’ L
AB

Dans le cas d’un systéme homogene de plusieurs éléments on aura :

_ Stotale/A

R. =
¢ 2m Ltotale

12
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1.4.2.2°"™Théoréme de Guldin

Soit (S) une surface plane située dans le plan xOy.

et

Une rotation de élément ds autour de Oy engendre le volume dV, = 2rxdS=

V, = [,dV, = 21 [ xdS = fsxds=V—y

2

De méme, une rotation ds autour de Ox engendre le volume dV, = 2nydS =

Vy
Ve = JgdVy =2m [(ydS = [iyds =
Comme 0G = [, OP dm=0G = %f(s)ﬁ” ds
Par projection on aura :
1 V,
== | xdS = ==
*e sfx 2mS
S

et

2mS

13



Chapitre | CENTRE D’INERTIE

1.4.3.Calcul du centre d’inertie par la méthode de Guldin

Exercice 1

Déterminer les coordonnées des centres d’inertie des corps homogenes suivants dans le
repére (Oxy) :

1-quart de cercle de rayon R.

2-quart de disque de rayon R.

»
»

0] x O X
1-Quart de cercle de rayon R 2-quart de disque de rayon R

Solution
1-Centre d’inertie du quart de cercle :
Par raison de symétrie :

Stot/y Sdemksphére: 27.R? 2R |

Xg =Yg = = =—;
27, Lygy 271 Loy on R 7

. . . 2R 2R
Donc le centre d’inertie du quart de cercle est le point G (7,7)

2-Centre d’inertie du quart de disque :

Par raison de symétrie :

2 3
—.7R
X :y _ Vtot/y _ Vdemi—sphére _ 3 :ﬁ .
© ° 27[' Stot 272-(Squart—disque) 272. ﬂRZ 372- ’
4

Donc le centre d’inertie du quart de disque est le point G (2—:, g)

14
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Exercice 2

1- Déterminer les coordonnées (Xg,Ys) du centre de masse du corps homogene linéique
suivant, ayant la forme d’un quart de cercle.

2- En déduire I’aire de la surface de révolution obtenue, lors de la rotation du corps autour de

I’axe Ox.
A
Y
X
Solution
Détermination de X
On applique directement le premier théoréme de Guldin :
o _ Sty _ (4R?)i2 2R
¢ 2zl 272(2R)I4 =«

Détermination de Y

Y

A >
X

On fait une translation de repére vers le point A.

15



Chapitre | CENTRE D’INERTIE

En tournant le solide par rapport a I’axe AX on obtient la surface d’une demi-sphére. On

applique le premier théoréme de Guldin :

S 47R? )/ 2
Y, = R—TUAX R_Q: _Ez R(l_gj
27.Ly, 27.(27R)1 4 Vi 7
Exercice 3

1-En utilisant le théoréme de Guldin calculer la surface de révolution d’un cone de hauteur b
et de rayon de base a.

2-Déterminer le centre d’inertie du systéme ci-dessous par le théoréme de Guldin.

y
a1
b
; R
v
O X
<< - - a ------

Solution

1-Le centre d’inertie de la droite AB est en son milieu C(g ,g). Le segment AB en rotation

autour de I’axe 'y  décrira une surface conique de hauteur b et de rayon a Application du
premier théoréme de Guldin: S = Zﬂ.%.AB = 272'.%.\/3.2 +b®

2-Centre d’inertie du systéme :

16
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X. = Vtot/y Vcone _Vsphére _ gﬂa b _gﬂR _ a’b-4R?
G — - 5 = 5 = ~ 5
Zﬂ'stm Zﬂ_(ib_ R ) Zﬂ(ib— 7R ) 3(ab R )
2 2 2 2
L b2a—2zR s
Ve = Vioux _Vcone —Veemittorre _ 5 ' R 2 b%a—37R®
G — - 2 = > = ~ 5
200 5, @b R, @b R sab-R)
2 2 2 2
Exercice 4

Soit la figure suivante :

v

1-En utilisant le théoréme de Guldin, déterminer le centre d’inertie de la surface homogene

(S), constituée d’un demi-disque et d’un quart de couronne circulaire

2-En déduire le volume engendré par la rotation de (S) autour de I’axe (A).
Solution

1-Coordonnées du centre d’inertie du solide surfacique :

D’apres le théoréme du Guldinon a :

V 7 V,

__ Ttot/0y

275

+Vpetitesphée

+S

emi-grandesphére

- 27(S

emi-petitesphére

Xg S

tot grandquartdisque ~ * petitquartdisque demidisque

17
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Xg = — 3 12 4) j=o.438R

2 2 2
on T _7(RY 7[R 27mR2(1_1+1j
4 4l2) "2la 4716 32

y _ Vtot/Ox _ Vdemi—grandesphére _Vdemi—petitesphére +Vdemitorre
c = =
27zstot 2”(8 grandquartdisque S petitquartdisque + Sdemi disque
2 2 (R’ R)z(RY 2 1 =«
3”R3_3”[2j *2’{4}2(4j 3[3‘12%4]
= = =0.46R

R? z(RY x(RY _2 2(11 1]
ogl ™ _Z(RY 7[R P L [
7{ 4 4(2j +2(4j 4 16 32
2-Volume obtenu en tournant le solide autour de I’axe (A)

Comme le centre d’inertie de ce solide est connu, nous pouvons calculer le volume engendré

en tournant le solide autour de I’axe (A) :

7ZR2 2 2
V., =27R,.S,, = 27.(R - 0,307 R){T - %@j L Z(E] ]

1—i+ij =2.23R®

V., = 27.(R = Xs ).7R?
tot 7.( G) (4 16 32

Exercice 5
Le systéme suivant est composé d’un quart de disque homogene évidé d’un triangle rectangle.

Déterminer le centre d’inertie du solide en utilisant le théoréme de Guldin ;

g
>

4.____
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Solution

1) Centre d’inertie par le théoréme de Guldin: S, =——-—

—.—rna ——7 S
Vtot/y Vdemi—sphére_vcﬁne 2 3 3 2 4
Xg = = = N = 0,506a
271, Siop 27T, Siop g P _ 3a®
' 1
14 , 1 (3)a
vV vV ——rna —— 7T — | .—
y _ Vtot/x _ demi-sphére — ¥ cone _ 2 3 3 4 2 :04793.
© " 278, 27.S,, , [m® 3 ’
| ————
4 16

19
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I1.1.Moment d’inertie - Opérateur d’inertie

11.2.Définitions

La notion de moment d'inertie présente un grand intérét sur le plan de la véritable histoire de
la mécanique et sur celui de la philosophie et de ses principes. C'est en 1673 que Huygens,
dans la solution du probléme du centre d'oscillation du pendule composé (livre : Traité du
Pendule), fit apparaitre pour la premiére fois une quantité de la forme Y, mr2.C'est en 1810-
1811 que cette quantité intervint pour la premiere fois sous le nom de moment d'inertie, et
d'une maniere officielle et systématique, dans I'enseignement de la Mécanique des solides
indéformables.

Concernant la signification physique, le moment d'inertie est une grandeur qui caractérise la
géométrie des masses d'un solide, c'est-a-dire la répartition de la matiére en son sein. Il
quantifie également la résistance a une mise en rotation de ce solide (ou plus généralement a
une accélération angulaire).

11.3.Moment d’inertie par rapport a un axe

(5)

Le moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un axe (A) est le scalaire positif défini par:

1,(S) = Jrz dm

pe(S)

20
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r = PH = d (P,A)est la distance du point P du solide (S) a I’axe (A). H étant la projection

orthogonale du point P sur I’axe (A).

11.4.Matrice d’inertie

Pour un solide (S) donné, un point O appartenant a (S) et un repere orthonormé R (0,X,¥, Z),

on appelle tenseur d’inertie de (S), en O, relativement au repére considéré, noté |, la matrice

symétrique :
Ixx
Ih(S) = Ixy
Lz
Avec:

Iy, = ]xy dm
)

L, = fxz dm
)]

I, = jyz dm

()

_Ixy —Iy,
yy —ly,
_Iyz IZZ

Les éléments diagonaux :Iy,1,,etl,,s’appellent les moments d’inertie .

Les éléments non-diagonaux :1y.,, Iy ,etl,, ;s appellent les produits d’inertie.
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11.4.1.Solides présentant des plans de symétrie

L, : estle produit d’inertie de (S) par rapport a ’axe (OX).

Iyy - est le produit d’inertie de (S) par rapport a I’axe (OY).

I,, : est le produit d’inertie de (S) par rapport a I’axe (OZ).

I xy - estle moment d’inertie de (S) par rapport aux axes(OX) et(OY).
I, : est le moment d’inertie de (S) par rapport aux axes (OX) et(OZ).
Iyz . est le moment d’inertie de (S) par rapport aux axes (OY) et(OZ).

Certains solides présentent des formes particulieres admettant des plans de symétrie par
rapport aux axes du repére (O,X,y,Zz), choisi. Pour chaque plan de symétrie, les produits
d’inertie sur les deux autres plans sont nuls :

> Si Oxy est un plan de symétrie : a tout point M; de cote z, on peut associer le
pointM, de cOté —z .

Ixzzfpe(s)xz dm = Oet Iyz=fpe(5)y2 dm=0 <car Z;=0
Ly _Ixy 0
Iy(S) = _Ixy Iyy 0
0 0 I,

<1
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» Si Oyz est un plan de symétrie : a tout point M; de céte X, on peut associer le
pointM.de c6té —x.

Iyxzfpe(s)xy dm=0et I, =[,_.zxdm=0 car X;=0

PE(S)

Ly 0 0
IL©S)=|0 Ly =1y,
0 _Iyz IZZ

> Si Oxz est un plan de symétrie : a tout point M; de cbte y, on peut associer le
pointM,de c6té —y

M,(y
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IyZ=fPE(S)yZ dm = Oet Ixy=fpe(s)xy dm=0 car Y;=0
Lix 0 Lz
L= 0 L, -,
I, O I,

11.4.2.Solides a symétrie de révolution

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cone, etc...), la
masse est répartie de facon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution

0Zdans un repére orthonormé R(0, %, %, Z).Tout plan passant par I’axe0Z est un plan de

symétrie, donc tous les produits d’inertie sont nuls.

Ly = Iyy =1y

O

x|

x N\

11.4.3.Solides a symétrie sphériques

|/
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Pour tout solide a symétrie sphérique (sphére pleine ou creuse) de centre O, tous les repéres
R(0,%,y, Z)ayant pour centre le méme point Osont des repéres principaux d’inertie.
Les trois axes du repere jouent le méme role, alors tous les moments d’inertie sont égaux :

Ly = L, = I,et tous les produits d’inertie sont nuls car tous les plans sont des plans de

symétrie :Iy, = I,, =1,, =0

11.4.4.Solides plans
Dans le cas des solides plans, I’'une des coordonnées de 1’¢lément, dm est nulle. Si le solide
est dans le plan (xOy) alors z=0

On déduit immédiatement que :

L, = f(s)yz am, I, = f(s)xz dm d’ou :

l,, = f(s)(xz +ydm=1ILy+1,,; etl,=1,=0; L, = f(s)xy dm

Y 4

v
X

Le moment d’inertie par rapport a I’axe perpendiculaire au plan du solide est égal a la somme

des moments par rapport aux deux axes du plan du solide.
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I1.5.Matrice principale d’inertie
La matrice d’inertie est symétrique, donc elle est diagonalisable et ses valeurs propres sont

réelles. Elle posséde un systeme de 3 vecteurs propres deux a deux orthogonaux qui forment

une base principale d’inertie.

v

Repére principal

Lt

v

Les reperes (Rp), associés aux bases principales s’appellent les repéres principaux d’inertie
dont les axes s’appellent les axes principaux d’inertie.

Dans un repére principal d’inertie (Rp), d’origine O la matrice d’inertie est diagonale:

I, 0 0
L&$=]10 L, O
0o 0 I,

Les valeurs propres Iy, lyy €t I, de la matrice d’inertie s’appellent les moments principaux

d’inertie du solide (S) au point O.
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» Moment d’inertie par rapport a un point A

1,(S) = frz dm

pe(s)
Our(P) = AP = d (P, A)est la distance du point P du solide (S) au point A.

» Moment d’inertie du solide (S) par rapport au point O origine du référentiel (R)

I, = j(x2+y2+zz)dm
)]

r? = x% + y? + z%est le carré de la distance du point P au point O.

11.6.Théoreme de Huygens

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie G du solide (S) dans la base R; alors on
peut déterminer le tenseur d’inertie au point O dans la méme base.
Le tenseur d’inertic en G I connu = déterminé [, en fonction de I?

On pose :

*

X1 a, X1
— — —_— %
OP {X; 0G {a; GP< x,
X3 as X3

OP=0G+GP 2 x;=a;+x] avec i=123

11.6.1.Expressions des produits d’inertie I;;

Ij = f x; x; dm = f (a; +x;) (@ +x7)dm
PE(S) PE(S)

Il"= j x;xf dm+maiaj+ai J x; dm+aj J xlik am
PE(S) PE(S) PE(S)
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D’apres la définition du centre d’inertie :

J
PE(S) PE(S)

x’ dm = fG_P)dmzo

Donc

L =1, + maq;
D’ou

Iy, = Iz, + maya,
Iy, =1, + mayas

L, =1+ maa;

11.6.2.Expressions les moments d’inertie I;;

I = f (x% + x2 + x3 — x?) dm

PE(S)

Puisquex; = a; + x;

Onadoncx? = a? + 2a; x; + x;?

Iy = m(a? + a3 + a3 — a?) + 2a4 Jx’{dm+2a2 fx}dm+2a3 fxg‘dm

pe(s)

peE(S)

- 2a; fxl* dm + f(xf2+x§2+x§2—x{‘2)dm

PE(S) PE(S)

Comme précédemment

j x; dm=0 i=123

PE(S)
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D’ou

I = I; + m(a? + a3 + a3 — a?)

Donc
Ixx = I;x + m(a% + a%)
L, = I, + m(a$ + a3)

> Le moment d’inertie d’un systéme par rapport a la droit (O, n) est égale au moment
d’inertie de ce systéme par rapport a la droite (G, ) augmente du moment d’inertie de

G affecté de la masse par rapport a la droit (O, n).

(8)

Iy =1y +Md?

> Le produit d’inertie d’un systéme par rapport a deux droites perpendiculaires (O, n) et
(0, t) est égale au produit d’inertie de ce systéme par rapport aux droites (G, 1)) et(G, t)
augmenté du produit d’inertie de G, affecté de la masse totale , par rapport aux (O, 1)

et (0, %).
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11.7.Exercices sur le moment d’inertie

Exercices 1

1-Déterminer par le théoréeme de Guldin la surface latérale de 1’enveloppe conique mince
obtenue par la rotation autour de I’axe (Oz)de la barre AB de longueur L(voir figure 01).
Retrouver cette valeur par intégration.

2-Déterminer le tenseur d’inertie en O du corps homogeéne obtenu par la rotation autour de
I’axe Oz de la barre coudée OAB de la figure 2.

On posera : m; = masse du disque et m,= masse de I’enveloppe conique

Figure :01 Figure :02

Solution
1-Surface Latérale :

a) Par le théoreme de Guldin

—

S=27z.R,.L ; oé:% ;

OG = avec Rg :CG:E

— |R/2 R
h/2

Alors: S =2r. % L=x.R.L

Figure :01
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b)Par intégration
L’¢élément d’intégration est donné par : ds = 2z.r.dL

Les triangles OAB et CGB sont semblables, nous avons : cG = cB LI h-z
OA OB R h

Nous avons aussi : dz_h = dL:Edz et h®+R?=1L%
dL L h
h
ds=2zrdl= 2730 =D Ly, s Z”HT'L [(h-2)dz
0
2
s=27RLI: ) RL
h 2

2-Tenseur d’inertie :
La rotation de la barre OA autour de 1’axe Oz donne un disque de masse m; de rayon R, et la
barre AB donne une enveloppe conique de masse m;, . Le moment d’inertie du systéme est la

somme des moments d’inertie des deux solides : IO(Syst) = IO(disque + Io(cﬁne)

Pour le disque :

(xoz) et (yoz) sont des plans de symétrie: 1, =1,=1,=0

Xy Xz yz

Les axes Ox et Oy jouent le méme réle alors : I, =1, ; de plus nous avons un solide plan

XX

alors: 1, +1,=1,=1, =1, =-"2
- -
m,R 0 0
2 2 4 2
— 2 2 _ mlR mlR mlR
IZZ_'S[(X +Yy )dm_ 2 :>Ixx:|yy: 4 ; IO(disunZ 4 02
m,R
0 0 L
— 2 -
Pour I’enveloppe conique : (Oz) est un axe de révolution
Les plans (xoz) et (yoz) sont des plans de symétrie: 1, =1,,=1,=0
Les axes Ox et Oy jouent le méme réle alors: I, =1,
2 2 2 2 2z.R.L
Izzzj(x +y)dm:J'r dm:J'r 0.ds ; onadéja ds=2z.rdL = " (h-12)dz
S S S
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2
2 2’”RL(h—z)olz_ov;zRL%:mzR

l,=[r’c 2”RL(h— )dz_aj—(h- 2)

S

|
=1 :i+j22dm ; on calcul seulement I'intégrale: Izzdm

XX yy
4 2
J.szm=J.Zz.a 2r.R. L(h— 2)dz=o. 27r.|2?.L.h_: m,h
S S h 12 6
m,R?> m,h?
b=l =TT
m,R*>  m,h? 0 0 ]
4 6 , ;
lo(cone) = 0 mR”  meh” 0 ; avec: h?=L?-R?
4 6 )
0 0 m,R
- 2 —J
_ , , i
(ml+m2)R—+ m26h 0 0
R?Z m,h?
IO(systéme = O (m1+m2)_+ 26 0
2
0 0 (ml+m2)R—
- 2 -
Exercice 2

Soit le solide surfacique homogene suivant formé d’un quart de couronne circulaire de rayon
intérieur Ry et extérieur Rode densité surfacique o et de masse M comme représenté sur la

figure.
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1-Montrer que la masse du solide est donnée par :

M :%(Rzz _Rlz)

2-Calculer le tenseur d’inertie du solide au point O par rapport au repére R, (O, )Z, 371, Z_)l) en
fonctionde M, R; et Ry ;

Solution

1-Masse du solide :

2 2
M =08, — o5, :0%—0%:0%(&2—&2)

2-Tenseur d’inertie au point O par rapport au repére R,

S, : Grand quart de disque S, : petit quart de disque, la différence donne un quart de

couronne.

I . : A .
Nousavons: I, =1 = ? (solide plan et les axes x et y jouent le méme role)

_ 2 2 [/y2 2 _ 2 _R2 a2 T R;_Rf
l,, _!'(x +y )dm_i(x +Yy“)ordadr —(T.!I' rdedr —0le r dr_|‘0 de_GE[T

2, P2 2, p2 2, p2
I, :O_%(Rzz_Rlz{ﬁj:M(¥J=2A alors: 1, =1, :M(—Rz ZRl JZA

: Ry 5, (/2 . : 1(R; —R;
Iy :ixydm:.!rcosa.rsm Oord&dr :G-[Rl r dr.'f0 sin &d (sin 0)=a§ —

4
4_ 4 2 2 2 2
Ixyzal R, —R; :GZ(RZZ—Rf R, +R; M R, +R; B
2 4 4 27 2

A -B 0
La matrice d’inertie du solide s’écrira dans le repére R, : 1,(S/R))=|-B A 0
0 0 2A R,
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Exercice 3

On considére maintenant la tige AB homogene et de masse M avec les masses ma et mg aux

extréemites (figure 1).

Calculer en fonctiondem, L et M :

1-Le centre de masse du systéeme par rapport au repére (Oxyz).

2-Le tenseur d’inertie du systéme au point O.

L
3
9 A >x
Z
2L
3
ma .____‘_' _____
Figure 1
Solution
0 0 0 8
1) my=<-2L/3 ; my=4L/3 ; M=:-L/6 Mg
0 0 0
- - - - - - (0]
OC=0A+AC et OC=0B+BC
Z
o omos L = | O
20C =OA+OB — 0C = 22 o OC=1-L/6
0
my
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Centre d’inertie du systéme :

_ YaM, +YsMg +ycM

Yo m, +m, +M
_ (-2L/3)m+(L/3)3m+(-L/6)M _EZm—M
m+3m+M 6 4m+ M

2) Tenseur d’inertie du systéme au point O : 1(syst)/, =1(m,)/o+1(mg)/,+1(M)/,

35

_ , - _ , .
m(&] 0 0 Bm(hj 0 0
3 3
I(my)/, = 0 0 0 ;o I(my)/, = 0 0 0
2L\ L)
0 mf — 0 0 3m —
3 3
-, -
ML™ 4
12
I(IM)/;=| 0 0 0O |Onpasseau pointO par le théoréme de Huygens d’ou :
ML
0O —
— 12 -
- , 1 ) .
ML ML) o 0 ML™
12 6 9
I((M)/, = 0 0 0 X 0 0 X
2 ML
0 0 ML +M L 0O 0 —
12 6) | L 9
Ym;rM 2 0 0
I (syst)/, = 0 0 0
0 0 7m;rM E
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Exercice 4
Soit le solide homogéne suivant formé d’un cone plein de masse M de hauteur h et de rayon
R et d’une demi spheére pleine de masse m de méme rayon R, soudés entre eux comme

indiqué sur la figure.

> > >

Déterminer le tenseur d’inertie du solide au point O ; dans le repére R(O, X, Y, z)

On donne : Ké = %Z

>
z

G

2 R
A
h.

/ !
X

Solution
Moment d’inertie du systéme au point O : 1, (syst) =1,(S;)+1,(S,)

Cone : (Sy) ; Demisphére: (S,)

v

dv = 27rdr 0z dv=rd@rcosgdedr

< |
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1) Cone : Deux plans de symétrie (xoz) et (yoz)= I, =1, =1,=0

Xz yz

Les axes ox et oy jouentle mémerdle: I, =1,

Nous avons : x> +y* =r? et 1’élément de volume est égal a : dm = pdv = p2ardrdz

Dans les triangles OAB et OCD , nous avons cb = oc

LS
OA "R

z R
—=r=—z
h h

0<r<%z et O0<z<h

h W’ 4 h 2

R R
| =(x*+y?)dm=|r?.p2zrdr.dz = p2 r3dr)dz = p27r— | z*dz = p27R*h.—
2 5[( y°) Sf P pﬂ!(! ) P”4h4£ P ”

n . 1
or nous avons la masse d’un cone est donnée par : m ==~ pzR*h alors pzR*h =3m

Nous pouvons aussi écrire :

20, =1, +1, = [(y* +22)dm+ [ (7 +2°)dm =[ (* + y*)dm + 2| 2°dm

Sy Sy Sy Sy

|
21, =1, +2Izzdm =1, :§+'|'zzdm=2—:?)mR2 +jzzp27zrdr.dz
S, 5

S

z

3, . 3, RZM , 3 R? h®
I, =—mR*+ p2r rdr)dz=—mR“+ pr—|z°dz=—mR*" + p7r——
T TP H Mz =pmRoEp hz-([ 20 "hs
2 2
A LML L - SN R FLLAE)
20 5 20 5 5 4
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imR2 +§mh2 0 0
20 5 3 3
1,(S,) = 0 —mR?+=mh? 0
0(S1) 20 c
0 0 3 R
i 10
2) Demi-sphere pleine : Deux plans de symétrie (xAz) et (yAz)=> 1, =1,, =1, =0

C’est la moitié d’une sphere de centre A. dans une symétrie sphérique nous avons

Ixx = Iyy = Izz
Avec: x* +y®+2%=r? et I’élément de volume est égal a : dm = pdv = prdér cos pdedr
Nous avons alors :

Bly =ly+1,+1, = _[(yz + zz)dm+.|'(x2 +22)dm+J‘(x2 +y?)dm= 2_[(x2 +y%®+2z%)dm

Sy Sy Sy Sy

27 wl2 5 RZ

R
3l, = erzprder cos pdedr = ZpJ'r“drId@r ICOSQqu) = Zp%zﬁ.lz 47zR3.?
S, 0 0 0

comme la masse de la demi sphére est égalea: M = pgﬂRS

2
I, = p% s, 22 = é MR?, nous avons donc le tenseur d’inertie de la demi-sphére au point
A:
2MR?/5 0 0 A0 O
1,(S,)=| O 2MR? /5 0 |=|0 A DO
0 0 2MR*/5| |0 0 A

Pour déterminer le tenseur d’inertie au point O nous devons passer la le centre d’inertie en
utilisant le théoreme de Huygens deux fois : on passe de A vers G puis de G vers O.

1,(S5) = 15(S5) +[Md? | = 14(S,) = 1,(S;) — [Md?]
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avec : G ayant pour coordonnées (0,0,%) dans le repére R(AX,y,z)

A—M(3R/8)? 0 0
1.(S,) = 0 A-M(3R/8)* 0
0 0 A

Par la suite :

15(S;) =15(S;) +[Md'2] , avec : G ayant pour coordonnées (0,0,%+ h) dans le repéere

R(Ox,y,2)

A—M(3R/8)* + M(3R/8+h)’ 0 0
1,(S,) = 0 A—-M(3R/8)*+M(3R/8+h)* 0
0 0 A

Exercice 5

Soit une plaque mince S, homogene de densité surfacique o, comme indiqué sur la figure ci-

contre.
1- Exprimez la masse M de la plaque en fonctionde a et o ;
2- Donnez les coordonnées du centre d’inertie G de cette plaque dans Ry ;

3- Déterminez la matrice d’inertie de la plaque au point O dans Rpen fonctionde M et a ;

- X
yo A R i"
. T
Y, i
\\ 4 // Zla
\\ I,/ ﬁ_'l_b
+-a -p I
| : Xo
«----22 .__)
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Solution

1- Masse de plaque : M =o(S, -S,) =o(4a* —a*)=3ca®, m,=M /3, m, :%M

2- Centre de la plaque dans Ry :  Ox; est une axe de symétrie, le centre d’inertie appartient
a cet axe.

al2 a - - - -
681= al2 - O_(§2= 206 = m,.0G,—m,.0G, _ S,.0G,-5,.0G,
ml m2 Sl S2
0 0

R0 R0

iM_a_M.E iMa_ME
w 3 3 2_T1, . y. =3 3 2_17,

¢ M 6 b M 6

4- Moment d’inertie de la plaque :

Io(plaque)/Ro) = Io(Sl)/Ro)_ Io(Sz)/Ro)

| 4m,a’ Cmal o [16Ma®  4Ma’ 0
3 1 2 9 2 3 2
4m,a 4Ma“ 16Ma
16(S,)/Ry) =| —m,a’ ?l, 0 2 =3 5 0 2
0 0 8m,a 0 0 32Ma
L 3 - L 9 -
- ma’ ma’ 0 | [ Ma> wma? 0 |
| (5.)/R) = m32a2 ngz o l-|_ I\Ejla2 Mla22 0
ol g 3 2 |12 9 2
0 0 2m,a 0 0 2Ma
L 3 - L 9 _
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(16Ma’  4Ma® | [ Ma® M’ ]
3 9 12
4Ma’>  16Ma’ Ma®  Ma’
16(S)/Ry) =| - 0 |-|- 0
o(8)/Ry) 5 2 1 9 2
o ®#Ma 0 o 2Ma
- 9 - - 9 -
[ 5Ma®  5Ma® ]
4
5Ma* 5Ma’
16(S)/Ro) = | - 3 0
o loma’
- 3 —
A -B 0 ) )
0©)R)=|-8 A 0 ; a-M, g _SMa
0 0 2A
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