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Avant-propos

Le présent polycope est constitue des cours de la deuxieme partie du programme classique de
Mécanique Appliquée, enseignée de 2002 a 2008 aux étudiants de troisieme année ingénieur
automatique au sein du département d'automatique de I'USTO. Donc, c'est le fruit de huit années
d'enseignement. Cette partie du programme est consacrée aux trois modes du transfert de chaleur;
conduction, convection et rayonnement thermique. Actuellement, il est adressé aux étudiants de
Licence LMD (Energétique: pour le module de transfert de chaleur 1 et Construction Mécanique pour
le module de transfert thermique). Nous espérons qu'il sera d'une grande utilité pour mieux
comprendre les principes des trois phénomenes du transfert de la chaleur. Les cours sont enrichis par
plusieurs exemples et exercices corrigés.

Le polycope se limite a six chapitres, dans le premier chapitre on présentera les trois modes de
transfert de chaleur de maniere générale avec des exemples relatifs a chaque mode et dont le but est
de présenter les modes de transfert thermique d'une maniére simple et facile. Avant de passer aux cas
plus difficiles, cela facilite la compréhension des considérations théoriques. Aussi, le but est de
familiariser I'étudiant peu a peu avec ces phénomenes coexistant naturellement et pratiquement dans
notre vie quotidienne.

Le deuxieme chapitre est consacré a la conduction unidimensionnelle en régime permanent ou
I'équation différentielle générale de la conduction a été développée en détail, pour les différentes
configurations rencontrées pratiquement (prismatique, cylindrique et sphérique). Aussi, le probleme
de la conduction unidimensionnelle avec déperdition a travers les surfaces latérales (le probleme type
de conduction dans un solide, refroidissement par ailettes) est présenté.

Le troisieme chapitre est réservé a la conduction bidimensionnelle en régime permanent ou le
concept de facteur de forme pour les différentes configurations pratiques est présenté. En plus,
I'analogie électrique, les méthodes numériques par différences finies, utilisées pour le traitement des
équations différentielles et I'analyse mathématique de la conduction bidimensionnelle sont aussi
présentés. Pour cl6turer les notions relatives au mode de transfert de chaleur par conduction, le
quatrieme chapitre est consacré a la conduction en régime transitoire (variable).

Le cinquieme chapitre constitue un bref rappel de la convection libre et forcée, le
développement détaillé des équations de conservations (de la masse, de quantité de mouvement et
de I'énergie) nécessaire pour connaitre leurs applications aux cas particuliers. Les formules
couramment utilisées en convection libre et forcée et les différents nombres sans dimensions sont
aussi présentés.

Le sixieme et le dernier chapitre, est consacré a la description du phénomene de rayonnement
thermique, en commencant par les définitions préliminaires des différents parametres relatifs a ce
mode pour passer ensuite, aux lois régissant la transmission de la chaleur par rayonnement.

Pour chaque chapitre, nous citons des exemples numériques simples d'illustration. A la fin de
chaque chapitre, nous proposons des exercices corrigés sélectionnés convenablement pour chaque
probléme traité. En fin, nous souhaitons que le lecteur profite largement de ce présent polycope, en
espérant qu'il sera bien satisfait.



Chapitre I: Généralités sur les phénomeénes du transfert de la chaleur
I-1) Introduction

Les procédés utilisés dans l'industrie sont trés souvent le siege d'échanges de chaleur (fours,
échangeurs de chaleur, induction, refroidissement, chauffage). Les phénomenes de transfert
thermique et en particulier de la chaleur, ont une importance décisive pour I'étude et le
fonctionnement des appareils tels que; les générateurs de vapeur, les fours, les échangeurs de
chaleur, les condenseurs, ....etc. En raison de développement rapide de l'industrie et I'accroissement
de la demande et du prix de I'énergie, |'utilisation efficace d'une installation (d'échange de chaleur)

pour une dépense d’énergie minimale est le but recherché dans tous les cas.

Le transfert thermique est la science qui tente a prédire le transfert d'énergie entre les
molécules ou les particules de la matiere a différentes températures. Le but est d'expliquer la maniéere
et de prédire le taux d'échange de la chaleur sous certaines conditions spécifiques. Il complémente les
deux premiers principes de la thermodynamique par des lois expérimentales additionnels afin

d'établir les proportions de transfert d'énergie.

Le transfert de chaleur est une science qui contient plusieurs concepts pratiques de base
utilisés dans de nombreuses applications industriels. Le transfert de chaleur peut s'effectuer au moyen
de trois mécanismes différents, la conduction, la convection et le rayonnement. Les connaissances de
base dans ce domaine, sont donc indispensables pour comprendre et maitriser |'utilisation pratique de
ces phénomenes.

Le transfert de chaleur peut étre défini comme étant la transmission de I’énergie d’une région a
une autre une fois la différence de température entre elles établi. Il est régi par une combinaison de
lois physiques et de relations empiriques déduites de I'expérimentation. Dans la littérature relative a
cette discipline, on reconnait généralement trois modes distincts de transmission de la chaleur: Ia

conduction, la convection et le rayonnement.



I-2) Modes du transfert de la chaleur

a)

b)

c)

La conduction
La conduction est définie comme étant le mode de transmission de la chaleur au sein d'un

milieu opaque (solide, liquide ou gazeux), sans déplacement de la matiere, en présence d'un
gradient de température. Elle s'effectuée selon deux mécanismes différents: une transmission
par vibration des molécules ou atomes et une transmission par les électrons libres. Ce mode se
produit au sein d’'une méme phase au repos ou mobile, en présence d'un gradient de
température. Dans ce cas, le transfert de chaleur résulte d’'un transfert d’énergie cinétique
d’une molécule a une autre molécule adjacente. Ce mode de transfert est le seul a exister dans
un solide opaque (qui absorbe tous les rayons). Pour les solides transparents, une partie de
I’énergie peut étre transmise par rayonnement. Avec les fluides (gaz ou liquides), la convection
et le rayonnement peuvent se superposer a la conduction.

La convection
La convection consiste essentiellement en la transmission de I'énergie par le mouvement ou le

déplacement macroscopique d'une parcelle (grand nombre de molécules), généralement d'un
fluide d'une région a autre. Ce mécanisme est accompagné toujours par le transfert d'énergie
di au mouvement moléculaire et qui représente le coté conductif de ce mode. On distingue
deux types de convection ; la convection naturelle (convection libre) ou le mouvement des
particules est di aux différences de température qui sont imposées au fluide. La différence de
température impliqgue une différence de masses volumiques (déplacement des particules,
dilatation), exemple (chauffage de I'air pour une montgolfiere, chauffage de I'eau dans un
récipient). La convection forcée ou le mouvement des particules résulte de la pression
appliquée au fluide par I'intermédiaire des moyens mécaniques, (d’une pompe par exemple).
Le transfert de la chaleur par convection, se produit entre deux phases dont l'une est
généralement au repos et I'autre en mouvement, en présence d’un gradient de température.
Le mouvement du fluide peut résulter de la différence de masses volumiques (p) due aux

différences de températures.

Le rayonnement
Le rayonnement est le transfert d'énergie électromagnétique d’un milieu a haute température

vers un autre milieu a basse température sans aucun support matériel (il peut s’effectuer dans
le vide). En général, tout corps opaque ou partiellement opaque porté a une température
supérieure a zéro Kelvin rayonne de |'énergie dans toutes les directions. Cette énergie est

transportée sous forme d’une onde électromagnétique dont la propagation n’exige pas du



support matériel. Ce type de transport de chaleur est analogue a la propagation de la lumiére
et il ne nécessite aucun support matériel, contrairement aux écoulements. Les gaz, les liquides

et les solides sont capables d’émettre et d’absorber les rayonnements thermiques.

Remarques

— Dans de nombreux problémes de transformation d’énergie thermique, les trois modes de
transfert de la chaleur coexistent mais, généralement, au moins une des trois formes
pourra étre négligée, ce qui simplifiera le traitement mathématique du processus de
transfert ;

— Considérons le cas de forgeage d'un outil par le feu, ol peut étre visualiser les trois modes

de transfert de chaleur en méme temps.

(feu) vers la main.
n : La convection qui prend place grace au
“’“““E““ ‘/ Conduction , . -
mouvement de I'air de haut en bas pour l'air
l ' ﬁlly / rr' froid et de bas en haut pour I'air chaud.

=mp : La conduction le long de I'outil, de la source
, Ra\ronnemant

r‘\rﬁ\r’: Le ravonnement de la source (feu).

Figure.1-1: illustration des trois modes du transfert de la chaleur



I-3) Lois fondamentales du transfert de la chaleur

I-3-1) Loi fondamentale de la conduction (loi de J.Fourier)

La loi fondamentale de la transmission de la chaleur par conduction, a été proposée

par le mathématicien et physicien Francais, Jean Baptiste Joseph Fourier en 1822.

Considérons une plaque plane (D), de surface (S) et d’épaisseur (e) (voir Fig.1-2);
Soit dQ, la quantité de chaleur échangée entre la plaque et I'air ambiant pendant le temps dt ;

On définit le flux de chaleur (flux thermique, @) comme la puissance échangée entre la surface S

de la plaque et le milieu extérieur. e
T, \l
_dop], ]

On définit la densité de flux thermique comme la puissance échangée

, T
par unité de surface de la plaque: 2

__a[jg . [w ) /4
P =5a [m2.s]’ [mz] (1-2)

Fig.1-2: Plaque plane

Les principes fondamentaux de la thermodynamique nous font savoir que :
v L’énergie est conservée en I'absence d’une source de chaleur ;
v La chaleur transmise passe toujours du corps chaud vers le corps froid (dans notre cas :

T1>T2).
On peut vérifier expérimentalement que :
S

Tels que;

Q: la quantité de chaleur échangée a travers la surface (S);

K : le facteur de proportionnalité appelé conductivité thermique qui est une caractéristique du

matériau, son unité de mesure est [W/m.K] ou [kcal/h.m.C];

Pour un élément infinitésimal, ds, la relation (1-3) s’écrit:

dQ = dp = —K.ds.5 (1-4)

Le signe (-) : pour tenir compte du sens de flux thermique, le gradient qui va de la plus grande

grandeur a la plus petite est négative (voir interprétation mathématique ci-apreés).

L’équation (1-4) est attribuée au mathématicien et physicien Frangais J. B. Fourier qui en 1822 énonga

sa loi et qui peut se traduire comme suit : « En tfout point d’un milieu isotrope, la densité de

flux thermique instantané, est proportionnelle a Ia conductivité thermique du

milieu et au gradient de température»



La forme vectorielle de cette loi qui exprime la densité de flux thermique est définie comme étant la
quantité de chaleur transmise par unité de surface, soit :
¢ = —K.gradT (1-5)

Remarque

Par convention, ¢ est compté positivement dans le sens d’écoulement de la chaleur, c'est-a-dire

_—
vers les températures décroissantes. gradT est un vecteur porté par le méme axe mais de sens

contraire a ¢ (de petites valeurs vers les grandes valeurs) d’ou le signe négatif de la loi de Fourier.

Interprétation mathématique
La densité de flux thermique est donnée par :

o K
<P=§=E(T1—T2)
Pour un élément infinitésimal (ds), cette derniére relation s’écrit :
aT
Q@ ==K:E;;

Pour écrire I'équation de la conduction de la chaleur sous une forme mathématique nous devons

adopter un signe conventionnel selon le sens du flux thermique (par exemple : T:>T,, T1—T)).

T _ Sens de flux thermique T AN Sens de flux thermique=
T(x)
P
AT=T2'T1
Tl ------ / _\Y{JL/"i'dT/dX
v
4IAX—><2->51 X
] ', -
X1 X2
Fig.1-3a Fig.1-3b

Fig.1-3: Interprétation mathématique de la densité de flux thermique

— Comme le deuxiéme principe de la thermodynamique implique nécessairement, que la chaleur
s’écoule des points les plus chauds vers les points les plus froids, le flux thermique serait donc,

positif lorsque le gradient de température (dT/dx) est négatif.

— Onremarque de la figure (Fig.1-3b) que :A—T =L _ —d—T; T, > T, , pour que le flux soit
Ax Xo—Xq dx
positif, I’équation (1-4) s’écrit avec un signe négatif : ¢ = —K.S.%

dr . . . < .
- le gradient de la température dans la section, c'est-a-dire, le rapport de la variation de

température a la distance parcouru par le flux thermique.

— De I’équation (1-5):



dT T; X2
(p=—K.a(:>— K.def pdx <= @.(x; —x1) =—K.(T, —T}) =K.(T;
Tl X1

I-3-2) Loi fondamentale de la convection (loi de I. Newton)

La loi fondamentale de la convection est la loi d'Isaac Newton (1643-1727), traduite
par la relation expérimentale de flux de chaleur échangé par convection entre un fluide

et une paroi solide.

@ = h.S. (Tehaua — Tfroia) (1-6)

h = Kryige/d

Tels que;

d : représente |'épaisseur d’un film mince du fluide adhéré a la paroi solide;

Kfuide : 1a conductivité thermique du fluide

h : représente le coefficient du transfert de chaleur par convection ; [W/m?%.K] ou [kcal/h.m?.C]
I-3-3) Loi fondamentale du rayonnement (loi de Stefan-Boltzmann)

Le flux de chaleur rayonné par un milieu de surface (S) et de température (T) s’exprime
grace a la loi de Joseph Stefan (1835-1893) et Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906).
Demis = £.0.S.T* (1-7)

Teslque ;

o : Constante de Stefan-Boltzmann, 6=4.92.10® kcal/h.m* K
€ : I'’émissivité de la surface sans unité et T en [K]
Remarques générales

— L’équation (1-3) peut s’écrire sous la forme suivante:

0= (T1;Tz) ,
XS
Tel que ;

e P s e . ;. N ,
Ry = 5 représente la résistance thermique que le matériau oppose a I’écoulement

de la chaleur par conduction.

—Ty)

K.S

— L'inverse de la résistance thermique représente la conductance thermique et désignée par :K;;, = —

— - ‘représente la conductance thermique par unité de surface et est appelé I'unité de conductance

thermique pour I'écoulement de la chaleur par conduction.



— En convection, la résistance thermique de transfert de chaleur, et qui représente l'inverse de la

. . . 1
conductance thermique par convection est donnée par : Ry, = s

— h:représente aussi, 'unité de conductance thermique moyenne de convection, le coefficient
superficiel de transmission de la chaleur par convection ou le coefficient d’échange de chaleur par

convection.

Exemple 1 : Convection et conduction en série
( Transfert de chaleur entre deux fluides séparés par un mur simple)

T, ¢

= 1E
Fluide 1 I L

Fluide 2

Ty, hy == T4 hy

Soient, K et L : la conductivité thermique et I'épaisseur du mur respectivement.
— La conservation du flux thermique implique les égalités suivantes:

K.S
¢ = h15 (Tl —_ Tz) = T (Tz —_ T3) = th (T3 —_ T4)
(h-T) _ (-T3) _ (Tz-Ty) _  (i—Ta) _ (T1—Ta)
1 - L - 1 - 1 L 1
m XS m m+ﬁ+m RcvitRep+Rcy2

Analogiquement a la théorie électrique et en comparant les lois de Fourier et celle de Newton
du coté thermique a la loi d'Ohm du coté électrique, on peut considérer que les termes: Reyi, Rep et
Revz représentent dans ce cas, les résistances thermiques.

L
(TZ —T; = (ﬁ) .Q:loi de Fourier]

= ()

L .S J
Ul - Uz =R.I: lOl d'Ohm

).@: loi de Newton ¥

Rl RZ R3
LA AT AT

L ]
Schéma électrique équivalent

Exemple 2 : Mur composé

T

Rl RZ R3
L ANV AN AN T

Schéma électrique équivalent

L




La conservation du flux thermique implique les égalités suivantes:

S S S (T —=T,) (T,—-T3) (T3—T,)
=K,.—. (T, —-T,)) =K,,—. (T, = T;) = Kz2.— . (T, — T,) = = =
@ 17 (T, 2) sz(z 3) 3L3(3 ) I I, L

1 — <4 —
K.S K,.5 Ks.S

- (-7  (T1-Ty)
R, + R, +R; Y3R;

= Le mur composé se comporte donc, comme un mur simple de résistance thermique équivalente
— n
Re = Ji=1R;

Exercice 1

Considérons le mur composé de plusieurs couches de différents matériaux illustré ci-dessous avec les
dimensions dans les trois directions. Supposant une conduction unidimensionnelle et connaissant les
températures des surfaces de gauche et celle de droite respectivement, T,; et T,,, de méme que les
conductivités thermiques de ces différentes couches, calculer le flux de chaleur par unité de surface a

travers ce mur.

Données : T,;=200°C, T,,=50°C, Kx=70 W/m.K, Kg=60 W/m.K, Kc=40 W/m.K, Kp=30 W/m.K, Ki=20 W/m.K

g
0,45 |
o
L ,sz’ -
Tp1 | fEEToTTT : iRty . phptpR e tetal P -
[0} e »
0,08m 0,12m 0,12m 0,08m

Solution

Pour simplifier le calcul, on doit représenter le schéma équivalent de mur considéré en se basant bien
sar sur I'analogie existant entre les grandeurs thermiques et électriques.

Rs
AYAAAN

|

pl
RC RD ?
NN, NN

Schéma électrique équivalent

(Tpl_TpZ)

Le flux de chaleur est donné donc par: @ =
Ra+R¢q+RE

tels que;



. L, 0.08m

Ry = = =0.021162
47K, S, 70%.0.12m.0.45m w
Ly 0.24m p

Rp = = = 0.1481—
57 Ks.B 60%.0.06m.0.45m w
S S TEPL:
e T Kq.S¢ B 40%.0.06m.0.45m o w

L 0.12m

Rp = o =— = 0.1481%
Kp.Sp  30-—.0.06m.0.45m w

Lg 0.08m X

R, = = = 0.0740—
U F T Ke. Sk 20-220.12m.0.45m w

— Pourles résistances ensérie: Rgg = Ry + R; + R3 + -+ Ry,

L. . 1 101 1 1
— Pour les résistances en paralléles: — = — 4+ — 4+ —+4 .-+ —
Réq Ry R, R3 Rp
Rs
. NNNN\
. L T A R
= Le schéma équivalent : (EEAVAY.V, | - T2
Re+ Ro ¢ VWA
1 1 1 R+ R +Rp Rg.(Rc + Rp)

= + = = R, =
Rsqq R Rc+Rp Rp.(Rc+Rp) ““ Rg+R;+Rp

Rs = 0,1481.(0,1111 + 0,1481)
70,1481 + 0,1111 + 0,1481

= 0.09425K /W

—0 = (Tp1—Tp2) _ (200-50)K
Rao+Req+Rg  (0.02116+0.09425+0.0740)K/W

=791,94 W

Exercice 2

Considérant le mur plan d'épaisseur 60mm représenté sur la figure ci-dessous. Si la densité de flux
thermique a travers ce mur est de 66.5 W/mz, calculer la différence de température aux surfaces et les
valeurs numériques du gradient de température dans celui-ci si ce mur est en: T4
1. Laiton (k=115 W/m.K); Pt
2. Granit (k=3,5 W/m.K); Ty

3. Bois (k=0,20 W/m.K). A\T_Z'

Interpréter les résultats obtenus pour les trois matériaux

Solution
1. Mur en Laiton (k=115 W/m.K) = —»
- e . X
2
0= % - SAT — AT = % = —66'51?;’57':'[267" = 0,0347K;
|GradT| = || =5 = 2275 = 0,578 K /m;
dx e 0,06m

2. Mur en Granit (k=3,5 W/m.K)



_¢_k _ e _ 665W/m?.0,06m _ )
¢=-=-AT=AT =-~= “aswimK = 1,14K;
= dT| _ AT _ 114K
|GradT| = |E| = = ooem = 19 K /m;

3. Mur en Bois (k=0,20 W/m.K)

_¢_k _ e _ 665W/m?.0,06m _ )
¢=-=-AT=AT =-~= T ozoWimK = 19,95K;
|GradT| = |5 = 5 = oo = 3325 K /m;

Interprétation

On remarqgue que le bois présente une grande capacité d'isolation suivi par le granit puis du Laiton. Ce
dernier ne fait descendre la température que de (0,578 K) par métre d 'épaisseur, comparé aux (19K)
et (332,5K) du granit et du bois respectivement. Donc, pratiquement, le bois est le plus utilisé comme
isolant thermique dans tous les domaines construction batiment, outils et appareils

électroménagers...etc.

Exercice 3
(2)
Donner le schéma électrique équivalent et déterminer Air
e . \ . (monEHe  (Tuh) o2
les déperditions thermiques (¢) au travers d'une surface vitrée
2 (TZI h) (TZI h)
de 1m” dans les deux cas suivants:

1. Vitrage simple d'épaisseur, e=3mm; Verre
2. Vitrage double, composé de deux couches de verre d'épaisseur (e=3mm) et d'une couche d'air
intermédiaire de 5mm d'épaisseur. On néglige les effets de la convection dans la lame d'air.

On donne: kyerre=1,2 W/m.°C, k,;;=0,024 W/m.°C, h=12 W/m?.°C, T;=20°C et T,=0°C.

Solution
1. Pre|?1ier (I:as: . o . R, R, R,
Schéma électrique équivalent: NN, AN, AN T.z
AT T, —T. T, —-T 20—-0)C
¢1=Z3R-:L+1L5L=11+L2: 2 ( )3.10—3m = 118,2266W
1% wsTESTRS RSTRS  TzwimZcim® T Tzw/mcim?
2. Deuxiéme cas:
Schéma électrique équivalent:
T, R, Rz Rs R, R T
) /\/\/\I\ ° /\/\M ° /\/\N\ . /\/\M - /\/\/\/\ 2
® AT T,—T, T,—T,
2= 5 = e’ e = 2 el 2e
LRi %+%+k15+7+% RS T s TES
by = (20 -0)¢ = 52,6315W
2 2 n 5.1073m 23103m

12w/m2cim? © 0,024 W/m?2C.1m? = 12w/mC.1m?

10



Chapitre Il : Conduction unidimensionnelle en régime permanent

La conduction est la transmission de la chaleur a travers un corps sans déplacement de la matiere.
Le transfert de la chaleur comme |'énergie, est associe aux mouvements de vibration et de rotation
des molécules et atomes, (énergie transformée en chaleur irréversiblement). Ce mode de transfert de
chaleur peut étre aisément modéliser et décrit mathématiquement.

1I-1) Développement de I'équation différentielle générale de la conduction

Pour la description analytique ou mathématique, on doit premierement développer I'équation
générale de la conduction en coordonnées cartésiennes puis, avec le méme principe, ou en
coordonnées cylindriques et sphériques, peuvent étre déduites. Considérant un volume infinitésimal
(dV) dans un systéme de coordonnées cartésiennes (O, X, y, z; voir Fig.2-1). Le principe de conservation
de I'énergie pour le volume de controle de la figure (Fig.2-1) pendant le temps dt, peut étre formulé
comme suit:

L'utilisation de la loi de Fourier permet d'exprimer les quantités de chaleur relativement a la section
perpendiculaire a I'axe des (x par exemple). Y dQytay

— La chaleur transportée a travers la surface de gauche de (dV) doQ,

dans la direction (x) est donnée par :

dQ, = —K.dydz.2; (ds = dy.dz)

— La chaleur transportée (sortie) a travers la surface de droite

de (dV) dans la direction (x) est donnée par :

Fig.2-1: Modele de volume infinitésimal
AQxiax = dQ, + % (dQ,)dx + ---; (développement en série de Taylor)
aT @ aT
dQvar = —K.dydz.S" + = (-K.dydz.2") dx
0 aT
dQuiax = —K.o [T + adx] dydz

Le bilan énergétique sur I'élément (dV) implique que la chaleur transportée a travers la surface a
gauche de (dV) dans la direction (x) plus la quantité de chaleur générée dans (dV) est égale a la chaleur
transportée a travers la surface a droite de (dV) dans la direction (x) plus le changement en énergie
interne.

Le bilan thermique relativement a I'axe des (X) est donnée par:
oT aT a%T 3] aT
dQ, — dQusgy = —K./z{l'ydz + K%flydz + K22 dudydz = = [K 52| dxdydz

d oT
=dQy — dQurax = o= |K 5| dxdydz (2-1)
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— suivant I'axe des (y) :
=dQy = dQysay = 35| K 5| dxdydz (2-2)
— suivant I'axe des (Z) :
=dQ, = dQuiaz = o [K Z—Z] dxdydz (2-3)

Suivant les trois directions, le bilan des quantités de chaleur transmises par conduction a travers le
volume (dV) est donné par:

de - de+dx + de - de+dy + sz - dQZ+dZ

= %(KZ_D + aa_y (K g—:,) + %(KZ—Z)] dxdydz (2-3')

— Soit la quantité Q'(x, y, z, t) est définit comme étant, le taux de génération de |'énergie par unité
de volume a l'intérieur du volume de contréle.

Q’(x; Yz, t) (2-4)

=l'ensemble de la chaleur transmise par conduction et celle générée a l'intérieur du (VC),
s'accouplent pour augmenter 'énergie interne de I'élément de volume (dV), avec la quantité (dQ)

donnée par:

dQ =m.C,dT = p.dV.C,pdT = pcdxdydz> (2-5)

(Cp=c) : la chaleur spécifique du matériau.

d'ou I'énergie interne provient du mouvement aléatoire des molécules dans le systeme de

(volume, dv), le mouvement des molécules est fonction de la température donc, I'énergie interne est
équivalente a une énergie thermique. . T
 —
Le bilan énergétique final implique que :
La chaleur entrée par conduction(1) + La chaleur générée dans I’élément (dV) (2)=la chaleur dissipée

par conduction (3)+le changement en énergie interne (4), (voir schéma ci-dessous).

= IE
T

Fig.2-2: Schéma de bilan énergétique
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Le bilan énergétique final est donné par [(2-5) = (2-3’) + (2-4)] :

pcdx ydz% = [% (Kg—z) + 2 (KZ—)T/) + aa—Z(K 3—2)] dxdydz + Q'(x,y, z, t)dx/f}dz

ay
spege =5 (K5) +5 (K5) + 5 (K F) + @ (2:6

Puisque les propriétés des matériaux (K, p et C) sont des variables dépendantes des coordonnées
(x, y et z) ainsi que le temps (t), cette équation générale de conduction (2-6) est valable méme pour
les milieux hétérogeénes anisotropes.

Pour les corps isotropes et homogenes, cette équation peut étre arrangée sous formes suivantes:

oT K (62T 0°T aZT) Q' (2-7)
at  pc\ax2 ' 9y2 ' 9z2

pc
or _ wer @ _
y =a.V T+pc (2-8)

Ou a = (K/pc) est le coefficient de diffusivité thermique.

11-2) Equation différentielle générale de la conduction en coordonnées cylindriques

Soient : {y = rsing

= L’équation générale de la chaleur (2-7) en coordonnées

oT

X =71coSs }

Z=7Z

f ringt‘ﬁ-‘ak
N .
(=%
|-
<

cylindriques s’écrit:
N
02T 10T . 1 9%T , 9°T ! :
= (— _— R _) Q_ (2_9) X
ar2  ror r2oep%2 @ 0z2 pc

ot

Fig.2-3: Systeme de coordonnées cylindriques

11-3) Equation différentielle générale de la conduction en coordonnées sphériques

X = rcosgsin } y
. . . —
Soient {y = rsingsind dr
z =rcos0 ., Ly
= L’équation générale de la chaleur (2-7) en coordonnées s
y

sphériques s’écrit:

oT

ot

dip 7
X (o]

Fig.2-4: Systeme de coordonnées sphériques
1 aZT} Q'

r2sin20 ﬁ + E (2-10)

2

r 0r? 12 sin6 90 69] +
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11-4) Conditions aux limites

La formulation mathématique du probléme de conduction par L'équation générale aux dérivées

partielles (2-6, 2-9 et 2-10), n'a de sens physique que pour des conditions aux limites définies

préalablement et qui refletent I’évolution réel du phénomene.

11-5) Résolution de I’équation différentielle générale de la chaleur en régime permanent
(conduction stationnaire) :

. d
— Enrégime permanent ; P —0

— Sans source de chaleur ; Q'—0
11-5-1) géométrie prismatique (le mur plan)

En plus des hypothéses précédentes, on suppose que :
— Le mur est considéré comme un milieu homogéne et conducteur de I'énergie thermique.

— Le mur est limité par deux plans paralléles infinis, maintenus a une température uniforme sur

chaque plan extréme.

T
— Une conduction unidimensionnelle ;(% —0), (aa—z —0)
= L’équation (2-7) devient :

02T  d°T T

0x?  dx?

d(dT>d —dT—C
J-dx dx x_dx_ 1

f:—x(T) dx = T(x) = Cyx + C,

X

~\tz

Fig.2-5: Mur plan

Les constantes d’intégration C; et C,, sont déterminées a partir des conditions aux limites ci-dessous:

. R-T
ax=L,T(L)=T2=C1L+C2=C1L+T1=>C1= I
ST =2y 4T,

L
La loi de Fourier permet d’exprimer le flux de chaleur par:

dT dT Tp-Ty T,-T,
=—-K.S—; —=— =K.S.—=
0 dx’ dx L =0 L

AT . . . . .
Le rapport: o représente la pente de la droite sur la figure (Fig.2-5) ci-dessus.
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11-5-2) géométrie cylindrique (cylindre creux a surfaces latérales isothermes)
Le transfert de chaleur se fait dans une seule direction (r) ;
L’équation (2-9) devient :

62T+16T_d2T+1dT_d< dT)_O
or2  rar dr? rdr dr rdr N

d de—dT—C
fdr( dr) r rﬂ_ 1

[dT =¢ [T =T@) =6 In() + G,

Fig.2-6: Cylindre creux

Les constantes d’intégration C; et C,, sont déterminées a partir des conditions aux limites ci-dessous:

{é r = T‘l: T(Tl) == Tl = Cl 11’1(7"1) + Cz (a)
é r =T T(rz) = TZ = Cl ln(rz) + Cz (b)

@-b): Ty = T = Ci(In(r) = In(r2) = €1 1n (2) = € = (T~ T)/in (2)

En remplagant C; par son expression dans (a), nous obtenons C, par:
41

Co=Ty— (Ty = T2).In (r)/In (r_)
2
En remplagant C; par son expression dans (b), nous obtenons C; par:
51

C, =T, — (T — T2).In(r2)/In (7)
2

=T) = BB meE) + 7, — (T, - Ty). ’"(“)_w.zn(:—l)wl

n(;2) m() ()
ST =T, + &2 1 (rll) (2 —12)

ln(:—;)

— L’expression de la densité de flux thermique est donnée par:

1
(11-T2) T1 (T1-Tp) 1
p=—-K—=-— —.7 = —K =
o= R 2T My v
— L’expression de flux thermique est donnée par:
T,—-T,) 1 T, —
0=¢.S= o L T

m(z) in ()

In
— L’expression de la résistance thermique est donnée par: R = ——
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Exemplel

Calculer le flux de chaleur perdu par unité de longueur d’un tuyau en acier (K,=38Kcal/h.m.°C), de
48mm de diameétre intérieur et 56mm de diameétre extérieur, recouvert d’un isolant en

amiante(K,m=0,15Kcal/h.m.°C), de 75mm de diamétre extérieur. De la vapeur a 145°C s’écoule dans le

o

tuyau. La résistance thermique totale a la paroi intérieure est 0,2 et la température ambiante est

kcall h
de 21°C.

Solution

1 e

R, YR R, +R,+R,

eq

AT T -T T -T
@: —_ 1 e __

In’2
1. Résistance thermique du tube d'acier: R, = —
27K, .L
In
2. Résistance thermique de I'isolant d'amiante : R, = —n
2r.K,, L
3. Résistance thermique de lavapeurd'eau: R, =0,2 — (par unité de longueur)
! kcal I h
2 L1, = (45-2)°C = 2817183
L r I 28 37.5 m
In—= In— In— In—— 0
n r 24 " 28 + 0,2 °Cm
* Ry W w6 w
27K, 27K, 2738116, 2r0l15116,_— ©
’C.m ’C.m

11-5-3) Géométrie sphérique (Sphére creuse a surfaces isothermes)

Avec les hypotheses précédentes et en supposant que le transfert de chaleur
se fait dans une seule direction (r), I’équation (2-10) se réduit a :

10°(0T) 1d°(rT)
r ar:  r dr?

1d%(rT) _ 1 d

d 1 d dT 1 [dT = dT d2T |
T = rala e = s g = S T aa] =0 Fig.2-7: Sphére creuse
d’T_ 2dT _
dr?  rdr
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On peut déterminer la solution par changement de variables:
dT d*T

!

u =E:>u =F
ru'+2u=0
du du dr C
r—+2u=0=|—=-2| —<n(w) =-2In() +InC; = —In(r?) + InC; = In (—1)
dr u r r?
c; dT dr Cy
=>Uu :r—ZZEQdT = Clr_Z:)T(r) = —?+C2

Pour déterminer les constantes C; et C,, on doit utiliser les conditions aux limites relatives au cas

considéré :
C
(éTZT‘l:T(Tl):—r—l+Cz=T1 (a)\
1
. Cy
ar:rz:T(Tz):_r_‘}'Cz:Tz (b)
2

T —T, =-ay8a__(1_1 —
@HbIT, ~T, = =24+ 2= —C, (7 - 1) =€, =

2

_ (1-Tp)
1 1
=

En remplacant C; par son expression dans (a), on trouve |'expression de C; :

(T = Tp)

C T T, —T
T1:__1+62:&+CZ:>62:T1_ (1 2)

7 7 (r_11 _ %) -7‘1

— L’expression finale de la température est donnée par :

(Tl_Tz)l _ (T, —T,) _(T1_T2)[l_l]+,r
(Ll)'r ' (1_1) . (1_1) R
T n o)t \npon

G-2)

S

)

— L’expression de la densité de flux thermique est donnée par :

_ g ar _ (T1-T,) 1 dT _ (T1—Ty) 1
¢=-K ar k. ( )

(i_i) r2 7 ar (i_i) ' r2
r1L T2 Ty 12

C
Hﬂ=—f+@=

=>T@) =T, + (T, - T,).

— L’expression de flux thermique est donnée par :

dT dT  (Ty-Ty)
@=@S=#GE;;=Fi$(—%%S=4W2

L 72

¢ = —K. 4mrz 0™ (L1 = g o) _ (=T
iy ) 4 e T i
4K
1 1
(5=

— L’expression de la résistance thermique est donnée par: R = py—
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11-6) Théorie des ailettes

L'évacuation de la chaleur par le transfert conducto-convectif a partir des corps solides peut
étre potentiellement amélioré par extension des surfaces d'échange. La procédure d'extension de ces
surfaces a une large application industriel (ailettes attachées aux équipements de transfert de chaleur,
afin d'augmenter le taux de chauffage ou de refroidissement). Il existe dans les corps généralement
longs (ou l'une des dimensions est tres supérieure par rapport aux deux autres) et ou le transfert se
réalise dans ce cas aussi par les surfaces latérales.

11-6-1) Application des ailettes longues

Le flux de chaleur évacué d’un systéme par transfert conducto-convectif , dépend du type de
fluide utilisé (eau ou air) et du type de convection considérée (forcée ou libre). Pour augmenter ce
flux, on doit augmenter artificiellement la surface d’échange entre le systéme et ce fluide. On dispose
ainsi, des ailettes sur la surface de la piéce nue. Par exemple (ailettes des radiateurs de chauffage

central, les ailettes destinées a refroidir un thyristor, composant électronique de puissance).

Ailettes Ailettes

/

Eau

Air

N

Fig.2-9: Exemples d’application des ailettes
11-6-2) Développement de I’équation générale pour une ailette unidimensionnelle

— Considérons une tige attaché a un mur de température (To) comme le montre la figure ci-dessous
(Fig.2-8). La base de la tige est chauffée en permanence par une source de chaleur (Q’ par unité de
volume). Dans ce cas, deux processus se manifestent avec le temps, une diffusion de I'énergie
(chaleur) le long de la tige et une déperdition de chaleur a travers la surface latérale dans le milieu

environnant a la température ambiante (Ta).

Périmétre, P

S

x=L

Fig.2-8: Analyse unidimensionnelle de bilan thermique a travers une tige longue a extrémité chauffée
18



— Admettons les parametres ci-dessous relatifs au probleme considéré:
p : le périmétre de la section droite de la tige, (p=m.d) ;
k: la conductivité thermique [W/m.K] ;

o
o
o h:le coefficient d’échange convectif [W/m2K];
o Ta:latempérature ambiante [K] ;

o

S : la surface de la section droite de la tige, (S=mt.d?/4).

En appliquant le premier principe de la thermodynamique pour écrire le bilan énergétique sur un
élément de volume (S.dx) :

D, — DPypgy— P, +0.5.dx=0 (2-11)
kS(dT> +k5(dT) h.p.dx.[T(x) —T,]+Q.S.dx =0
—K.0.|\— O —n.p.ax. X) — D.aAx =
dx x dx x+dx P ¢

T e (A G . de T o) — S ¢ gy =
—k.SZ 4.5 4 k5.2 () dor— hp.dx[T(x) — To] + @.S.dx = 0
Apres développement, simplification et arrangement:

L&) -2 - T]+2=0 (2-12)

Dans le cas ou, Q’=0, en mettant : m? = Z—z, I’équation (2-12) devient:
@
dx?

—m?[T(x)-T,] =0 (2-13)

Mathématiquement, (2-13) est une équation différentielle linéaire et homogéne de deuxiéme ordre a

coefficients constants, par conséquent, la solution générale peut étre exprimer sous les deux formes

d' expressions suivantes:

T(x) — T, = Ach(mx) + Bsh(mx) (2-14)
Ou
T(x)—T,=Ce ™™ +De™ =0 (2-15)

Pour évaluer les constantes (A, B, C et D), il est nécessaire de spécifier les conditions aux limites
appropriées.
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11-6-3) Solution de I'équation générale de conduction pour les ailettes unidimensionnelles

La recherche d'une solution élémentaire pour ce phénomene dépend des conditions aux limites
relatives a cet élément. La base de |'ailette est supposée maintenue a la température de la paroi
fixe (mur), (To). Cependant, et selon les conditions aux limites relatives a I'extrémité libre, plusieurs
cas peuvent se présenter:

1. Dans le cas ou l'ailette (la tige) est trés longue, la température de I'extrémité approche celle

du milieu environnant;

2. L'extrémité de l'ailette peut étre isolée;

3. L'extrémité de l'ailette peut étre maintenue a une température fixe ou imposée;

4. L'extrémité de l'ailette peut étre le siege d'un transfert convectif de chaleur.
Considérons ce dernier cas: Le flux dans ce cas est dissipé par la surface latérale

de la section droite extréme (flux convectif).
_ = R._ (T —To)

.TO _________________

Fig.2-10: Représentation schématique du transfert conducto-convectif
par ailette unidimensionnelle

A partir de I'équation (2-13), la solution peut étre donnée par:

T(x) — T, = Ach(mx) + Bsh(mx) (2-14")

Les conditions aux limites relatives au cas considéré, sont données dans ce cas par:
» a x=0, T(0)=T,, remplacées dans (2-14'), donne: 1 0
To—T, = Ach(yfﬁ + Bsh(m.0)
P
= A = TO - Ta
» ax=L, le flux convectif (h.S.(T(L)-T,)) est égal au flux transmis par conduction a travers la section

droite extréme(—k.S. (%)FL)

hS(T, —T.) = ks(dT)
(L a)_ "dxsz

w7 = (D)
(L a)_ dx =L

T(x) — T, = Ach(mx) + Bsh(mx)
T(x) =T, = (Ty — T,)ch(mx) + Bsh(mx)

dT (x)
dx

= m(Ty — T,)sh(mx) + Bmch(mx)
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(o

= h(T, - T,) = —k.m(Ty — T,)sh(mL) — k. Bmch(mlL)

Et puisque (a partir de (2-14")): (T, — T,) = (Ty — T,)ch(mL) + Bsh(ml)
h((Ty — Ty)ch(mL) + Bsh(mL)) = —k.m(T, — T,)sh(mL) — k. Bmch(mlL)
B(hsh(mL) + kmch(ml)) = -(Ty — T,)[hch(mL) + kmsh(mlL)]

—(To—Tg)[hch(mL)+kmsh(mL)]
hsh(mL)+kmch(mlL)
La solution dans ce cas est donnée par:

) = m(Ty — T,)sh(mL) + Bmch(mL)
x=L

=B =

TG)—T, = (T, —T [ hma) %ch(mL) + sh(mlL) L l
) = Ta = (To = To) | ch(mx _%sh(mL)+ch(mL)'S (m20)

Soit, G = —

T(x)—T, _ Gch(mL) 4+ sh(mlL)

m B [ch(mx) ~ gsh(ml) + ch(mlL) .sh(mx)]

_|eésh(mL)ch(mx) + ch(mx)ch(mL) — Gch(mL)sh(mx) — sh(mL)sh(mx)
h [ ¢sh(mL) + ch(mlL)

T(x)—Tq Gshim(L — x)] + ch[m(L — x)]
(To—T,) [ ch(mL) + Gsh(mL) ]

11-6-3-1) Flux total
Le flux de chaleur réalisé ou diffusé par conduction le long de la tige a partir de la base, doit
étre dans ce cas, égal a celui dissipé par convection a travers la surface latérale et la section

droite extréme de l'ailette.

Ptca = Ptev

sh(mL) + Gch(mlL)
ch(mL) + Gsh(mlL)

L
ks (d—T) — kms(Ty —T,). _ f hp (T (x) — T,)dx + hs[T(L) — T,]
x=0 0

dx

Apres développement, simplification et arrangement, le flux de chaleur est donné par:

th(mL)+G
1+Gth(mL)

¢ = kms(Ty, — Tp,). (2-16)

11-6-3-2) L'efficacité de l'ailette
Par définition, I'efficacité de I'ailette est donnée par: € = M’, {(pmax = hp_L(To - Ta)}
max ¢échangé - ¢t
= Apreés certaines arrangements mathématiques de simplification, I'expression finale
de |'efficacité est donnée par:
th(mL)+G

= mL+Gth(mL) (2-17)
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Exercice 1

Trois ailettes en aluminium (ka=200 W/m.°C), ayant des diamétres différents (4, 6 et 8) mm avec une
longueur de 6cm sont exposées a un environnement convectif de (T,=18°C et h=40 W/m%.°C). La
température de base pour chacune des ailettes est de 192°C.

1. Calculer le flux de chaleur (0) pour chaque ailette;

2. Calculer I'efficacité de chaque ailette;

3. Expliquer la variation de (¢) en fonction de diamétre pour ces trois ailettes.
Solution

kqi=200 W/m.°C; h=40W/m’.°C; T,=192°C; T,=18°C; L=6cm=0,06m; P=r.d; S=m.d*/4.

6 = kmS(T, ~T)). th(mL) + G o= th(mL)+ G Cm= h.P G = h
1+G.ih(mL)”~  m.L+G.th(mL) k.S k.m

dlmm] | 4 6 8 '
Sm’] | 1,256.10° | 2,827.10° | 5,026.10” / *
P[m] |0,0125 0,0188 0,0251 3 .
m[m™] | 14,11 11,53 9,99 5
G 0,0142 0,0173 0,0200 : "2
ml | 08466 0,6918 0,5994 g o
AW] | 4,2966 6,915 9,62 4 i
%] | 82,14% 87,79% 91,23% : * sttt "

On remarque que le flux thermique varie linéairement
en fonction du diamétre de I'ailette (relation proportionnelle).

L'efficacité varie en fonction du diamétre selon une loi logarithmique.

Exercice 2

Une ailette en aluminium (Ka=200W/m.°C) avec 4mm d’épaisseur

et 8 cm de longueur (voir figure ci-contre), sa base est maintenue

3 250°C, la température ambiante est 45°C avec h=10W/m?.°C. .

Calculer le flux de chaleur échangé entre cette ailette et le milieu .

base
T

environnant (par unité de largeur, Z=1m, cas de: Z>>H).

22



Solution

thimL)+G

=kmS(T,-T). ;
/ (T -1.) 1+ G.th(mL)

m:\/h,P:\/h.2(2+H) :\/Z-h _\/ 2.10 =5,00m™",(H << Z)

k.S k.Z.H kH \2004.107
=l __10 _ 0,01
kam  200.5,00

6= kmST, 1) DG 4 7 b, ) DG

1+ G.th(mL) 1+ G.th(mL)

-2
¢ _ k.m.H (T, - Ta).M =200.5,00.4.107°(250 — 45). th(5,00.8.107) + 0’(_’21
Z 1+ G.th(mL) 1+0,01.¢h(5,00.8.1072)
¢ _ 318.55W /m
V4
Exercice 3

Une tige en aluminium (k;=200W/m.°C) de 4 cm de diamétre
et 13 cm de longueur implantée dans un mur maintenu

a une température de 238°C (voir figure ci-contre).

La tige est exposée a un environnement de 21°C.

Le coefficient de transfert de chaleur par convection est 14W/m?>.°C.
Calculez le flux de chaleur perdu par cette tige.
Solution

thimL)+ G

6 = kmS(T, - )M+ G
1+ G.th(mL)

k,=200 W/m.°C; h=14W/m>.°C

T,=238°C; T,=21°C; L=13cm=0,13m; d=4 cm=0,04m; P=7.d=7.0,04 m

S=md*/4=1(0,04)’/4=0.001256 m*

o \/h.P: 40047 gpen
k.S 1200.0,001256

G ho_ 14
km  200.2,6464

=0,02645

th(2,6464.0,13) + 0,02645

¢ =200.2,6464.0,001256.(238 - 21).
1+0,02645th(2,6464.0,13)

=511243W =51,1243J / s
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Exercice 4
To

Une ailette en acier de conductivité thermique (k=18W/m.°C), de section carrée

(8mmx8mm) et de longueur (L=10 cm) est exposée a un environnement

=0,8cm

de température T,=45°C et de coefficient d’échange par convection h=43W/m?.°C.

1

1

H L=10cm
.
1
1

Sa base est maintenue a une température de 256°C.

Calculer I'efficacité et le flux de chaleur perdu par cette ailette.
Solution

th(mL)+G

¢ = k.m.S.(To = To)- T gmomy

m= |2 P=4.2=4.0,008m=0,032m; $=a.a=0,008.0,008=0,000064m’

X

w
43[—%—].0,032m _
—>m= ’—Z"S’ = mZc = 34,56 m™!
' 1

8[%].0,000064%12

w
h . 43[—m2C
— = —— M ___—0,069123
k.m 18[m 34,56m~1

G =
th(34,56 m~1.0,1m)+0,069123

- = 8,386 W; €=32,27%
1+0,069123th (34,56 m~1.0,1m)

¢ = 18[2].34,56 m™*.0,000064m™2. (256 — 45).

Exercice 5

Une ailette de section rectangulaire (voir figure ci-dessous) avec 3 cm de longueur, 80 cm de largeur et
0,25 cm de hauteur. Vous avez le choix de deux matériaux avec les propriétés suivantes:

Aluminium (Al) Magnésium (Mg)
Conductivité thermique k[W/m.’C] 200 154
Densité p [kg/m’], Poids 2710 1750

Comparer le flux de chaleur, 'efficacité et le poids des deux ailettes avec cette configuration
pour h=45 [W/m2.°C] et une différence de température AT=T,-T,=90°C, entre la base de chaque ailette

et le milieu ambiant.

§
Solution §
th(mL)+G
b = k.S, (Ty = Tp). {1
_ th(mL)+G
€ =ML + Gth(mlL) .

P.=2.(Z+H)=2.(0,8+0,0025)=1,605m; =80 cm
$=7.H=0,8m.0,0025m=0,002m?>; _L=3cm. /
P=p.V=p.S.L, L=0,03m;
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m =

hPe.
kS’

G =L, h=45 W/m*°C.

Pour les résultats de calcul, voir tableau ci-dessous:

Aluminium (Al) | Magnésium (Mg)
m[m™'] 13,4373 15,3133
G 0,01674 0,01908
m.L 0,4031 0,4594
k[W/m.°C] 200 154
plkg/m’] 2710 1750
Plkg] 0,1626 0,105
o[W] 191,930 188,875
€ 0,9750 0,9593

Comparaison
On remarque que le poids de l'ailette en (Al) est supérieur de (54.85%) a celui de (Mg) et

puisque, le flux et I'efficacité de la premiere (Al) sont légérement supérieurs a cette derniere (Mg),
['utilisation d'une ailette en (Mg) est recommandée malgré que le prix de revient de I'aluminium est

moins chére devant celui du magnésium.

Exercice 6

Considérons une ailette droite de section circulaire, de diamétre 3cm et de longueur 8cm exposée a un
écoulement convectif avec h= 28 [W/m.K]. Il est demandé de comparer la distribution de la
température dans cette ailette, ainsi que I'écoulement de la chaleur et les efficacités pour trois

matériaux différents:

1. L'aluminium avec (k=200 W/m.K);
2. l'acier inoxydable avec (k=16 W/m.K);
3. Le verre avec (k=1,2 W/m.K);

Solution

1. Ladistribution de la température

7

T(x)-Tq [Gsh[m(L—x)]+ch[m(L—x)]]
(To-Tg) ch(mL)+Gsh(mL)

To: température de la base (de la source de chaleur);
Ta: température du milieu environnant

_ |np . _ [np _ |28W/m2K.0,03tm __ |3733.33W/m3K
Avec, = \/m' P=2nr=nd=m = \/m ~ A 7(0,015)2m2k; ki ’

25



h 28W /m?*K
kim kimi
Pour les valeurs numériques de ces parametres, voir tableau ci-dessous:

Gl'=

m; miL Gi
Aluminium | 4,3205 0,3456 | 0,0324
Acier 15,2752 1,2220 | 0,1145
Verre 55,7773 4,4622 | 0,4183

La distribution de la température (AT/Ax), peut étre calculée en fonction de (x), pour un intervalle
de longueur de (0,02m) et les résultats de calcul sont résumés dans le tableau ci-dessous;

X(m) Aluminium | Acier Verre
0 1 1 1
0,02 0,9725 0,77679 | 0,32788

0,04 0,95227 0,62665 | 0,10791
0,06 0,93915 0,53545 | 0,03675
0,08 0,93305 0,49462 | 0,01627

1,0
0,8 -]
0,6
0,4
[_‘Q
g ]
9 02
0,0
1|——Al
02 Ac
Ve
e —
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08

X[m]
Interprétation

On remarque que la distribution de la température dans une ailette en Aluminium est plus rapide,
moins rapide pour l'acier et lente pour une ailette en Verre. Ce dernier a une pente rapide a la
base mais la valeur basse de sa conductivité produit un taux bas de transfert de chaleur.

Flux de chaleur dissipé et |'efficacité

B _ ), hmb+G,
¢ = kms(T, Ta)'1+Gth(mL)'
_ _th(mb)+G
~ mL+Gth(mL)’
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Si on considére que le flux dissipé par l'ailette en Aluminium est égale a I'unité (100%), on peut

déterminer les flux dissipés par les deux ailettes en Acier et en Verre a partir des efficacités.

Efficacité Flux [%]
Aluminium 1.00 100
Acier 0,7242 72.42
Verre 0,2905 29.05

Interprétation

On remarque que l'efficacité de I'ailette en Aluminium est la plus importante suivie par celle de

I'Acier, tandis que celle du verre est la plus faible.
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Chapitre lll: Conduction bidimensionnelle en régime permanent
11l-1) Concept de facteur de forme entre deux surfaces isothermes (surfaces équivalentes)

Dans un systéme bidimensionnel, ou seulement deux températures limites sont imposées, on peut
exprimer le facteur de forme en conduction (f;) tel que:

¢ =k.f;. AT (3-1)
Les valeurs de (f;), peuvent étre déterminées pour différentes géométries.
IlI-1-1) Facteur de forme pour une paroi prismatique (Mur 3D)
» Pour un mur plan, le flux thermique (¢) est donné par:

¢ =k(T, —T,) = k.f. (Ty = Ty) (3-2)
=>f = g, S: surface de mur, e: I'épaisseur de mur.

» Pour un mur tridimensionnel (Four par exemple), différents facteurs de forme sont utilisés pour
calculer le flux thermique a travers les sections des coins et des bordures, dans le cas ol toutes les

dimensions intérieures sont supérieur a (1/15) de I'épaisseur de mur.

fp = z;
fp = 0.54D;;
fo = 0.15e;

D;:longueur de bordure
Exemple 1

Un four de forme cubique, de dimensions intérieures

(48%x48x48) cm est construit de briques de conductivité

thermique (k=1.04 W/m.°C), avec une épaisseur de 8cm.
La température a l'intérieur du four est de 478°C, a I'extérieur

o . o Fig.3-1: Représentation schématique pour
est de 42°C. Calculer le flux thermique dissipé a travers

le calcul des facteurs de formes 3D
les murs de four.
Solution
On calcule le facteur de forme total par addition des faceturs de parois, de bordures et des coins.
- fp =§=%=2.88m
- f,=054D =0.54x048=0.2592m
- f.=0.15e=0.15%x0.08=0.012m
Il'y a: six sections de parois, douze bordures et huit coins.
=f; = 6.(2.88) + 12.(0.2592) + 8.(0.012) = 20.4864 m.
= = k. f,.AT = 1.04 [%] x 20.4864 [m] x (478 — 42)[C] = 9289,35 W
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11I-1-2) Facteur de forme pour une paroi cylindrique

On peut exprimer les flux thermiques pour une paroi cylindrique ou une paroi sphérique avec une
méthode analogue a celle de mur plan. Donc, pour une paroi cylindrique:
S¢
¢ = k2L(T, — Ty) (3-3)
Avec; e=r-r,, pour un cylindre creux (voir figure: Fig.2-6)

PG B O R

e Un(ry/r)
Se 2nL
Seq _ 21l o __2mle __ 2mL(pmm)  __S$=S1 o _ Sig
e In(ry/ry) = Seq T in(ry/r)  In(@nlry/2mlry)  In(Sy/Sp)’ f= e
= k.Sﬂ(Tl _T,) = (T1:T2)
e qu

e . . o . . .
Avec (ﬁ)’ exprime aussi la résistance thermique de la couche cylindrique.
éq-

Remarque: S varie entre S; et S, , selon laloi: S = 2nL.r = K.r; donc S est proportionnelle au rayon r
c'est a dire, lorsque (rT:>ST).

II-1-3) Facteur de forme pour une paroi sphérique

S¢ Ty —T; T, —T; S 4T 4me A (ry—r
p=k2r -1y =k L o BT S AT g AT ((f )1)=47rr1r2;

: e = g e =

Séq ry T2 Ty T2 1 T2 r172

=Seq =AM, = (2\/57‘1)(2\/57”2) = \/47'[7”12 X \/47”"22 = \/(47'[7"12)(47”'22) = \/51 X S,;
Seq =\S1XSo; f = %, (voir figure: Fig.2-7).

e P . ;. . ;.
Remarque: (ﬁ), représente aussi dans ce cas, la résistance thermique de la couche sphérique. S,
éq-

varie entre (S;) et (S,) selon la loi: S = 4nr? = K.r?; S est proportionnelle a (r?), A

c'est a dire: lorsque (r*T=sT).

Exemple 2

Un cone en fer de conductivité thermique, k=45 [kcal/h.m.C]. .
A x=0, T;=70°C, D;=38mm. A x=H=78mm, T,=35°C, D,=88 mm,
Calculer le flux thermique ¢. a

Solution

X=0
Il faut connaitre comment évolue la surface du cone entre S; et S,.

S1=T.1Z, S,=M.T§=>S, varie en r’, on applique la loi d'une surface équivalente pour une paroi sphérique.

=Ssq = /5182 =/ (mrd). (nrd) = /(7. (19.1073)2). (m. (44.1073)2) = 2.6263.10~3m?

e=H=78.10"m
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kcal

C 2.6263 1073m?(70 — 35)C = 4.1365 kcal/h

¢ =45h.m. '

111-2) L'analogie électrique et ses limites

L'expression de la densité de flux conductif donné par la loi de Fourier: ¢ = —k(T).VT est

analogue a la loi d'ohm: I = ¢(T).E < 1 = o(T). VU, tels que:

-

I: le vecteur densité de courant;

-

E :le champ électrique;
o(T): la conductivité électrique;

U: le potentiel électrique.

= Dong, les correspondances évidentes entre les grandeurs électriques et thermiques sont:

Conductivité: 6(T)< k(T);
Potentiel U< température T,
Intensité de courant I<densité de flux conductif.
Dans les deux cas, les isothermes (équipotentielles) sont normales aux lignes et aux tubes
de flux (lignes et tubes de courant).
L'intérét en régime stationnaire de |'analogie électrique est:
L'application des lois de mouvement (les techniques simples de [|'électrocinétique linéaire et
stationnaire);
L'introduction des notions de résistance et de conductivité dans le cas thermique;
L'usage des relations d'association en série et en paralléle dans le cas thermique;

L'application des théoremes de Thévenin et de Norton et les lois de réseau...etc.

Cependant, l'usage de ces méthodes (pour simplifier les schémas des circuits), n'est plus limité

(ou valable) qu'en électrocinétique pour deux raisons:

1. les conductivités électriques et thermiques dépendent en général, de la température (T), ceci
ne présente que peut d'inconvénient dans le cas de la conduction électrique, mais cette
propriété rend les problémes non linéaires en (T) dans le cas de la conduction thermique. Donc,
la conductivité (k), doit étre supposée homogene, isotrope et indépendante de la température
(T);

2. Le transfert conductif se produit souvent en concurrence avec le transfert radiatif, qui est
assez rarement linéairisable. Quand le rayonnement thermique n'est pas linéaire, |'analogie

électrique ne peut étre utilisé.
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1I-3) Méthodes numériques (différences finies)
— Sont des méthodes approximatives basées sur la technique appelée différences finies;

— Le but étant d'approximer I'équation différentielle et les conditions aux limites par un systeme

d'équations algébriques;

eci est accompli en subdivisant le domaine étudié en une série d'éléments finis;
C t I bd tled tud d'él ts f

Le plan (x, y) est découpé en un réseau de mailles, chaque élément de réseau est sous l'influence

des éléments qui I'entourent;

Les points nodaux sont désignés par les indices (m: dans la direction x, n: dans la direction y).

Fig.3-2: Volume de contréle typique du maillage

Soit I'équation différentielle:

a°T . 9%T
ﬁ W =0 (3-4)
On utilise la technique (méthode) de différences finies pour approximer les gradients de
température.
(G_T) ~ Tm+1,n_Tm,n,
0%/ min Ax !

) ~ Tm,n Tm n—1
mn—s Ay
(5,0, ~ (5%)
9T d (0T 0x)mitn  \OX)m-ln  Toign+ Tmein — 2Tmn
(ﬁ) ~ ox (%)mn = Ax = (Ax)?

~

),..- (&)
<62T> i (6_T) O s \OY i O
mn ay mn Ay (Ay)z

oy?) .y

L'approximation par différences finies de I'équation différentielle devient:

Tm+1,n + Tm—l,n - 2Tm,n + Tm,n+1 + Tm,n—l - 2Tm,n
(4x)? (Ay)?

=0
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Si AX:AV, donc: Tm+1,n + Tm—l,n + Tm,n+1 + Tm,n—l - 4Tm,n =0

Exemple 4

Soit I'exemple illustré sur la figure ci-contre.

Déterminer les températures des quatre nceuds (1,2,3 et 4)

En utilisant I'équation (3-5), nous aurons quatre équations pour

chaque nceuds (1, 2, 3 et 4).

Solution

Le noeud (1) est influencé par quatre
nceuds adjacents (2,3, 150°C et 600°C).
Tm+1, n=12, Tm-l, n=1500C; Tm, n+1=6000C; Tm, n-1=13, Tm, n=T1.

T2+ 150+600+T3-4T1=0

(1)

De la méme maniéere pour le nceud (2):

T1+T4+150+600-4T,=0

(2)

De la méme maniére pour le nceud (3):

T1+T4+150+150-4T5=0

(3)

De la méme maniéere pour le nceud (4):

T3+T,+150+150-4T,=0
(1)-(4)=T1=112,5+T,4
(2)-(3)=>T,=112,5+T;
(5)—(2)=T,=2T,-431,25
(6)—(4)=T5=2T,-206,25

(8)—(6)=>T,=2T,4-93,75

(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(3-5)

T=600°C

H
N
150°C—T

w
D
T=

T=150°C
¥

(9)—(7)=T4=206,25°C, T,=318,75°C, T;=318,75°C, T3=206,25°C.
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I1I-4) Analyse mathématique de la conduction bidimensionnelle

Le but de chaque procédure d'analyse du phénoméne de transfert thermique est la
détermination de la distribution de la température et le flux de chaleur. Dans un systeme
bidimensionnel et sans source de la chaleur, I'équation générale de conduction gouvernant la

distribution de la température en régime permanent (2-7) se simplifié a:

9%T | 92T
ax2  0y?

=0 (3-6)

La solution analytique d'un probleme de conduction thermique doit satisfaire I'équation
gouvernante régissant le phénomene ainsi que les conditions aux limites relatives au probleme
physique considéré. L'approche traditionnel de recherche d'une solution exacte pour |'équation de
Fourier, est la méthode de séparation de variables. Donc, Pour la solution (l'intégration)
mathématique de cette équation, on utilise la méthode de séparation de variables, qui est basée sur
I'idée de supposer la solution sous forme de produit de deux fonctions:

X(x)etY(y)telque;T =X.Y (3-7)
Considérons une plaque rectangulaire mince, sans sources de chaleur et isolée de deux cotés,

les deux surfaces de bas et de haut (inférieure et supérieure) (Fig.3-3). Comme montré sur la figure, les

conditions aux limites pour ce domaine sont spécifiées comme suit:

Y

( Opoury =20

I Opourx =20 b T(x,b) = f(x) = Tynsin )

T(XJ’) =4 Opourx =L ° ?

|| n

Lf(x) =T sm( ) poury =b ,% :
& :

T(x,0) =0 L X

Tm, c'est I'amplitude de la fonction sinus de f(x)=T(x, b).

Fig.3-3: Spécification des C.L sur le domaine de calcul

T(x,y) =X(x).Y(y)

O _dX o) 0T, &X
ox Y Daxz T dx?
O _ 4V 0Ty &Y
dy dy’ x :6 2 “dy?

d?x d?y 1d?x _ 1d?%
Yﬁﬁ'xd—yz—()@—}ﬁ—;d—yz (3-8)
On remargue que chaque coté de I'équation (3-8) est indépendant de l'autre, (x et y sont des variables
indépendantes). Par conséquent, I'ensemble des deux cotés doit étre égal a une constante désignée

par (C*=\2).
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1d?X _ 1d%Y

Xdx?  Ydy?
On aura par suite les deux équations différentielles ordinaires:

=12 = Cte

2

% + 12X =0 (3-9)
2

Z—yﬁ —22Y =0 (3-10)

Les solutions générales des équations (3-9) et (3-10) sont données par:

{X = CicosAx + Cysindx (3—-11)
Y = C3e™ + Cre™ (3-12)
Par suite;

T(x,y) = X(x).Y(y) = (C;cosAx + C,sinAx). (Cge‘ly + C4e’13’)

Les constantes Cy, C,, C3 et C4 sont déterminées a partir des conditions aux limites spécifiées
sur la figure (Fig.3-3).

— A partir de la premiére condition:

(CicosAx + Cysindx). (C3+C,) =0
— A partir de la deuxieme condition:
C.(Cse™ + Chle™) =0
— A partir de la troisieme condition:
(C1cosAL + CysindL).(Cse™ + Ce™) =0

La premiere condition ne peut étre satisfaite que si les constantes (C; = —C,), par contre, la deuxieme
condition ne peut étre satisfaite que dans le cas ou; C; = 0. En utilisant ces constations dans la
troisieme condition, on peut écrire:

2C,C3sinALshly = 0
Pour satisfaire cette condition:

nm
SINMAL=0=AL=nm,n=1,2,3,....entiers,= A = T

n=0, est exclue puisque elle donne une solution triviale (T(x, y)=0).

Par conséquent, on aura pour chaque entier (n), une solution différente et chacune a une constante
d'intégration (K,) séparément de |'autre. La sommation de ces solutions donne:

T(x,y) = i K, sin (%x) sh (nL—ny)
n=1
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La quatrieme condition implique que pour y=b:

i K, sin (%x) sh (nL—ny) = T,,Sin (%x)
n=1

Donc, on ne peut retenir que le premier terme (avec, K; = Ty, /sh(mb/L)) a partir de la série
des solution, par suite, la solution finale pour ce cas particulier (probléme illustré sur la figure, Fig.3-3)
est donnée par:

Ty

Sh T . X

T(x,y) = mesm (T)
Sh(T

Exercice 1

Un tube en acier inoxydable (k=19W/m.°C) avec 3cm de diamétre intérieur et 5cm de diamétre
extérieur est isolé par une couche d'amiante (k=0,2 W/m.°C) de 2,5cm d'épaisseur (voir figure ci-
dessous). Sachant que la température de la paroi interne de tube est maintenue a 578°C et celle
de la paroi externe de l'isolant est a 92°C.

1. Calculer le flux de chaleur perdu par métre de longueur.

2. Donner le schéma électrique équivalent.

3. Quelle est I'importance de l'utilisation de I'analogie existant

entre les grandeurs thermiques et électriques?.

Solution1

1. Le flux de chaleur perdu par metre de longueur:
AT  T,-T, R = In(r, /1) R - In(ry /r,)

@ = - ’ T [EAY S
Z“Ri RT + R[ 27[kTL 27Z'.k1L
_ WLT-T) @ _ 24l -T)
~In(r, /1) LInr /) T L CIn(r, /1) I /1)
kT k] kT kl
(N 27.(578-92) _
LT h@5/15)  nG/25) 874,3087TW /m
19 0,2
T, T,
2. Schéma électriqgue équivalent:
et In(r, /1y) In(r, /r,)
Zﬂ'.kTL 2mk, L
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3. L'importance de I'analogie existant entre les grandeurs thermiques et électriques:

I'application des techniques simples de I'électrocinétique linéaire et stationnaire, l'introduction

des notions de résistance et de conductance, |'association en série et en paralléle, théorémes

de Thévenin, de Norton, lois des réseaux ..etc. Pour simplifier les schémas des circuits

thermiques.

Exercice 2

Soit le réseau de nceuds illustré ci-contre appartenant
a un solide de conductivité thermique (k=10W/m.°C).

Calculez grace a une méthode numérique
les températures des nceuds (1, 2, 3) ;
(AX=AY ; T,=40°C).

T, +100+7,+100-4T, =0 = {1, - 4T, + T, =200
T,+T,+0+100-4T, =0 0T, +T, — 4T, =140

m

-4 1 o7T1] [-180

T=40°C

-

T=100°C

=|1 -4 1 |1,|=|-200|[A]llr]=[c]=[r]=[A]"][c]

0 1 -—4|7,| |-140

IS5 4 1

[A]_lz;.A”;detAz—%;A“: 4 16 4
detA
1 4 15

N R

’

Exercice 3
Soit le systeme bidimensionnel illustré ci-contre,
avec les conditions aux limites indiquées sur la figure.

Calculer les températures des noeuds 1, 2, 3 si Tm=346°C

1

15 4

—| 4

et (Ax=Ay), en utilisant la méthode numérique par différence.

Solution
Par application de I'équation (3-5)
Tmiin + Tm-1n + Tntr + Ten1 = 4Tin = 0

1

Y 4

T=0°C

—180

—140

16 4 |{-200|=

T=700°C

65
80
55

D

-

D

Fany
A\ %4

T=100°C

100°C

T

T=400°C

A Aol

—4T, + T, + Ts = —1100

T, + Ty + 500 + 400 — 4T, = 0 & | T, — 4T, + 0T, = —1246
T, + T, + 100 +700 — 4T, =0 (T, + 0T, — 4T, = —1146

T=500°C

36



Sous forme matricielle:

[A].[T] = [C]

-4 1 1 Ty —1100
1 -4 0|[.|Tz|=]|-1246
1 0 —411T; —1146

(7] = [A]7L[CL, [A]™! = o A%, detd = (D)™ |A], A° = [M;;] = A% = ]

detA = (—1)1*1 |_04 _04| + .= —56

Mll M12 M13

M11 M21 M31
At = M21 Mzz M23 ,ACt = M12 Mzz M32
Ms; Ms, Mss M3 My; Mss
i+j |®22 Q23 -4 0
My, = (_1)”] |a32 a33| - (_1)1+1 | 0 —4| = 16;

My = DW= o] O =4

— | = | =

16 4 4

16 4 4
At=14 15 1|, A%=|4 15 1|;
4 1 15 4 1 15
T, L [16 4 4] [-1100
=—|4 15 1|.|-1246];
—-56
T3 4 1 15] L-1146
p

1
T, = —=[16.(~1100) + 4.(~1246) + 4.(~1146)] = 485,14 C

1
VT2 = —5g [4-(=1100) + 15.(~1246) + 1.(~1146)] = 432,78 C

1
\T3 = “tg [4.(—1100) + 1.(—1246) + 15.(—1146)] = 407,78 C
Vérification

—4.(485,14) + 432,78 + 407,78 = —1100 C



Chapitre IV: Conduction en régime transitoire
IV-1) Conduction avec températures limites imposées

Le probléeme de conduction en régime transitoire peut étre traité de deux maniere: soit en
utilisant la méthode des capacités regroupées (lumped capacity) en considérant le temps comme
variable indépendante unique, soit en résolvant I'équation différentielle partielle directement qui est
dans ce cas, fonction du temps et des coordonnées spatiales. Cette deuxieme méthode est possible
uniguement pour des géométries de simples formes (plaques, cylindres sphéres..etc.). Prenant le cas
d'un bloc infini, sans sources internes de chaleur (Q—0) et ou la température est uniforme sur deux
directions (y et z). Donc, le probléeme est unidimensionnel (distribution suivant x seulement) et
transitoire (d/dt#0). Dans ce cas, I'équation d'énergie (de chaleur), peut étre donnée par:

oT _ k 0%T

at pC dx? (4-1)

En exprimant le coefficient de diffusivité thermique par a=(k/pC), I'équation (4-1) peut étre récrite sou
la forme suivante:

oT _ 9°T

at " ax? (4_2)

Supposant que le bloc infini d'épaisseur (2e) est initialement a la température uniforme (T;).

A t=0, les surfaces sont brusquement refroidissent a T=T;.

T
Introduisant la variable: 0=T-T;
Ti

L'équation (4-2) devient:

26 226

o= %on (4-3)
Avec les conditions: T

2e X

1. initiales: a t=0, T=T,
2. aux limites: O<x<2e, 0=0;=T;-T; Fig.4-1: Plague infinie
{t>0:éx=0,9=T1—T1=0}
t>0ax=2e,0=T,—-T, =0
En utilisant la méthode de séparation des variables, la solution de I'équation (4-3), peut étre donnée
par le produit de deux fonctions: 6(x,t) = X(x). H(t).
Ce qui conduit aux équations différentielles suivantes:

d2x
W-I_AX:O (4—4)
dH
E-}'CXAH:O (4—5)

Tel que (AZ) est la constante de séparation. Pour satisfaire les conditions aux limites, il est nécessaire
que (12>0).
X(x) = CycosAx + C,sindx (4-6)
dH _ ) dH _ )
E__OMH@IF__“A fdt
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H
InH = —aA’t + InC; & In <C_> = —al’t
3

H = Cie™ ¥t (4-7)
Remarque
Dans I'équation (4-6) si on prend (1?<0), H = C3e“’12t, ce qui conduit pour (t—e0) a (T—o), ce qui est
impossible pratiguement. Donc, la solution finale est donnée par:
0(x, t) = (CycosAx + C,sindx). Cse %+t
— 0(x,t) = (CocosAx + Cssindx). e~ 947t (4-8)

1 0
> Ax=0,t50: 0(0,£) = (C4c08A. 0 + Cssifi. 0). e~%2*t=0; e~ Wt 0=C, = 0

—0(x,t) = Cssin (Ax). e~ *4°¢

> Ax=2e,t>0: 0(2e,t) = (C,cosA2e + CssinA2e).e 4t = 0 = (;sin (12e)e~*4°¢
et Q) C. 0= sin(12e) = 02ed = nr=A = %,n =123, ..
Donc, suivant les valeurs de n, il existe une infinité de solution sous forme de:
9=y Cre Ge “at_sin (gx) (4-9)
L'équation (4-9) est sous forme d'une série (en sinus) de Fourier et les valeurs de la constante (C,),

peuvent étre déterminées par développement de la différence de température (6;=T-T1), en série de
Fourier sur l'intervalle (O<x<2e).

R s ) LA
0; = 0, ;anlTsm (gx) (4-10)
De la condition initiale, (6;=T;-T1, t=0, 0<x<2e):
0;(0,x) = 6; = ¥, C,el.sin (Z—:x) =Yy Cpsin (Z—:x) (4-11)
Par identification entre (4-10) et (4-11):
S omm 20, (-D)™+1 20, [(-D)™1+1] 20, 2
D Gsin(5gx) = ) T sin(gpx) S 6= | =
n=1 n=1
40; _
=C, = E,(n =1,3,5,....)
La forme finale de la solution est donnée par:
¢ 491 _(M Zat . /nm 491 - 1 _(M Zat . /nm 0
H—EEe 2e .sm(zx)—7259 Ze .sm(zx)(:)e—i
n=1 n=1
4 - 1 nm 2 nrm
— — _ —(—e at . _
nZne 2 .sm(zex)
n=1
0T _dyw 1-(at g (M) (= _
5 TT n2”=1ne p .Sin (Ze x),(n =1,3,5,...) (4-12)
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IV-2) Méthodes numériques (différences finies) en régime transitoire

Dans un systeme bidimensionnel, I'équation de conduction de la chaleur en régime variable s'écrit:

0%T | 0T _ 10T ok
3 oy a0 (= 50) (4-13)

9°T 1
9x2 ~ (Ax)? (Tm+1,n + Tm—l,n - 2Tm,n) (4‘14)
92T 1
a_yz ~ (Ay)? (Tm,n+1 + Tm,n—l - 2Tm,n) (4‘15)

La dérivation par rapport au temps est approximée par:

o _ Tmn ~Tmn (4-16)

at At Fig.4-2: Volume de contréle typique du maillage

L'indice (p) désigne l'intervalle du temps, le pas (dt).
Par combinaison des termes des équations (4-14), (4-15) et (4-16) dans I'équation (4-13):

Trzrjltll_Trzrjln

QIR

1 1
m (Tm+1,n + Tm—l,n - 2Tm,n) + W (Tm,n+1 + Tm,n—l - 2Tm,n) =

Dong, si les températures des différents nceuds sont connues au temps (t), les températures
aprés un intervalle du temps (At), peuvent étre calculer en écrivant |'équation (4-17) pour chaque

nceud et par suite, obtenir les valeurs de (T,flf;ll).

La procédure est répétitive pour obtenir la distribution aprés un nombre désiré de (At).

Si (Ax=Ay):
TP+l _ alt (Tp + TP + TP + TP ) n [1 _ 4aAt] TP (4-18)
mmn (Ax)? m+1,n m-1,n mn+1 mn—1 (Ax)2] Tmn

Si les intervalles du temps (At) et de distance (Ax) sont choisit de tel sorte que:

2
(G (4-19)
alt

On remarque que la température du nceud (m, n) apres (At) est simplement la moyenne arithmétique
des températures de quatre noeuds adjacents (au début de l'intervalle du temps, At).

+TP

Tp
- mn1 (4-20)

mmn+1
4

p p
Tm+1,n +Tm—1,n

+1
= Th, =

Dans le cas d'un systéme unidimensionnel:

p+1 __ alt P D 2aAt D
Tm,n T (Ax)? (Tm+1 + Tm—l,) + [1 - (Ax)Z] Tm (4-21)
2
Si on choisit: &= (4-22)
alt

= La température du nceud (m) apreés (At), est la moyenne arithmétique des températures des deux

nceuds adjacents au début de (At).
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(Ax)?

Soit M = At

1. M22: pour un systeme unidimensionnel;

2. M24: pour un systéme bidimensionnel.

Exercice 1

Une sphére en acier de 8cm de diamétre et initialement a la température uniforme de 288°C

est soudainement plongée dans

un milieu ou régne une température de 90°C avec un coefficient de

convection de 10 W/m? °C. Il est demandé de déterminer le temps nécessaire a la sphére d'atteindre

une température de 144°C. Les

k=46 W/m°C.

Solution

caractéristiques de la sphére sont: p=7850 kg/m?, C=0,46 kl/kg.°C,

Dans ce cas, les pertes de chaleur par conduction sont négligeables, celles par convection

seront manifestement représentées par une diminution de I'énergie interne de la sphére considérée.

Le flux de chaleur échangé par convection =diminution de I'énergie interne de la sphere.

Fluide: ¢. = h.S.(T —T,); 1,=92°C
dr dT
Sphére: Q = —m.c.— = C.— T
phere: Q d di
T T h. h.
hS.(T-T)= e (4T __ kS [at & -1) = - 1+1nC,
dt T-T pV.c pV.c
B h.S .t
=>T-T,=C.e ”’*
=  At=0: T=T=288°C; (de la sphére) : T-T=C,.e°= C,=T-T.
-h.S
-7, _ PV =% = h.5 S=4xr*V= iﬂ'ﬁ
T, -T, pV.c 3
2 2
g hATr _ 3h 3.}0W/m C 20771075
p.4/3)xr.c prc 7T850kg/m .0.04m.460J /kg.C

Tod oo y = 1440C;0=2

T, -1,

om0ty 144792 0,265 < —2,077.107" 1 =1n(0,265) = = M

288-92 -2,077.10

t =6394s =106.567 min =

1h 46,567 min
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Exercice 2

Une plaque de 3,2cm d'épaisseur, initialement a la température de 25°C est soumis sur chacune de ses

faces a un incrément de température de 90°C. Déterminer au bout de combien du temps, la

température au milieu de la plaque atteindra 100°C, si la plaque est en acier et si elle est en liége.

Quelle sera a cet instant, la densité de flux de chaleur pénétrant par chacune des deux faces?

Peut-on évaluer approximativement, la quantité de chaleur emmagasinée a cet instant-la par metre

carré de la plaque?

— Les propriétés thermiques de I'acier: k=13 [kcal/h m°C], oc=(k/pC)=3,9.10’6 [m?/s]

—  Les propriétés thermiques de liege: k=0,037 [kcal/h m°C], o=(k/pC)=1,56.10" [m?%/s]

Solution

De I'équation (4-12) donnant la solution de I'équation de la chaleur
en régime transitoire, on peut écrire:

0 _T-T 41 _mryp, . (mm
—_= = — —e \ze .SI —_— , =1,3,5,....
5T, Sl e () o )

n=1

— Les conditions initiales et les conditions aux limites:
C.I: 4 t=0, 8=0,=T;-T;=90°C; 0<x<2e
C.L: a x=0, 6=T1-T=0 pour T=Ty, t>0
a x=2e, 0=T1-T=0 pour T=T4, t>0

Pour x=e:
2 2 2 2
T T o -7 1 _om 1 _25m 1 _4om
1 =-_le 4.ezat——e 22t +-e 4e? at _ e 4e? at-]—
T,-T; n 3 5

— Réduction de la somme a son premier terme.

2
Tl—T 4 ——Zat
= —— = —@ 4e
Tl_Ti T

T,-T  T;-T;+T;-T T;-T 25-100 1 -
1 — 1 13 13 — 1 + 1 — 1 + — - = e 2
T, -T; T, -T; T, -T; 90 T
_”_Zzat s w2 s 4.e2
e 4t =— ——at=n(—)=>t=———.In(—
24 4.2 24 n2.a
4, e? l s
=2 (L)
Tl a 24
. 4.(0,016)?m? i1
— Pour l'acier: t = — — .n (—) = 54,10s;
72.3,9.1076 [m2/s] 24

— Pourle liege: t = —
ourieliege 12.1,56.1077 [m2/s

2,2
4.0,016)“m In (l) = 1352,33s =~ 22,54 min
] 24

XV
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La densité de flux de chaleur pénétrant par chacune des deux faces est:

aT a(T,—-6) a0
x,t)=¢@kxt)=—-k—=-k =+k—;
q(x,t) = ¢(x, 1) ax ax + ax’
0 4ae 1 _(Mzat , (nrr)
— == —1—€ \2e Sin\—Xx),;
0; nzn_ln 27 )7
2
20 4 oo 1 _(E Zat nrm nm 29L' 0 1 _(E Zat nrm 26!' —n—zat
a=9i;Zn=1;e 2e 'Z'COS Zx =7Zn=1;e 2e .COS Zx zT.e 4.ec )
2
_ 2k(Ty-T) —at,
p(et) =——.e

v" Pour l'acier: k=13 [kcal/h m°C], oc=(k/pC)=3,9.10’6 [m?/s], t=54,10s

2 2
—— ——3,9.1076"—54,10s
e 4.(0,016)“m s .

2
2k(T;-T;) e_f_zat (2.13 kcal/h m C.90 C).1,16
- e = .
e 0,016m

p(et) = ;

(e, t) = 22,235. kW /m?
v' Pour le liege: k=0,037 [kcal/h m°C], o=(k/pC)=1,56.10" [m*/s], t=1352,33s

2 kcal 2 2
_2k(=T) —Toar _ (20037757mC0 0116 51561077 5~1352,335
plet) =———"F.e 4% = oTem .e +0 ;

p(e, t) = 63,28 W /m?

La quantité de chaleur emmagasinée a cet instant par métre carré de la plaque est:
Q = mCAT = pVCAT; S=1m”’, E=2e=2.0,016 m, V=2.0,016 m>, C=(k/pct)

k Vk
=Q = pV - AT = . AT;

v" Pour l'acier: k=13 [kcal/h m°C], oc=(k/pC)=3,9.10’6 [m?/s]

_ (2.0,016m3.13 kcal/hm().1,16
- 3,9.10-6m2/s

Q==X.AT .90C = 111,36.10%] /m?

v Pour le liege: k=0,037 [kcal/h m°C], o=(k/pC)=1,56.10" [m?*/s]

(2.0,016m3.0,037 kcal/hm(C).1,16
1,56.10"7m2/s

Q= %_AT — .90C = 7,92.10%] /m?;
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Chapitre V: Transfert de chaleur par convection
V-1) Introduction

La convection est un mécanisme du transfert de chaleur entre deux milieux de phases
différentes ou entre deux régions du méme milieu en présence d'un mouvement du fluide (gaz ou
liquide). On distingue deux types principaux de convection, convection naturel et convection forcée.
En convection naturelle, le mouvement du fluide est causé par les effets de flottabilité due au
variation de la densité de fluide (qui nécessite une différence de température). Par contre, en
convection forcée, un gradient de pression imposé provoque |'écoulement du fluide. Cependant, la
force de flottabilité diminue lorsque la densité de fluide approche celle du fluide environnant.
La vitesse du fluide atteint un maximum et ensuite, tend vers zéro loin de la surface chaude. Ce
transfert de chaleur est caractérisé par un coefficient (h), dépendant de plusieurs parametres;

la densité, la viscosité, la vitesse du fluide ainsi que les propriétés thermiques.

L'objectif principal de I'étude de phénomene de la convection, consiste essentiellement a:

a. La compréhension et la modélisation de ce phénomene pour la prédiction de ses effets dans
les équipements relatifs et méme dans I'environnement;

b. Le dimensionnement et le choix de matériaux convenables des appareils, équipements et
installations de chauffage et de refroidissement;

c. L'amélioration de performances des systemes de refroidissement des composants
électroniques (processeurs par exemple, pour atteindre une vitesse optimale de traitement
des données);

d. Calcul du coefficient d'échange de chaleur par convection (h),

e. L'établissement des corrélations empiriques utilisées pratiquement pour le calcul et le
dimensionnement.

V-2) Développement des équations générales de conservation

L'écoulement de fluide est un phénoméne complexe qui ne se préte pas toujours a une analyse
mathématique rigoureuse. Par commodité, tout volume fluide peut étre assimilé a un ensemble
continu (continum) de particules fluides. Leur étude en mouvement peut étre abordée
analogiquement a celle des points matériels intervenant en mécanique générale. Les équations
gouvernantes pour un écoulement transitoire, tridimensionnel, compressible et visqueux (avec
frottement et conduction thermique, sans diffusion de la matiere (c.a.d., sans gradients de
concentration)) ol le phénomene est dissipatif (augmentation de I'entropie de I'écoulement), sont
basés sur trois principes fondamentaux, a savoir:
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— le principe de conservation de la masse, a partir duquel on établi I'équation de continuité;
— le principe de conservation de la quantité de mouvement, a partir duquel on établi les trois
équations de Navier-Stokes;
— le principe de conservation de I'énergie, d'ou découle I'équation d'énergie relative a
I'écoulement.
V-2-1) Equation de continuité
L'accumulation en quantité de masse dans un volume de contrdle par unité de temps est égale
a la quantité de masse qui entre moins celle qui sort du volume par unité du temps (ou, le taux de
variation de la masse de fluide contenue dans un volume de contréle (CV) est égale au débit massique
entrant moins le débit massique sortant du (CV)). De ceci on extrait I'équation générale de la

conservation de masse (voir Fig.5-1).

p=p(x, Y, z,t) "o
V=ui+vj+wk [pv + a‘;’ dy] dxdz
u=u(x, y, z, t) low + 222 az] dxay
W=W(XI s t) | 7
4\ ’
d
o1 ____ VX (pu)dydz S T :[pu + a;pu)dx] dydz
A e dz 7 ,/, f
J <— dx %\Z -
i % (pw)dxdy

(pv)dxdz

Fig.5-1: Volume infinitésimal d'un élément fixe du fluide

(Modele utilisé pour la dérivation de I'équations de continuité)

Sous forme vectorielle, elle est donnée par:
ap =2\
StV (pV) =0 (5-1)

avec;

ap.

PP taux de variation de la masse volumique par unité du temps;

V. (pl7): taux de convection de masse par unité de volume, V=ui+ vj + wk
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V-2-2) Equations de la conservation de la quantité de mouvement

La quantité du mouvement étant une quantité transportable, elle obéit aux lois de transport, par

conséquent, elle est transporté par:

— Convection: ou les particules entrent dans le volume de contrdle par leur propre vitesse;

— Diffusion: dans ce cas, chaque particule cede sa vitesse a la particule placée devant elle par choc,
et ceci jusqu'a I'entrée de la quantité transportable (quantité de mouvement) dans le volume de
contréle ou sa sortie du volume. De ceci découlent les équations de Navier-Stokes.

L'application de la deuxieme loi fondamentale de la dynamique appliquée a une particule fluide
en mouvement méne aux équations de conservation de quantité de mouvement ou équations de

Navier-Stokes.

Relativement a la figure (5-2), ci-dessous et sous forme conservative, elles peuvent étre données par:

Velocity y 4‘ YA
components

(7. + %:4 dy) drd: 1;” - e
i . 4 / ! T,
§ / 7 } e
’ ’ >
’ / ‘
’ / ‘
—» > i
pdydz — e |f o (L e (@) 6)
e > .+ 7wy Contrainte tangentielle Contrainte normale

&

Fig.5-2: Volume infinitésimal d'un fluide en mouvement

(Modele utilisé pour la dérivation des équations de quantité de mouvement)

a(pu) 0p . O0Tyy , OTyx 6rzx
+V.(puV) = —+ 2 ai + =2+ pf, (5-2a)
6(pv) _ a_p 0Tyy . 0Tyy = 0Tzy _
+V.(pvV) = e el el w1 (5-2b)
o(pw) 0Txz |, 0Tyz | 0Ty
pw + V. (pwV) = Z+ ;x + az 2z 4 of (5-2¢)
tels que;

fer fy, fz: composantes des forces de gravité par unité de masse;

dp Op dp,

—, —, —: forces de pression;

3%’ 3y’ 97 es de pres

T at

==X ... —ZZ: forces de surfaces;
dx 0z
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Les contraintes ( T,y, -.... Tzz), pour un fluide Newtonien sont liées linéairement aux taux de
déformation par I'intermédiaire de la viscosité dynamique du fluide, par les expressions

suivantes:

Ty = Tyx = “(g_z-l_g_:);fxz =T =G+ 5T =Ty = M(g_‘;-l_%) (53)

Tox = —2u(V. V) + 2u %) 1y = —2u(V. V) +2u (g—;); T, = —2u(V. V) + 2u(2)  (5-4)

Si les forces de gravité sont négligeable du systeme d'équations de quantité de mouvement, les
termes a gauche représentent le taux de variation local de la quantité de mouvement et son transport
par convection, et les termes a droite représentent le gradient de pression et le transport par

diffusion.
V-2-3) Equation de conservation de I'énergie

L'équation d'énergie peut étre obtenue par application du premier principe de la
thermodynamique a un élément de fluide en mouvement: le taux variation de I'énergie a l'intérieur de
I'élément du fluide est égale au flux net de chaleur dans I'élément plus le taux du travail sur I'élément
du fluide di aux forces de gravité et les forces de surfaces.

du _ dq + dw A=B+C

—_— —_— =

dt dt dt
Considérons toutes les forces de surfaces (pression plus contraintes tangentielles et normales)
montrées sur la figure (5-3) ci dessous.

AT dy)dxde

[ur, + %
h
g
1 /
| fie
4 : - - [up +222 du]dydz
4 K ur,, dxdy 'rh'
€ T I 1 ——> [wery, + {;:“J dx | dydz
wpdydz: ——p |! A - b
[ .
_________ o e o -
wr,, dy dz €—]| rd
dz e .
g, dy de well- S (q‘,.%. dx) dy &z
’ ur,, dx dz T~
’ [wr. + (x:f" dz ] dx dy

Fig.5-3: Flux d'énergie associés avec un élément de fluide en mouvement
(Modele utilisé pour la dérivation de I'équation d'énergie)

Le travail net sur I'élément de fluide est la somme des forces de surface dans toutes les directions (x, y
et z) plus les forces de gravité. Ce dernier peut étre donné par:
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[ (9up) | 9wp) | dWD)\ | duTxn) | O(uTyx) | A(uTy)]
( ox + dy + 0z ) + ox + oy + 0z
— d(vrxy) | 9(vryy) |, 3(vizy) 2 )
C = t— t 3y + = dxdydz + pf.Vdxdydz (5-5)
I(Wtyz) 4 (WTyZ) O(Wtzz)
+ dx + dy + 0z

Le flux de chaleur net dans le I'élément de fluide est d(i a deux sources, source de chaleur
volumétrique telle que I'absorption ou I'émission du rayonnement et a un transfert de chaleur a
travers les surfaces a cause des gradients de température (conduction thermique). Soient (g) est la
source volumétrique de chaleur par unité de masse et (q,, ), le flux de chaleur di a la conduction
thermique est donné par la loi de Fourier. Le flux net de chaleur dans I'élément de fluide est donné
par:

., 8 (, 0T a (, oT a (, dT
B=|pq+—(k3)+ - (k 5) +2 (k)] dxdydz (5-6)

Tel que; k représente la conductivité thermique [W/m.°C]

Considérons un milieu gazeux en mouvement. L'élément fluide dans ce cas a deux contribution
d'énergie: |I'énergie interne due au mouvement libre de ces molécules (e, par unité de masse) et une
énergie cinétique due au mouvement de translation de |'élément fluide, I'énergie cinétique par unité
de masse est donnée par (V?/2). Donc, I'énergie totale est donnée par (e+ V2/2). Finalement, la
variation temporelle de |'énergie totale par unité de masse est donnée par:

D v?
A=p o0 (e + 7) dxdydz (5-7)

La forme conservative de I'équation d'énergie peut étre donc donnée par:

0 +V2 Ly +V2 7l - ,+a<kaT)+a<kaT)+a<kaT)
ac[P\° T2 (P\ET ) TPI T ax \"ax) Tay\"ay) T 92\ 52

B <a(up) N d(vp) N 0(WP)> N 0(UTyxy) 4 0(utyy) N 0(UT,y)

0x dy 0z 0x ady 0z
0(vixy) | 0(vtyy) | 0(vTzy) | OWTyy) | A(WTyz) | O(wT,y) 2
+ o + 3y + P + P + % + p +pf.V (5-8)

Sous une autre formulation, le bilan net d’énergie thermique par unité de volume du fluide est donné

par:

Du e 2o TS —
pE =—divg — 7 ® gradV — pdivV (5-9
tels que;

—divg : Représente le bilan net du flux de chaleur se propageant par conduction: divg = —kV°T ;
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-7 ® gradV :est la dissipation visqueuse qui représente la vitesse de transformation irréversible de

I’énergie visqueuse (mécanique) en énergie thermique. Ce terme est toujours de signe (+) et peut étre
représenté par: (—% ® gradV = 1 P ); dans le cas d’un fluide newtonien, & est la fonction de

dissipation donnée par:

2 2 2 2 2 2 2
(au) oV [aw) U vV (au aw) v oW 200U oV ow
d =2/ —| +2 +2l —| +|—+—| +|—+—| +|—+—| - —+—+—
ox dy oz dy  ox dz  Ox dz  dy 3l ox dy oz

- p.divV : est 'augmentation par unité de volume de I'énergie interne de élément par des forces de

compression. |l représente la vitesse de transformation réversible de I’énergie de pression en énergie
thermique. Ce terme peut étre (-) ou (+), selon qu’il s’agit d’'une compression ou d’une expansion.
L’énergie interne (u ) peut étre considérée comme une fonction du volume spécifique v et de la

température T. Ainsi, on peut écrire (v=1/p), donc:

dﬁ:(a_?j dﬁ+(a—ﬁj ar
8v T 8T 5

v
Tels que;
ou u %)
(—uj =(C :estlachaleur spécifique a volume constant et comme : (a—bij :T(—pj -p
oT 5 v v T oT 5
Du DT dp Dv
=>p—=pC —+|T|==| —p|lp— 5-10
P Dt v Dt [ (aTl; p}p Dt (5-10)
tel que;
Db _ D(1\ — _1Dp __ . . : . .= 1 Dp DV _ 1 . =
DE Dt(ﬁ) YT et d’apres I’équation de continuité, divV = ;E :E— ;dzvV
L’équation du bilan thermique devient:
DT ..z == .o op .5
C —=—divg—-7T® gradV —pdivV —-|T| — | —p |divV (5-11)
vV Dt oT 5
Apres simplification:
c 2T _4vg-7® m&\?—T(a—p) divV (5-12)
vV Dt 1 8 oT v
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V-2-3-1) Hypothéses relatives au modeéle thermique

Dans la plupart des cas rencontrés dans la pratique a I’exception des transferts de chaleur dans les

lubrifiants ou de I'extrusion des plastiques, le terme de dissipation visqueuse I® grad\7 est
négligeable.

» Par ailleurs, si 'on considére que la conductivité thermique (/1) est indépendante de la

direction de I'’écoulement et de la température, I’équation (5-12) se simplifie en:

pC Ezsz—T(a—pj divV (5-13)
v Dr T ),
» Pour un gaz parfait a_p 2
ar ); T
pC E=ﬂLV2T—pdivV (5-14)
vV Dt

V-3) Concept de la couche limite

La figure (5-4) montre la distribution de la vitesse aux différentes stations a partir du bord d'entrée
d'une plaque plane horizontale. A partir de cette arréte, une région se développe dans |'écoulement et
ou les forces visqueuses ralentissent le mouvement du fluide.

.. - Région de L.
'« Région laminaire _’|+transition*|‘— Région de turbulence—=]
y

Alx

5 )
| .
A ﬁ Uo ’ | E DC D ( DSur‘face de ,i,
- | iSouscuucnevisqueuse la plagque 4.».»'\({
= S T B

= >
- 1

Fig.5-4: Ecoulement sur une plaque plane-Profiles de vitesse en couche limite
(laminaire, de transition et de turbulence)

Les forces visqueuses dépendent de la contrainte tangentielle donnée par:

r=u® (5-15)
dy
tels que;
W o aradient de vit
—: le gradien e vitesse
dy &

w:la viscosité dynamique
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La région de |'écoulement prés de la paroi (surface de la plague) ol la vitesse du fluide diminue
par les forces visqueuses est appelée couche limite, Ludwing Prandtl (1905). La distance verticale a
partir de la surface de la plaque jusqu'a la vitesse atteint (99%) de celle du courant libre, désigne
I'épaisseur de la couche limite ().

Fig.5-5: Couche limite au voisinage d'une paroi solide

Au début, le régime d'écoulement dans la couche limite est complétement laminaire.
L'épaisseur de la couche limite augmente en fonction de la distance (x). A une distance critique (x.),
les effets d'inertie deviennent suffisamment grands comparés aux forces visqueuses, une région de
transition (du régime laminaire vers le régime turbulent), se développe. Dans la région de turbulence,
des morceaux macroscopiques de fluide se déplacent avec les lignes de courant, en transportant
efficacement I'énergie thermique et la quantité de mouvement.

Le parametre adimensionnel qui relie quantitativement les forces visqueuses et inertielles et dont sa
valeur détermine la transition du régime laminaire vers le régime turbulent est le nombre de Reynolds
(Rey) donné par:

— PUox _ UoX -
Re, =5 =2 (5-16)

tels que;

U,: La vitesse du courant libre

x: La distance a partir du bord

v = (u/p): La viscosité cinématique du fluide
p: La densité du fluide

La distance (xc) a partir du bord de la plaque jusqu'a I'apparition de la région de transition est donnée
par:

Re,v
. (5-17)

X, =
V-4) Développement de I'équation d'hydrodynamique sur une plaque plane verticale en convection
naturelle

La convection naturelle résulte du mouvement du fluide engendré par la variation de la
densité. Par exemple, I'air en contact avec une surface chaude s'échauffe, sa densité diminue et en

présence de la gravité, il monte vers le haut due a la flottabilité en laissant un vide. L'air froid du milieu

environnant se déplace pour remplir ce vide et un courant d'air ascendant s'établit.
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Fig.5-6: Plaque plane verticale: distribution de vitesse et de température
La force conductrice ou motrice en convection libre est I'action de la flottabilité ou la poussée
d'Archimede. Considérons le panneau (de fluide) représenté sur la figure ci-dessus, parallelement a la
plaque plane verticale. Lorsque le fluide est en mouvement, en plus des forces de flottabilité (poussée
d'Archimede), il y a les forces de pression et celles de frottement. En régime stationnaire (permanent),

les forces totales agissant sur I'élément de volume (dxdydz) sont données comme suit:

1. Lesforces dle au gradient de pression:

9 9
pdydz — <p 4 a—i dx) dydz = — £ dxdydz

2. Le poids de I'élément de volume (dxdydz):
dP = —gpdxdydz
3. Les forces de cisaillement(de frottement) dlie au gradient de vitesse:

ou

0Tyy 0%u
—Tyxdxdz + | Tyy + ——dy | dxdz = ua—yzdxdydz, (Tyx = H@

dy

4. Le taux de variation de la quantité de mouvement de I'écoulement de fluide est donné par:

pdxdydz [ua—u + va—u]
0x dy
Par application de la seconde loi de Newton sur |'élément de fluide, il en résulte:
ou  Ou op 0%u
pdxdydz [ua + v@] = —adxdydz + ,ua—yzdxdydz — gpdxdydz
=p uZ—Z+vZ—§] = —Z—z+uzi;—pg

On suppose qu'a chaque hauteur la pression est uniforme et le fluide non chauffé loin de la paroi de

P . , d L s .
plague est en équilibre hydrostatique, par consequent:(ﬁ = —p,g) d'ou, I'équation du mouvement

devient:

ou ou 0%u
=p [ua+vg] =9(po—p)+uy;

52



Pour les fluides incompressibles, on suppose que la densité est seulement fonction de la
température mais, pour les gaz, on suppose que la dimension verticale (dx) de I'élément considéré est
petite de telle sorte que la densité hydrostatique (po) est constante (Hypothése de Boussinesq). Avec
ces hypotheses, le terme de flottabilité peut étre écrit sous la forme suivante:

9(po—p) = —gpB(To —T)

- . . . e 10 .
tel que (B) est le coefficient de dilatation thermique défini par:f = —;£ , pour les gaz idéal,
P

B=1/To). Finalement, I'équation du mouvement pour la convection naturelle est donnée par:

ou ou 9%u
U,a-l—va—gﬁ(T—To)i-VW (5-18)

V-5) Solution analytique d'un écoulement de couche limite en régime laminaire sur une plaque
plane en convection forcée

A partir des corrélations expérimentales de transfert de chaleur par convection forcée, il a été trouvé

gue le nombre de Nusselt dépend des deux nombres adimensionnels, le nombre de Reynolds et celui

de Prandtl tel que:
Nu = ¢(Re).y(Pr) (5-19)

Les relations fonctionnelles 0(Re) et y(Pr), seront déterminées analytiquement. Premiérement,
on doit considérer le cas de la couche limite laminaire qui est susceptible a des méthodes de solution
exacte et approximative. Pour déterminer le coefficient d'échange de chaleur par convection (h) et le
coefficient de frottement pour un écoulement incompressible sur une plaque plane, les équations de
conservation (continuité, quantité de mouvement et d'énergie) doivent étre satisfaisantes
simultanément.

(ou N av
ox 9y
ou N ou op N 0%u
U—+v—=—— —
dx dy ox ' H dy?

6T+ oT  0%u & _ 29
" ox ”ay_“ayz ( )

0 (5—20)

N

(5-21)

Pour résoudre ces équations, on suppose la fonction du courant y(x, y) qui satisfera automatiquement

I'équation de continuité, de telle sorte que:

oy oy
u—ayetv— —

En introduisant une nouvelle variable (1), telle que:

U,
n=y/ﬁ
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On peut exprimer la fonction y(x, y) par:

= V. xUp. f(1)

Telle que (M), représente une fonction adimensionnelle de courant. Les composantes de vitesse

deviennent:

( 01!) _0y on d[f ()]

Iu = Uo.

4 617 9y dn

d[f(m)]
_ - VUO _

[v-— ax = ez { A

En exprimant ( —u Z—; et ) en fonction de (1) et on les introduit dans I'équation de quantité

éme

de mouvement, on peut obtenir I'équation différentielle ordinaire non linéaire de 3™ ordre suivante:

£ ). Ll 4 22U — (5-23)
Cette équation peut étre résolue relativement aux trois conditions aux limites suivantes:
{077 =0:f(n) =0
oy 0 WO _
-
Y d[j;;n)] _q
Soit (9), I'épaisseur de la couche limite hydrodynamique ou (u=99%U):
5= JSRLX (5-24)

telle que;(R,, = L=

De la solution numérique de (5-23), (u/ U0=f(y\/R_ex/x), la force de cisaillement a la paroi (y=0) peut

étre obtenue a partir du gradient de vitesse. Cette derniére, représente dans ce cas, la pente de la

courbe (u/ U0=f(y\/R_ex/x), elle est donnée par:
d(u/Uy)

00 /xRl _,

Par conséquent, le gradient de vitesse en fonction de (x), est donné par:

= 0.332

ou U,
— =0.332—R,,
dy y=0 X
La contrainte tangentielle par unité de surface est donnée dans ce cas par:
ou UO
= U— = 0.332u—R 5-25
TS .Ll ay y=0 ‘Ll x ex ( )

En divisant les deux membres de I'équation (5-25) par (la vitesse de pression), le terme (pUZ2/2), on

peut obtenir le coefficient adimensionnel local de frottement:

c Ty 0.664
fx = on /2 VRey

(5-26)
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Le coefficient moyen de frottement est obtenu en intégrant I'équation (5-26) entre x=0 et x=L:

~ _ 1L _ u
Cf = zfo Cfxdx = 1.33 ’m (5-27)

Remarques

On peut obtenir des résultats significatifs en comparant les deux équations, celle d'énergie
(5-22) et celle de la quantité de mouvement (5-21). En effet, u(x, y) est aussi une solution pour la
distribution de la température T(x, y) si (v=0) et si la température de la plaque (Ts) est constante. Si on
utilise la température de la surface (Ts) comme donnée de référence et en réécrivant la variable de

gauche de (5-22) sous la forme de (T-Ts)/(To-Ts), ensuite, les conditions aux limites sont données par:

T—T u
TO_TSZOEtU—OZO
T —Ts u
TO_TS=1€tU—O=1

ay =0:

kc‘] y — oo

To: est la température du courant libre (fluide environnant). La condition imposée (v=0) correspond a

un nombre de Prandtl égal a I'unité depuis que ( Pr = C,. u/k = v/a).

— Pour (Pr=1), la distribution de la vitesse est similaire a celle de la température. Physiquement, le
transfert de quantité de mouvement est analogue au transfert thermique lorsque (Pr=1). Les
propriétés physiques de la majorité des gaz correspondent au nombre de Prandtl; Pr=(0,6+1) donc,
I'analogie est satisfaisante.

— Selon les calculs de Pohlhausen, la relation entre les épaisseurs des couches limites
hydrodynamique et thermique est approximativement:(§/8:, = Pri/3),

— Pour une plague plane de largeur (b) et de longueur (L):

1. Le taux total de transfert de chaleur est donné par:
1 4
q = 0,664RZ Pr3b(Ts — Tp)
2. Le coefficient local d'échange de chaleur par convection est donné par:

1
3

1
. L
hex = 0,3325RZ Pr

3. Le nombre local de Nusselt est donné par:

1
Nu, = 0,332R; Pr

1
3
4. Le nombre moyen de Nusselt est donné par:

o 1
Nu; = 0,664R§xPr§
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V-6) Nombres adimensionnels

Le nombre de Nusselt

C'est un coefficient adimensionnel d'échange de chaleur, il représente le rapport du transfert de
chaleur par convection a celui par conduction dans une couche de fluide d'épaisseur (L). La forme

adimensionnelle appropriée de ce parametre (h) est le nombre de Nusselt (Nu) défini par:
el
ky

Nu = (5-28)

A partir de la valeur locale de Nusselt, on peut premiérement, obtenir la valeur locale (h.) et ensuite, la
valeur moyenne du coefficient du transfert de chaleur par convection (h,) et une valeur moyenne du

nombre de Nusselt (N, ).

—— Rl
NuL = k_f = f(ReL,PT') (5-29)

Le nombre de Prandtl
Il représente le rapport de la diffusivité moléculaire due a la quantité de mouvement par la diffusivité
thermique, il est donné par:

v

pr="2t=2 (5-30)
Le nombre de Reynolds

Il représente le rapport des forces d'inertie aux forces visqueuses, il est donné par:

R, =%t (5-31)

er, v
Le nombre de Grashof
Il représente le rapport des forces de flottabilité aux forces de viscosité, il est donné par:

_ 3
Gr, = g.ﬁ.(TiZTO).L

(5-32)
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V-7) Corrélations empiriques
V-7-1) Corrélations empiriques en convection libre

Les résultats expérimentaux relatifs au transfert de chaleur par convection naturelle, peuvent étre

corrélés par des expressions de type: Nu = ¢(Gr).y(Pr) = C.(Gr.Pr)™. Atitre d'exemples, on peut

citer:
1. Plaques et cylindres verticales:
—  Pour 10°<(Gr.Pr)<10°=Nu=0,59.(Gr.Pr)**;
—  Pour 10°<(Gr.Pr)<10*=Nu=0,021.(Gr.Pr)**
2. Cylindres horizontaux:
—  Pour 10°%<(Gr.Pr)<10°=Nu=1,02.(Gr.Pr)***;
—  Pour 10%(Gr.Pr)<10*=Nu=0,85.(Gr.Pr)" %
3. Spheres de diametre (D):
—  Pour 1<(Gr <10°=Nup = 2 + 0,392. (Grp)*?°
V-7-2) Corrélations empiriques en convection forcée
1. Ecoulement sur un plan
— Ecoulement turbulent:
Nu, = 0,035.R2’L8.Pr1/3,p0ur Re >5.10%et Pr > 0,5
— Ecoulement laminaire:
Nu,, = 0,628.R)°. Pr'/3, pour Re < 5.10% et 0,5 < Pr < 10
2. Conduits et tubes
Nuj, = 0,023.Rg>. Pr™, pour 0,5 < Pr < 120; 6000 < R, < 107et (L/D) > 60
n=0,4 en cas de chauffage et n=0,3 en cas de refroidissement.
3. Conduits non circulaire

Nupy = Nuc[1 +{0,8.(D;/Dg)~*€}15]H/15
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Exercice 1
Dans un cylindre de 2,8cm de diamétre et de 3m de long circule de I'air 3 la température de 195°C. Le
cylindre maintenu a la température de 25°C, recoit un flux de chaleur égal &8 5500W.

1. Déterminer le coefficient de I'échange de chaleur par convection (h).

2. Déduire le nombre de Nusselt de I'écoulement sachant que: k = 0,026 W/m.°C.

3. Calculer le nombre de Reynolds de I'écoulement |

A 0=5,5kW Te=25°C
en admettant que: Nu =O,023Reo’8 PrO’ ; _’—> o 4_\ _____________________________
—> D=2,8cm
si le nombre de Prandtl est égal a 0,73. . v
T.ir=195°C |

Solution

— Le coefficient de I'échange de chaleur par convection (h):

¢
¢=hS.(T;-T,) ®h=———=;S=mD.L
S.(T; —Ty,)
5500W
A - = 122,6 ——
S.(T;-T,) m28.1072m.3m.(195 — 25)C m2.C
— Le nombre de Nusselt (Nu):
h.d 122,67-.2,8.107%m
Nu = = el = 132,03
k 0,026
Le nombre de Reynolds (Re):
0,8 Nu
Nu=0,023.R® P"* <R, = | —————
< ‘ 0,023.P>*
S L 32 sgagi 64
¢ [0023.P%* " ]0,023.(0,73)%% ’
Exercice 2

Le pare-brise (e=4mm, k=1,38 W/m.°K) d'une automobile est dégivré (en éliminant la glace
accumulée a l'intérieur) en passant de l'air chaud (Ti=40°C, h;=30 W/m2.°K). Les conditions
extérieures sont telles que T.=-10°C, h.=65 W/m?.°K. On demande de calculer les températures de

surface de pare-brise (Tppi €t Tppe)?, (0°C=273K).

Solution T Ry R Rs
T=40°C AN AN NANANA T

R, = L,' hi=30 W/m>K Too Tone

h;.S ! .

e
Rz —_ E ),

1
Ry = he.S; e=4mm
b = Ti — Ty _ Typi — Tppe _ Type — Te

R, R, R3
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¢ T, —T, (313 — 263)K

Q= E = 1 5 1 = 1 n 0,004m 1 = 968,68 I/I//Tn2
» + T + = 30 W/m2K = 1,38W/mK’ 65 W/m2.K
l e
Ti = Typi ® 968,68 W /m?
=———— =T, =Ti—— =313k —— = 280,7K = 7,7°C
¢ T pbi = 1i T, 30 W/m?.K
h;
Tope — T, 968,68 W /m?
pbe e % )
=———— 2T e =T, +—=263K+———— = 2779K = 4,9°C
1 pbe = fe + - T e W/mz K
h
Exercice 3

Une plaque mince d'une longueur de 3m et d'une largeur de 1,5m est sous I'effet d'un écoulement
d'air a la vitesse de 2,0m/s et de température de 20°C, dans la direction longitudinale.
La température des surfaces de la plaque est de 84°C. Il est demandé de calculer:

1. Le coefficient d'échange de la chaleur par convection suivant la longueur (pour Pr=0,71);

2. Le flux de chaleur transmis par la plaque a l'air.

Les caractéristiques de I'air a 20°C sont:

p=1,175 kg/m>, 1=1,8.10" kg/m.s, k=0,026 W/m.°K et C,=1006 J/kg.’K.
Solution

1. Le coefficient d'échange de chaleur par convection h:

— La nature de I'écoulement:

_ pLU _ 1,175kg/m>.3m.2,0m/s
" u  1,80.1075kg/m.s

= 391666,67 < 500.000

=le régime est donc laminaire, on applique dans ce cas:
hL 05 1033 0,66.Re®>. Pro33 k
Nu=T=0,66.Re'.Pr' = h = I

B = 0,66.(391666,67)%°.(0,71)%32.0,026 W /m.K
N 3m

= 3,1972 W /m%.K

2. Le flux de chaleur transmis par la plaque (cette derniére posseéde deux parois, inférieure et

supérieure) a l'air est donné par:

¢ =2.h.S.(T, — T,) = 2.3,1972 W/m?K. (3.1,5)m?. (357 — 293)K = 1841,587 W

Exercice 4
Il est demandé de calculer la quantité de chaleur transmise par le passage d'une eau qui se déplace
d'une maniere forcée dans un serpentin constitué d'un tube de 20mm de diametre. Le débit de
I'eau est de 0,28 kg/s et sa température est de 120°C. La température de la paroi interne de la
conduite dont la longueur est de 4 m est considérée constante et égale a 95°C.
Les caractéristiques de I'eau a 120°C sont:

p=945,3 kg/m°, 1=2,34.10* kg/m.s, k=0,68 W/m.°K et C,=4250 J/kg.’K.
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Solution

i 14 i . N A A A AN
1. Le coefficient d'échange de chaleur par convection h: Teosec |1 LT a=0,28 kefs
— J Y Y —
— La nature de I'écoulement:
pUD
R, = P "
Q 0,28 kg/s
Q=p.SSU=U-= = 0,943m/s

0.5 9453kg/m3.7(0,01)2m?
_ pUD _ 945,3kg/m®.0,943m/s.0,02m

R
¢ U 2,34.10~*kg/m.s

= 76189,56 > 2300

= Le régime d'écoulement est donc turbulent, pour calculer h, on doit appliquer la relation de
Colburn, mais pour cela on doit vérifier d'abord que: % > 60,1000 < R, < 120000 et P. > 0,7

v" 10000<Re<120000;

v L= 1n
D 0,02m

= 200 > 60;

v p = mCp 23410 *kg/m.s.4250]/kg.K
r k 0,685 W/m.K

hD 08 1033 0,023.Re%8. Pro33 k

Nu=—=0,023.Re”°.Pr°°° = h =

k D

. 0,023.(76189,56)°8. (1,45)%33.0,685W /m. K
B 0,02m

2. Le flux de chaleur transmis par I'eau (a la paroi intérieure de tube) est donné par:
¢ = h.S.(T, - T,) = h.nDL.(T, — T,) = 7164,01 W /m?K.m. (0,02.4)m?. (393 — 368)K
¢ = 45,012kW

=1,45>0,7

= 7164,01 W/m?.K
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Chapitre VI: Rayonnement thermique

VI-1) Principe de transfert de chaleur par rayonnement

C'est un mode d'échange de chaleur (d'énergie) sous forme d'ondes électromagnétiques selon
la loi de Planck (E=h.v, tels que: v est la fréquence d'onde associée et h=6,62.10>".s est la constante
de Planck). Donc, il ne nécessite aucun support matériel, il est analogue a la propagation de la lumiere.
Il se propage de maniere rectiligne a la vitesse de la lumiere (C=3.10% m/s). Le rayonnement thermique
émis par les corps, se situé entre des longueurs d'ondes de 0,1 um a 100 um. Pratiquement, les trois
modes de transfert de chaleur coexisteront. Mais, ce mode de transfert devient prépondérant a des
températures supérieurs aux températures ordinaires. Généralement, tous les corps (solides, liquides
et gazeux) émettent un rayonnement de nature électromagnétique. On peut citer que, le vide et les
gaz simples comme (O,, H, et N,) représentent des milieux parfaitement transparents mais, les gaz
composés comme (CO,, H,0, CO et CHy) et certaines liquides et solides comme (les verres et les
polymeéres) sont partiellement transparents. La majorité des solides et des liquides sont des corps

opaques puisque ils stoppent la propagation du rayonnement juste au niveau de leur surfaces.

VI-2) Définitions préliminaires

Les grandeurs physiques seront désignées selon la composition spectrale ou la distribution spatiale du

rayonnement:

— Grandeur totale: elle est relative a I'ensemble du spectre;

— Grandeur monochromatique: elle concerne seulement un intervalle spectral étroit (dA), autour
d'une longueur d'onde (A);

— Grandeur hémisphérique: elle est relative a I'ensemble des directions de I'espace;

— Grandeur directionnelle: elle caractérise une direction donnée de la propagation.
Pendant |'étude de I'équilibre thermique d'un systeme , tout corps doit étre considéré comme:

— Emetteur: s'il envoi un rayonnement lié a sa température (sauf s'il est parfaitement transparent);

— Récepteur: s'il recoit des rayonnements émis ou réfléchis et diffusés par les corps qui I'entourent.

— Corps opaque: c'est un corps qui ne transmet aucun rayonnement a travers lui-méme, il stoppe la
propagation de tout rayonnement deés sa surface, il se réchauffe par I'absorption du rayonnement;

— Corps transparent: c'est un corps qui transmet tout le rayonnement incident;

— Corps noir: est celui qui absorbe toutes les radiations qu'il recoit , il est caractérisé par un pouvoir
absorbant (o;1=1). Tous les corps noirs rayonnent de la méme maniere a la méme température, le

corps noir rayonne plus qu'un corps non noir.
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Corps gris: est celui dont le pouvoir absorbant (o7) est indépendant de la longueur d'onde (A), il
est caractérisé par (opr=0tr). Un corps gris a haute température pour (A<3um, soleil), un corps gris
a basse température pour (A>3um, atmosphére).

Angle solide: I'angle solide élémentaire (dQ2) sous lequel est vu, d'un point (O), le contour d'une
petite surface (ds, assimilé a une surface plane) est donné par:

dQ = dscosa /1? (6-1)

Fig.6-1: Représentation schématique d'un angle solide

Le flux envoyé par une surface (s) sous un angle solide élémentaire (dQ2), entourant la direction
(Ox) est désigné par (d@y).
Le flux d'une source (@), c'est la puissance rayonnée par une surface (s) dans tout I'espace qui

I'entoure sur toutes les longueurs d'ondes et est donné par:

o =] de=][, doy W] (6-2)
Le flux envoyé par un élément de surface (ds) sous un angle solide élémentaire (dQ2) est désigné
par (d’g);
Le flux envoyé dans tout I'espace par une surface élémentaire (ds) est désigné par (do) et il est

donné par:

do = [, d*¢ (6-3)
Emittance énergétique monochromatique: I'émittance monochromatique d'une source a la
température (T) est donnée par:

Myr = doft/dsd2; [(W/m?] (6-4)
Tels que; d(p/{p’d’l: est le flux d'énergie émis entre les deux longueurs d'ondes (A) et (A+dA)

Emittance énergétique totale: c'est |la densité de flux émise par la surface élémentaire (ds) sur

tout le spectre des longueurs d'ondes, elle est donnée par:
A:
My = [2° MyrdA = do/ds; [W/m’]  (6-5)
Intensité énergétique dans une direction: c'est le flux par unité d'angle solide émis par une

surface (ds) sous un angle solide (d€2) entourant la direction (Ox), elle est donnée par:

Iy = d*g,/dQ (6-6)
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— Luminance énergétique dans une direction: c'est l'intensité énergétique dans la direction (Ox) par

unité de surface émittrice apparente (la projection de la surface (s) sur le plan (L) a Ox), elle est

donnée par: _
L, =1,/ds, = I,/dscosa = d?¢, /dQdscosa (6-7) ds'/ 7
:| o
Y Ox
Fig.6-2: Schéma montrant la luminance
— Eclairement (relatif & un récepteur): d'un élément de surface ds.

C'est le flux regu par unité de surface réceptrice, en provenance de I'ensemble des directions
(= emittance).
VI-3) Processus de réception d'un rayonnement par un corps

Un point matériel chauffé émet un rayonnement électromagnétique dans toutes les directions
situées d’'un méme coté du plan tangent au point matériel. Lorsque ce rayonnement frappe un corps
quelconque, une partie de cette énergie peut €tre réfléchie, une autre transmise a travers le corps, et
le reste est quantitativement absorbée sous forme de chaleur. (a2 mettre dans le chapitre
correspondant).

Lorsque un rayonnement incident d'énergie (¢,) frappe un corps (C) a la température (T)

Pr-PaTs Réfléchi \\\
N 215 inciden

— Une partie de I'énergie (@;.par) est réfléchie par la surface (S)

(voir figure ci-contre), on remarque que:

@). ayr; Absorbé
du corps; Corpsa T

. ' . .
— Une partie de I'énergie (9,.0,.1) est absorbée par le corps 0. 1 Transmis

en lui échauffant; Fig.6-3: Processus de réception d'un rayonnement par un corps

— Lereste de I'énergie (@,.Ta7) est transmise en continuant le chemin.

Tel que;

Yr = Pa-Par T @a- T + P Tyr (6-8)
d'ou

par toar + Thr =1 (6-9)

qui représentent respectivement; le pouvoir monochromatique réfléchissant (par), le pouvoir
monochromatique absorbant (o)1) et le pouvoir monochromatique de transmittance (7). Ces
pouvoirs sont fonctions de la nature du corps, son épaisseur, sa température (T), de la longueur

d'onde (A), du rayonnement incident et de I'angle d'incidence.
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VI-4) Lois du rayonnement
VI-4-1) Loi de Lambert

7
L'intensité énergétique dans une direction (J), est donnée par: }5 ;

Is = I,.cos6 (6-10)

Fig.6-4: Schéma montrant l'intensité énergétique
dans une direction donnée

Lorsque un corps suit la loi de Lambert, I'emittance est proportionnelle a la luminance:
M =m.L; [W/m?] (6-11)
VI-4-2) Loi Kirchoff
L'emittance monochromatique de tout corps est égale au produit de son pouvoir absorbant
monochromatique (oy1) par I'emittance monochromatique du corps noir a la méme température:
Mr = ayr. Mosr; [W/m’] (6-12)
Tel que; My 7: est I'emittance monochromatique du corps noir.
L'emittance totale (M) d'un corps gris a la température (T) est égale au produit de son pouvoir
absorbant (oi7) par I'emittance totale (Mor) du corps noir a la méme température.
VI-4-3) Loi de Planck
L'emittance monochromatique du corps noir dépend seulement de la longueur d'onde (A) et de la

température (T):

C1

do N
Ey = 2 = ——— [W/m’.um™] (6-13)
$ /15(eﬁ—1>
Tels que;

(T: température en Kelvin;
| A:longueur d'onde en uym
C, = 2mhc? = 3,74.108W. u*.m™2, c’estla constante de Planck
C, = hc/k = 14400 u. K,  k:constante de stefan — Boltzmann
c: vitesse de la lumiére (c = 3.108m/s)

Remarques
1. Dans le domaine visible (petites longueurs d'ondes)
et >> 1, d'o By = M0y = C,A~5e 7
2. Dans le lointain domaine infrarouge (grandes longueurs d'ondes), le développement
de (eg_%), permet d'exprimer (M,{),T) par:

Ey =M}y = GT/Cy A*
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VI-4-4) Lois de Wien

VI-4-4-1) Premiére loi de Wien

La premiere loi de Wien permet d'exprimer ou d'évaluer les longueurs d'ondes correspondantes a
I'émittance monochromatique maximale (pour laquelle le rayonnement est maximal) en fonction

de la température. Pour sa dérivation, il suffit d'annuler la dérivée de I'émittance:

dMpr _ _ 2898, ]
i =0 An = =—; [um] (6-14)
Remarque

— Alatempérature ambiante (T=300K, A,=9,61m), un corps émet le rayonnement infrarouge de
grandes longueurs d'ondes qui nous entoure mais non visible a notre ceil [(0,36+0,75) um];

— Alatempérature du soleil (T=5790K, A,,=0,5um, rayonnement maximal), c'est le jaune visible
pour laquelle notre ceil a une efficacité lumineuse maximale

VI-4-4-2) Deuxiéme loi de Wien

Cette loi exprime la valeur de I'émittance monochromatique maximale, il suffit qu'on remplace

(Am) par sa valeur dans la loi de Planck pour obtenir:

M}y =B.T® (6-15)

Avec, B=1,287.10°W.m>.K” et T en Kelvin

VI-4-5) Loi de Stefan-Boltzmann

Elle donne I'emittance totale du corps noir, avec la sommation de toutes les émittances

monochromatiques pour toutes les longueurs d'ondes ou l'intégration de:
d(p o o
E=—-=[ ExdA=M°"=["MrdA=0.T* [W/m’] (6-15)

Tel que : ($=5,67.10'8 [W/mZ.K4], la constante de Stefan-Boltzmann
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Exercice 1

Dans un tube cylindrique en cuivre de 75cm de longueur,

de 1,5cm de diamétre et de (1/8)mm d'épaisseur(Re-Ri=e; Re+R=D)

circule un courant électrique de 140A. La résistivité du cuivre(p=1,7puQcm).

1. Quelle est la puissance dissipée par effet Joule?.

2. Cette énergie est rayonnée par la surface extérieure du tube a la température de 683°K.

Calculer le facteur d'émission total hémisphérique du cuivre.

(La constante de Stefan-Boltzmann: ¢ =5,67.10 *W/m?.°k*)

Solution

1. La puissance dissipée par effet Joule:

P=RI*;
R=p.£;
S

s=n.R: —m.R’ =7m(R, —R,)(R, +R.);

R—R =¢; R +R =D

=s=xDe

0,75m

=1,7.10"°Qm =2,16.10"Q

z.D.e 7.1,5.107.1,25.10*m*

R=p

P=2,16.107.(140)°=42,336 W
2. Le facteur d'émission total hémisphérique du cuivre:

Exercice 2

; S=m.D.L

P=®=c0ST'=¢= T

cST
P 42 336

€= i 3 ) 3
ox.D.LT" 567.10°.7.1,5.107°.0,75.683

b

Pour chauffer une piéce d'un appartement, on se sert d'un radiateur cylindrique de 2,5cm de

diametre et de 60cm de longueur. Ce radiateur rayonne comme un corps noir et émet une

puissance de 1,5kW:

1.

2
3.
4

Calculer sa température;
Calculer la longueur d'onde pour laguelle sa luminance est maximale;
quelle devrait -étre sa température pour que cette longueur d'onde soit 2,3um?

Quelle serait alors sa puissance dégagée?

66



Solution
d=0,025m; L=0,60m; P=¢p=1500W.
1. Calcul de la température:

0.8 \1567.10°2.2,5.102.60.107
2. Longueur d'onde pour laquelle la luminance est maximale:

p=e0ST* :>T=‘§/ / _i/ 1500 =865,6'K

p=MS=nLS=0cT'S=L=2T"=c"T" = f(1°);
V4

Pour que L soit maximale = A4, T =2898 & T = ﬂ = 3,348 um
865,599
3. Am se déplace avec la température, la 1°® loi de Wien est aussi appelée loi de déplacement,

pour Ap=2um: =T :% =1260°K

9

4. Lla puissance dégagée a cette température:
P=¢=£0.5T"=15,67.10°7.25.107.60.107.(1260)* =6734515W .

Exercice 3

Une surface de 2 cm? rayonne comme un corps noir a la température de 1500°C.
Calculer :
1. La puissance totale rayonnée dans I'espace;
2. Saluminance énergétique;
3. Lalongueur d'onde pour laquelle le rayonnement est maximal.
Solution
1. La puissance totale rayonnée dans l'espace:
¢ =M>2S=0.T*"S=567.10"8W/m2K*. (1773)*K*.2.10"*m? = 112,06W = P
2. Laluminance énergétique:

o.T* _ 5,67. 1078w /m?K*. (1773)*K*
s

MY =m.L% =0.T*= L} = =1,78.10°W /m?sr

3. Lalongueur d'onde (A) pour laquelle, le rayonnement est maximale:
Am = 2898/T = 2898/1773 = 1,6345um
Exercice 4
Une lampe de 75W est alimentée sous 220V. Elle est constituée d'un filament de tungsténe
placé au centre d'une ampoule sphérique de 6cm de diameétre a l'intérieure de laquelle on fait
le vide. Pour que la lumiére soit assez blanche, il est nécessaire que la température du filament
soit de 2500°K. Déterminer le diamétre et la longueur du filament si le facteur d'émission total

hémisphérique du tungstene est de 0,3, la résistivité du tungstene est p=88u€2cm.
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Solution

La puissance dissipée par rayonnement est donnée par:

¢ =M. S =P, (P=75W)

L'émittance M+ du filament est donnée par:

My =¢.0.T*

Tels que; € est le facteur d'émission total hémisphérique (€=0,3); ¢ est la constante de Boltzmann
(6=5,67.10 [W/m*.K*")

M7 = 0,3.5,67.1078 [W/m?.K*]. (2500)*K* = 6,6445.10°W/m?

La surface extérieure (latérale) du filament est donnée par:

S =mnDL

= P = M;.nDL & DL = — = oY —3,6.10 5m? (1)
Mr.t 17.6,6445.10°W/m

D'autre part, la résistance électrique du filament est donnée par:

vz (220)?
po Vo (220)

p T 645,330
R:pé:p_n;z“:% #=§=%=5,76.108m‘1 (2)
% B % =07= 53,'76%(;?-21 = 0,625.10"%*m* = D = 1/0,625.107%m? = 3,97.10"°m
3,6.107°m? _ 3,6.10"°m?

De(1):DL =3,6.10"m? = L = = 0,907 =~ 0,90 m

D ©3,97.10~5m

Exercice 5

Dans un tube en acier, de résistivité électrique 71u€2, de 85cm de longueur, de 1,5cm de diametre

extérieur et de 0,15mm d’épaisseur circule un courant électrique de 150 Ampeéres.

Ce tube est entouré d’un cylindre de verre ayant le méme axe, de 5cm de diametre et de faible

épaisseur a l'intérieur duquel on fait le vide. La température de la surface de tube d’acier est de

1389°K, la constante de Stefan-Boltzmann 6 =5,67.10°% W/m?2.°k".

1. Toute la puissance dissipée par effet Joule étant rayonnée, quel est le facteur d’émission total
hémisphérique de la surface de tube d’acier(&,).

2. Lachaleur absorbée par le cylindre en verre est P,=2312W, un quart(1/3) de cette quantité est
dissipée par rayonnement vers le milieu ambiant, quelle sera la température du tube en verre,
en supposant que son facteur d’émission total hémisphérique dans ces conditions est de

€,=0,85.
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Solution
— Facteur d'émission total hémisphérique de tube d'acier (&,):
P=¢,0T*.S, =R.I*S, =nd.L

L
R=p.Sr=m (R2—R?) =mn.(R, —R).(R, +R)) ~m.e.d

R = p— =71.10-°0 0.85m = 0,085Q ~ 0,10
—Pe T M 15.1074m. 1,5.10-2m =
R.I? 0,10.(1504)2

—e, = = 0,2661

o.T4mdl  567.10-8 W/m2.K*4(1389)*1.1,5.10~2m.0,85m
— Température de cylindre en verre:

PU = 4'£U'O-'T1;1-'SLCU; SLCU =mn.D.L

. P, 4 2312W
T, = = 547,453K

4e,0mD.L 408556710 — 8 W/mZ K*r.5.10-2m. 0,85m

Exercice 6
Considérons un disque placé dans le vide, sa surface est normale au rayonnement solaire.
La température ambiante est de 35°C.
1. On suppose les deux faces du disque noircies. L'une d'elle exposée au soleil recoit
3,5 cal/mn.cm? de chaleur rayonnée a partir du soleil. Quelle est la température du
disque?
2. La face non exposée au rayonnement est parfaitement argentée (€ négligeable).
Quelle est la nouvelle température?
Solution

— L'éclairement du disque est donc:

E =35 cal =3,5 4185/ = 2,44.103W /m?
T " min.em? 77 60s.10*m2 0 T /m

=>Comme le disque rayonne par ses deux faces, nous avons a I'équilibre thermique:

— 0 _ 4 _ 4 E _ 4 2,44.103W/m? _
E=2M)=20T*=T= /ﬁ = \/2.5,67_10_8W/m2.K4 = 383,045K

— Sila face opposée avait au contraire, un facteur d'émission tres petit, le disque ne rayonnerait que

par l'autre face donc:

T = ‘i/é = 4\/ 24410W/m?___ 455 4615K

5,67.10—8 W/mZ2.K#
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Exercice 7
Calculez I'émittance monochromatique d'un filament de tungsténe a la température de 1403K et a
la longueur d'onde ou elle est maximale et a (An=4,5um). On assumera que le rayonnement se
réalise dans le vide.
Solution
— D'apreés la premiere loi de Wien:
Am = 2898/T = 2898/1403 = 2,065um
— D'apreés la deuxieme loi de Wien:
Mfm,r =B.T°=1,287.10"W.m 3. p"1.K>. (1403)°K® ~ 7.10°W.m™3
— Pour (An=4,5um), on applique la loi de Planck:

M = —2—;

15<eﬁ—1>
T:température en Kelvin;
A:longueur d'onde en um;
C, = 374,15.10718W.m?;
C, = 14,388.103m.K;

0 374,15.10718W. m? o
M) = =2,3.10" W/m

14,388.10"3m.K
(4,5.107%m)5 | e+51070m1403k — ]

Tels que;

Remarque
La deuxiéme loi de Wien s'applique seulement pour (A,,), mais pour calculer |'émittance a (A)

qguelconque, on applique la loi de Planck.
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