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Préface

Ce cours a destination des étudiants de deuxiéme année licence Mathématique LMD comporte le
module d’analyse 3. Il contient I’essentiel du cours avec des exemples. Des exercices d’applications
sont proposés avec des solutions en fin de chaque chapitre pour permettre a I’étudiant de tester ses
connaissances et de se préparer aux tests et aux examens finaux.

D’aprés mon expérience, lors de 'enseignement de ce module durant quelques années, j’ai décidé
de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fondamentales liées a ce module.

Vu le programme proposé par le ministére, j’ai partagé ce modeste travail en deux parties essen-
tielles. La premiére partie contient les chapitres des séries numériques et la deuxiéme comporte le
chapitre des intégrales généralisées. J’ai commencé la présentation de cet ouvrage par un rappel sur
les suites numeériques (module enseigné en L1).

Ensuite, j’ai présenté tous les autres chapitres qui sont programmés au module d’analyse 3, en
respectant le contenu et ’ordre des chapitres suivant le canevas donné par le ministére.

Enfin, vu les erreurs répétées souvent dans les copies des examens de ce module, j’ai constaté que
la majorité des étudiants ne donnent pas 'importance au cours et ils font des exercices en se basant
directement sur les corrigés. Je conseille alors les étudiants de lire d’abord le cours attentivement, de
faire tous les exemples cités aprés chaque résultat donné et enfin de passer a résoudre les exercices
proposé sans retourner au corrigé. Les solutions des exercices sont utiles uniquement pour tester le
niveau des efforts fournis par I’étudiant.

Finalement, j’espére que ce document peut aider les étudiants qui veulent maitriser bien cette

partie d’analyse mathématique.
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Chapitre 1

Rappels sur les suites numériques

Définition 1.1 On appelle suite numérique (ou suite de nombres réels) toute application définie
de N o valeurs dans R, qui associe a tout entier naturel n le nombre réel u (n) = uy,
(ite. u:N—R /n—u(n)=uy)

On note par (un),cy la suite numérique de terme général u,.

Exemple 1.2 1. (n), .y est la suite de termes : 0,1,2,3,4, ...

2. ((=1)"),en est la suite qui alterne : 1,—1,1,—1,...

3. La suite (un),cn définie par ug = 1, u1 = 1 et la relation upy2 = Upi1 + Uy pour n > 2 (suite
de Fibonacci). Les premiers termes sont 1,1,2,3,5,8,13,... chaque terme est la somme des deux

précédents.

1.1 Propriétés

1.1.1 La monotonie

Définition 1.3 Soit (uy), une suite numérique.

i) La suite (uy),, est dite croissante (resp. strictement croissante) si pour tout n : up41 > Uy
(resp. Up41 > Up).

ii) La suite (uy), est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si pour tout n :
Unt1 < Up (TESP. Upt1 < Up ).

ii) La suite (uy),, est dite monotone (resp. strictement monotone) si elle vérifie i) ou ii).

Exemple 1.4 La suite (uy), telle que u, = 2n + 3 est strictement croissante, la suite (vy),, tel que

_n2 . L . _ . . .
vp = e~ est strictement décroissante et la suite (wy),, telle que w, = ne™" n’est ni croissante, ni

décroissante.



Remarque 1.5 Si (uy), oy est une suite a termes strictement positifs, elle est croissante si et seule-

U
ment —L > 1, pour tout n € N.

n
1.1.2 Suite majorée, minorée, bornée

Définition 1.6 Soit (uy), une suite réelle.
i) On dit que (uy),, est majorée s’il existe un nombre réel M tel que pour tout n : u, < M.
ii) On dit que (uy), est minorée s’il existe un nombre réel m tel que pour tout n : u, > m.

iii) On dit que (uy),, est bornée si elle est minorée et majorée.

Proposition 1.7 La suite (uy,), est bornée si et seulement s’il existe un nombre réel M (> 0), tel

que pour tout n : |uy,| < M.

Exemple 1.8 1. La suite (e7"), .y est une suile strictement décroissante. Elle est majorée par 1

(borne atteinte pour n = 0), elle est minorée par 0 mais cette valeur n’est jamais atteinte.

—1)"
2. La suite (un),cy définie par u, = ! n’est mi croissante ni décroissante. Elle est majorée
n

1
par 3 (borne atteinte pour n = 2) et minorée par —1, borne atteinte en n = 1.

Définition 1.9 (Suite Stationnaire). La suite (un),cy est dite stationnaire s’il existe un rang

no (€ N) tel que pour tout n > ng : up, = a (o € R).

Remarque 1.10 i) Un cas particulier des suites stationnaires est les suites constantes (u, = «
(o € R) pour tout n € N).

i1) Toute suite stationnaire est bornée.

1.2 Limite d’une suite

1.2.1 Limite finie

Définition 1.11 On dit qu’une suite numérique (uy), tend versl (I € R) quand n tend vers linfini

et on note lim wu, =1 si:
n—-s-4o0o

Ve>0, IN. e N /VneN:(n>N; = |u, — | <e).

Autrement dit : u, est proche d’aussi prés que l’on veut de l, & partir d’un certain rang.



1.2.2 Limite infinie

Définition 1.12 i) On dit qu’une suite numérique (uy,), tend vers 400 quand n tend vers l'infini et

on note lim wu, = 400 s :
n—s-4o0o

VA>0, Ing(A) eN /VneN:(n>ny(4) = u, > A).
it) On dit qu’une suite numérique (uy), tend vers —oo quand n tend vers l'infini et on note
lim w, = —o00 si:

n—--4o00

VA >0, Ing(A) eN /VneN:(n>ng(A) = u, < —A).

1.2.3 Propriétés

Proposition 1.13 Soit la suite numérique (un,),cy , alors on a

1
i) lm u,=4o0c0= lim — =0.

n—--4oo n—s—+00 Uy,
it) lim u,=0= lim — = +o0.
n—---4oo n—-+oo |un‘

ii1) nin;l_ooun =+oc0 et lim v, =+oco= nir{lkoo (Un + vy) = +00.

n—--+o0o
w) lim w,=-00 et lim v, =-00= lim (u,+v,)=—00.
n—->+00 n—->-+00 n—-+00
v) lim wu, = 400 et lim v, = —c0 = lim (u,+v,) = +00 — o0 (est une forme
n—--+400 n—--+400 n—--+400
indéterminée).

Proposition 1.14 Soient (uy),, et (vy,), deux suites tel que linri Up, = +00.
n—— 0o

i) Si (up),, est minorée, alors lim (uy, + vy,) = 4o00.
n—+00

ii) Si (up),, est minorée par un nombre X > 0, alors lirri (upvy) = +o0.
n—-r 0o

= +o0.

oy a1 . 1
1) St lim u, =0 et u, >0 pour n assez grand, alors lim —
n—s-+00 n—+o0Up

1.2.4 Convergence d’une suite

Définition 1.15 Si niniooun =1 (# £00) alors la suite (uy,), est dite convergente vers l. C’est-
a-dire, la suite de terme général u,, converge si et seulement si u,, tend vers une limite finie | lorsque
Uentier n tend vers 4o0.

Une suite qui ne converge pas, est dite divergente.

Autrement dit : une suite (uy,),, est convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente

sinon (c’est-a-dire soit la suite tend vers £oo, soit elle n’admet pas de limite).

. L, . ™
Exemple 1.16 1. La suite de terme général u, = nsin <—) , CONVErge vers T, Car Pour n assez grand
n
. T\ +oco ™
ona:mnsin|(—) ~ n
n

n



2. Etudier la nature de la suite de terme général u, = q".

(

400 st g>1

1 st q=1
lim ¢" = 1 ,
neotee 0 si —1l<g<l1

A si g < -1

ainsi la suite de terme général u, = q" est convergente si et seulement si q € |—1,1].
Proposition 1.17 Toute suite convergente admet une limite finie et unique.
Proposition 1.18 Toute suite convergente est bornée.

Théoréme 1.19 i) Toute suite croissante et majorée est convergente.

it) Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Exemple 1.20 La suite de terme général

_ 1 1 1 1
un_1+272+372+472+m+?’
est convergente.
1
En effet : a) Pour tout n € N* : up4q1 — up = W >0, alors (uy),, est croissante.

n+

1

b) Montrons par récurrence que pour tout entier natureln > 1:uy, <2 — —.

n

Pourn=1,onau,=1<2-— 1= 1. Fizons n pour lequel on suppose u, <2 — —, alors
n

1

Un41 = Up + ———5,
n—+ mn (n + 1)2

1 1 1 1
et comme < = — —

(n—|—1)2 “nn+1l) n n+4+1l

+ L <2 1—|— L L 2 L
U =u _ S - — =2 - —
e P Y R O ntl

1
ce qui montre que la propriété u, < 2 — — est vraie pour n+ 1. Ainsi la proposition "pour tout entier
n
1 . . .
natureln >1:u, <2— =" est vraie. D’ou la suite (un)n est majorée par 2.

n
D’apres a) et b) la suite (uy,),, est convergente.

Remarque 1.21 i) Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +oo.

it) Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —oo.



Proposition 1.22 Soit (u,), une suite qui converge vers ly et (vy), une suite convergeant vers la,
alors

i) la suite (|uy|),, converge vers |li|,

it) la suite (u, + vy,), converge vers ly + la,

iii) la suite (upvy), converge vers lila,

iv) pour tout k € R, la suite (kuy),, converge vers kly,

1 1
v) sily # 0, alors la suite () converge vers .
n

Un, 1
. . . P ’5un B 1’
Exemple 1.23 Si la suite (uy,), converge vers | alors la suite de terme général i3 converge
un
|50 — 1|
vers
2+3

Proposition 1.24 Si la suite (uy),, est bornée et lim wv, =0, alors lim wu,v, = 0.
n—s-+o00 n—--+o00

Exemple 1.25 Si (uy),, est la suite donnée par : u, = cos(n) et (v,), est celle donnée par v, =

———, alors lim wu,v, = 0.
n2 _ 9’ oo n'Un

Proposition 1.26 i) Soient (uy),, et (vy), deux suites convergentes telles que :

AINeN,VReN:(n> N = u, <wv,), alors

lim wu, < lim v,.
n—:-m:mo0o n—-m~o0

ii) Soient (uy),, et (vn),, deur suites telles que : lim wu, = +oo etIN € N,Vn € N: (n > N = u,, < v,),

n—---+00

alors

lim v, = co.
n—-mao

Théoréme 1.27 (Théoréme des gendarmes ou bien théoréme de trois suites). Soient (uy,),,

(Vn),, et (wy),, trois suites numériques telles que
i) Vn e N:v, <up, <wy,

et

1) lim v,= lim w,=1[€R,
n—---+00 n—---+00

alors la suite (uy), est convergente et lim wu, =I.
n—--+400

Définition 1.28 (Suite de Cauchy). La suite (uy,), est dite de Cauchy si

Ve >0, IN. €N /Vp,geN:(p>qg> N. = |up —ug| <e).

10



Remarque 1.29 Soit (u,), une suite réelle, alors

(un), est de Cauchy < (uy), converge.

n

En général on utilise cette remarque pour étudier la convergence d’une suite numérique sans savoir

aucune information sur sa limite.

n
1
Exemple 1.30 La suite de terme général S,, = Z z n’est pas de Cauchy.

k=1
En effet :

(Sn),, n'est pas de cauchy < Je >0, Yne N /3p,qeN:(p>qg>net |S,— 5y >¢).

Pourp=2n,qg=n on a

2n 1
2 %

k=n+1

|Sp - Sq| = |S2n - Sn| =

1
donc il suffit de prendre e = 3 Ainsi (Sy),, n'est pas de Cauchy et par conséquent n’est pas convergente.

Définition 1.31 (Sous suite ou bien suite extraite). Pour toute application ¢ : N — N stricte-
ment croissante, la suite de terme général u,(,) est appelée sous suite ou bien suite extraite de la
suite (uy),, -
Remarque 1.32 D’aprés l'unicité de la limite d’une suite convergente, toute sous suite d’une suite
convergente converge vers la méme limite. Ainsi par la contraposée, s’il existe deux sous suites con-

vergeant vers deux limites différentes alors la suite est divergente.

n

Exemple 1.33 Pour la suite de terme général u, = (—1)", on a ug, = 1 — 1 et ugpy1 =
n—r—r0oo
-1 — —1. Ainsi (uy),, diverge.
n—->--+400

Théoréme 1.34 (Théoréme de Bolzano- Weierstrass). Toute suite bornée admet une sous-suite

convergente.

1.2.5 Suite arithmétique et suite géométrique

Définition 1.35 Soit (uy), une suite réelle.
i) Si pour tout n € N : up 1 = up+a (a € R), la suite (uy),, est dite suite arithmétique de raison

a. De plus la somme de ses n + 1 premier termes est

n
n+1
SnA:Zuk:: 5 (uo—l—un).
k=0

11



i) St pour tout n € N : up 1 = quy, (q € R*), la suite (uy,),, est dite suite géométrique de raison

q. De plus la somme de ses n+ 1 premier termes est

n+1

n
1—gq .
Z“kzuoil_ st q#1
SnG: k=0 q

(n+1wuy si g=1

Il est clair que pour tout n € N : u, = ¢"ug, ainsi la suite (u,),, est convergente si et seulement si
qc ]_17 ]-] .

Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (Spq),, soit convergente est |q| < 1.

1.2.6 Suites adjacentes

Définition 1.36 (Suites adjacentes). Deux suites numériques (uy),, et (v,),, sont dites adjacentes
St :
i) l'une est croissante et ['autre décroissante,

it) la différence u, — vy, tend vers 0 quand n tend vers linfini.

Proposition 1.37 Si (uy,),, et (vy), sont deux suites adjacentes, alors ces deux suites convergent vers

la méme limite.
Exemple 1.38 Les suites (uy),, et (vn),, telles que

"1 1 1 1 1
k=1

sont adjacentes.
En effet : il est clair que la suite (uy),, est croissante et la suite (vy,), est décroissante.
2
La différence v, — uy, = ] tend vers 0. Donc, (uy),, et (vn),, sont deux suites adjacentes, elles

convergent donc vers une méme limite | finie (i.e. | € R).

1.2.7 Suite récurrente définie par une fonction

Définition 1.39 Soit f : R — R wune fonction. Une suite récurrente (u,), est définie par son

premier terme ug et une relation permettant de calculer les termes de proche en proche :

Unt1 = [ (uy) pour n > 0.

12



Une suite récurrente est donc définie par deuxr dommées : un terme initial ug, et une relation de

récurrence uny1 = f (uy). La suite s’écrit ainsi :

uo , w1 = f(ug), ug = f(uw1)=f(f(w)), -

Exemple 1.40 Soit f (z) = 1 4 \/z. Fizons ug = 2 et définissons pour n > 0 : upt1 = [ (uy).

C’est-a-dire up11 = 1+ \Ju,. Alors les premiers termes de la suite sont :

2, 14+v2, 1+\/14+V2,1+1\/1+1/1+V2, 1+\/1+\/1+\/1+\/§,

La proposition suivante donne la régle essentielle pour calculer la limite d’une suite récurrente.

Proposition 1.41 Si f est une fonction continue et la suite récurrente (uy), définie par la relation

Unt1 = f (un) pour n > 0, converge vers . Alors | est une solution de l’équation :

F)=1.

Remarque 1.42 Si on arrive & montrer que la limite d’une suite récurrente (uy), existe, alors la

Proposition précédente permet de calculer les valeurs possible de cette limite.

Proposition 1.43 Si f : [a,b] — [a,b] est une fonction continue et croissante, alors quel que soit
ug € [a,b], la suite récurrente (uy),, définie par la relation u,1 = f (un) pour n > 0, est croissante et

converge vers | € [a,b], vérifiant f (1) = .

13



Chapitre 2

Séries numeériques

2.1 Deéfinitions et généralités

Définition 2.1 Soit (uy),~, une suite réelle.

L’expression ug+uy + ... +up + ... = g U, est appellée une serie numérique de terme général u,,

n>0
et l’on note E Up OU E Up,-
n
n

La suite (Sy),~¢ 0t Sy = Zuk =ug+ ui + ... + u, , est appelée suite des sommes partielles de
k=0
la série Zun
Définition 2.2 On dit que la série Zun converge (resp. diverge), si la suite de ses sommes
+oo
partielles (Sy,), converge (resp. diverge). Sila série Zun converge, la limite de (Sy,), notée Z up =
k=0

S est appelée la somme de la série Zun

Exemple 2.3 1. La série géométrique Z q" est convergente si et seulement si |q| < 1.

n>0
En effet : siq=1, alors S, =n+1 — +oo.
n—--400
1— qn+1
siq # 1, alors S, = T qui admet une limite finie si et seulement si |q| < 1.
—q
2. Soit la série ZU" 0% Up = Gp — Gpy1 et la suite numérique (ay), converge vers l, alors la

n>0
série E Uy converge vers ag — .

n>0
En effet :

n n

Sn=> ug = (a5 — ars1) = ao — any1,

k=0 k=0

d’ot lirri Sn = aog—1. Ainsi la série g uy est convergente et sa somme est S = ag— 1. Par exemple
n—mroo
n>0

14



1
la série Z ——  est convergente et sa somme S =1— lim =1
= nn+1) n—-+oon + 1

2.1.1 Critéres générals de convergence

Définition 2.4 (Critére de Cauchy). Une série numérique Zun est dite de Cauchy si sa suite

(Sn),, des sommes partielles est de Cauchy i.e :
Ve >0,IN. e N/ Vp,g e N: (p>qg> N. = |S, — 54| <¢)

ou encore
ptm

Ve>0,3N. €N/ Vp,m eN: (p=No= | > up| <e).
k=p+1

1
Exemple 2.5 Série harmonique : le terme général d’une série harmonique est u, = —, (n € N*).
n
n
1
Comme la suite S, = Z z n’est pas de Cauchy (voir I’Exemple 1.80) , alors la série harmonique
k=1

1

g — n’est pas de Cauchy. Ainsi elle est divergente.
n

n>1

Une condition nécessaire pour qu’'une série numérique soit convergente est donnée par la Proposi-

tion suivante.

Proposition 2.6 Soit la série numérique g Uy, alors

la série g Uy converge = lim wu, = 0.
n—--+o0o

Démonstration. En effet : si E uy, converge, alors la suite (5,),, converge vers une limite S.

Comme

Im S,= lim S,.1=25,

n—---+o0o n—-4o0o

alors

lim w,= lim (S,—S,—1)=0.

n—--4o0o n—---+o0o

Remarque 2.7 i) Par contraposé on déduit que si le terme général d’'une série Zun ne tend pas
vers 0, alors la série est divergente.

i1) La réciproque de la Proposition précédente est fausse.

. . r . . .
Exemple 2.8 La série harmonique g — diverge, mais lim wu, = lim — =0.
n n—>+400 n—-+00o7n
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2.1.2 Opérations sur les séries

Définition 2.9 Soient (uy,), et (vy), deux suites numériques, et soit A\ un réel.
La série Z (un + vp) est appellée, la série somme des deux séries Zun et Zvn.
La série Z Auy, est appellée, la série produit de la série Zun par le scalair .

Remarque 2.10 L’ensembles des séries numériques est un espace véctoriel sur R.

Proposition 2.11 Soit g Uy €t E vy, deuz séries numériques, alors
i) si E U, converge et E vn, converge, alors la série E (upn, + vy) converge,
i) si g Uy converge et E vy diverge, alors la série E (un, + vy) diverge,

i11) si E Uy, diverge et E vy, diverge, alors on me peut rien conclure pour la nature de la série
E (Up + vp) .

Démonstration. i) et ii) sont évidentes.

Pour 4ii) voici deux exemples :

1. Soient Zun et Zvn telles que pour tout n € N : u, = 1 et v, = —1, alors les deux séries
Z Uy, €t Z vy, sont divergentes mais la série Z (up, + vy,) est une série de terme général la constante
0, ainsi elle est convergente.

. 1 L.

2. Soient Zun et Zvn telles que pour tout n € N* : u,, = 1 et v,, = —, alors les deux séries

n
Zun et Zvn sont divergentes et la série Z (up, + vy,) est la série de terme général — + 1 qui ne
n

tend pas vers 0, ainsi elle est divergente. m

Corollaire 2.12 L’espace des séries convergentes est un s.e.v de l’espace des séries numériques, i.e.

st les deux séries Z Up, et Zvn sont convergentes, alors la série Z(aun—i—ﬂvn) (o, B € R) converge

et on a
“+oo “+o00 “+00
Z(aun + ,an) = azun + Zvn-
n=0 n=0 n=0

Définition 2.13 Soit Zun une série numérique et soit n € N, la série Z up = R, est appellée
k>n+1
le reste d’ordre n de la série Zun

Proposition 2.14 La série Zun converge, si et seulement si la suite (Ry,), converge vers 0.

Remarque 2.15 i) Si les deux séries Zun et Zvn ne différent que par un nombre fini de termes,
alors les deux séries sont de méme nature. En cas de convergence, elles n’ont pas nécessairement la
méme somme.

i1) On ne change pas la nature d’une série Zun st on lui rajoute ou on lui retranche un nombre
fini de termes.

i11) La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes.
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2.2 Séries a termes positifs
Définition 2.16 La série Zun est dite o termes positifs si pour tout n > 0 : u, > 0.
Remarquons que la suite des sommes partielles (S,,),, est croissante, donc on a

Proposition 2.17 Une série a termes positifs Zun converge st et seulement si sa suite des sommes
partielles (Sp)n est majorée.

De plus, dans ce cas, on a

+oo
Zun = lim S, =supS,.
n—-+o0o

n—=0 neN

On note aussi E Uy < +00 pour dire que la série E Uy, CONVETGE.

n
Démonstration. (<) Il est clair que la suite de terme général S,, = g uy, est croissante, alors
k=0
si S, majorée, donc S,, est convergente, ainsi la série E U, cONnverge.

(=)

Zun converge < (S,), converge
= (Sy), bornée

= (Sy), majorée.
u

Remarque 2.18 Soit Zun une série a termes réels positifs. Si (Sp)n n'est pas majorée, alors

lim S, = 400, donc
n—---+o0o

la série E Uy, diverge< lim S, = +oo.
n—---+00
—+00

On écrit alors dans ce cas E Up = +00.

n=0
2.2.1 Critéres de comparaison

e Convergence par comparaison directe

Théoréme 2.19 Soient Zun et Zvn deux séries o termes réels positifs telles que,
dng € N,Vn > ng : up < vy,

alors
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i) la série E vy, converge = la série E Uy converge,
i1) la série E Uy, diverge = la série E vy, diverge.

n n
Démonstration. On pose S;» = Zuk et S = ka.
k=0 k=0
i) Si la SéI‘ieZ v, converge, alors la suite des sommes partielles (S)"), majorée par certain M >
n
0. Donc la suite Z v | est majorée par M (> 0). D’ou

k=ng n

n
S:fn =uy+ U+ ... + Upg—1+ Z ur < ug+ up + ... + Ung—1 + M.
k=ng
Ainsi la suite de termes positifs (Sj"), est majorée par My = ug+uq +... +upy+1 + M. Par conséquent
la série Z Uy, converge.
i1) Par contraposé de i). m

E 1 C N z o . 1 1 [ . z o N

xemple 2.20 Considérons les séries Zsm on et Z o0 [ est clair que les deux séries sont a

n>0 n>0

termes positifs, de plus on a :

1 1
Vn € N, 0<sin<2n>§2n.

1 ‘ : ‘ (1
Comme E on est une série géométrique convergente, alors la série E sin on est convergente.
n>0 n>0

Corollaire 2.21 Soient Zun et Zvn deuzx séries o termes réels positifs telles que u, = O (vy,),
pour n — +o0. Alors
i) la série ZU” converge = la série Zun converge,

i1) la série E Uy, diverge = la série E vy, diverge.

Démonstration. On a
un = O (v,) au voisinage de U'infini < IM > 0,IN € N, Vn e N: (n > N = u,, < Muv,),

donc il est clair d’apres le Théoréme 2.19 que : i) et i) sont vérifiés. m

U
Corollaire 2.22 Soient Zun et Zvn deuz séries o termes réels positifs telles que, lim — =1

n—--+00 Up,
(leRy).

i) Sil=0 (i.e : up =o0(vy)), alors,

a) la série E vy converge = la série g Uy, CONVETgE,

b) la série Zun diverge = la série Zvn diverge.
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i1) Sil # 0, alors les deux séries Zun et Zvn sont de méme nature. En particulier pour | =1

;. . , . . “+o00
les deux séries sont dites équivalentes (i.e : up ~ vy).

Démonstration. i)

lim %:O@V€>0, N, € N, VnGN:nZNE:%<S,

n—->--+00 Uy Un

pour e =1, dN € N/ Vn > N : u, < v,. Donc a) et b) découlent du Théoréme 2.19.

lim M =](#£0)eVe>0, IN.€N/VneN: <nzNg:» “"—z' <g).
n—>-+00 Up, Un,
Pour e = a <, 3N€N/Vn2N:l—a<%<l+a,donc
Un,
un < (4 a) vy 21 :
dNeN/Vn>N: , ainsi en appliquant le Théoréme 2.19 on trouve,
(I —a)v, <uy (2.2)

si E uy, converge, alors d’aprés (2.2) la série g Uy, converge,

si Z uy, diverge, alors d’aprés (2.1) la sériez vy, diverge.

D’ou les deux séries sont de méme nature. m

Exemple 2.23 1. Soient les séries Z Uy €t Zvn telles que :
n>0 n>0

1 3
U, = In 1—1—2—“ et Un:2—n.

. Un, .
0 | — =, et t te, al lest .
na: lim o , et comme Zvn est convergente, alors Zun est aussi
n>0
1 1
2. Soient | 51 t tell =— etv, =arctan | —————— | .
oient les séries Zun e Zvn elles que un = — et vn rctan <\/ﬁ(1 I (n))>
On a:
1
n 1+1
m 22— lim n = lim —i—in(n) =0,
n—+oo v,  n—+00 1 n—s+o0 Vn
arctan | ——
(\/ﬁ(l +1In (n))>
car

1 oo 1
arcm“(wmmn(n))) V(- ()

Comme la série E uy, est divergente, donc il en est de méme de la série g Un-
n>0 n>0
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e Critére d’intégrale

Proposition 2.24 Soit f : [1,+o00] — Ry une fonction continue et décroissante. Alors

+oo +oo
la série Z f(n) converge < /f (t) dt converge (i.e. /f (t)dt < +00)
1 1

Démonstration. Posons f (n) = u,.

Puisque f est décroisante, alors pour n > 2, on a

f @) < f(n)=uyVtenn+1]

et
f(n)<f(t),vten—1,n],
d’ou
n+1 n+1
/f(t)dt§ /undt:un
et

c’est-a-dire
n+1

[roacus [roa

n—1

On pose v, = / f (t)dt. Alors pour tout n > 2 :

n—1

Upt1 < Uy < Uy,

ainsi les séries de terme généraux u,, et v, sont de méme nature.

Comme
n 2 3 n n
ka:/f(t)dtJr/ ydt + ...+ /f / () dt,
k=1 1 2 n=1
donc
“+00 n
= i = 1 t) dt,
2 o=, tim ) = nﬂim/f /f<>
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+oo
c’est-a-dire la série Z vy, et 'intégrale / f (t) dt sont de méme nature, et par suite la série Z Up, €t
1

+oo
lintégrale /f (t) dt sont de méme nature. m
1

1
Exemple 2.25 (Série de Riemann). Soit la série E —, (a>0).
n
n>1

1
Posons f (t) = e Il est facile de voir que la fonction f est continue et décroissante sur [1,+ool,

et on a :
1oo too +o00 sta=1
1
/f(t)dt:/tadt: —i—fo sta<l
1 1 sta>1
a_

. ) 1 . .
d’ot la série de Riemann E — converge si et seulement si o > 1.
n
n>1

1
Pour o =1: la série Z — est appelé série harmonique. En utilisant le Critére de Cauchy on peut
n

démontré que la série E — est divergente.
n

) ) 1 convergente st o > 1
e La série de Riemann E — est
n

divergente si a < 1
B 1
e Pour a <0, la série diverge car — - 0 quand n — +o0.
n

e Convergence par Comparaison avec Riemann

Proposition 2.26 Soit Zun une série & termes strictement positifs.

i) Sipour a>1: lim n%u, =0= la série Zun est convergente.
n—--+00

it) Si pour o <1: lim

n—+00 N Uy,

= 0= la série Z uy, est divergente.

Démonstration. Découlant immédiatement du Corollaire 2.22. m

Proposition 2.27 Soit Zun une série & termes positifs.

. I
S’il existe | > 0 tel que uy, o (i.e. nggl_oo T

nOé

=1),ona:

i) st > 1, la série E U, est convergente,

i1) si a < 1, la série Zun est divergente.

Démonstration. Découlant immédiatement du Corollaire 2.22. =
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e Convergence par comparaison logarithmique

Proposition 2.28 Supposons qu’il existe ng € N tel que, pour tout n > ng : up > 0, v, > 0 et

Un+1
—ntl . Alors,

v
S n+1

Un Un

i) la série g vn converge = La série E Un converge,

i) la série g uy, diverge = La série g vy, diverge.

. . Un+1 Un+1 Un+1 Un T .
Démonstration. On a pour tout n > ng : o< a , donc a < —, c’est-a-dire la suite
Un, Un Un+1 Un,
Un, , . N . ..
() est décroissante & partir du rang ng. Ainsi
(N
Un Un,
pour tout n > ng : — < —2,
Un Ung

d’ou

Unpg
pour tout n > ng : up, < —v,
no

et par conséquent d’aprés le Théoréme 2.19, on trouve le résultat. m

. . n-+2 . .
Exemple 2.29 FEtudier la convergence de la série Z an en utilisant la régle de comparaison log-
n>0
. . . 1
arithmique avec la série Z on”
n>0
n+ 2 1
Posons u,, = 3—: et v, = on’ alors : pour toutn € N, on a
Up+1 n+3 1 _ Un+t1

S,

= = 2 < N.
o Snt2) 2 — car 2n+6 < 3n+6,VYn €

n-+2 1 1
D’ou la série Z + est convergente car Z on lest (Z on est une série géométrique de raison

n>0 n>0 n>0
= <1)
5 .

e Critére de D’Alembert

Proposition 2.30 (Régle de D’Alembert). Soit Zun une série & termes strictement positifs.

> 1, alors Zun diverge.
Un+41

Un+1

i) S’il existe ng € N tel que, Yn > ny,

n

i1) S’il existe ng € N et 0 < A < 1 tels que, Yn > ny,

< A, alors Z Uy cONverge.

n
Démonstration. i) Il est immédiat car u, ne tend pas vers 0. En effet :

Pour n > ny,
Un4-1
Un,

> 1= upt1 > Uy,
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c’est-a-dire & partir du rang ng, la suite (u,,), est croissante. Ainsi
Y > ng > Up, > 0,
en passant a la limite, on trouve que

lim w, > uy, qui est strictement positif,
n—---+o0o

ainsi la série g uy, est divergente.

i1) 11 suffit de prendre v, = A", et appliquer la Proposition 2.28. =

Corollaire 2.31 (Critére de D’Alembert usuel (1768)). Soit Zun une série & termes stricte-

U
ment positifs, telle que  lim LAE Y
n—--4+00 Uy,

i) Si A <1, alors la série Zun converge.

it) Si A > 1, alors la série Z Uy, diverge.

i11) Si A =1, on ne peut rien dire pour la nature de la série Zun

Démonstration.
lim 2 — Ao Ve>03N.eN,VYneN:n> N, = “”“—A‘q
n—oo Uy Up,
Un+1
SVe>0,AN. e NNVneN:n>N.=> d—e< — < A+e.
un

i) Pour A < 1, il est clair qu'il existe ¢g > 0 tel que A + &9 < 1 (par exemple g9 = %) et donc
Un+1
Un,
Z uy est convergente.

< A+ ¢€p < 1 a partir d’'un certain rang ng. Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série

A—1
it) Pour A > 1, il est clair qu'il existe e1 > 0 tel que A — &1 > 1 (par exemple g1 = T) et

Un+1
Un,
E uy est divergente.

> A —e1 > 1 a partir d’'un certain rang ni. Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série

1
i11) Pour A = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série divergente Z — et la
n

. 1
série convergente E — ona
n

1 1
2 2
lim 2L = gy 1 et lm DT oy —1
n n2
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. n!
Exemple 2.32 FEtudier la nature de la série g —. On a
n?’b
n>1

(n+1)!

Uns1  (n+ 1) _( n )"_ 11
Up, n! n+1 (n—i—l)" (1+1)n’

donc

n!
Ainsi d’aprés le Critére de D’Alembert la série Z —- converge.
n

e Régle de Cauchy

Proposition 2.33 Soit Zun une série & termes positifs.
i) S’il existe M € R, 0 < M < 1 tel que Yu, < M pourn assez grand, alors la série Zun converge.

ii) Si {/u, > 1 pour n assez grand, alors la série Zun diverge.

Démonstration. i) D’aprés la croissance de la fonction 2™ sur R, on a
Yup, <M = up < MT,

or ZM " étant une série géométrique convergente (0 < M < 1), donc d’aprés le Théoreme 2.19, la
série Zun converge.
i1) On a Yu, > 1= u, > 1, car la fonction ™ est croissante sur R}, donc lim w, > 1, ainsi la

n—--—+00

série g Uy, diverge. ®m

Corollaire 2.34 (Régle de Cauchy usuelle (1821)). Soit Zun une série a termes positifs,
m YU, = A

li
n—s-4
i) Si A <1, alors la série Zun converge.

POSONS

it) Si A > 1, alors la série Z Uy, diverge.

i11) Si A =1, on ne peut rien dire pour la nature de la série Zun

Démonstration.
lim {Yu, = A&Ve>0, IN.eN/VneN:(n>N.=|Yu,— A <e)
n—aoo

& Ve>0,IN.eN/VneN: (n>N.=2A—e< Yu, <A+e).
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1—A
i) Pour A < 1, il est clair qu’il existe g > 0 tel que 0 < A 4+ g9 < 1 (par exemple g9 = ?)

et /u, < A+ ¢ep < 1 a partir d’'un certain rang ng. Ainsi d’apreés la Proposition précédente, la série

E uy est convergente.

A—1
it) Pour A > 1, il est clair qu’il existe e1 > 0 tel que A — &1 > 1 (par exemple g1 = ?) et

YU, > XA —¢e1 > 1 a partir d'un certain rang n;. Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série
Z uy est divergente.

1 1
i11) Pour A\ = 1, on ne peut rien dire, par exemple si on prend les deux séries Z — et Z —5,ona
n n

1 Inn
.ol . *“I(E) . - 0
lim — = lim en = lim e n =e'=1
n—-00 n n—-so00 n—-so00
et |
T L) -
lim — = lim en n) = lim e n° =1.
n—so0 n n—-o0 n—so0

Or la premiére série est divergente et la deuxiéme série est convergente. m

1

Exemple 2.35 Soit la série Zun de terme général u, = (a + —
npb

n
> , avec a>0et p>0.

1l est clair que la série Zun est a termes positifs et

1 n
lim Yu,= lm {/|({a+ — = aq.
n—--4o00 n—--+o0o np

Alors, la série Zun est convergente pour a < 1 et divergente pour a > 1.

Sia =1, on ne peut rien conclure en utilisant la régle de Cauchy. Mais on a :

1\"
lim w, = lim <1 + >
n—--+o00 n—s-4o0o0 npP
1
= lim enln(Hﬁ)
n—--—+00
1 st p>1
1
- nin-il-ooenp_l - € st p=1

400 st 0<p<l1
Donc le terme général ne tend pas vers zéro, ainsi la série est divergente.

Une question se pose maintenant, peut-on avoir des limites différentes en appliquant les deux
Critéres, de D’Alembert et celui de Cauchy?

La réponse est donnée par la Proposition suivante.
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Proposition 2.36 Soit g Uy une série o termes strictement positifs.
. . . un+1 .
1 = 1 Yu, = =Is.
i) Si . IHJlOO w l1 #0 et . 11rr+1oo Up = la # 0, alors 11 = 1o
.. . . Un+1 .
1 =l ({leR l 1 Y, = .
i) Si o Jm o (Il € Ry), alors im

+oo

. . . Un+1 .

i11) Si lim " oo, alors  lim /uy, = +oo.
n—--+oo Up, n—---+4oo

Remarque 2.37 La réciproque de ii) est fausse.

En effet, il suffit de considérer la série g Uy OU

n>0
<2 " _ :
st n est pair
Up = 32 n .
2 (3) st n est impair
On a
4 . .
Unt1 _ % si n est pair
9y
Un, Z
3

st n est impair

. L. Un+1
alors, la suite numérique <

) n’admet pas une limite, donc le Critére de D’Alembert ne s applique
Un ),
Das.

Cependant, lin_ni_ Yuy, = 3 < 1, donc le Critére de Cauchy s’applique et la série Z Uy, CONVETge.
n—-—0oo

n>0
U
En particulier si lim ntl 1, il est unitile d’essayer la régle de Cauchy.
n—-=+00 Up

Remarque 2.38 Les Critéres de Cauchy et de D’Alembert ne sont valides que si

lim /u, et
n—-+o0o "
lim existent. En revanche, la quantité | = lim u, = lim sup Yu, est toujours
n—--+4oo Up, n—--+4oo n—s—+oo
définie. Alors on a,

i) sil <1, la série Zun est convergente.

it) Sil > 1, la série Zun est divergente.

i11) St l =1, on ne peut rien conclure pour la nature de la série E Uy,

U
Pour la suite nous donnons des régles permettant d’explorer le cas ou lini ntl _ 1, dans le
n—+00 Uy
Critére de D’Alembert.

e Critéres de Raabe et Duhamel

Proposition 2.39 Soit Zun une série & termes strictement positifs.

i) Sin ( Lo 1> > A > 1 pour n assez grand, alors la série E u, est convergente.
Un+1

. . Un L, . .

it) Sin —1) <A< 1 pourn assez grand, alors la série g uy, est divergente.

Un+1
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Corollaire 2.40 (Critére de Raabe (1832)). Soit Zun une série a termes strictement positifs,

telle que

. Un,
lim n< —1>:,u.
n——>+00 Un+1

i) Si > 1, alors la série Zun est convergente.
it) Si p < 1, alors la série Zun est divergente.

i11) St =1, on ne peut rien conclure pour la nature de la série E Upy.

Démonstration.

lim n< tn —1):u<:}V5>0, EINEEN/VnEN:(nzNei

n—+oo  \ Uny1

)
Un+1

< Ve > 0, ElNEEN/VnGN:(nZNgéM—6<n< Un —1><M+6>.

Un+1
. . . e . pw—1
i) Pour p > 1, il est clair qu’il existe g9 > 0 tel que p —eg > 1 (par exemple gy = — ) et
U
n ( L 1) > 1 — &g > 1 & partir d’un certain rang ng. Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la
Un+1
série Zun est convergente.
1—
i1) Pour p < 1, il est clair qu’il existe 1 > 0 tel que p + €1 < 1 (par exemple €1 = TM) et
U
n ( o 1> < p+ep <1 apartir d'un certain rang ni. Ainsi d’aprés la Proposition précédente, la
Un+1

série g u, est divergente.
i11) Pour u = 1, on ne peut rien conclure car par exemple si on prend les deux séries E —
n

1
et Z E la premiére elle est divergente et la deuxiéme (série de Bertrand) elle est convergente,
n In*n

alors que
1
n . 1
lim n —1]= lm n|[—-])=1,
n—-+oo 1 n—-+oo n
n+1
et
1
Iim n nln’n —1 = Iim n (n+1)ln2(n+1)_1
n—s+00 1 n—+00 n In2n
(n+1)In%(n+1)
1
= lim n(m—i_)l)zl.
n—--+4oo n
| ]
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Corollaire 2.41 (Critére de Duhamel usuel (1839)). Soit Z U, une série a termes strictement
positifs, telle que :

Un+1 I <1>
= — |, pour n — +00.
n n
i) Si > 1, alors la série g Uy CONVETge.
it) Si p < 1, alors la série E uy, diverge.

i11) St =1, on ne peut rien conclure pour la nature de la série E Upy.

. nle”

Exemple 2.42 1. Ftudier la nature de la série Z pyEE On a
n+1
lim Untl _ lim e < n >
n—0o0 U, n—s00 n+1
1 n+1
= lim e(1- =ee =1
n—s00 n+1

On applique le Critére de Duhamel, par le developpement, on a

1
+1) n+1
+o

(n
()

1
n+1 n nl 1—
N

- 1-

1 o . nle™ )

Dans ce cas p = = < 1, ainsi la série g —— est divergente.
2 nnt1

e Critéres de Gauss

Proposition 2.43 (Critére de Gauss (1812)). Soit Zun une série a termes strictement positifs
telle que :

Up, nb

n 1
ﬂm@GRX%+WLuH:1—Z+O< )

Alors,
* +o00 k
dk e R ,u, ~ —

ne’

et par conséquent la série Z Uy, converge si o > 1 et diverge si a < 1.
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Exemple 2.44 Etudier la nature de la série

ﬁ(%—l) 1
H2k v
k=1

Pour tout n € N* :

n+1 n
[[Jee-1) ]2k
Un+1 k=1 k=1

Vn 2n +1 n )
= fr— R
Un, ntl n \/m n+2\Vn+1n—too ’
[T2x Tlet-1
k=1

k=1

mais on peut écrire

1
L+ o 1\ 2 1 1\ ! 1\ "2
- T () ) (0) ()
Up 14 n 2n n n

d’ot
U 1 1
Up, n n
[ e
ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série Z =L — | est divergente.
vn
H?k
k=1

2.3 Séries a termes quelconques

2.3.1 Séries alternées

Définition 2.45 Soit Zun une série a termes quelconques.

La série Z uy est dite alternée si pour tout n € N : upu,+1 < 0.

Remarque 2.46 Toute série alternée peut étre écrite sous la forme Z (=1)" up, ot u, est de signe

constant.

Théoréme 2.47 (Théoréme de Leibniz (1682)). Soit Z (—=1)" up, une série alternée, si (uy),,

est décroissante et tend vers 0, alors la série E Uy est convergente.
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De plus sa somme S est toujours comprise entre deux termes consécutifs S, et Spy1 de la suite de

ses sommes partielles.

et le reste :

+oo
R,=S8S—S,= >

k=n+1
est du signe de unt1 et vérifie |Ry| < |upy1].
o (=n" . o \ - .
Exemple 2.48 La série Z — (ae > 0) est alternée et vérifie les hypothéses du Théoréme précé-
n

dent, et donc elle converge. Elle est dite séries de Riemann alternée.

2.3.2 Critére d’Abel pour les séries de la forme Zunvn

Théoréme 2.49 (Critére d’Abel (1826)). Soit la série Y unvy, tel que,

i) la suite (vy,), décroissante et converge vers 0,

i1) il existe M > 0 tel que, pour tout n € N :

n
D

k=0

< M.

Alors, la série E Un Uy €St convergente.

n n
Démonstration. On pose 5, = Zuk et T, = Zukvk. Soit € > 0 et soient p, ¢ € N*, alors

IN

k=0 k=0
ptq ptq ptq p+q
Tprq — Tpl = Z URVR| = Z (Sk — Sk—1) vk| = Z Spvg — Z Sk—1Vk
k=p+1 k=p+1 k=p+1 k=p+1
ptq ptq—1 pt+q-—1 p+g—1
Z Skvk — Z Skvks1| = Z Skvk + Spt+qUp+q — SpUp+1 — Z SkUk+1
k=p+1 k=p k=p+1 k=p+1
p+q—1
Sp+qUpt+q — SpUp+1 + Z Sk (Vg — Vk41)
k=p+1
pt+q—1 pt+q-1
|Sp+al [Up+ql + [Spl [vpt1] + Z Skl (Jvk — vks1]) < M |vpsg| + M [vpia| + M Z vk — Vit -
k=p+1 k=p+1

Puisque la suite (vy,),, est décroissante, et alors

Tptq — Tpl < Mupiq+ Mvpr + M (Vps1 — Vpyq) < 2Mupya,

et comme la suite (vy,), converge vers 0, alors il existe N. > 0, tel que pour tout n > N. on a

3 ..
v, < YR Ainsi

Ve > 0,3IN;,¥p, g e N : (p> N, = T —Tp| < ).
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et par suite la suite (7},),, est de Cauchy et donc convergente. D’otl la série Zunvn est convergente.

Exemple 2.50 1. Etudier la nature de la série

n
1 . T

Posons : v, = — et u, =sin (n— |, alors on a :
n 2

la suite a termes positifs (vy,),, est décroissante vers 0.

T s
Dautre part considérons la suite w, = cos <n§) + 7 sin <n§> .Ona

1_6m

;T
1—¢2

n

w1+w2+...+wn:eig<

[VE]
N———
I
q]

[VE]

d’ou

2
w1 + w4 o wy| < T = =
‘1—67'5

™
sin (n5
Ainsi la série E ———=72 est convergente.
n

2.3.3 Série absolument convergente

Définition 2.51 La série Zun est dite absolument convergente, si la série Z |un| est conver-

gente.
Proposition 2.52 Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit E Uy une série absolument convergente. On pose
n>0

n n
A
Sy = Zuk et SI = Z]ukl,
k=0 k=0
alors

g Uy, est une série absolument convergente < la série E |un| est convergente
n>0 n>0

& la suite (ij)n est convergente

& la suite (S;?)n est de Cauchy.

La suite (S;;‘)n est de Cauchy < Ve > 0,dN. ,Vn,p: (p > N;. = |S;;‘+p — S;?‘ < 5) .
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Or on a

n-+p n—+p
’Sner - Sp| = Z ug| < Z |uk| ‘Sn—i-p 5;14| <¢g,
k=p+1 k=p+1

ainsi la suite (Sy,),, est de Cauchy, et donc elle est convergente et par suite la série Z u, est conver-

n>0
gente. H

Remarque 2.53 La réciproque de cette Proposition et en général fausse, par exemple : la série

—1)"
E (7), elle est convergente mais n’est pas absolument convergente.
n
n>1

e Série semi-convergente

Définition 2.54 Une série Zun est dite semi-convergente si elle est convergente et la série

Z |un| diverge.

—1)"
Exemple 2.55 La série Z ( a) (0 < a < 1) est semi-convergente.
n>1

Définition 2.56 (Série commutativement convergente). On dit qu’une série Zun est com-
n>0
mutativement converge, si pour toute bijection ¢ : N — N, la série Z Ugp(n) €St convergente.
n>0

Proposition 2.57 Toute série absolument convergente est commutativement convergente. Autrement

dit : une série absolument convergente, converge toujours méme si on change l'ordre de ses termes,

et la somme ne dépend pas de l'ordre des termes.

Remarque 2.58 La propriété cité a la Proposition précédente n’est pas vraie si la série est semi-
s N N 2
convergente, c’est-a-dire on ne peut pas changer l’ordre des termes.

_1)n+1

Exemple 2.59 On a Z (7 =In (2) puisque Z — = —In(1 —z). D’autre part on a
n>1 " n>1
+oo 1
(—=1)n* 11 1 1 1 1 1 1 1
S = = 1 —_ — —_— = _— — _— — —_— —
nZ:l n 2 + 3 4 + 5 6 + 7 8 + 9 10 e
_ (4 1 1 N 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n
B 2) 4 \3 6 8 5 10 12 7 14 14
11 n 1 1 n 1 1 1 1 o S
2 4 6 8 10 14 16 2’

ainsi S =0 #1n(2).
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2.4 Produit des séries

Définition 2.60 Soit Z Uy, et Z v, deux séries numériques.

n>0 n>0
La série E Wy, AUVEC Wy, = E UpUp_k est dite produit des séries E Uy €l E Up,.-
n>0 k=0 n>0 n>0

. a” b" . . .
Exemple 2.61 Soient g — et g - deuz séries numériques, alors le terme général de la série
! n!
n>0 n>0

produit Z wy, est
n>0
" ak ok (a+0b)"

’u}n: —_— =

— E!' (n — k)! n!

Théoréme 2.62 (Théoréme de Cauchy (1821)). Soit Zun et Zvn deux séries absolument
n>0 n>0
convergentes, alors leur série produit an est absolument convergente et a pour somme le produit
n>0

S () ()

des sommes, c’est-a-dire

Théoréme 2.63 (Mertens (1875)). Soit Zun une série numérique absolument convergente et
n>0
Z v, une série numérique convergente, alors la série Z wy, produit des Z Uy et Z Vp, €st conver-

n>0 n>0 n>0 n>0
gente et a pour somme le produit des somme; c’est-a-dire

+oo +o00 +oo
e () )
n=0 n=>0 n=0
2.5 Exercices

Exercice 2.1. En utilisant la limite des suites des sommes partielles, déterminer la nature des séries

numériques suivantes

2\" 1 1
1'Z<3) ; 2'7122:14712—1 ; 3'Zn(n+1)(n+2)'

n>0 n>1

Exercice 2.2. En utilisant la limite des suites des sommes partielles, déterminer la nature des

séries numériques suivantes

Z\/n+2+\/n+1 ; > Zln(l_’?l) ; > Zln<1_>.

n>3 n>2
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Exercice 2.3. Etudier la nature des séries & termes positifs suivantes

1'7;)nj—2 ; 2. 267"2 ; 3. ZnQ -,

n>0 n>0

Exercice 2.4. Etudier la nature des séries & termes positifs suivantes

1 +/n . 1
1. Z4n2—1 ; 2. Z;nhr?; ; 3. z:sm3 <n>

n>1 n>0 n>1

Exercice 2.5. Etudier la nature des séries a termes positifs suivantes

1Zcos() D S D O res e

n>1 n>2

Exercice 2.6. Etudier la nature des séries a termes positifs suivantes

1. ) arctan (2?112) : 2. ) V/nln <1 + ng) ; 3.

n>1

n>1 n>1

Exercice 2.7. Etudier la nature des séries & termes positifs suivantes

(v rn)
sin{ ————— 5 _ 1
1. Ze n(n+1) ; 2. Zgnfl ; 3. 22n+1.

n>1 n>1 n>0

Exercice 2.8. Etudier la nature des séries & termes positifs suivantes

n! _ n"\/n .
12@ ’ 2'271'6" ’ > Z(n—i—l)

n>1 n>1 n>1

Exercice 2.9. Etudier la nature des séries a termes positifs suivantes

n>2

Exercice 2.10. Etudier la nature des séries a terme positifs suivantes

1 E: 1 . 9 E: 24—4%—6+-m-+2n
' nln (n) ’ 'n>01—|—3—|—5+...—|—(2n—|—1)'

Inn

ond —1°

1.Z:1><3><5><...><(2n—1) ; 5 Z n+1 +2)..

2X4xX6x..X2n )”
n>1 n>1
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Exercice 2.11. Etudier la nature de la série suivante

> L (BeR).

B
"2 In"n

Exercice 2.12. Etudier la nature de la série de Bertrand suivante
1
Sl (wBeR).

alnh
ey In” n

Exercice 2.13. Etudier la nature des séries (a termes quelconques) suivantes

Exercice 2.14. Etudier la nature des séries (a termes quelconques) suivantes

1. Z(—l)”i—z ; 2. Y (-1 7217:;4\(1 n<\/T>

n>1 n>1

Exercice 2.15. Etudier la nature des séries (a termes quelconques) suivantes

LY TV 2 R )
n>0 n20n+1 n>1

Exercice 2.16. Etudier la nature des séries (a termes quelconques) suivantes

(=" -
1. Zm ; 2. Z1+na’ cR.

n>2

Exercice 2.17. Etudier selon les valeures du parameétre a, la convergence de la série E Uy, donnée

par
a

un:(—D”<a_

n
1> , n>1leta##1.

Exercice 2.18. Former le produit des séries Z U, €t Z v, définie ci-dessous et étudier sa nature

n>1 e v, = n>1.

b L
nyn’ T an—1’

Uy =
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Exercices suplémentaires.
Exercice 2.19. Soit (un)n21 une suite réelle & termes strictement positifs, telle que Zun con-

verge.

v/ Un

nOé

2. Notons (Sy),>; la suite des sommes partielles associée a Z ATy

1. Montrer que si « > 1, alors la série Z converge.

a - Montrer qu'il existe K > 0 tel que : Vn € N*| S, < K./n.

Indication : on pourra utiliser, pour des a; et by réels positifs, I'inégalité suivante

(Bee) = (£) (Be)

NS

Un
converge.
ne

. 1 L
b - Montre que si a > 3 alors la série Z

N

3. Donner un exemple de suite réelle (u,,),,~, positive telle que Z Uy, converge et Z T
> ns

diverge.

e Solutions des exercices
Solution de ’exercice 2.1.

n
2
1. La suite de terme général <3> est une suite géométrique de raison 3 alors

donc

lim S, =3,

n—s-+4oo

o . 2\"
ainsi la série E (3 est convergente et sa somme est

+oo n
2 .
5_2(3) —ni“ioosn—?"

2. Pour tout n € N*, on a

alors
n

1 1 1 1 12 1 "o
S":Z4k2—1:22<2k—1_2k+1>:2[Z2k+1_22k+1

k=1 k=1
1
= — 1— 1 ;
2 < 2n+1>
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d’ou

lim S, = =,
n—--4o0o

1
4n? — 1
3. Pour tout n € N*, on a

ainsi la série g est convergente.

1 1 L.
nn+1)(n+2) 2n n+l 2(Mn+2)

donc
- 1 " /1 1 1
Sn = = o + :
kzlk(k+1)(k;+2) = \2k k+1 2(k+2)
Or
n n n n+2
1 1 1 1 1
2 T TGy 22k+zk]
k=1 k=1 k=1 k=3
RS UR S S S
2 4 —k 2mn+1) 2(n+2)
et "
"1 “—1l 1 &1 1
TR T
k:1k+1 k:2k 2 k:gk (n+1)
d’ol )
5_1[”1+"+1]_”1_1+ Lo
2|i=k k] kA1 4 2(n+2) 2(n+1)
donc
li n = 7

ainsi la série Z L est convergente
n(n+1)(n+2) '

Solution de I’exercice 2.2.

1. Pour tout n € N, on a

1
Vn+2+v/n+1

=vVn+2-Vn+1,

alors pour tout n € N,

n

" 1
S, =
kzzox/k+2+\/k+1

(\/k+2—\/k+1)

k=0
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= (x/§—1)+<\f—ﬁ)+(x/i—x/ﬁ)+...+(W—\/ﬁ)+(\/n+2—\/n+1)

= n+2-1,

d’ou

lim S, = +oo,

n—---4o0o

1
ainsi la série Z N e est divergente.
n n

2. Pour tout n > 3, on a

alors
Sy = Y In <1 - > => (k-2 -In(k)=> In(k-2)—> In(k)
k=3 k=3 k=3 k=3
n—2 n
= > I(k)-> In(k)
k=1 k=3
= In(2)—In(n—1)—In(n)=mIn(2)—In(n(n—-1)),
d’ou
lim S, = —oo,
n—--—+00

2
ainsi la série Z In (1 — > est divergente.
n

3. Pour tout n > 2, on a

In (1_ 1) —n <(”_1)§”+1)) —(n(n—1)~In(n)+ (n(n+1) —In(n),

n2 n

alors
S, = (1—>:Zln —1)=In(k) +>_ (n(k+1) —In(k)),
k=2 k=2 k=2
or n n—1 n
> (n(k—1)—In(k)=> (k) —> In(k)=—In(n)
k=2 k=1 k=2
et
n n+1 n
Z (In(k+1)—In(k Zln Z (k) =In(n+1) —In(2),
k=2 k=2
donc
S, =In ("Zl> —In(2)
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d’ou

lim S, =-1In(2),

n—---4oo

1
ainsi la série Zln (1 — 2) est convergente.
n

Solution de I’exercice 2.3.

1. Comme

— 140,

im
n—+oo N + 2

alors la série g

5 est divergente.

n+
2. Pour tout n € N*, on a
2 1
€ S ﬁv
- . 1 S - . a2
or la série de Riemann Z — est convergente, ainsi d’aprés le Théoréme 2.19, la série Z e ™ est
n
convergente.
3. En appliquant le Théoréme de I’Hépital, on a
2,—n 4
ne n
lim = lim — =0,
n—s+00 1 n—s+oo en
n?
. . 1 e . L 2 —n
or la série de Riemann Z — est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, la série Z n<e " est
n
convergente.
Solution de 1’exercice 2.4.
1. On a
1 +oo 1
4n? —1 4n?’
la série de Ri 1 insi d’aprés le Corollaire 2.22, la séri L
or la série de Riemann Z 3 est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, la série Z o1 est
convergente.

2. Pourn>1,ona:

n+yn _ n<1+\/15> +oo 1

m3+1 1\ o2
N "
2n3

VA

. . 1 - . n
or la série de Riemann g — est convergente, ainsi la série g 311
n n

est convergente.
+1
-3 <1> +00 1
Sin — ~ -3
n n

3. On a:
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1 1
et la série de Riemann Z — est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, la série Zsin?’ <>
n n

est convergente.

Solution de I’exercice 2.5.

1 1
1. Ona: lim cos (> =10, alors la série Zcos <> est divergente.
n n

n—---+00

2. Pour tout n € N*, on a

2+ cos (n) < 3
n3 ~ nd’
. : 1 . . 2+
or la série de Riemann Z —; est convergente, ainsi d’aprés le Théoreme 2.19, la série Z cic;s(n)
n n
est convergente.
3. Pour tout n € N*, on a
1 1
n(n+In(n)) — n?’
or la série de Riemann Z L est convergente, ainsi d’aprés le Théoréme 2.19, la série Z _
n? ’ ’ n(n+1In(n))

est convergente.

Solution de I’exercice 2.6.

1. On a
arctan [ — | ~ —
2n? 2n2’

1 1
or la série de Riemann Z — est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, la série Z arctan <22>
n n

est convergente.

2. Comme
In (1 + ;) e %
alors
Vnln <1 + ;) B #
or la série de Riemann Z %/2 est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, 1a série Z vnln <1 + 12>
n n

est convergente.

3. On a
In (n)
3 _ | |
g 222-1 _ g, ) o )
n—-+o0o 1 n—--+4o00 1 n—-+oo 2Mm
3 n——3
n n
or la série de Riemann Z ! est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, la série Z In (n) es
— v .

convergente.
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Solution de I’exercice 2.7.

1. Comme 1
nlnioo esm<” (n+ 1)) =10,
. 1
alors la série Z esm<n (n+ 1)> est divergente.
2. Pour tout n € N*, on a
51 _ <5> g
2n —1 2 1— 2%

alors
. 5" —1
lim =

5\"
n—s—+oo 2N — 1 nlnioo <2> = oo,

. . 5" — .
ainsi la série Z on 1 est divergente.

3. Il est clair que

n
4 4
2n +1 . n_ nToo_
ninioo i - ninioo AL - ninioo en In(2) 0’
n2
la série de Ri ! insi d’aprés le Corollaire 2.22, la séri "
or la série de Riemann Z ﬁ est convergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22; la série Z 1 est

convergente.

Solution de I’exercice 2.8.

n!
1. On pose u, = —, alors on a
n

(n+ 1)
Upi1  (n+ 1) ( n >" _ 1
Up, n! n+1 <1+1>n’

nm n

donc

1
e

n—=+0o Uy (&

|
d’ou d’apres le Critére de D’Alembert (Corollaire 2.31), la série Z n—n est convergente.
n

n!
Pour vérifier que la limite du terme général — vaut 0, nous utilisons la formule de Stirling suivante
n

+o0 1
n! = V2mn T2e ",
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en effet :
. n! . \V2m\/n
lim — = Ilim v
n—+oo N n—+co0 "

=0.

n"y/n
2. On pose u, = — alors en utilisant la formule de Stirling, on trouve
n!

. n"\/n 1
lim = —,
n—s+4oo nl en 2

ainsi la série E est divergente.

3. On a

n"\/n
!

nle

n \" 1 1
A (757) :ni%wzzeﬂ’
I+

n
alors la série g < Zl) est divergente.
n

Solution de ’exercice 2.9.

1. La fonction

f ]2, 400 — Ry

1
T e (x)
est continue et décroissante alors, d’aprés la Proposition 2.24, la série 27 et lintégrale
nln(n)
+o0 1
/ ————dx sont de méme nature. Or
x1n (x)
o [l /1
———dr = i de = 1l —du= 1l 1 —In(In(2))) =
/a:ln(x) T e zln (z) s NS P y_l)rgoo(n(y) n(In (2))) = +oo,
2 In(2)

1
ainsi la série g m est divergente.
24+4+6+4+...+2n

2. Il est clair que le numérateur et le dénominateur de la fraction , sont
1+3+54...+2n+1)

de la forme d’une somme des termes des suites arithmétiques, alors

mn
24+4+6+..+2n 2<§>(1+”) o

N 1 N ’
1+3+5+...+(2n+1) <”+)(1+(2n+1)) n+1

donc
24+4+6+..4+2n

I =1
LU i sy vy o v s SR

42



24+4+6+...+2n

d’ou, la séri
otl, aser1621+3+5+---+(2n+1)

Solution de ’exercice 2.10.

I1x3x5x..x(2n—1)

1. On pose up = 2X4X6X..X2n

. Un+1
lim

n—s+o0  Up

est divergente.

, alors

2n+1
im =
n—s+o0 2n + 2

)

donc le Critére de D’Alembert ne donne aucune information sur la nature de la série

I1x3x5x..x((2n—-1)
2x4x6x..%x2n

>

de +o0,
Un+41
Unp,

d’ou d’apres le Critere de Duhamel (Corollaire 2.41, la série Z

gente.
nn+1)(n+2)..
(2n)"

2
2. On pose u, = (2n)

Un+1

. Mais on peut donner un développement limité de

(m+1)(n+2)...2n) 2n +1) (2n + 2)

Un

1 . .
au volsinage
Un,

1
5 1
n n

I1Xx3x5x..x((2n—-1)

t diver-
IxAX6x .. x2om o Aver

, alors on a

(2n)"

Up,

(
(2(n+1))""

n(n+1)(n+2)..(2n)

 (2n+1)(2n+2) n n_(2n—i—1)(2n+2)>< 1
2n (n+1) n+1)  2n(n+1) 1+1 "
n
d’ot
2
lim St 2 o
n—=+00  Up e
1 n
car lim (1+> =e.
n—s--+oo n

Ainsi d’apres le Critére de D’Alembert, la série Z n

n+1)(n+2)..(2n)

est convergente.

(2n)"
Solution de I’exercice 2.11. Etude de la série
+oo 1
> 5. (BER).
= In” n
n
En effet : comme
400 si <0
li L 1 i
11m = el
n—*+mﬂﬂﬁn Sl B 9
0 si B>0

1
alors la série Z P est divergente pour 5 < 0.
n’n
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Pour 5 >0: on a

! B

n 1
lim n__ lim "= 0,
n—s--+oo 1 n—--4oo n
In®n
- 1 . . . . 1 .
or la série Z — est divergente, ainsi d’aprés le Corollaire 2.22, la série Z est divergente.
n ] In®n
D’ou la série Z est divergente pour tout 5 € R.
In®n

Solution de I’exercice 2.12. Etude de la série de Bertrand

400 1
Zin“lnﬂn (a, B €R).
n=2

On pose u, = . Premiérement nous donnons un tableau qui montre la limite du terme général

neInfn
———— suivant les valeurs de «, 3.
n®In®n
a>0 a=0 a<0
0 li =0 li =0 li =
F>0], lm =0 Jlim wn=0 | lim un=toc
=0 li =0 li =1 li =
P=0, It =0 T e oo = 400
6<0 lim u, =0 lim wu, = +o0 lim w, = +o00
n—--+00 n—> 400 n—--+00

D’apres le tableau précédent, il est clair que pour a < 0 et (o =0 et 5 < 0), la série de Bertrand

2.

est divergente.

neIn’n )
e Pour @« =0 et 8 > 0 la série de Bertrand Z ———— est divergente. (cette étape déja fait dans
neIn®n
I’Exercice précédent).
e Poura >0et 8 >0, en effet :
1
lim ¢ In®n —~0
n—--4oo 1 ’
ne

1

alors pour a > 1, la série de Riemann Z — est convergente et donc d’apres le Corollaire 2.22, la
n

1

n®ln’n
Pour 0 < <1, 0n a

est convergente.

série de Bertrand Z

: B
- 1
im —2 — lim — - ,
n—s—+o0o 1 n—s+too pl—a
n®ln’n
- 1 : ) : - 1
et comme la série Z — est divergente, donc d’aprés le Corollaire 2.22, la série de Bertrand Z P Pn
n n®In” n

est divergente.
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Pour a = 1, la fonction positive, continue et décroissante sur [2,+oo[, et donc l'intégrale

zln® x
+oo
/ L iz et 1a seri > ! t de mé ture. Orsi B #1
x et la série sont de méme nature. Or si on a
zn’ nln®n
+ + t In2)'~"*
P Fo L L (G
/ P dx:/u du:tln}rl U du:thnjrl 1 ﬁu = p—1
zln” z —+00 —too 1 — .
2 In(2) In(2) In(2) +00 si A<l
1
alors dans ce cas, si § > 1 la série ———— est convergente et si < 1 la série ——— est
b Z nln®n 8 P Z nln®n

divergente.

Sig=1,la sériez ]
nlnn

1
Ainsi si @« > 1 ou bien o = 1 et 8 > 1, la série de Bertrand Z P n
n®In” n

1
est divergente (voir I’Exercice 2.9).

est convergente.

e Pour a > 0 et 8 = 0, la série de Bertrand devient une série de Riemann Z — qui est convergente
n

si et seulement si o > 1.

e Pour a > 0 et B <0, en effet : pour tout € > 0, on a

1
B 1
lim 2MnTn gy S
n—-s—+o0o 1 n—+00 Nt lnﬁ n
nOC—E
. . L . 1
Il est clair que pour « —e > 1 (i.e. @ > 1+ ¢€), la série de Riemann E —— est convergente.
n

a—1
Si a > 1, alors il existe un €1 > 0 (par exemple £, = T) tel que @ > 1 + ¢1, donc la série

est convergente.

2.

nenfn
Sia<1,ona

1
lim —2% = lim Wfn= 0,
n—-4o00 1 n—-s-—+4o00
n®ln’n
et comme la série Z i (a < 1) est divergente, alors d’apres le Corollaire 2.22, la série Z b
ne o ne1nf n

est divergente.

Comme un résumé des résultats obtenu ci-dessus la série de Bertrand g ———— est convergente
nOé

In®n
si et seulement si « > 1 ou biena=1et § > 1.

Solution de I’exercice 2.13.

1. On a
cos (/)
ny/n

IN
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. cos (y/n) o
or la série E —5 est convergente, alors la série E ————= est absolument convergente, ainsi elle

n2 ny/n

est convergente.

2. On a
arctan ((—1)") T 400 5
n3 +5 n3 +1 n3’
sy n
. 5 . arctan ((—1 ..
or la série 2 est convergente, alors la série Z M est absolument convergente, ainsi
n3 n3 +5

elle est convergente.

3. En appliquant le Théoréme d’Abel (Théoréme 2.49), en effet : d’une part, on a

>

k=0

=1-1+1-1+..4+(-1)" <2

1
D’autre part, la suite <2

1) est une suite & termes positifs, décroissante et tend vers zéro.
n —
neN*

n
Ainsi, la série Z )1 est convergente.
m —

Solution de I’exercice 2.14.
1. On a
lim (—1)" - +o0,

n—--400 n3

6n
alors la série Z (—=1)" =5 est divergente.
n

2. On a

‘(_1) n+/n n(ﬁ)‘ n+vn 4o 1

2n3—|—1 n 2n3 +1 m2’

est absolument

1
et la série Z o2 est convergente, alors la série Z (— o+ 1 sin
n n

convergente. Ainsi elle est convergente.

Solution de I’exercice 2.15.

1. Comme
+00 +oo
YD) (Wt T-ve) ==Y ()" (Va+1-va),
n=0 n=0

alors les deux séries Z (-1t (Vn+1—/n) et Z (vVn+1—/n) sont de méme nature.
Or

()" (VAT = Vi) = FLI
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et on applique le Théoréme d’Abel. En effet : d’une part, on a

1
vn+1++/n
série Z ' 1 (vV/n+1—/n) est convergente.

2. En appliquant le Théoréme d’Abel, en effet : d’une part, on a

D’autre part, la suite ( ) est a termes positifs, décroissante et tend vers 0 . Donc la
neN

Zsmk

|0+ sin (1) +sin (2) + ... + sin (n)],

et

|14+ e +e* + ...+ €| =|(1+cos(1)+ cos (2) + ... + cos (n))

+i (0 + sin (1) + sin (2) + ... + sin (n))],

alors il est clair que

n

>

k=0

B |1 _ e(n+1)i‘ _ ) 92
1—¢| — [(1—cos(1))—isin(1)|

D’autre part, il est facile de montrer que la suite ( |
n

) est une suite & termes positifs,
. neN
décroissante et tend vers zéro.

sin (n

D’ou la série
Z n+1
3. En appliquant le Théoréme d’Abel, en effet : d’une part on a

est convergente.

n

Z (=1)*cosk| <

k=0

n

Z (_1)k ok

k=0

n n
car Z (—l)k cos k, représente la partie réelle de nombre complexe Z (—l)k e’*. Or
k=0 k=0

n .
(_1)k elk
k=0

|1‘ 4 ‘(_ei)n—l-l‘
1+ €|

1— (_ei)n+1
1+ et

IA
[
<
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1
D’autre part, il est facile de montrer que la suite (\F) est une suite a termes positifs, décroissante
N/ nen+

et tend vers zéro.

D'ou la série Y (~1)" “2 (n)

vn
Solution de I’exercice 2.16.
(="
n+(-1)"y/n
(—1)"n—+/n B (-1)" _ 1
n?—n n—1 p3_n

(=1)"
n—1

est convergente.

1. On pose u, = et en multipliant le numérateur et le dénominateur par n —

(—1)" y/n, on trouve

D’une part, d’aprés le Théoréme d’Abel, la série Z est convergente.

D’autre part on a
1 oo 1

n%—\/ﬁ n

i

Njw

1 1
et comme la série Z — est convergente, alors la série Z ——— & termes positifs est convergente.
nz nz — \/ﬁ
Ainsi la série Z i
n+(=1)"vn
+o0 (_1)71

2. On pose , a €R.

On a

est la somme de deux séries convergentes, donc elle est convergente.

0 si a>0
(=" 1
1 = — i =
. 1H+1001+na i2 si a=0

+£1 si a<0

()"
1+ n«

Donc, pour a < 0, la série Z est divergente.

n

> (=D

k=2

Sia > 0 : en appliquant le Théoréme d’Abel, en effet :

1
< 2, et la suite < > est
1+ no n>2

()"
1+ n«

a termes positifs, décroissante et tend vers 0. Ainsi la série g est convergente.

a

Solution de I’exercice 2.17. Soit u,, = (—1)" < 1
a—

n
> , on étudie tout d’abord la convergence

absolue de la série E Up,.-

n

On pose v, = |uy,| = , alors la série g vy, est géométrique de raison ¢ = , donc il

a —

suffit de comparer sa raison ¢ a 1.

. a |al |al . :
Sia<0: = = < 1, ainsi la série Uy, converge absolument.
= a1 T Ja—1] Jal+1 7 2t 8
. a a L. L, .
Sia>1: 1‘ = 1 > 1, ainsi la série E uy, n’est pas absolument convergente et n’est pas
a— a—
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convergente car

n
lim w,= lim (—1)n< ¢ > = +o0.

n—s—+00 n—s—+o00 a—1
. a |al a L )
Si0<a<1: = = , alors on distingue les cas suivants :
a—1 la—1 1-a
. a . L
Si 1 < 1, ou encore 0 < a < > ainsi la série g Uy, converge absolument.

Si

a 1 o -
1 > 1, ou encore 3 < a < 1, ainsi la série g uy, n’est pas absolument convergente et n’est
—a

pas convergente car

lim w,= lim (1)"< a > = +o0.

n—s+00 n—s-+00 a—1
. a . -
Si 1 =1, ou encore a = 3 alors u, = 1 pour tout n € N, et donc u,, —/1 0, ainsi la série
— n—mroo
Z uy, diverge.
. 1 .
Sia< =, la série Z Uy, converge

En conclusion 1 2

Si 3 <a<loua>1, lasérie Zun diverge

Solution de I’exercice 2.18. Comme les séries données sont définies pour n > 1 et que la
définition générale du produit de deux séries est exprimée pour n > 0, on peut poser, sans changer la

. . . 1
nature des séries, ug = 0 et vg = 0. Le produit des deux séries u,, = ——= et v, est donc la

1
ny/n 2n—1
série de terme général
n

n
1 1
Wn = Z“k”n—k = Z T on—h—1"
k=0 k=1 k\/E 2
Les séries Z Uy, €t Z v, sont & termes positifs convergentes, en effet :
; L . 1 L . .

Z Uy, c’est la série de Riemann Z 32 donc converge et la série Z vy, est géométrique de raison
1=5 < 1, donc converge.

En appliquant le Théoréme 2.62, la série produit Z wy, est absolument convergente et

S () ()
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Chapitre 3

Suites de fonctions

On considére ’ensemble F (I,R), de toutes les fonctions définies sur I (I intervalle de R) & valeurs

dans R; & savoir :

F(ILLRY=A{f/f:1— R, f fonction}.
Définition 3.1 On appelle suite de fonctions sur I toute application

f: N — F(I,R)
no—  f(n)

On note f (n) par f, et on note la suite par (fn),cx -

3.1 Convergence simple (ponctuelle) d’une suite de fonctions

Définition 3.2 On dit qu'une suite de fonctions (fn),cy converge simplement sur I vers une

fonction f (ou bien converge point par point sur I) si
pour tout v € I, la suite numérique (fy (x)),cn converge vers f(x),

c’est-a-dire :

Vo €1, nirgl_oofn(x):f(x)

[ est appelée limite simple de la suite (f,),cy; et on écrit
fn f sur I ou bien f, ©5 f osurl.

Ceci se traduit par

converge simplement
—

Ve eI, Ve>0,3N., e NNVne N: (n> Nep = |fn(z) — f(2)] <e).
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1
Exemple 3.3 1. Soit la suite de fonctions f, (x) = sin <az + ) ;x €R.
n

1
Pour tout x € R, on a : f, (z) = sin <:n + ) — sin(x). Alors la suite de fonctions (fy),cn-
n

n—---+o0o

converge simplement vers la fonction f (x) = sin (z) sur R.

2. La suite de fonctions fp (x) = 1 Zx converge simplement sur R, car
ne
) 0 st z=0
lim f, (z)= ;
neoteo 1 si >0
CcS 0 st =0
et alors : f, = f sur Ry, ou f (x) =
1 s >0

3. Soit la suite de fonctions 1, (z) = nexp (—nz); x € R*.
Il est clair que pour x réel strictement positif, 1, (x) — 0. Donc la suite de fonctions
n—moo
(Yn)nen converge simplement vers la fonction identiquement nulle, sur RY..

Six <0, alors linj_ Y, (x) = —o0, ainsi (Y,,),cn ne converge pas simplement sur |—oo,0].
n—r- 0o

Remarque 3.4 L’Ezemple précédent montre que la continuité des fonctions f, n’entraine pas forcé-
ment la continuité de la fonction limite f et l'intégrale de la limite f n’est pas forcément égale o la

limite des intégrales des fonctions fy,.

Existe-il une notion de convergence de suites de fonctions qui permet d’assurer que :
a - La fonction limite f est continue sur I'intervalle I si toutes les fonctions f,, le sont.
b - La permutation entre la limite et 'intégrale est correcte?

Nous allons étudier cette question dans le paragraphe qui suit.

3.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 3.5 Soit la suite de fonctions (fy),cy définie de I dans R et soit f : I — R une fonction.

On dit que la suite de fonctions (fn),cy converge uniformément vers la fonction f sur I si

lim sup|fy (z) = f (2)] =0, (3.1)

n—=+0 pcj

c’est-a-dire

Ve>0,AN. e N /VneNVz e E: (n> N, = |fn(x) — f(z)] <¢).
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En posant || fr, — f|| = sup |fn (z) — f (z)|, alors (3.1) se traduit par
zel
Ve >0,IN. e N /VneN: (n>N.=|fn—fll<e).

On dit aussi que fp, converge vers f pour la norme de la convergence uniforme et que f est la limite

uniforme sur I de la suite (fy),, .

converge uniformément
—

Et on note : fp f sur I ou bien f, v f sur I ou bien f, = f.

Exemple 3.6 1. Pour tout entier n, soit

fo: [0,1] — R
x —  z"(l—x).
La suite de fonctions (fy), converge simplement sur [0, 1], vers la fonction nulle.
Calculons sup |f, (z) — f (z)| sur[0,1]. Par étude des variations de la fonction |f, (z) — f (x)| =

z€0,1]
2"(1 —x) sur [0,1], on trouve que

s () = @] = f <n+1> _ <n+1> (1— n+1>'

n
¥n >0, 0< (— L R B
n+1 n+1 n+1

d’ot, d’aprés le Théoreme de trois suites, lin}r | frn— fll =0, ainsi f, U0 sur [0,1].
n—-—+0oo

2. La suite de fonctions définie sur [0,1], par f, (x) = 2™ n'est pas uniformément convergente sur
[0,1].

En effet : il est clair que la suite (fy), converge simplement vers la fonction f sur [0,1] telle que

F o) = 0 st x €[0,1] |

1 St r=1

mais

sup |fn(z) — f(z)| = sup |2" —0] = sup |z" —0| = sup z",
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

car fn (1) = f(1) = 0. Et comme sup z" = 1 (la fonction x +— z™ est croissante sur [0,1[). Alors
z€[0,1]

sup |fn () — f (x)| ne tend pas vers 0. Ainsi la suite (fy), n’est pas uniformément convergente sur

z€[0,1]

[0,1].
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La proposition suivante assure la convergence uniforme d'une suite de fonctions (f,), ¢y sur un

intervalle I, sans connaitre la fonction limite f.

Théoréme 3.7 (Théoréme de Cauchy pour la convergence uniforme). Une suite de fonctions

(fa)nen converge uniformément sur I si et seulement si
Ve >0,IN. €N /Vp,geN: (p>qg>N.=|fp — fqll <e)

ol

pr - fq” = sup ’fp (z) — fq (@)].
zel

Proposition 3.8 (Condition suffisante de la convergence uniforme). Pour qu’une suite de
fonctions (fn)nen converge uniformément sur I vers une fonction f, il suffit qu’il existe une suite
numérique (uy, )y telle que :

|fo(z) = f(z)| <up, YnEN,Vz el et lim wu,=0.

n—s--+oo

Démonstration. on a

|fu(z) — f(2)| <up,YneN,Vex eI =0<sup|fno(z)— f(2)] <up, YRnEN
zel

alors

0< lim sup|fu(z)—f(z)|< lim wu,=0.

n—->-400 zel n—---+400

D’ou d’apres le Théoréme de trois suites, on a

lim _sup|fu(2) — f ()] =0,

n—+00 zeg
. Ccu
ainsi f, — f. =

Exemple 3.9 1. FEtudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,), , sur

n’
[0, 1] telle que
ne=® + z?

n-+x

fo (@) =
En effet : pour tout x € [0,1], lirri fo(x)=€"" (e fp G5, e sur [0,1]).
n——roo
Pour la convergence uniforme : on a pour tout x € [0,1],
‘]

ne~% + x? z—e %

n—+x

e+l _ 2
n+x - n n—+oo

= ||

— e

n-+x
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donc d’apres la Proposition précédente, (fn),cn converge uniformément vers e=* sur [0,1].
e Quelques opérations

Proposition 3.10 Soient (fy),, et (gn), deuz suites de fonctions définies sur I convergeant uniformé-
ment respectivement vers f et g. Si X et i deux nombres réels, alors la suite de fonctions (Afn + 11gn),,

converge uniformément vers la fonction A\f + pg sur I.

Proposition 3.11 Soient (fy), et (gn), deux suites de fonctions définies sur I convergeant unifor-
mément respectivement vers f et g sur I.
Si les fonctions limites f et g sont bornées sur I, alors la suite de fonctions (fngn), converge

uniformément vers fg sur I.

Proposition 3.12 (La convergence uniforme entraine la convergence simple).

Soit (fn)pen une suite de fonctions définie sur I. Alors
fnﬂ{f surléfnﬁf sur 1.

Démonstration. Pour tout € I, on a

[fn (@) = f (2)] < sup[fn (z) = f(2)]

zel

or

sup |fu (z) = f (@) — 0 car f, <> f sur

xzel n—+00

alors Vo € I, |f, (x) — f (2)| converge vers 0, d’ott la convergence simple de la suite (fy),cy vers la

fonction f sur . m

Remarque 3.13 La réciproque de la Proposition précédente est en général fausse.
En effet : reprenons la suite de fonctions (fy),, définie sur[0,1] a valeur dans R, par f, (x) = a". Il

est clair que (fy,), converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

n

0 si zel0,1]
flx) = ,

1 st x=1

mais la suite (fy), ne converge pas uniformément sur [0, 1], puisque

sup |fn (¢) = f(2)[=1 = 0.
xE[O,l] n—---+o0o
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3.3 Propriétés des suites de fonctions uniformément convergentes

3.3.1 Continuité

Théoréme 3.14 (Continuité Seidel (1847)). Soit (fn)n une suite de fonctions définies d’un
intervalle I de R dans R. Soit a € I, si

i) pour tout entier n, la fonction f, est continue en a,

i) la suite de fonctions (fn)n converge uniformément sur I vers une fonction f.

Alors f est continue en a.

Démonstration. Soit £ > 0, alors on a

fnﬂfsurléEINEEN,VnEN: <n2N5:sup|fn(x)f(x)]<3>,
xel

en particulier pour n = N, on a

|fn. (z) — f (2)] <§ , Vrel.

Comme la fonction fx_ est continue en a, alors

€
dn. >0,V el: (]x—a]Snai\fNE(x)—st(a)\<§>.

Donc dn, > 0,Vx € [ : |z —al <7, :

[f(@) = fla)] = [f(@) = fn.(2) + f. (@) = [ (a) + fr.(a) = f(a)]

< f@) = fv @)+ Ifv. (@) = fu (o)l + Ifv.(a) = fla)) < g + 5+ 5 =e

Ainsi la fonction f est continue en a. m

On déduit immédiatement le Corollaire suivant.

Corollaire 3.15 Soit (f,,), une suite de fonctions définies d’un intervalle I de R dans R. Si,
i) pour tout entier n, la fonction f, est continue sur I ,
i1) la suite (fpn)n converge uniformément sur I vers une fonction f.

Alors f est continue sur I.

Une des méthodes pour démontrer qu’une suite de fonctions (f,,), ne converge pas uniformément
vers sa limite simple f sur un domaine I, est la contraposée du Corollaire précédent, plus précisement

on a.
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Proposition 3.16 Soit (f,), une suite de fonctions qui converge simplement sur I vers f.

Si pour tout entier n, la fonction f, est continue sur I , Alors
. . cU
f est discontinue en xo (€ I) = f, - f sur I.

Exemple 3.17 Soit la suite de fonctions (fy), définie sur [0,4+o00[ a valeur dans R, par f,(z) =
1

1+nx
Nous remarquons que pour tout entier n, la fonction f, est continue sur [0, 400 .

De plus il est facile de voir que f, 95, f sur [0,400[ avec

0 si z>0
f(z)=
1 s =0
La fonction f n’est pas continue en xg = 0, d’ou d’aprés la Proposition précédente la suite de fonctions

(fn),, ne converge pas uniformément sur [0, +o0].

On a vu que la convergence simple n’entraine pas la convergence uniforme, cependent sous certaines

conditions nous avons cette implication.

Théoréme 3.18 (Théoréme de Dini (1878)). Soit (f,), une suite de fonctions qui converge
simplement sur [a,b] (C R) vers une fonction f continue sur [a,b]. Si la suite de fonctions (fy),, est

monotone sur [a,b], alors (fy,), converge uniformément vers f sur [a,b].

3.3.2 Intégration

Théoréme 3.19 (Théoréme d’intégration). Soit (f,), une suite de fonctions telle que, pour tout

n
n € N: la fonction f, est intégrable sur [a,b] .
Si (fn),, converge uniformément vers f sur [a,b], alors, la fonction f est intégrable sur [a,b]. De

plus
;gwﬂMMM=/gng>M=]ﬂmm

Démonstration. Pour montrer que la fonction f est intégrable sur [a, b] il suffit de montrer que
b

/\f (x)| dz est finie. On a

a

/‘ |M—/u i Hmlwm</v n@WMﬁﬂn@wm
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b

b b
/ sup |f<x>—fn<w>|dx+/\fn<x>rdxs (b—a) sup \(fnm—f<w>>r+/rfn<x>|dx

IN

x€[a,b] x€[a,b]

< (b—a)M; + My < 4o0.

z€[a,b]

0, donc elle est bornée par un nombre réel My, et de l'intégrabilité de la fonction f,, sur [a,b] c’est-
b

Les deux derniers inégalités découlent du fait que la suite ( sup |(fn(z)— f (m))\) converge vers
neN

a-dire on peut majorer / | fn (x)|dx par un nombre réel Ms. D’ou la fonction f est intégrable sur

a

[a, b] .

e Pour tout € > 0, on a

b
</|(fn($)—f($))ldl‘</ sup |(fn () = f(2))]dz = (b—a) sup |(fn(z) = f(2))],

J z€[a,b] z€la,b]

et comme (fy), converge uniformément vers f sur [a,b], alors il existe V. € N tel que

Wiz Nt sup |(fu () = f @)] < 5.
z€[a,b] a

et par suite

b b

/fn(x)dm—/f(m)dm <p-a) =g
ainsi ) ) )

ninioo /fn (x)dr = /nir&oof” (x)dx = /f () dzx.

[

Corollaire 3.20 Soit (fy), une suite de fonctions telle que, pour tout n € N, la fonction f, est
intégrable sur [a,b] .

Si (fn), converge uniformément vers f sur [a,b] alors, pour tout a € [a,b], la suite de fonc-
X X

tions (Fy,),, telle que F, (x) = /fn (t) dt, converge uniformément vers la fonction F (x) = /f (t)dt
o

(03
sur [a,b]. De plus, pour tout z € [a, b]

nin}roan(x)—ninioo/fn(t)dt—/nin}roofn(t)dt—/f(t)dt—F(x).
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3.3.3 Dérivation

Théoréme 3.21 (Théoréme de dérivation). Soit (f,), une suite de fonction telle que, pour tout

n € N : la fonction f, est continument dérivable sur I (i.e. f, € C! sur I) et converge simplement

vers une fonction f sur I. Si la suite de fonction (f,ll) converge uniformément vers une fonction g
n

sur I. Alors, la fonction f est continument dérivable sur I (i.e. f € C' surI) et
fx)=g(x) Voel,

c’est-a-dire

!

(,tim @) = tim fi@) veer

Démonstration. Soit (a,b) € I?, comme I est un intervalle de R, alors [a,b] C I
On a

fn € C'([a,b]) = f,, est continue sur [a,b],

et d’apreés le Théoréme de continuité, on conclut que la fonction g est continue sur [a,b] .

Pour tout z € [a, b] on pose :

z/mf;(t)dt o P = [ga,

alors d’apres le Corollaire d’intégration on a Fj, U F sur [a,b] .

Soit € > 0,
(@)~ (@) = fn<x>f<xo>]g<t>dt - /wf;(t)dwfn(wo)f(ivO)/xg(t)dt
< /xf;(t)dt—/mg(t)dt 4 [fa (0) — f (o) .
d’ou
0 S s @) - S @] < s / o (t) i~ / (t) dt| + |fu (z0) — £ (x0)
< o 1@ - F @I+ (20) — £ (ao)]

et comme f, 95, f et Iy, U posur [a,b], alors la suite de terme général sup |f, (z) — f(x)| est
z€a,b]

convergente vers 0. Ainsi f, LA f sur [a,b].
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De plus on a,

!

f (@) =g(x) sur [a,]

g continue sur [a, b]

= feC'(ab). m

3.4 Exercices

Exercice 3.1. Etudier la convergence simple des suites de fonctions ( fn),, suivantes

zy/n

:1—|—’I’L2$’ reR 2'fn($):6_nx7 zeR ; 3fn(x):_7, z eR.

Exercice 3.2. Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions ( fn),, suivantes

1
2na3 l—nzr s 0<z<—
sur R ;5 2. fp(x) =2z ™™, surRy ; 3. fn(x) = n

1. fn(2) = ——,
1+TL$2 0

Exercice 3.3. Soit la suite de fonctions (fy),,cy- définie sur [0,1] par :

n (3:3 + x) e ®

fn (@) = nr+1

1. Montrer que (fy),cn+ converge simplement vers une fonction f sur [0,1].
2. Montrer que (fy),,cn+ converge uniformément vers f sur tout intervalle [a, 1] ot a > 0.

3. (fn)pen+ converge-t-elle uniforme vers f sur [0, 1]7

Exercice 3.4. Soit la suite de fonctions (f,),cn~ définie sur R par :

1. Montrer que pour tout o > 0, (fy),en+ converge simplement vers une fonction f que l'on
précisera.
2. Etudier la convergence uniforme de ( Jn)nen+ vers f sur R en fonction de a.

3. Soit n € N :
+oo
a - Calculer /fn (z)dx
0

b - Pour quelles valeurs de « a-t-on

+oo +oo
lim /fn (x)dx = /f (z) dz.
0 0

n—---+00
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Exercice 3.5. Soit la suite de fonctions (fy),, oy définie sur [0, 1] par :

2"

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,),,cy sur [0, 1].
1

2. Pour n € N*| calculer [, = / fn (z)dzx | et la limite de I, lorsque n tend vers I'infini.
0

3. En déduire que la suite de fonctions (fy,),,cn+ n'est pas uniformément convergente sur [0, 1] .

Exercice 3.6. Soit la suite de fonction (f,), oy définie sur [-1, 1] par

B x
14 n2a2’

1. Montrer que la suite de fonction (fy), ¢y, converge uniformément sur [—1, 1], vers une fonction
f que 'on déterminera.

2. Montrer que ninioofv; (z) = f' (), dans tout intervalle de la forme suivante : [—1,5], b < 0 ou
[a,1], a > 0.

3. Montrer que cette derniére propriété n’est pas vraie sur [—1, 1] (le Théoréme sur la dérivation

des suites de fonctions terme a terme ne s’applique pas ici sur [—1, 1]).

e Solutions des exercices

Solution de I’exercice 3.1.
/N

T 1+n2z

Siz=0: f,(0)=0 — 0
x\/%ﬁ*(” 1 = VzeR:f,(z) — 0

. X . o . o n—--+00

fn G50 sur R.

2. fo(z)=1e"",

Siz=0: fr,(0)=1 — 1

n—-+400 0

Siz>0: lim e ™ =0 = VeeRy: f(x) — f(x)onf(x)=

n—-+4o0o n—---+o0o 1

si x>0
si =0

Siz<0: lim e ™ =400

n—-4o0o

= fngfsurRJr.
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3. fu(z)= p ,
— n .n
Si —1<a<1: tm DTy
n—>1+%on n
Six>1:nlir51_oo(2lx =400 éfn(x)QOSur [—1,1].
1) g
Siz<—-1: lim u:—i—oo
n—-+o0o n

Solution de l’exercice 3.2.
2na3
1. = —
Jn(2) 1+ nx?’
e La convergence simple sur R : on a

Siz=0:f,(00=0 — 0
n?+oo 5
. . 2nx . nx
SRR N e L e

3 = fn () 5, 22 sur R.
=2z

e La convergence uniforme sur R : on a

o () — 22 2nz? 2x (1+nx2) 2x
su ) — 2z| = su — =su )
xeﬁ " xeﬁ 1+ na? 1+ na? xeﬁ 1+ nx?
Etude de la variation de la fonction h, (z) = ——5surR. Ona
1+ nx
’ 2 (1 — TLZL'Q) < ’ 1 1 >
h,(z)=——5=|h, () =0&2=—o0uzr=—7-),
n (©) (1 + na?)? n (@) NG vn
on déduit le tableau de variation suivant
1 0 1 N
T —00 - — — o0
V/n VD
h, (x) | 0 - 0 + + 0 -
0 1
\ vn
hn (:B) 0 \
N /
1 S 0
V/n
dott sup | (z)] = — 0, ainsi la suite de foncti " st uniformément ¢
ol su )| = — — ainsi la suite de fonction ———— est uniformément convergente
xeﬁ " VN n—+oo 1+ n3z3 &

sur R.
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2. fn (:I:) = xe—nx7

e La convergence simple sur R :

siz=0:f,(00=0 — 0

cs
_ ' n"+°°_ T = fn(z) == 0 sur R..
siz>0: lim ze™™ = lim =0
n—s+4o00 n—s+o0 "Nt
e La convergence uniforme sur R;: on a
sup |fn (@) = sup |ze ™| = sup ze ™
zeR4 rzeRy zeR

Etude de la variation de la fonction f, (z) = ze™™® sur Ry : on a

/ 1
fn(az):e_m(l—nm):()@ﬂs:ﬁ,

1 1 1 1
de plus f, () /siz < — et f, (x) \six > —, dou sup |fn ()| = fa < ) = — 0, ainsi la
n n

z€R, n en n—+oo

" est uniformément convergente sur R .

suite de fonctions xe™

1
l—-nz si 0<x<—
3.0 fr(zx)= 1 no,
0 si —<zxz<1
n
e La convergence simple sur [0, 1] :

Siz=0,f,(0)=1 — 1.

n—--4o00
1
Soit =z > 0, alors il existe un certain N € N* tel que pour tout n > N on a x > —, donc
n
fao(z)=0 — 0.
n—->-+00

Ainsi la suite de fonctions (f, (z)),, converge simplement vers la fonction

fo) = 0 si zel0,1]

1 si =0

e La convergence uniforme sur [0,1] :
Pour tout n € N, les fonctions f,, sont continues sur [0,1], mais la fonction limite n’est pas
continue sur [0, 1], alors d’aprés la Proposition 3.16, la suite de fonctions (f, (z))

n 1€ converge pas

uniformément sur [0, 1] .

Nous remarquons que la suite de fonctions (f, ()), converge uniformément sur [a,1] pour tout

a > 0. En effet : Soit x € [a,1], alors

x > a, donc



1
ainsi, il existe N € N* tel que N < x <1, et par suite f, (z) =0 — 0, donc

n—--—+00

sup |fn () —0| = sup |fy(x)]= sup [0]=0 — O.

2€fa,1] a€fa,1] z€la,1] nTee
D’ou la convergence uniforme sur [a, 1] ou a > 0.
Solution de l’exercice 3.3.
1. Soit n € N*|
Siz=0:f,(00=0 — 0.
n—--4o00
Siz€]0,1]:
3 —x
nlz®+zx)e
lim f,(z)= lim ( ) = (2?2 +1)e ",
n—>+00 n—>+00 nx

car « # 0 sur ]0, 1] . Alors la suite de fonctions (f,), converge simplement sur [0, 1], vers la fonction

f tel que
(224 1)e® siz €]0,1]
f(x) =
0 si =20
2. Soit a > 0 et = € [a, 1], alors
n(:v3+x) e ” 9 _ (:c2~|—1) e ” 2
o) = @) = | (@2 1) S

Donc, d’aprés la Proposition 3.8, (fy),, converge uniformément sur [a,1].
3. Pour tout n € N*, f,, est continue sur [0, 1], mais la fonction limite f est discontinue sur [0, 1],

donc d’apres la Proposition 3.16, (f,),, ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Solution de I’exercice 3.4.

1. Soit a > 0, alors,

siz=0:f,(00=0 — 0.
n

—+00
Six#0:
(0%
. . 2.2 .
lim f,(zr)= lim n% e ™ * = lim z—5 =0,
n—->--+00 n—--+00 n—s+oo en"T

alors la suite de fonctions (f,,) converge simplement, vers la fonction nulle sur R.

Pour a <0, il est facile de voir que
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2. Remarquons que les fonctions f,, sont impaires et pour tout x € Ry, on a

fi(z) = nte " (1- 2n2x2) =0 r=—1—

d’ou

() o e
sup o2 = (=25 ) = Jon* e,

ainsi sup | fn ()] — 0 si et seulement si a < 1.
R n—-+00

Donc (fy),, converge uniformément vers la fonction nulle sur R si et seulement si a < 1.

3. a. On a
+00 o +o00 ) )
n 2,2 2 27F00
__ -9 2 —n x _ a2 —nx] _ - a—2.
/fn (x)dx 2n2/ n°xe dx 5" <e . ) 5"
0 0

+o00
b. On a /f(w)dx =0 car f =0 sur Ry. Ainsi
0

n—--+o0o

+o0 +oo
lim /fn (x)dx = /f (x)dx siet seulement si a < 2.
0 0

“+oo

—+00
Nous remarquons que linri /fn (x)dx = /f (x)dx pour a € [1,2] alors qu’il n’y a pas de
n— oo
0 0
convergence uniforme de f,, sur cette zone.
Solution de 1’exercice 3.5.

1. La convergence simple sur [0, 1].

Siz=0:f,(00=0 — 0

— 400
Siz€]0,1]:
2m 2m 1
im —2 _— lim ¢ - lim —— =0,
n—+ool + 2"nx2  n—-+oo on 1 n—s+o0 L -
x % + nx oy

dott, £, (z) <2 0 sur [0,1].

1
2% 1 n ol 1 n
0
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donc

, o S R A
nin}roofn = nlr{li_oo%ln(l +2"n) = nin_?_oo%ln [2 n (2“71 + 1>}
1
In|{ — +1
) nln(2) . In (n) , . (2”n + )
= lim +  lim + lim —————
n—+oo  2n n—s+4oo 2n n—s 400 2n
~ In(2) ) I In(2)
-~ 9 +ninioo iz~ 9
3. Comme .
In (2
lim /fn(x)dx— lim I, = n(2)
n—s-4o00 n—s-4oo 2
0
et
1 1 (o
/ lim fn(as)d:v—/de—O;é n()7
n—s—+00 2
0 0

alors, la suite de fonctions (f,), cn+ e converge pas uniformément sur [0,1].

Solution de I’exercice 3.6.

1. Tl est clair que, pour tout x € [—1, 1]

. . X
JAm fu(@) =t s =0

donc la suite de fonction (fy), o+ converge simplement sur [—1, 1] vers la fonction nulle.
/ 1—n‘z 1 ..
D’autre part f, (z) = ————— s’annule pour z = —, et le tableau de variation montre qu’en
(14 n2z2?) n
ces points la fonction présente des extremums.

Donc

sw|n@n;mC>—1 0,

xG[—l,l] n B 2n n—+oo

ainsi la suite de fonction (fy,),cn- converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction f (z) = .

2. 1l s’agit de montrer que le Théoréme de dérivation sur les suites de fonctions (Théoréme 3.21),
s’applique sur des intervalle de la forme [-1,b], b < 0 ou [a, 1], a > 0.

Les fonction f,, sont impaires, on peut donc se limiter & ’étude sur des intervalles de deuxiéme
forme (i.e. [a,1], a > 0).

Les fonction f,, sont de classe Ct sur [-1,1],

La suite de fonction (fy,),cn+ converge simplement sur [a, 1], vers la fonction nulle.

Montrons la convergence uniforme de ( f;) o SO [a, 1], vers la fonction nulle. En effet :
neN*
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On a pour tout z € [a,1] : f (z) = 0, alors

/ / 1 —n?a? 1+ ns? 1
fol@) = f @)] = ;| < I
(14 n%a?) (1 + n222) 1+ n2x
d’ot
fu )) < ! 1 0
su x su = Y
we[al,)l} ! B :EE[aI,)l] 1+n222  1+n2a? n—+oo

Ainsi, la suite de fonction (f,),cy- converge uniformément sur [a, 1], vers la fonction nulle.

Donc d’apres le Théoréme de dérivation sur les suites de fonctions (Théoréme 3.21), on trouve

!

i 7, (0) =, tim_fa @)

n—--4o00 n—- -+00

3. Sur lintervalle [-1,1], on a £, (0) = 1. On en déduit que la convergence de la suite des dérivées

n’est pas uniforme. En effet :

donc

sup

z€[—1,1] n—>+00

d’ou le Théoréme 3.21 ne s’applique pas sur [—1,1].
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Chapitre 4

Séries de fonctions

Définition 4.1 Soit (fy), une suite de fonctions définie sur I C R. Alors la série an () est

appelée série de fonctions.

4.1 Convergence simple ou ponctuelle

Définition 4.2 (Convergence simple). La série de fonctions Z fn (z) est dite simplement con-

n
vergente sur I, si la suite des sommes partielles (Sy),, (4 savoir S, (v) = Z fr (x)) converge sim-
k=0

plement vers une fonction S sur I.

Remarque 4.3 i) Etudier la convergence simple sur I, d’une série de fonctions revient a fiver x € I,
et étudier la série numérique Z fn().
i1) Si la série de fonctions Z fn (z) converge simplement vers une fonction S sur un domaine D,
alors
a) Uensemble D est appelé le domaine de convergence de la série de fonctions Z fn (),

b) la fonction limite S est appelé la somme de la série Z fn (2).

4.2 Convergence absolue, normale et uniforme

4.2.1 Convergence absolue

Définition 4.4 La série de fonctions Z fn (x) est dite absolument convergente sur I, si la série

de terme général | fy, (z)| est converge simplement sur I.

Remarque 4.5 Tous les critéres de convergence étudiés pour les séries numériques & termes positifs
restent valables pour ’étude de la convergence des séries de fonctions a termes positifs, en particulier

l’étude de la convergence absolue des séries de fonctions.
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Exemple 4.6 1. Soit an (x) telle que Yn > 1,Vx € R: f, (z) = Sm(\}l‘r)
ny/n

Pour tout x € R, on a
1

<
~ nyn’

sin (nx)

n/n

. , 1 o , .
or la série de Riemann E — est convergente. Ainsi, pour tout x € R la série de fonctions
nz2

an (x) est convergente, c’est-a-dire elle est simplement convergente sur R, d’ou le domaine de
convergence simple est R.
2. Soit la série de fonctions Z fn (x) telle que fr () =n!(z+1)".

On a
fn—i—l (:U)

qui tend vers 400 si x # —1, et pour tout n € N, f, (=1) = 0, ainsi la série numérique an(—l)

=(n+1)|x+1],

converge vers 0. Dot le domaine de convergence de la série de fonctions Zn! (x +1)" est ’ensemble
{-1}.
4.2.2 Convergence normale
Définition 4.7 La série de fonctions an (z) est dite normalement convergente sur I, si la
série numérique de terme général || fr| (ot || full = sup |fn (x)|) est convergente.

zel

Exemple 4.8 Soit la série an (x) sur Ry définie par

e*’nﬁ

Ve e Ry ,VneN*: f, (z) = e

1l est clair que pour tout n € N*| la fonction f, est décroissante sur Ry. Donc

[ full = sup |fn (v)

rzeR

n2’

. . 1 o . .
or la série de Riemann E — est convergente, ainsi la série de fonctions E fn (x) converge nor-
n

malement sur R .

e Condition suffisante de la convergence normale

Théoréme 4.9 (Weierstrass (1861)). Soit la série de fonctions Z fn (z) définie sur I. S’il existe

une suite numérique (uy),, tel que
|fr ()] < up,Vn € N,Vz € 1.
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et la série E up, converge alors, la série de fonctions E fn (x) est normalement convergente sur I.

Exemple 4.10 On reprend I’Exemple précédent, a savoir

—nx

e
Ve e Ry ,VneN*: f, (z) = poa
On a
e """ 1
VneN": fu(v) = —5 < — Vz eRy,
n n
1 e—nx
or la série de Riemann E —5 converge, ainsi d’aprés le Théoréme précédent, la série g 5 est
n n

normalement convergente sur R .

4.2.3 Convergence uniforme

Définition 4.11 On dit que la série de fonctions Z fn () converge uniformément vers la fonc-

tion S sur I, si sa suite des sommes partielles (Sy), converge uniformément vers la fonction S sur I.

n

C’est-a-dire la suite numérique de terme général

sup
zel

> fi(w) =S ()
k=0

converge vers 0.

Remarque 4.12 Une série de fonctions an (z) simplement convergente sur I vers une fonction

S, converge uniformément sur I si et seulement si, la suite (Ry,),, de reste d’ordre n (i.e. R, (z) =

+oo
Z fr (x)) converge uniformément vers 0.
k=n-+1

Proposition 4.13 Soit la série de fonctions an (x) tel que pour tout n € N, f, € F(I,R).
Si la série de fonctions an (x) converge uniformément sur I, alors la suite de fonctions (fy),,

converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

Remarque 4.14 La Proposition précédente est utile par sa contraposé : si (fy), ne converge pas

uniformément vers 0 sur I, alors la série de fonctions g fn (z) ne converge pas uniformément sur I.

Exemple 4.15 Soit la série de fonctions Z fn (z) tel que pour tout n € N*, et pour tout x € Ry :
fn (z) = na2e =V,
e Ftude de la convergence simple de la série an () sur R4.

Sixz=0:YneN* f,(0) =0 donc la série Z fn (0) converge vers 0.
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Sixz>0:0na

) ane—m\/ﬁ ' ) n3
lim ——— = lim =z = 0,
n—-s--4o0 1 n—---+o0o e$\/ﬁ
n2

. ‘ 1 . .
or la série de Riemann E — converge, et par conséquent pour tout x > 0, la série numérique
n
E fn (z) est convergente. Ainsi la série de fonctions converge simplement sur R.
e Ftude de la convergence uniforme de la série Z fn (z) sur Ry :

Pour tout x € Ry, on a :

fo (@) =na (2 — zv/n) eV,

alors on déduit que :

nxQe—x\/ﬁ

sup |fn (x)| = sup
Z‘GR+ x€R+

2 4
—h<ﬁﬂ—@nrm@
d’ot la suite de fonctions (fy), ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur Ry. Ainsi

Z fn (z) ne converge pas uniformément sur R.

Parfois il n’est pas facile de calculer la fonction limite S () d’une telle série de fonctions Z fn (2),

alors pour étudier la convergence uniforme de cette série on peut utilisé le Théoréme suivant.

Théoréme 4.16 (Critére de Cauchy). La série de fonctions an (z) converge uniformément

sur I si et seulement si

p
Ve >0,3N. €N /Vp,geN: (p>q> N, Ve €I =S, () = Sy (@)l =| > fala)| <e]. (41)
k=q+1

Autrement dit (4.1) est équivalent & la proposition logique suivante

p
Ve >0,3N. € N /Vp,q e N: | p>q> N, = sup|S, (z) — S, (z)| = sup g fr(x)] <e
zel xel k—q+1

Théoréme 4.17 (Théoréme d’Abel pour la convergence uniforme). Soit la série Z fn (z) gn (z)
vériftant :

i) IM > 0:Vn € N |[fo+ f1+ ...+ ful| < M, (i.e. les sommes partielles de la série an (x)
sont uniforméments bornées),

it) la série Z lgn+1 — gnll est convergente,

i11) la suite de fonctions (gn (x)), converge uniformément vers 0 sur I (i.e. lirri llgnll =0).
n—-rr0oo

n

Alors, la série Z fn (x) gn (z) est uniformément convergente sur I.
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e*?’L.ﬁE

Exemple 4.18 Etudier la nature de la série de fonctions Z , x> a>0 (ie sur|o,+oo| avec

n
n>1
a>0).

1
En effet : on pose f, (x) = e " et g, (x) = —.

n
D’une part, il est clair que pour tout n € N* :

n —z _ —(n+l)z ‘ T _ *(nJrl)ﬂC‘
B k| e e e e
|ﬁ@0+b¢@+~~+h¢@h—?€@ e R e E T
e T _ e—(n—i—l)x

- l—e=z

car pour tout n € N* et pour tout x € [, +oo - e —e ("D >0 et 1 — e >0 (la fonction e™*

est décroissante sur Ry ). Ainsi

—X e—Oé

i (@) 4+ fo (2) 4 ot fu (@) < ——— < — M

T 1l—e T 1—e@

—x
— sur la zone [o, +oo[. Ainsi

La derniére inégalité vient de la décroissance de la fonction

—e
lf1+ fot oo+ ful < M.
D’autre part, on a
[ H 9041 (2) = g0 (2) 1 S
® [[gn+1 = Gnll = SUD [Gn+1(Z) —gn(T)| = SUP = ~ =,
" " z€[a,+oo[ " " z€[a,+oo[ T (n + 1) n (TL + 1) n?
donc la la série de fonctions Z lgn+1 — gnl| est convergente,
n>1
et
1 1
o llgnll= sup gn(z)]= sup —==- — 0.
z€[a,+oof z€[a,+oo[ T n n—+00

—nx

. . € . p
D’ou d’aprés le Théoréme précédent, la série de fonctions E est uniformément convergente sur

= v
[, +00[, (> 0).
Proposition 4.19 Soit la série Z fn (x) gn () vérifiant :
i)3IM >0:Vne N, ||fo+ fi+ ...+ ful| < M, (i.e. les somme partielle de la série an (z) sont
uniforméments bornées),
i) pour tout x € I, la suite de fonctions (g (x)),, est monotone,

it1) la suite de fonctions (g, (z)), converge uniformément vers 0 sur I.

n

Alors la série Z fn (z) gn (z) est uniformément convergente sur I.

Exemple 4.20 Etudier la nature de la série de fonctions Z

"
T3
n>1 \/ﬁ

lz] <a < 1.
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1
En effet : on pose f, (x) =" et g, (z) = \3?
n

D’une part, il est clair que pour tout n € N* :

z — g™t |lz| + |z|" T 2
[f1 (@) + f2(2) + ... + fu (2)] T o] ST a
donc
2a
it fot ot full € 7= =M

D’autre part, la suite de fonctions g, est décroissante et converge uniformément vers 0. Ainsi d’aprés la

n
.. s 2 2o . x . z
Proposition précédente, la série de fonctions E \37 est converge uniformément sur [—a, o (o <1).
n>1

4.2.4 Lien entre les différents types de convergences

Théoréme 4.21 Soit la série de fonctions Z fn (). Alors
Z fn (x) converge normalement sur I = Z fn (z) converge uniformément sur I.

Démonstration. Soit ¢ > 0, il est clair que pour tout p,q € N (p > ¢) et pour tout z € I, on a

P p P p
> fr@|< ) I@l< ) swlfi@l= ) Ifill-
k=q+1 k=q+1 k=q+17" k=q+1
Donc
p
sup Z fe@)| < 0 Il
ael = k=q+1
Or la série Z || fx|| est convergente, d’oti sa suite des sommes partielles (77,),, (ot T}, ( Z Il fx1D)

est convergente, et donc elle est de Cauchy; ainsi

P
IN.€N /V¥p,geN: [p>qg>N.= > |fill <],

k=q+1
et par conséquent
AN. €N /Vp,qeN: [p>qg> N.= sup ka <e
re€l kg1
Donc, la suite des sommes partielles (Sy),, (oi S, Z fn (z)) est uniformément de Cauchy sur
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I et par suite, la série Z fn (x) est uniformément convergente sur /. m

Remarque 4.22 La réciproque du Théoréme précédent est fausse.

(="
+

converge uniformément sur Ry car est une série de
n

Exemple 4.23 La série de fonctions Z
n>1

Leibniz, mais

(="

r+n

sup
zeRy

(=D"

r+mn

et la série E — est divergente, ainsi la série de fonctions E
n
n>1 n>1
gente sur R..

n’est pas normalement conver-

Proposition 4.24 Soit la série de fonctions an (x), alors
Z fn (x) converge normalement sur I = Z fn () converge absolument sur I.
Démonstration. On note par :

up = sup | fn(x)|, Vn € N.
rel

Il est clair que

Vo €1, |fn($)| < SuII)|fn($)’ = Un,
xe

or la série de fonctions g fn (z) converge normalement sur I c’est-a-dire la série numérique E Up,

est convergente. Ainsi d’aprés le Théoréeme 2.19, la série de fonctions Z |fr. (z)] est convergente. m

Le schéma suivant montre le lien entre les différents types de convergence pour les séries de fonctions

La convergence normale = La convergence uniforme

¢ 4

La convergence absolue = La convergence simple

(=n"

X

Exemple 4.25 1. On a déja vu que la série de fonctions Z

n>1
(="

T+n

converge uniformément sur R,.

1 1 1 -n"
= 1 —, Vx>0 et la série Z — diwerge, donc la série Z (=1) ne converge
rT+n n = it +n

(="

1 1 . .
=— et g — diverge, donc la série E ne converge pas normale-
n =" = +n

Mais

pas absolument sur R, .
(=D"

D’autre part, sup
T+n

x>0

ment sur R;.
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o (—-1)" : , : :
Ainsi la série E converge uniformément, mais pas normalement, ni absolument sur R,..

1 T+n
2. Soit la série de fonctions Z =0t (fn(z) = ﬂ) avec x € 10,1].
= x?n2+n’ x?n? +n
On a
(1) i
= V. 0,1].
22n?+n|  22n?2+4+n — 22n?’ z€lo. 1]
Or la série Z ! converge sur |0,1] (série de Riemann), donc la série Zﬂ converge
x2n? z2n? +n
n>1 n>1
absolument sur ]0,1].
D’aprés le Théoréeme 2.47 (Théoréme de Leibniz ), on a
1

Vo €]0,1], [Ru(z)] < [fora(2)] = = Vz €]0,1], [Rn ()] <

22(n+1)24+n+1 n+1

D’ou

0< sup |Ru(x)| < ,
veloa] n+1

. cU L. . . .
i.e: Ry, — 0 sur ]0,1], la série est donc uniformément convergente sur]0,1], mais

(=D" | _

22 +n|

11

u - =
e]ol?l} 2n’+n  n

p
z€]0,1]

ce qui signifie que la série ne converge pas normalement, bien qu’elle est absolument et uniformément

convergente.

4.3 Séries de fonctions : continuité, intégration et dérivation.

4.3.1 Continuité

Théoréme 4.26 (Continuité Seidel (1847)). Soit la série de fonctions an (z), qui converge

uniformément sur I et a € I.
Si pour tout n € N : la fonction f, continue en a (resp. surI), alors la somme S (x Z fn (x

la série est continue en a (resp. sur I). C’est-a-dire

+o0o
RS SATED S AR WATE
n=0

(resp. Vxo € [: lim S (z) :mh—mmogfn Zm@o fn (z an o) z0) ).

Tr—>T0
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efnx

Exemple 4.27 Soit la série de fonctions Z T
n

n>0
—nz

Pour tout entier n > 1, les fonctions fn(z) = sont continues sur Ry. De plus on a :

n2

e 1

= <
14+n2 = 14+n2’

Vo € Ry, |fn(z)|

1 ) ) ) 6—77,413
et comme g 5 est une série convergente, alors la série de fonctions g —
1+n 14+n
n>0 n>0
malement et donc uniformément sur Ry.

converge nor-

1o _nzx
e
Ainsi d’aprés le Théoréme précédent, la fonction S(x) = E 1 5 est continue sur Ry, donc

n

+oo e~ T
li = lim —— =0.
i S =) M g =0

n—=

Proposition 4.28 (La contraposée du Théoréme précédent). Soit la série de fonctions Z fn (2)
de somme S (x), tel que pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur I.
Si la somme S de la série Z fn (x), est discontinue en un point xo € I, alors la série Z fn (z)

n’est pas uniformément convergente sur I.

4.3.2 Intégration

Théoréme 4.29 (Théoréme d’intégration). Soit la série de fonctions an (x), qui converge
uniformément vers S (x) sur [a,b].
Si pour tout n € N, la fonction f, est intégrable sur [a,b]. Alors,

la somme S de la série est intégrable sur [a,b], et on a

b b 1o +oo b
a/s<x>:a/7;fn<x>=§a/fn<x>.

Exemple 4.30 Soit la série de fonctions Zaz" avec |z| <r < L.
n>0
On a: |z|" <r" Vz € [—rr], avec v < 1, ceci signifie que la série géométrique Zx” converge
n>0
normalement donc uniformément sur [—r,r].

De plus, les fonctions f,,(x) = x™ sont intégrables sur [—r,r] (car continues sur [a,b]), d’ot d’apreés
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+oo
le Théoréme précédent, la fonction S (x) = Zx" est intégrable sur [—r,r], de plus on a :

n=0
Va:e[—7",7"],0<7"<1:/Zt”dt—2/tndt.
0 n=0 nzOO
Donc N
—+00 400 —+o0
dt mn+1 $n+1 "
= = —In(l—2xz)= = —,Vz € |-rr],0<r <1.

/1—t T;)n+1 ( ) nz_;nle ;n [ }
0 — — —

4.3.3 Dérivation

Théoréme 4.31 (Théoréme de dérivation). Soit la série de fonctions Z fn (z) de somme S (x),

telle que pour tout n € N, la fonction f, est continument dérivable sur [a,b]. Si
i) dxo € [a,b] / E fn (z0) converge.
i1) Z fi (x) converge uniformément sur [a,b].
Alors la série Z fn (x) converge uniformément sur [a,b], de plus la fonction S est dérivable sur

[a,b] et on a
/ +Oo l +Oo !
S' () = (Z fn <x>) => ful@).
n=0 n=0
4.4 Exercices

Exercice 4.1. Etudier la convergence simple, absolue, uniforme et normale des séries de fonctions

suivantes
1 sin nx (="
1Zﬁ7$€R N 2Zm,$€R N 32m,$€]2,+0®[
n>1 n>1 n>1

Exercice 4.2. Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de fonctions

Z fn (z) sur [, 400 (a > 0), telle que

e ™ sin (nx)

fu(z) = In(n+1)

Exercice 4.3. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z fn (z) sur [0, +00[, puis
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sur [0, a] avec 0 < a < 1, telle que

1
n+(n(z—n))?

fn (z) =

Exercice 4.4. Soit (fy),, la suite de fonctions définie pour tout = € R par,
fn () = ne ™.

1. Etudier la convergence simple de la série Z fn(x).

2. Montrer que pour tout a > 0, la série Z fn (x) converge uniformément sur [a, +00][ .
+oo
3. Soit z € RY, calculer Z ne "%,

n=1

Exercice 4.5. Soit la série de fonctions Z fn (z) définie pour tout € Ry par :
n>1

T

fn () = m

1. Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série Z fn () sur Ry.

2. Montrer que de la série de fonctions Z fn (x) est normalement convergente sur [, +oo[ (Voo >

3. La seérie de fonctions Z fn (x) est-elle converge uniformément sur [0, 1].
Exercice 4.6. On pose

22" In (z) si 0<z<1

0 si r=0 ouzx=1

1. Etudier la convergence simple de la série Z fn(x).

2. Calculer sa somme S (z)? Que peut-on conclure?

Exercice 4.7. Soit la série de fonctions de terme général
fn () = e ™ — Be P o, B>0et ap.

1. Etudier la convergence simple de la série Z fn(x).

2. Calculer sa somme S (z) .
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Exercice 4.8. On considére la série Z fn (x) définie par
n>1

1. Montrer que la série Z fn (x) est convergente pour tout x € R.
n>1

2. Montrer que sa somme S (S (z) = Z fn (2)), est continue sur R.

3. Montrer que
S(x)dr =2 E O ——
/ (=) — (2n —1)*
0 n=1

4. Montrer que Vz € R,

5. Montrer que
us
2 400 n
-1
/ ( cos ( )) do — Z (7)3
2 \not — (2n+1)
Exercice 4.9. Soit la série de fonctions de terme général

efnac

n2 4+ 2’

fn(z) =

1. Trouver le domaine D de convergence de la série Z fn (2).

2. Montrer que la série E fn (x) est converge uniformément sur D.

3. En déduire que la somme S (x Z fn (x) est continue sur D.
4. Montrer que la somme S (z Z fn (x) est dérivable sur [«, +oo[ pour tout a > 0.

Exercices suplémentaires.

Exercice 4.10. Soit la série de fonctions Z fn (z) définie pour tout = € RY, par

fn(m):(_lf_lln(l—l—z).

1. Etudier la convergence simple de la série Z fn (z) sur RY.

2. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions Z Jn (x) sur RY.
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3. Montre que

e Solutions des exercices

Solution de I’exercice 4.1.

1
1. Z E, x € R.
n>1
C’est une série de Riemann, elle converge si et seulement si > 1.

. 1 . .
Pour z > 1, la série g — est absolument convergente car est une série a termes positifs.
n
n>1
e Etude de la convergence normale sur |1, +o00] : pour tout n € N*, on a

1 1 1Y
= ——— donc <n$> = —In(n)e "M <0,

ﬁ er1n(n)

1 1 . 1 . .. . 1
d’on sup — = —, or la série E — est divergente, ainsi la série E — n’est pas normalement

2€]1,+oo[ T n n>1 n>1
convergente sur |1, +o0].

1
Nous remarquons que la série Z — est normalement convergente sur [a, +oo[ (e > 1) ( et donc
n

n>1
: ) 1 1 1 . : 1
uniformément convergente), car  sup = sup — = — et la série de Riemann g —
z€[a, oo | T z€|a, +oo[n n n>1 n

converge pour « > 1.

e Etude de la convergence uniforme sur J1,+00[ : en utilisant le Critére de Cauchy, on a pour

p>q=>1
p p
1 1
ap Loyl
]17+OO[ k:qu]. k:qul
p
car la fonction z — Z = , est décroissante sur |1, 4o00].
k=q+1

Pour p = 2n et ¢ = n, on obtient

iil U I apy
—~ k n+1 n+2 n+3 on T om 27

Ainsi
1 o
Je==-(>0),YneN,Ip=2n, g=n:p>qg>net sup Zﬁ—g’
2 J1,4o00] k=n+1

1
c’est-a-dire la série Z — ne vérifie pas le Critere de Cauchy sur J1,+00[ et donc ne converge pas
n>1
uniformément sur |1, +oof.
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2. Pour tout x € R, on a
sinnx

n? + x2

1 < 1
T n2422 T n?’

. . 1 . .
or la série de Riemann E — est convergente, ainsi d’aprés le Théoréme 4.9 (Théoreme de Weier-
n>1
sinnx

5 converge normalement sur R et donc elle converge simplement, absolument

strass), la série E
n>1
et uniformément sur R.

3. ;m,xe]z—l—m[.

o Btude de la convergence simple sur ]2, +o00[ : soit = € |2, +00], en utilisant le Théoréme d’Abel

n2+zx

pour les séries numériques,

d’une part, il est clair que Z (-DF| <1,
k=1
. L 1 . . X
et d’autre part pour tout x > 2, la suite numérique W (x joue le role d’un parametre),
nr + (—
n

est & termes positifs et tend vers 0.

W),

pourx >2etn>1:0na

Vérifions que la suite < est décroissante pour tout = > 2 :

1 1 9(—1)" —
- (=)~ <0.

(n+ 1)z +(-)"" et (-1)" [(n t1)a+ (-1)”“] nz + (~1)"]

(="

Ainsi d’apreés le Théoréeme d’Abel (Théoréme 2.49), pour tout z > 2, la série Z ———; est
— nw+ (—1)
convergente (i.e Z Bl converge simplement sur |2, +00|)
T e
e Etude de la convergence normale sur ]2, +oo[ : on a
(—1)" 1 1
sup |—————| = sup = ,
2€]2,+00] | NT + (=" 2€)2,+00] TV + (-D*  2n+(-1)"
. 1 .
car la fonction £ — —————— est décroissante. Or
nx + (—1)
1
. 2
im — 2 — im Z—9
n—--+00 1 n—+oo N
2n + (—1)"
ainsi les deux séries Z _ et Z 1 sont de méme nature, d’ou la série Z i n’est
w1t (=" n>1" 7 w1 (=1)"

pas normalement convergente sur |2, +00] .
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e Etude de la convergence absolue sur ]2, 4+-o00| : soit & € ]2, 4+-00], alors

v |1
ne+ (-1)"|  nx+(-1)"
or on a
1
lim —2—— = lim %::p,
n—s—+00 1 n—-+oo n
(="
ainsi les deux séries Z = et Z sont de méme nature, d’ot la série Z i n’est
ne + ( nx + (—1)"

pas absolument convergente sur ]2, —|—oo[.
e Etude de la convergence uniforme sur ]2, +o0| : en utilisant la Proposition 4.19,

d’une part, il est clair que :
n

> (-D* <1, ¥neN,
k=1
, . L. 1 . a1 .
et d’autre part, pour tout = > 2, la suite numérique T (—T)7 = (z joue le role d’un paramétre),
nr + (—
n

est & termes positifs et décroissante.

1
Reste la convergence uniforme de la suite de fonctions | ——————5 | vers 0 sur |2,4+o00[. En
ne+ (-1)" ),
effet :
1 1
sup = — 0,

z€]2,400] ML + (_1)71 2n + (_1)n n—s—+00

1
donc la suite ( | n) converge uniformément vers 0 sur ]2, +o00[. Ainsi d’aprés la Proposition
nx
4191asee§ 1)” converge uniformément sur |2, +oo|
Ti —————— converge uniformément sur 00| .

Solution de I’exercice 4.2.
e Etude de la convergence normale sur [a, +00| (a > 0).

Pour tout = € [, +00[, et tout n > 1, on a :

—nx —na
(&

e~ " gin (nx) e

<
In(n+1) | " In(n+1) ~ In(n+1)’
or
6—TLOZ
1 1 2
T U D B
n—s+oo 1 n—-+oo " 1n (n + 1)
n?
- 1 X - : " gin (nx)
et la série Z — est convergente, d’ot la série de fonctions Z ———— = est normalement conver-
n? In(n+1)

gente sur [, +00[; ainsi elle est simplement, absolument et uniformément convergente sur [«, +00].
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Solution de I’exercice 4.3.

e Etude de la convergence simple sur R : pour tout = € R, on a

n+ (n(z—n))? n#
. . 1 L 1 .
et la série de fonctions Z —; est convergente, donc la série Z n( ))2 converge simplement
n n+ne—n

et absolument sur R.
e Etude de la convergence normale sur [0, +o0[ : on a
/ —2n? (z —n)

fn (@) = ,
n+ (n(z—n))? ’

alors

!

fn(@)=0&2=n.

Donc d’aprés une étude simple de la fonction f, (z), on trouve

1
sup fn(aj):fn (n):*'
z2€[0,+00[ n
L 1 . . 1 ,
Comme la série Z — est divergente, alors la série Z o ))2 n’est pas normalement con-
n n nr—n

vergente sur R, .

e Etude de la convergence normale sur [0,a] avec 0 < a < 1 : pour n assez grand, voici le tableau

de variation de la suite de fonctions f, (z)

T 0 a n +00
fr (2) + + 0 - —
1
n b
/ N\
/ N\
1
—_ 0
n*+n
d’ou
1 +oo 1
sup fn (z) = fn(a) = ~ =,
z€(0,a] " ! n+ (TL (a - n>)2 nt
et comme la série numérique Z L est convergente, alors la série Z L est normalement
n? ’ n+ (n(zx—n))?

convergente sur [0, a] .

82



Solution de l’exercice 4.4.
1. Soit z € R,
Siz<0: lim ne ™ = 400, donc la série Z ne” ™ est divergente.

n—--+o00

Siz > 0: en appliquant la régle de D’Alembert

— e T <1,
fn (x) ne—"ne

n—->—400

for1 (@) _ (n+ 1) el - (1 + 1> e "
n

n

d’ou la série E ne~"" est convergente pour tout z > 0. Ainsi la série de fonctions E ne”"™* converge

simplement sur R* .

Comme la série Zne‘m est & termes positifs, on déduit que la série de fonctions Zne_m’
converge absolument sur RY .

2. Soit a > 0,

Pour tout = € [a,+00[, fn(z) < ne ™, or d’apres 1), la série Zne‘”“ est convergente, ainsi
la série de fonctions Zne*m converge normalement sur [a,+oo[, et par suite elle est converge
uniformément sur [a, 4+o00].

3. Soit (gn),, la suite de fonctions définie pour tout = € [a,4+o00[ (a > 0), par g, (z) = e~ "".
Chaque g, est de classe C! sur [a, +o0f, Zgn converge simplement sur [a,4o00[ et Zg; =

— g fn converge uniformément sur [a,+oc[. Donc d’aprés le Théoréme de dérivation (Théoréme

4.31), la série de fonctions Zgn est dérivable sur [a,4o00[ (a > 0), et donc sur R* . De plus on a

~+00 +00 !
S h=- (zgn) ,
n=1 n=1

c’est-a-dire pour tout x € RY :
400 400 400 !
I
n=1 n=1 n=1
+ !/ ’ _
(e () -
l—e® (1—e)?

n=1

Solution de ’exercice 4.5.
1. Etude de la convergence simple sur R

Siz =0, il est clair que f, (0) = 0, ainsi la série Z UWLLZ converge vers 0.

n
?)
. - : 1 PSP . 1
Si z > 0, la série de fonctions Z At a2 est une série géométrique de raison ——— < 1, alors

x2) 1+2
elle est convergente.
x

Donc la série de fonctions Z m
T

converge simplement sur R .
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e Etude de la convergence normale sur R

Soit n € N* et pour tout x € Ry, on a

7 (@)= (1+22)"""[1—2n-1)22 [1-(2n—-1)a?

(1+ 22)™" (14 22)"

donc

! 1
fn(x):()@x:ﬁ, car ¢ € Ry.

D’aprés une étude simple de la variation de la fonction f, (z)On déduit que :

] _ 1 _ 1 1
sﬂélfvn (z)] = fn< /97, — 1> Von—1 <1+ 1 >n
2n —1

N

1 am—1\" 1 ) N et 1
Von —1 2n CVon—1 n V2 /'

_1
- - e2 1 . . . . " .
or la série numérique E 7 T est divergente (série de Riemann), et par suite la série de fonctions
n

T
Z m ne converge pas normalement sur R+.
x

e Etude de la convergence uniforme sur R

D’apres 1), la série de fonctions converge simplement sur R, vers la fonction

+oo v 1 = si >0
S@)=Y —gm={ 1+ L]
—t z 1+=x
0

qui n’est pas continue sur Ry, ainsi d’apreés la Proposition 4.28, la série de fonctions Z ( ne

1+ 22)"
converge pas uniformément sur R .

2. Etude de la convergence normale sur [, +oo[ (Vo > 0).

1
Pour n assez grand (i.e. ——— < «), voici le tableau de variation de x) sur |0, 400

x 0 \/27117_1 Q 400
e + 0 - -
1
In ( 2n — 1) :
fu () 4 ™
/! N\
0 0
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ainsi f,, est décroissante sur [o, +o00[ et alors

o
o 0 IO = Ty

1 1
Or la série Z ﬁ = az m est convergente car 0 < a2 < 1. D’ou la série de

T
fonctions Z m est normalement convergente sur [, +o00[ tel que a > 0.
T

3. Etude de la convergence uniforme sur [0, 1] .

On a
1 n
. . (ita)
) P A o N sup|L — % 1tz
k E| 2
o] [p= (L+22)" = (L+2?) py |z 12?1
1+ 22
! +
= sup ————55 = +00,
[071%) x(1+a22)"
car la fonction m est décroissante. Ainsi la série de fonctions Z m ne converge

pas uniformément sur [0, 1].

Solution de I’exercice 4.6.
1. Etude de la convergence simple.
Siz=0ouz=1:

fa(0)= fo(1)=0=5,(0)=5,(1)=0 — 0.

n—--+00

Si x €]0,1] : la série géométrique Z (2%)" est convergente. Ainsi pour tout z € ]0,1[, la série
Z fn () est convergente, d’ou la série Z fn (z) est converge simplement sur [0, 1].
2. On a S(0)=5S(1) =0 et pour tout = € |0, 1] :

00 400 n
S(x) = Z fn(x) = Z 22" In(z) = lim In(x) Z (ac2)k
n=0 n=0 k=

n—--+oo 0
n+1
' In (x) <1 — (2%) ) In (z)
= lim = .
n—-+00 1—z2 1—z2
Ainsi |
n(:];)2 stz €10,1]
0 sizx=0oux=1
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Comme

. . In(x) . . In(x) 1
xlinoS(x) = xlino T 2= % et wlinlS(x) = zlinl 2= 3 #5(1),

alors la fonction S n’est pas continue sur [0, 1], ainsi d’aprés la Proposition 4.28, la série Z fn () ne

converge pas uniformément sur [0, 1], ni sur [0, 1], ni sur |0, 1].

Solution de ’exercice 4.7.

) +oo st a>pf

1. Siz=0: f,(O)=a—-F=5,0)=Mn+1)(a—p)= .
-0 st a<p

Sixz > 0: les deux séries Z ae” T et Z Be~ "% sont convergentes et donc la série

Z (ae*am — 66*6”‘”) est convergente car est une somme de deux séries convergent.

Siz<0:

lim f, (gj) = lim (ae—anx N ﬁe—ﬁnx) — lim e @@ (a N Be(a—ﬁ)nx)
n—--+00 n—--+00 n—+00

+oo sl a>f

b
—0 8 a<p

et donc la série Z (ae*a”x — 56*5’”) est divergente.
Ainsi, la série Z (ae‘o"w — 56_5”’”) converge simplement sur |0, +00].

2. Pour tout z € ]0,4o00[ on a

+o0o +o0o +o0
(@) = 3 (ae e = ge ) = Y- = Y pe e

+oo “+o0o n B
o ey Y () -
n=0 n=0

T l—e  ]—e B

Solution de I’exercice 4.8.

1. Etude de la convergence simple sur R.

sin (nx)

Pour tout z € R, on a <

. . 1 .
or la série de Riemann g —; converge, donc la série
n
n>1

n3 n3’

sin (nz) - . : )

——5— est normalement convergente sur R, ainsi elle converge simplement et uniformément sur
n

n>1

R.

sin (nz
2. On a pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur R, et comme la série Z L

n>1
converge uniformément sur R, alors d’aprés le Théoréme de continuité (Théoréme 4.26), la somme

n3
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S(x)= Z sin (nz) est continue sur R.

3. En appliquant le Théoréme d’intégration (Théoreme 4.29), a la série Z sin (nz)

n>1

sur [0, 7], on
n

/S(x)d:c /

+o0 1
- — cos (nx)]g
> / =3 eos

0 0 - -
—+o00 “+o00 n “+o00
(-1)" -1 1
= — —1 ~ =2y —— .
Z n4 COS 77,71' ) nZ:l nt 7;1 (27’L - 1)4

sin (nx
4. En appliquant le Théoréme de dérivabilité (Théoréeme 4.31) a la série Z (nz) sur R. En
n>1
sin (nx sin (nz
effet : pour tout n € N*| la fonction f, (z) = (3 ) est de classe C! sur R et la série Z )
n n>1 n
. cos ( :1:)
est convergente d’aprés 1). De plus, la série Z ———— converge normalement sur R, car pour tout
n>1
cos (nx) 1 cos ( a:) ) ) _—
z € R, ona|l—35— —, et donc la série Z —————= converge uniformément sur R. D’ou la
n n>1
<X sin (nx)
fonction S (z) = Z 5 est dérivable sur R, et on a
n
n=1

S,(x)zcz::lsm ) z::<sm ) z::cos

5. On applique le Théoréme d’intégration (Théoréme 4.29), a la série Z
n>1

cosn(;”L z) sur [O, E}

cos (nx)

Pour tout n € N*, la fonction f, (z) = 5
n

est intégrable sur [O, g} .

cos (nx)

3 converge

) cos (nx ) -
La série g # converge normalement sur R d’aprés 4) et donc la série E
n
n>1 n>1
T R
uniformément sur R, ainsi sur [0, 5] . D’ou la fonction T (z) = g

n=1

n

cos (nx) est intégrable sur [0, E]
n? 2

et

w/2

™2 (oo cos (nx) cos (nx) R | 2 =1 7T
[ (S )ar = § o003 i) =5 (o)
0 n=1 n=1 0 n=1 n=1

—+00 1 +oo +oo (_1)71

. s 1
= 7;)(2”+ 1)3 sin <(n7r+ 5)) = %Wcos (nm) = nzo(%l-i-l)S
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Solution de I’exercice 4.9.

1. Siz>0:
—nx

1
n2’

e

— <
n?+a2| —

n

—nx

. . 1 : .
Comme la série de Riemann E — converge, alors la série E converge simplement sur R .
n

22
Siz<0:
e—?’ll‘ . 6—71.27
lim —— = Ilim = 400,
n—s+oon? 4 2 n——+oo n2

nx
et donc la série g ——— est divergente.

+ 22

—nx

Ainsi la série Z oy R}
+x 2

2. On a pour tout z € [0, 400 :

converge simplement sur [0, +oo| (i.e. D = [0, +00]).

e—nx

1 < 1
n? + z2

“nZ4+22 " n?

—’l"Ll'

et la série numérique E —; est convergente, donc la série E est normalement convergente

n? + z2
sur [0, +o0], ainsi elle est umformement convergente sur [0, +00].

3. On a pour tout n € N*, la fonction f, (z) est continue sur [0, +o00[, et d’apres 2), la série
—nx

E o est uniformément convergente sur [0, +oo[, alors en utilisant le Théoréme de continuité,
n®+x

la fonction S (z Z fn (z) est continue sur D = [0, 400 .
—nx
4. On applique le Théoréme de dérivation sur [, 5] (8 > a > 0) a la série Z g
e—'flﬂ:
Pour tout n € N*, la fonction f,, (z) = S est de classe C! sur [a, ] .
La série ——— est convergente car |———— —.
Zn2+a2 & 2t a2| = n2
n>1
n(n®+z°) + 2z
La série Z [ ( 2) ] est converge uniformément sur [«, 5], en effet :
(2 + )
n>1
On pose Sy, () = Spm1 (z) + Smz (x) on,
m —nx m —nx
ne xe
Smi (@) = —5——5 et Smalw) =) ;
n=1 nt+x n=1 (n2 + ‘TQ)
Pour tout = € [a, 5] (> a>0),0na
e—noc
—nx —nx —nx —no
T;e 2_n62 Se §e et lim _ — lim ne " =0,
n2+z n n n n—+too 1 n—s+o0
2
n
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e*?’LO{

alors la série Z
n>1
De méme, pour tout z € [, 8] (8> a > 0) on a

converge, ainsi Sy, (z) converge uniformément sur [« 3].
n

e
— e im =% = lim = 0.
(n? _|_g;2)2 nt + x4 + 2n222 — 2n2z2 T 2n2z T 2nla n—+too 1 n—+too 20
n2
e—nac e—'l’LOé
car la fonction o2 est décroissante. Alors la série E o2 converge, ainsi Sy,2 () converge unifor-
nlx na
n>1

mément sur [«, 3] .

e o L. —e
D’aprés la Proposition 3.10, la série Z
n>1

e [n (n2 + 3:2) + 2:L‘]

(n2 1 22)? converge uniformément sur [«, /3]

+oo
(8> a>0). Do la somme S (z) = Z fn (z) est dérivable sur o, 8] (8 > a > 0), et par suite elle
n=1

est dérivable sur [a, +oo] (o > 0).
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Chapitre 5

Séries entiéres et séries de Fourier

5.1 Séries entiéres

Définition 5.1 On appelle série entiére de variable réelle (resp. de variable complexe) toute série
de fonctions de la forme Zana}” (resp.z apz"), ot (an),, est une suite des nombres complezes.

La suite (ay),, est appelée la suite des coefficients de la série entiére.
Remarque 5.2 Toute série entiére converge pour z = 0.

Définition 5.3 On désigne par D [’ensemble des nombres complexes z pour lesquels la série Z 2"

est convergente, on note f(z) la somme de cette série, soit :
“+oo
Vze D, f(z)= Zanz”.
n=0

L’ensemble D est appelé domaine de convergence de la série entiére Zanz”.
L’ensemble D est non vide puisqu’il contient toujours 0.

Exemple 5.4 Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres suivantes

1. Zz“ ) Zf
T n!’

1. Il est clair que la série E 2" est une série géométrique de raison z, alors elle est convergente
si et seulement si |z| < 1, ainsi le domaine de de convergence de la série E Z" est le disque ouvert

de centre 0 et de rayon 1.
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2. En utilisant le Critére de D’Alembert on a

zn+1
|
lim (n—:l) B H o,
n—s+00 z n—+oon + 1
n!

n

d'ot la séri z C. ainsi le domaine de d d fri
ot la série — est convergente pour tout z € C, ainsi le domaine de de convergence de la série
n'
n

z .
g — est C tout entier.
n!
Pour la suite nous ne considérons que les séries entiéres réelles, c’est-a-dire les séries de la forme

Z anx", ol (an), ey est une suite réelle et z € R.

5.1.1 Convergence d’une série entiére

Proposition 5.5 (Abel). Soit la série entiére Z anz™.
S’il existe kg € R* tel que la suite (anxy), soit borné. Alors, pour tout x € R tel que |z| < |xol, la

série numérique E apx” converge absolument.

Démonstration. On a,
la suite (apz(), borné = 3IM > 0,Vn € N: |apzg| < M,

M
:>E|M>0,VTLGNI|0%‘§W,
Zo

alors pour tout x € R tel que |z| < |zg|, on trouve

n

T
lapz™| < M | —
o
n
. 2 2 . X X . . ) 2 2 N
or la série géométrique Z M |—| est convergente car |—| < 1. Ainsi d’aprés le Théoréeme 2.19, la
efy) Zo

série E anz" est absolument convergente. m

Corollaire 5.6 S’il existe zg € R* tel que la série Zanxg est convergente, alors la série entiére

Zanm” converge absolument en tout point x € R tel que |z| < |xo|.

Démonstration. On a,

la série E anx( est convergente = lim apzj =0,
—+00

n

c’est-a-dire la suite (a,x(), est convergente, et donc elle est bornée. Ainsi d’aprés la Proposition

précédente, la série entiére Z anx™ converge absolument en tout point x € R tel que |z| < |zo|. =
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e Rayon de convergence d’une série entiére

Définition 5.7 Soit la série entiére Zanx”. Le nombre réel positif

R =sup{r e Ry / la suite (a,r"), est bornée}

n
s’appelle le rayon de convergence de la série g anx™.

Exemple 5.8 La série Za:" a pour rayon de convergence R =1, car la suite (™), est bornée si et

seulement si |r| < 1.

Remarque 5.9 Le rayon de convergence d’une série entiére peut prendre la valeur 400, c’est le cas
ot le domaine de convergence est R.

n

Exemple 5.10 Reprenons I’Exemple de la série Z a il est clair que le domaine de convergence

H ’
est R tout entier. D’ou le rayon de convergence est R = +o0.

Proposition 5.11 Soit la série enticre Zan:n", s’il existe deux réels strictement positifs m et M
telle que :
Vn e N, m <la,| < M,

alors le rayon de convergence de cette série vaut 1.

Démonstration. Soit R le rayon de convergence de la série Zanm”. Comme, Vn € N, m <

lan| < M alors,

sup {r € Ry / la suite (Mr"), est bornée} C sup{r € Ry /la suite (|a,|r"), est bornée}

et
sup {r € Ry / la suite (|a,|r"), est bornée} C sup{r € Ry /la suite (mr™), est bornée}.
Or
sup {r € Ry / la suite (Mr™), est bornée} =sup{r € R} /la suite (mr"), est bornée}
=sup {r € Ry / la suite ("), est bornée} = 1.
AinsiR=1. =
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Exemple 5.12 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z (Sin2 n -+ 1) ™.
En effet :
VneN, 1< (sinn+1) <2,

donc d’aprés la Proposition précédente, le rayon de convergence de la série Z (sin2 n 4+ 1) z" égale 1.

Proposition 5.13 Soit la série entiére Zanx” de rayon de convergence R. Alors,
i) la série entiére Zanx” est absolument convergente pour tout x, telle que |z| < R.
it) Dans le cas ou R est fini, les séries Zanm” et Z |anx™| sont divergentes pour tout x tel que

|z| > R.
Démonstration. Triviale. m

Théoréme 5.14 Soit la série entiére E anx™, de rayon de convergence R. Alors la série E anx"

est normalement convergente sur tout intervalle [—r,+r] tel que r < R.

e Technique de calcul de rayon de convergence

Théoréme 5.15 (Régle d’Hadamard). Soit la série entiére g apz™. St lim Intl) 1 une
n—-+oo | Qap
— 1
valeur dans R (R =R U {—o00, +00}), alors le rayon de convergence de cette série est R = 7

Proposition 5.16 Soit la série entiére Zanx". Si lini /lan| = 1 une valeur dans R (R =
n—-—1+oo

R U {—00,400}), alors le rayon de convergence de cette série est R =

~|

an+1
Qp,

Remarque 5.17 i) Dans le cas ou les deux limites lin}r
n—-mroo

et lim %/l|a,| nexistent pas, le
n—-—+oo ‘n’ p 7

rayon de convergence et alors donné par

1 o
RZY ov = lim {/|ay| sil#0,

n—---4oo

etsil=0,ona: R=4c0etsil=4c0oona:R=0.
it) Soit la série entiére Zan:c”, de rayon de convergence R. Alors son domaine de convergence

est l'un des quatre intervalles : |—R,+R[, [-R,+R|, |- R, +R] ou bien [-R,+R)].

Proposition 5.18 Soit la série entiére g anx” de rayon de convergence R. Alors les séries E napz" 1 et

a
E jlm’”l ont méme rayon de convergence R.
n
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5.1.2 Opérations sur les séries entiéres

Proposition 5.19 Soit Z anx™ et anx” deuz séries entiéres ayant respectivement R et R pour
rayon de convergence.

i) Si R# R, le rayon de convergence R"de la série Z(an + by)z™ est R = min{R, R'}.

ii) St R =R/, le rayon de convergence de la série Z(an +b,)z™ est R" > R.

Démonstration. 1- Supposons que R’ < R.

i) Si |z| < R alors |z| < R, d’ou les deux sériesz anz™ et Z bpx™ sont absolument convergentes.
Comme | (an + by) z"| < |ana™| + [bpaz™], alors la série Z (apn + by) x5, converge absolument pour
|z] < R =min{R, R'}.

ii) Si |z| > R/, deux cas de figure se présentent :

a)SiR < |z| < R, 1la sériez bpa™ converge absolument et Z apz™ diverge. Donc Z (Gn+tby) 2™ diverge.
b) Si R’ < R < |z|, les deux séries divergent. Montrons Z (an+bp) 2™ diverge. Raisonnons par
Pabsurde. Alors on suppose que la série () (ap+by) z™) est convergent, donc d’apres la Proposition
5.5 (Abel), la série Z (@n4bp) x™ converge absolument pour tout zg € R, tel que |xg| < |z| et en
particulier pour zg vérifiant R’ < |z9| < R < |z|. D’ou la contradiction.
2) Si R = R'. Tl est clair que la série Z (an+bp) 2™ converge absolument si |z| < R = R/, ainsi le

rayon de convergence R > R=R'. =

1-2"

Exemple 5.20 Soient les deux séries Zx" et Z on x™. Les deux séries ont pour rayon de

n>0 n>0

1-2"
convergence R = 1. Par contre la série déduite de la somme des deux séries Zm” et Z on "
n>0 n>0
fie. 3 an) d R =2
i.€. on %" ), @ pour rayon de convergence =
n>0

Proposition 5.21 Soit Z anx™ et anx" deux séries entiéres ayant respectivement R et R'pour

rayon de convergence. Alors la série produit des deux séries g anx™ et g bnz™ est une série entiére

n
de terme général ¢, (x) = (Z Clk:bn—k) x™ et son rayon de convergence R", vérifie R” > min{R, R'}.
k=0

5.1.3 Application du Théoréme de continuité, Théoréme d’intégration et Théoréme

de dérivation sur les séries entiéres
e Continuité

Théoréme 5.22 La fonction somme S d’une série enticre Z anz™ de rayon de convergence R (# 0)

est continue sur |—R,+R].
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Démonstration. Soit 0 < r < R. Pour tout n € N, les fonctions f;, () = a,z™ sont continues sur
[—7, 7] et puisque la convergence est normale donc uniforme dans [—r, 7|, donc d’aprés le Théoréme de
continuité sur les séries de fonctions (Théoréme 4.26), la fonction somme S de la série entiére Z anx"

est continue sur [—r, 7] pour tout 7, (0 < r < R), et par suite elle est continue sur |-R,+R[. m

Proposition 5.23 (Continuité d’Abel). Soit la série entiére E anz", de rayon de convergence R.
Si la série numérique g anR"™ converge, alors la série entiére g anx™ est uniformément conver-
gente sur [0, R], et sa somme est continue sur ce segment.

En particulier

r— R~

—+00 “+o00

lim E anx" = g a, R".
n=0 n=0

e Intégration

Théoréme 5.24 Soit la série entiére Z anx™ de somme S et de rayon de convergence R. Alors pout

tout intervalle [a,b] inclue dans |—R,+R] on a

b teo b
/S (x)dx = Zan/x”daz.
a n=0 7%

Démonstration. Il est clair que pour toute intervalle [a, b] inclue dans |—R, +R[, les fonctions
fn () = apx™ sont continues et la série entiére Za,@" converge uniformément sur [a,b], et donc
d’aprés le Théoréme d’intégration sur les série de fonctions (Théoréme 4.29), on trouve que la fonction

S (z) la somme de la série Z anx™ est intégrable sur [a, b, de plus on a
b

+oo b
/S (x)dz = Zan/m”dx.
n=0

a a

Corollaire 5.25 Soit la série entiére Zanx" de somme S et de rayon de convergence R. Alors la

fonction S est continue sur |—R,+R| et ses primitives sont de la forme :

“+00

a

t— k+ g — "t ou ke R.
:On—i-l

Démonstration. En appliquant le Théoréme précédent sur le segment [0,¢]. m
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e Dérivation

Théoréme 5.26 Soit la série entiére Zan:c” de somme S et de rayon de convergence R. Alors la

fonction S est de classe C' sur |—R,+R[, de plus on a

Démonstration. On applique le Théoréme de dérivation sur les séries de fonctions (Théoréme
4.31), en effet : pour tout n € N, les fonctions f, (r) = a,z" sont de classe C! sur |-R,+R[, la
série Z anx™ converge simplement sur |—R, +R][ et la série Z nap,x™ ! converge uniformément sur
tout segment [—r, +r] pour tout r tel que 0 < r < R. Alors la fonction somme S est de classe C! sur

[—7,+7], et par suite S est de classe C! sur |- R, +R][. De plus

S (z) = Znanxn_l sur |[-R,+R].
[

“+oo
Corollaire 5.27 Soit la série Z anz™ de rayon de convergence R. Alors sa somme f () = Z anx’™,
n=0

est indéfiniment dérivable (f € C*°(]—R, R])), et l'on a :

+09 £(n)
Vo e |- RE[ f(z) =3 LD

|
—= 0!
+o0
Démonstration. En effet : si f(z) = Zana:”, par application du Théoréme précédent, il
n=0

est facile de voir que la fonction f est indéfiniment dérivable (f € C*°(]—R,R[)). De plus on a

—+o00
' (z) = g nan,x™ !, et par récurrence, la dérivée d’ordre k est donnée par la relation :
n=1

“+oo
FB (@)= nn—-1)(n-2)..(n— k+a,z""

n=k
De cette expression, il résulte que f (k) (0) = apk! c’est-a-dire

F9(0)
e

ap =
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5.1.4 Séries de Taylor

e Motivation

Soit f une fonction réelle a variable réelle. Peut-on trouver une suite réelle (ay,), et 7 > 0 tels que
+oo
Pon ait f(z) = Zanx" pour z € |—r,r[?
n=0
Si ce probléme admet une solution, on dit que f est développable en série entiére au voisinage de

0.
On peut généraliser cette situation en se posant la méme question pour une fonction définie au
+oo
voisinage d’un point xg : existe-il une suite (a, ), et 7 > 0 tels que l'on ait f(x) = Z an(x —x0)" pour
n=0

x €|lxg — 1, x0 + 77

Dans laffirmatif, on dira que f est développable en série entiére au voisinage de xg.

Proposition 5.28 Pour qu’une fonction f soit développable en série entiére au voisinage d’un point
xo € R, il est nécessaire qu’elle soit de classe C* dans un voisinage |xg — €,z + €[ de xo et dans ce

cas on a

0 4(n) (5
fy =3 T (o gy
n=0

Démonstration. Similaire a celle du Corollaire 5.27. =

Proposition 5.29 Soit f : |—r,r[ — R une application de classe C*° dans un voisinage de 0. On

suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout x € |—r,r[, ‘f(”) (CC)‘ < M. Alors la
+oo
3 AR (O

série 7 est simplement convergente sur |—r,r[ et on a
n!

n=0

“+oo
o (0)
Z n!

flz) =

", Yz el-rr[.
n=0

Démonstration. Par hypothese, il existe M > 0 tel que pour tout k € N et pour tout = € |—r, 7]
on a |f(k) (:z:)| < M.

Le développement de Taylor de f au voisinage de 0 & ’ordre n donne :

_ — f® 0) & fo (0) ni1
f(;c)_kzo o z® + CES] "7 avee 0< 6 <1,

7040 (0)

WCL‘”‘H est appellé le reste de Mac-Laurin.

Fo (0x)
Pour démontrer la Proposition, il suffit de prouver que lim ~——=
n—oo (n+ 1)!
En effet :

ol la quantité

2"t = 0.

re|l—rr=z<r=|lz]<r= ‘f("+1)(0$)‘ <M,
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donc

f0Y (0z) n+1 Myt
(n+1)! ~ (n+ 1)
M?”n+1
Or la série de terme général u,, = m est convergente car
n !
lim || = =
n—oo | Up n—soon + 2 ’

(n+1) (g (n+1) (g
et par suite la série Z Wﬂ:”“ est convergente, ainsi nh—r{loom ntl = 0, ce qui
donne

— f®(0)
n=0
]
Exemple 5.30 1. La fonction exponentielle : f(x) = e*.
2 3 too n
c_q4 T N

VrER, =14ty bt =0

n=0

car pour tout n € N, et pour tout x € ]—r,r[ (r > 0),|f) (z)] = e” < €.
2. Les fonctions hyperboliques : les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique ont méme

rayon de convergence que la fonction exponentielle, c’est ¢ dire R = +o0.

e 4 e % 1‘2 5[34 +oo m2n
hy = —=14+—+—+4---= .
e 2 ot Z(zn)!
n=0
et _ T O B +oo p2n+l
Sh > SR TR 2n +1)!
n=0

5.2 Séries de Fourier

5.2.1 Définitions et généralités

Les séries de Fourier sont des séries de fonctions d’un type particulier, qui servent a étudier les fonc-
tions périodiques. L’idée est d’exprimer une fonction 27 —périodique quelconque en série de fonctions

2w —périodiques simples, de la forme cos(nx) ou sin(nzx).

Définition 5.31 (Série trigonométrique). On appelle série trigonométrique une série de fonc-

tions an () dont le terme général est de la forme

fn (z) = ancos(nx) + bysin(nx) avec x € R et pour tout n € N, a, € C et b, € C.
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Proposition 5.32 Si les deur séries Zan et an sont absolument convergentes alors la série

trigonométrique Z (ancos(nx) + bysin(nx)) est normalement convergente sur R.

Démonstration.

sup |ancos(nx) + bysin(nx)| < |an| + |bnl,
z€eR

et comme les deux séries numériques E an et E b, sont absolument convergentes, alors la série
E (lan| + |bn|) est convergente, ainsi la série g ancos(nz) + bysin(nz) est normalement convergente

sur R. m

Remarque 5.33 Toute série trigonométrique Z(ancos(nx) + bysin(nz)) peut se réécrire sous la

forme (complexe) :

- an — b an + b
Z cne™ avec cg=ay etVn e N*:c, = % et c_y = %
ne’

Proposition 5.34 (. Evaluations des coefficients d’une série trigonométrique ).

Soit ancos(nx) + bysin(nx)) une série trigonométrique uniformément convergente sur |—m, w|. Notons
g q 9

“+oo
S(x)= Z (ancos(nz) + bysin(nz)), pour tout v € R,
n=0
alors
+m
o [ St
ao = 5 x)dx

et pour tout n € N* :
i i
an = /S’ (x) cos(nz)dx et b, = /S (x) sin(nzx)dz.
T m

Proposition 5.35 Soit g cne™ une série trigonométrique écrite sous forme complexe qui converge

nez
uniformément sur [—m,w|. Notons, pour tout z € R,

+o00
S(x) = Z cne™,
n=-—oo

alors pour tout n € N :

1 7
Cn = 27r/S (z) e ™M dz.
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Définition 5.36 (Série de Fourier). Soit f une fonction 2r—périodique. Sa série de Fourier

notée par F (f) (z), est par définition la série trigonométrique Z (ancos(nzx) + bysin(nz)) ou

+7
w0 () =5 [ 1 @)z

et pour tout n € N* :

+m +m
an (f) = 7f_/f (x) cos(nx)dz et b, (f) = 71r/f () sin(nz)dx.

Si ces intégrales sont définies, les coefficients a, et b, sont appelés coefficients de Fourier de f.

Remarque 5.37 i) Puisque f est 2m—périodique, on peut changer lintervalle d’intégration en [o, o + 2]
pour tout o € R.
i1) Si f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.

i11) Si f est impaire, alors pour tout n € N, a,, (f) = 0.

Définition 5.38 Soit f une fonction de R o valeurs dans R, continue par morceau et 2w —périodique

sur R.
J )+ f @)

On appelle régularisée de f la fonction f définie par f(w) = 5

Nous remarquons que, en tout points de continuité xg, la fonction f coincide avec la fonction f (i.e.

[ (w0) = £ (20)).

Théoréme 5.39 (Théoréme de Lejeune-Dirichlet (1829)). Soit f une fonction de R a valeurs
dans R, de classe C' par morceau, 2m—périodique. Alors la série de Fourier de f converge simplement

sur R wvers la régularisée [ de f, c’est-a-dire

+oo
Vz € R, Z (ancos(nzx) + bysin(nz)) = f (z),
n=0
ou encore
+oo .
Vo € R, Z cne™ = f(x)

En particulier, en tout point x ot f est continue, la somme de sa série de Fourier est f(x).
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Soit ’ensemble F = {f : R — C 27 — périodique et dont le carré¢ est intégrable sur [—m, 7]} .

On définie sur F le produit scalaire

+7
(19) = o [ @) 7T,

ou g (z) désigne le nombre complexe conjuguée de g(x).

On note par ||f|| (norme de f) le nombre réel positif telle que || f|| = \/(f, f)-

Proposition 5.40 L’ensemble (infini) des fonctions {:c — e n e Z} forme une base orthonor-

mée (infinie) de F muni du produit scalaire définie en dessus.

5.2.2 Interprétation géométrique des séries de Fourier

Soit f € F. Alors la série de Fourier n’est rien d’autre que sa décomposition suivant la base or-
thonormeée {:c — e ne Z}. Cette interprétation permet de retenir I’expression des coefficients

de Fourier de f.

Proposition 5.41 (Projection orthogonale). Soit f € F. Pour tout n € Z, ses coefficients de

Fourier ¢, est la projection orthogonale de f sur ™, c’est-a-dire
+m
_ T\ __ i —inx
()= () = o= [ F @) e

Définition 5.42 On note par D l’ensemble des fonctions f € ngﬂ (R,C) (I’ensemble des fonctions
@)+ f @)

continues par morceauz et 2w—périodique), telle que pour tout x € R: f (z) = 5 .

Nous remarquons que C9 (R,C) C D C C}, 5. (R,C).
Soit f € F et {cp, n € Z} ses coeflicients de Fourier en écriture complexe, et {(an,byn), n € N} ses

coefficients de Fourier en écriture réelle. Alors on a les résultats suivants.

e Inégalité de Bessel

Théoréme 5.43 (Inégalité de Bessel (1828)). Soit la fonction f € D. Alors pour tout n € N,

N | i
2 2 2
3 leal U= 5 [ 1@ dr
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e Egalité de Parseval

Théoréme 5.44 (Egalité de Parseval (1799)). Pour tout fonction f € D, on a

+oo
7% =D leal®.
Si f est a valeurs réelles, on a
i 12
2 _ _ 4 25 o2, t 2 2
1P = 4500 = 5 [ 17O o= oo 4 5 32 (jnl” 4 )
0 n=

5.3 Exercices

Partie 1 : Séries entiéres

Exercice 5.1. Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres

-n" 5, -n" 5,
1. Z ((273! 22 ; 2. Z(Q(n—i—)l)'zz 1

n>0 n>0

Exercice 5.2. Déterminer le rayon puis le domaine de convergence des séries entiéres suivantes

1. Z n23—: 1 ; 2. Ze_nzznn ; 3. Z lz—gmn;

n>0 n>0 n>1
4. g (_1)n:c" ; 5. E sin 1 " ; 6. E ch (n)x".
Inn ’ n ’
n>2 n>1 n>0

Exercice 5.3. Soit Z anx™ une série entiére de rayon de convergence R.
n>0
1. Quelle est le rayon de convergence de la série Z anx’™.
n>0
2. On déduit le rayon de convergence des séries entiéres :

Inn n?+n
1 Zﬁx% ; 2. Zch (n) 3" ; 3. Z o,
n>1 n>0 n>0

Exercice 5.4. Soit la suite de fonctions (f,),, telle que : f, (z) =

1. Déterminer le rayon de convergence de la série Z fn(x).
n>1
2. Développer la fonction f () = cosx + chx en série entiére sur R.

3. En déduire la somme de la série Z fn (2).

n>0
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Exercice 5.5. Calculer les sommes des séries suivantes dans leur intervalle ouvert de convergence

apres avoir déterminé ses rayon de convergence.

= 1 X 3n
1. —a" ; 2. "
nzz:zn(n—l)x ’ nzz;)n—f—Qx

Exercice 5.6. Calculer les sommes suivantes dans leur intervalle ouvert de convergence aprés

avoir déterminé le rayon de convergence de la série proposée.

= n 9 X n244n—1 3
1. " ; 2. — "
7;](2n+1)! nz:;) n!(n+2)

Partie 2 : Séries de Fourier

Exercice 5.7. Soit f la fonction 27— périodique définie pour tout = € [—m, 7[ par

f () = 0 si xze|-m0|

x six e [0,7].

1. Déterminer les coefficients de Fourier a, (f) et by, (f) associé a f et donner la série de Fourier
associée a f.

2. En déduire les sommes
—+oo “+o00

1 1
Do ot X
n=0 (27’L + 1) n=1 n

Exercice 5.8. Soit f la fonction 2r—périodique définie pour tout x € [—m, [ par f () ==

1. Déterminer les coefficients de Fourier a,, (f) et b, (f) associé & f et donner la série de Fourier
associée a f.

2. Soit n € N, déterminer sin (ng) .

3. En déduire les sommes

=) -
—(2n+1) = n?

Exercice 5.9. Soit f la fonction 2r—périodique définie pour tout = € [—7, 7] par f (z) = 22.

1. Déterminer la série de Fourier associée & f.

2. En déduire les sommes

+00 _1)n +o0 1 +oo 1
Z ( n2 y Z ﬁ et Z E
n=0 n=1 n=1

Exercice 5.10. Soit f la fonction 2r—périodique définie pour tout = € [—m, 7] par f (z) = |z|.
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1. Déterminer les coefficients de Fourier a, (f) et by, (f) associé a f et donner la série de Fourier
associée a f.
2. En déduire les sommes

+oo

> G e Y G Y

n=1

Exercice 5.11. Soit f la fonction 2r—périodique définie pour tout = € [—m, 7] par

f () = x sin (z) | si x €[0,7] |
0 six € [—m,0].

1. Déterminer les coefficients de Fourier ag (f), a1 (f) et by (f) associé a f.

2. Déterminer, pour tout n > 2, ay (f) et by, (f) associé & f et donner la série de Fourier associée

af.

“+oo (_1)n+1
3. En déduire la s —
1l dedulre la somime 1; n2 T 1

Exercice 5.12. Soit f la fonction 2r—périodique définie pour tout = € [—m,n| par f(z) =
|sin (x)] .
1. Déterminer la série de Fourier associée a f.
o i 8 <X sin? (nx)
2. En déduire que pour tout € R: |sin (z)| = = 231 1
Exercices suplémentaires.

Exercice 5.13. Soit f la fonction paire, 27 périodique définie par

1 .
L ()= 5 size [0,1]
0 sixe|l,n] .

a) Déterminer la 5érie de Fourier associée a la fonction f.

sin (n) <X sin? (n)
b) Montrer que Z = Z .

2
n=1 n=1 "
<X sin (2n)
c) Calculer la somme Z .
n=1 n
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e Solutions des exercices.

Solution de ’exercice 5.1.

_1)"
1. On pose u, = ((273! 22
En utilisant le Critére de D’Alembert sur les séries numériques a termes positifs, on trouve
’z‘2n+2 )
2 2)!
lm Yt (n‘g ) _n |2| ~0,
n——+00 Uy n—s-+o0o |Z| n n—+00 (2n + 2) (272 -+ 1)
(2n)!

n

: —1)"
22"| est convergente sur C, d’oi la série E ) 22" est convergente sur C.

donc la série Z (- Tz

1
2n)!
n>0

2. On pose u, =

(_1)” 2n+1
(2n +1)!
En utilisant le Critére de D’Alembert sur les séries numériques a termes positifs, on trouve

‘z‘2n+3
' 2
T S G )L 12 — 0,
n—+too Up  n——too [z*"F n—+oo(2n + 3) (2n + 2)
(2n+1)!
71)n22”+1 est convergente sur C, ainsi la série Z ﬂz&”1 est conver-
(2n+1)! (2n +1)!

gente sur (C.

Solution de I’exercice 5.2.

2
1. On pose a, = TLT—:”, alors
(n+1)>%*+n+1 ,
. an+1 . gn+1 . (n+1)"+n+1 3" 1
lim = lim 3 = lim = _,
n—s-+00 | Gy, n—s4o00 n“+n n—s-+o0o n2 +n 3n+1 3
3n
n? —|— n
d’oul le rayon de convergence de la série entiére Z ™ est R = 3.
n>0
Pour z =3
2 2
n“+n , n°+n
an = 3" =n? +nn_—>)+oo+oo
n?+n
donc la série entiére Z ™ est divergente pour x = 3.
n>0
Pour z = -3 :
n+ Ban = Wt (-1)"3" = (n*+n)(-1)" — =£oo
3n N 3n - n—s-+4oo ’
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. n?+n .
donc la série g e ™ est divergente pour x = —3
n>0
n2
Ainsi le domaine de convergence de la série E —a", est D =]-3,3[.
n>0
TL2
, alors
lim Ve ™ = lim e"=0
n—--+00

2. On pose a, = e~

. n/ _ : nf| —n2| _
nigli-oo ‘an‘ o nin—&l-oo ’6 | o n—--+00

~ pa . LN —_ 2
d’otul le rayon de convergence de la série entiére g e " x" est R = +o0.
n>0

Ainsi son domaine de convergence est D = R.

nn
3. On pose a, = —5-, alors
In(n+1)
2 2
a 1 In(n+1 n
m |2 = g [N gy (et =1,
n—+oco | an n—-s-+o0o Inn n—s-—+o00 Inn (n + 1)
n2
) s . Inn
d’out le rayon de convergence de la série Z —a"est R=1.
n
n>1
Inn
. 2 . Inn . Inn
Pourz =1: lim == 1lim — =0, donc la série Z —- est convergente.
n—--4o0o n—-+oo \/ﬁ n
-3 n>1
nz2
Inn
est absolument convergente, donc elle est convergente.

Pour x = —1 : la série Z (—1D)" —-
n>1

Inn
Ainsi le domaine de convergence de la série g —a", est D= [—1,1].
n
n>1

n

-1
4. On pose a, = i ) , alors
nn
(_1)n+1
1
lm |G gy (RED) e
n—-+oo | ap n—s 400 (—1) n—s+ooln (n =+ 1)
Inn

_1)"
(=1) z" est R=1.

d’ou le rayon de convergence de la série Z
n>2
converge d’aprés le Théoreme d’Abel (Théoréme 2.49)

(="

Pour z = 1 : la série Z ]
nn

n>2
> pour tout n > 2.

Z 3=

- r . 1
Pour x = —1 : la série Z on diverge, car on
n>2
1)
Z(l ", est D =]—1,1].
1 lnn

Ainsi le domaine de convergence de la série
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1
5. On pose a, = sin () , alors
n

. 1 . 1 1
sin = sin | — 1 :
lim [ = gim n = lim = lim 2FL - 1,
n—--—+oo (07 n—---4oo ( 1 ) n—s--+oo < 1 ) n—-—+oo 1
sin | — sin | — -
n n n
. (1
d’otul le rayon de convergence de la série Z sin <> " est R=1.
n>1 n
(1) 40 1 - N
Pourz =1:sin| — | ~ —, alors la série Zsm — | diverge.
n n n
n>2
1
Pour x = —1: la série Z (—1)"sin <> converge d’aprés le Théoreme d’Abel (Théoréeme 2.49).
n>2 n
- . L. (="
Ainsi le domaine de convergence de la série Z " est D =[—1,1].
Inn
n>1
6. On pose a,, = ch (n)
h 1 h 1 n+1 —(n+1)
m [t = gy |RPAD| oy, Rt D) e e
n—-+oo | ap n—-+oo | ch(n) n—-+oo ch(n) n—+oo et 4 e "
e (e + e_(2n+1)) e+ e~ (2n+1)
= lim = lim ————=e
n—+too " (14 e 2") n—+oo 14 e 2n
- 1
Alors le rayon de convergence de la série Z ch(n)z™ est R = —.
n>0 ¢
1 1+e 2" 1 1\"
Pour z = i nirrioo—i_Te =5 donc la série Z ch (n) <e> diverge.
n>1
1 14e 2 1 "
Pour z = - ninioo—i_Te (-)" = :|:§, donc la série Z ch (n) <e) diverge.
n>1
. . . (=1)" 11
Ainsi le domaine de convergence de la série Z " est D= |——,—|.
Inn e e

n>1

Solution de ’exercice 5.3.

1. E anx™ une série entiére de rayon de convergence R, si et seulement si, pour tout x € R

n>0
si |z| < R, la série enticre E anx™ est convergente
n>0
et
si |z| > R, la série entiere E anz™ est divergente.
n>0
Alors,

si ‘1:2! < R (ie. |z| < VR), la séric enticre Z anx®" est convergente
n>0
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et

si ‘1‘2‘ > R (i.e. |z| > VR), la série entiere Z anx®™ est divergente.
n>0

D’ou le rayon de convergence de la série E a,z?" est VR.
n>0

. . Inn - .
2.1. D’aprés I’Exercice 5.2, le rayon de convergence de la série E —5-z" est 1, ainsi on déduit
n
n>1
. Inn o,
que le rayon de convergence de la série g —5 " est V1=1.
n
n>1
2.2. En utilisant la démonstration par récurrence, on peut montrer que si E apx” est une série
n>0
entiére de rayon de convergence R, alors la série E a,xP" est de rayon de convergence v R.
n>0

. . r ..
D’aprés I'Exercice 5.2, le rayon de convergence de la série E chn z™ est —, ainsi le rayon de
e
n>0
Al 3n 1
convergence de la série g chn x°" est —.

3
n>1 VE

2.3. D’aprés ’Exercice 5.2, le rayon de convergence de la série Z
n>0

n2
3n

™ est 3, ainsi le rayon

. n+n o
de convergence de la série g 37”3: est v/3.
n>1

Solution de I’exercice 5.4. Soit la suite de fonctions (f,),, telle que

m4n
Jn (@) = Gy
1
1. Calcul de rayon de convergence de la série Z ) ™. On pose a, = m, alors
n>0 ) )
b

. Ap41 . (4(n+1))! . (4n)!

1 = 1 —_—— =1 =
n—too | ap | n—too 1 w0 ) (dn 1 3) (40 + 2) (A0 + 1) @)l

1
d’out le rayon de convergence de la série Z ———z est R = +4o00.

= (4n)!
1
Ainsi d’apreés I’Exercice précédent, le rayon de convergence de la série Z (dn)] ——1x est VR = +oo0.
n
n>0
2. Ona: cosx = Z 7(_1)713:2” et chx = Z L x?" alors
(2n)! (2n)!
n>0 n>0
+00 n
0_1) +1 2n
cosx + chx = %WQ: .
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3. Comme

+oo n +o0o +oo
Z (D" + Lo _ Z (D™ +1 4 Z ()™ + 1 a@kt)
o (2n)! — (4k)! ‘ (2(2k+1))!
+o00o 1
— 9 24
2 (a (4k)!
k=0
Alors
+Z°° 1 ok cos T + chx
4k 2 '
k=0

Solution de l’exercice1 5.5.

1
1. Ona: lim 71(”7"’_1) = 1, donc le rayon de convergence de la série Z —— 2" est
Nt oo 1 n (n—1)
n(n—1) -
R=1
1 1
Comme = — —, donc
nn—1) n—-1 n
n n n
1 k_ Lk L
k(k—1)" =) " K

En passant quand n tend vers I'infini, on a

TL

Z —z" Z;—w——ln(l—w) x

n=1

et
“+o00 —+00 "
Zn—l _q:Z—:—a:ln 1—1x).
n=2
D’ou
00 1
——— 2" = —zln(l—-2)+In(l—-2)+=x
nZQn(n—l)
= z+(1—-2)In(1—-2x).
3(n+1)
. n+3 , . 3n
2. Ona: lim |—5——| =1, donc lerayon de convergence de la serlez " est R =1.
n—s-+oo 3n >On+2
n 42 "=

109



Pour x # 0, on a :

+o00 [4o00 400
Y et =3[ a5y e
n+2 x? n+2
n= Ln=0 n=
[+oo 400
2 ™
= 3> "5
n=0 mn:2n
[ 1 2
- — cm(l—a) -
311 - S ema-0)-0)
_ 3 2—z +21n(1—x) '
z(l—ux) x?

Pour x =0 Z +2 =
n

D’ou
2—z 2In(1—=z)

S(x) = ?)Lc(l—w)+ x?
0 si =0

] si x€]-1,0[U]0,+1]

Solution de I’exercice 5.6.

1. Calcul de rayon de convergence de la série Z ﬁ . On pose a,, = ﬁ
n+1
! 1 1
TR e [ €L )13 ~0,
n—-+oco | ap n—s+00 n—+oo n  (2n+3)(2n + 2)
(2n +1)!
donc R = +o0.
Alors d’aprés ’Exercice 5.3, le rayon de convergence de la série Z Lx% est +o0.
= (2n+1)!
Calcul de la somme de la série 7;) m 22" sur R : on a

+oo 2n +oo

n W _LIR2n41-1 5| 1 z 1 .
;(2n+1)!"”2 ~2 LZ:% (2n + 1) le 2!2 (2n)! _;(2n+1)!x2]’

Alors pour z # 0 :

—+00

too  on
Z n on _ 1 z=r 1 Z L o
— (2n+1) 2 (2n) z £ (2n+1)!
1 h
= 3 (ch () — sx(:v)) .
N = n 9
- n_1 1
Ste=0: Z nZ% 2n+1)! m oo



, alors

1 h
<ch(x)—s ($>> si x#0
S(x)=4 2 z .
0 si =0
Z44n—1 244n—1
2. Calcul de rayon de convergence de la série ;) m z™. On pose a, = m
(n+1)2?+4(n+1)—1
|
im |22 = lim (n —; Dt (n +3)
n—+o0 | ap n—->-+00 n®+4n —1
n!(n+2)
o (n+1)*+4(n+1) -1 (n+2)
= lim =0,
n—s-to0 n?2+4n —1 (n+1)(n+3)
donc R = +o0.
n?4+4n —1
Alors d’aprés I'Exercice 5.3, le rayon de convergence de la série Z ——————— 3" est 4-00.
n!(n+2)
n>0
244n—1
Calcul de la somme de la série Z ndl—inx?’” sur R. Pour z # 0, on a
n!(n+2)
n>0
= n2+4n—1x3n B i’? (n+2)2%-5 5
— nl(n+2) B n!(n+2)
00 1 00 1 00 1
3n 3n 3n
S e S RS D FUNED .
—1)! | |
— (n—1) — nl nl(n+2)
400 3\ +o0o 3\ "7 +o0o
_ s (@) («°) L s
= ) T ) iyt
n=0 n=0 n=0

3 3 L 1

3 x x 3n
= +2e" — 5 —z.
e e nEO nl(n 2)1'

Et comme

—+o00

R 1 X o+l n—1
3n 3n _ — 3(n—2)
| | |
= n! (n+2) ~ (n+2)! = nl
+ + 3\(n—2)
_ ZOO 1 LBn—1-1) _ Zoo (‘T )
(n—1)! n!
n=2 n=2
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donc pour x # 0 :

+00 + 3\

3 1 o _ = (%)
| 3 l 6 |

= nl(n+2) x n! 20 = nl

n=

3
- z<ew3—1>—a<ex3—1—w3>:(ef e,
X X X

ainsi

+oo 3 3

dn — 1 e’ (z°—1)+1
E 771 +an 3n:$3€$3—|—2<6$3—1)—5 ( ) .
= nl(n+2) 6

m
1 1
Sisz:Z;)nlx%zl — 1cesta—d1rez
n=

3n =1
'(n+2) m—s4o00 (n + 2) '

D’ou

3
e (23 —1) +at -3+ 1
$3€$3+2<6x3—1)—5( ( ) il ) si x#0

1 si =0

Solution de ’exercice 5.7.

1. La fonction f n’est ni paire, ni impaire, alors les coefficients de Fourier sont :

1 [ 17 7r

= d = — = —,

27r/f(x> T 27r/xd3: 1
—T 0

Soit n € N*,
1 [ 1]
an (f) = = [ f(x)cos(nx)dx = — [ zcos(nzx)dr
7[‘[ 770/
= % <1 T sin (n:c)]0> nlﬂ/sin (nz)dx = —— [ sin (nz) dx
0
1 1
= 3. cos (n)]g o ((=D)"=1),
d’ou
agp (f) = 0 pour p # 0
et
apit () =
i (2p+1)*7
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™ ™

b (f) = jr/f(x)sin(nm)dx:i/xsin(nx)dm
- 0
2 (-2 <>10)+mo/ (na) e =~ (zcos (na)]f)
G

La série de Fourier associée & f est donc

T 1\ _1\n+1
F(f)(z)= 1 +Z <(17327rlcos(nx)+(i)lsin(nx)> .

n>1

2. La fonction f étant de classe C! par morceaux et 2r—périodique, alors d’aprés le Théoréme de

Lejeune Dirichlet (Théoréme 5.39), on a en particulier en tout point x ou f est continue

n=m

T +o0 1\ _1\n+1
f(z) = 1 + Z <<1)21 cos (nx) + (IT)L sin (na:)) :

d’ou
5= —
= (2n+1) 8
Comme
—+oc0o —+o0o —+oco
1 1 1
= 2 2
27 T Xt G
+oo +oo
1 1
= — 4 —,
nzl 4n? nzo (2n +1)
alors on a N .
3o~ 1 X 1
427}2 _nz:;]@n—i—l)z ’
d’ou
+oo 1 7_‘_2
2T
—n 6
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Solution de I’exercice 5.8.

1.

n-g 1
/f cos (nx)

car la fonction z — x cos (nz) est impaire.

Soit n € N*|

1

™

- / £ (z) sin (nz) do

(Lo

b, (f)

2

™

(1 2 cos (na)]]

n

La série de Fourier associée & f est donc

_QZ

n>1

2. Soit n € N, alors

3. f est C! par morceaux et continue sur [—,

la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—m, 7[; d’o0 pour tout x € [—7

/a:dm—O

dr = 0,

1
/:c cos (nx) dzx

™

2

d i d

7T/a:sm (nz) dx
0

2
+7
nmw

n .

/ cos (nz) dzx

0

sin (nz) .

si n=2p
si n=2p+1
7| donc d’aprés le Théoréme de Lejeune Dirichlet,

7|, on a

=2 Z sin (nx) .
- T

En particulier pour x = 5 on a :

+o00 n+1

-1
1(5) =522 (ng),

n=1

en utilisant 2, on trouve
+0o0 ( 1)2n+2

par suite, on a




En utilisant I’'égalité de Parceval, on a

+o0 ﬂ

1=y 17,
n=1

—T

ainsi

Solution de I’exercice 5.9.

1. Comme f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.

oao(f):;T/f(x)dm:i/f(a:)dw:71r/x2da::3.
- 0 0

Soit n € N*,
1] 17, 21
an (f)=— [ f(x)cos (nx)dx = — [ x*cos (nx)de = — [ x° cos (nx) dz,
7r s s
—7 -7 0

2

car la fonction x +— z° cos (nz) est paire.

En utilisant I'intégral par partie deux fois, on trouve

2. f est C'' par morceaux et continue sur R donc d’aprés le Théoréme de Lejeune Dirichlet, la série
de Fourier de f converge simplement vers f sur R.

Donc en tout point x ou la fonction f est continue, on a :

7_‘_2 +00 (_ )TL
f(x)= 3 42 5— Cos (nx)
n=1 n
En particulier pour x =0, on a :
2 +o00 n
7T (=1
0)=0=—+1
f( ) 3 + 'I?/2 ’
n=1



+00 n 2
don SYEDT_
ou 5 = —75-
n 12
n=1
De méme pour z =7, on a :

2 —+o00 n 2 —+oco
2 ™ (71) n ™ 1
=n?=—44 D)= 44y =
f(Tr) " 3 " nz::l n2 ( ) 3 ! n=1 n2?

-‘rool 2

d’ou Zﬁ = %

n=1
En utilisant 1’égalité de Parceval, on a :

M1 17, 1, r
n= - 0

+
=1 7
ainsi E — =,
nt 90
n=1

Solution de ’'exercice 5.10 .

1. Comme f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.

™

1T 1T 1T
oao(f):%/f(x)dmz%/|x|dx:ﬂ_/mdx:2.
—r —m 0

Soit n € N*,

™

an (f) = i/f(x) cos (nx) dr = 717/ || cos (nz) de = i/mcos (nx) dz,

0

car la fonction z — |z|cos (nz) est paire. D’ou

2 (1 2 | 2 |
. _o2(1 2 (. do— — 2 [ d
an (f) - <n x sin (naz)]0> nﬂ_/SID (nz)dz — [ sin (nz)dz
0
2 7r 2 n
= n2m (COS (nx)}o) = n2m ((_1) - 1):
.. 4
ainsi pour tout p € N*, ag, (f) = 0 et pour tout p € N, agpy1 (f) = ————5—.
2p+1)°m

La série de Fourier associée & f est donc

F(f) (x) =

|

4
_ﬂgmcos(@n—kl):@.

2. La fonction f est C'' par morceaux et continue sur R donc d’aprés le Théoréme de Lejeune
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Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—7, 7[; d’ou pour tout x € [—m, 7,

on a

+o0
T 4 1
fO:O:f—f )
() 9 T 0(2n+1)2
soit
SRR
~(m+1)? 8

D’apres les Exercices précédents on a
+oo +00
3 1 1
4 2T o L 1\2]
120 Sy

d’ou
+o00 1 7_‘_2
2T Ta
=n 6
En utilisant I’'égalité de Parceval, on a
s
7r2+116+°° 1 1/2d 2
S T o2 o T o [TaAar =
4 27 = (2n+1) 27177 3
+o00 4
1 T
donc =
7;) (2n+1)* 96
Comme
1= 4 4 — 4 47
n=1 n n=1 (27L> n=0 (2n + 1) n=1 16 n=0 <2n + 1>
alors on a

d’ou
4
—n 90
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Solution de I’exercice 5.11.

1. En utilisant I'intégration par partie, on a

™

ao(f):;r]f(x)dm:;/xsin(x)dx:?

ar(f) = 1]f(x)cos(x)dx:1/ﬂxsin(x)cos(:c)dx

s m
0

s
1 1
= 27T/acsin(Zac)d:z: =-7
0

et
by (f) = i/f(x)sin(na:)da:—i/:csinQ(x)dac.
—m 0
S 1 2)) do = =
= 5 x (1 — cos (2x)) T =
0
2. Pour n > 2, on a
an (f) = ;_/f(:n)cos(nm)dx:i/msin(x)cos(naz)dm
-7 0
= % [zsin((n+1)z) +zsin((1 —n)x)]de
0
1 s s
= — zsin((n+1)z)der — [zsin((n—1)z)dz |,
2m 0/ 0/

en utilisant 'intégration par partie, on trouve

an (f) = 217T<a:<—nilcos((n+1)x)—l—nilcos((n—l)a:)>
—% W(—nilcos((TH-l)x)—i—n_ cos((n—l)x))dx,

v~

=0

donc

B 1 (_1)n+1 (_1)n+1 B (_1)n+1 B (_1)n
an(f)_2< n—1  n+1 ) T on24+1 0 n2+41
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™ ™

b (f) = 71r/f () sin (nz) dz = i/xsin (z) sin (nz) dz
—m 0
= 217r/[:rcos((1 —n)x) —xcos((n+1)x)dx
0
= % (/xcos((n 1)z)dx — /mcos((n—i— l)as)d:c) )
0 0
en utilisant 'intégration par partie, on trouve
b (f) = % (a: (nilsin((n—l)x) — n_li_lsin((n—i—l):c))L)
=0
_2171'/ <nilsin((n—1)aj)— n_li_lsin((n—i—l)m)) dx,
0
donc
1 1 1 T
b (f) = —5- (( 1 cos ((n —1)z) + 1P cos ((n + 1)x)>h>
B _i ( 1)n+1 (_1)n+1 1 ~ 1
T 2n (( (172 (nt1? (12 (n+1)2>> ’
d’ou

La série de Fourier associée & f est donc

F(f)(x) = ao(f)+a1(f)cos(z)+by(f)sin( +Z an (f) cos (nx) + by, (f) sin (nx))

n>2

L1 et 2n ( (1" —1)
= 573 cos (z) + — sm )+ Z ( cos (nx) + gr(nQ T2 ) sin (nx)) )

3. D’apres le Théoréeme de Lejeune Dirichlet, appliqué au point z =0, on a

1 1 +OO n+1

FO =05+ 3

ainsi
n2+1 4
n=2
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Solution de I’exercice 5.12.

1. Comme f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.

1 [ 1 [ 1/ 2
eay(f) = 27T/f (x)dx = 7T/f (z)dx = 7T/sin (z)dx = - (la fonction sin (z) est positive sur [0, 7])
—T 0 0

m m m

a1 (f) = /f(m)cos (2) dz — 1/sin(x)cos (2) dz — 2/sin(2m) dz = 0.

-7 —7 0

3

Pour n > 2, on a
1 r 1 r .
= /f () cos (nx) der = / |sin (z)| cos (nz) dz
7r T

™

= —1/Osin (x) cos (nx) dx + 1/sin (x) cos (nx) dx

™
- 0

_ _/ sin (n+ 1)z — sin (n — 1) )dac+/ (sin (n + 1)z — sin (n — 1) z) da,

—T

Ll st Dot — costn—1)a]
= _ — COos (n X cos({n — X
2 n+1 n—1 n

42 L cos(n+ D)o+ ——cos(n—1)a|
— | — cos cos (n —
2T n—+1 " v n—1 " v

- 2T n+1 n-—1 n—+1 n—1
1 ( 1)n+1 ( 1)n 1 1 1
27r n+1 n—1 n+l1l n-1
1 n+1 ( 1)n 1 1
R n+1 n—1 ’

ainsi
1 1
2p+1 2p -1

) et agpt1 (f) =0.
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La série de Fourier associée & f est donc

F(f)(z) = ao(f)+ai(f)cos( +Zan ) cos (nx)

n>2

2 2 1 1
= —+= — 2nx) .
7r+7rn§>:1<2n+1 2n_1>cos(nx)

2. f étant continue et C' par morceaux sur R, donc d’aprés le Théoréme de Lejeune Dirichlet, la
série de Fourier de f converge simplement vers f sur R.

Soit x € R, donc on a

2+°°< 1 1

|Smx|:%+%n:1 m+1 2m—1

> cos (2nz)

or cos (2nz) = 1 — 2sin? (nx) et les séries

+o0 +o00 +o00 )

1 1 2 1 1 . 9 2sin” (nx)
§ - = E —F et E = o
n_1<2n+1 2n—1> <1 —dn? <2n—|—1 2n_1>sm (nz) =) 1— 42

n=1

convergent, donc

~+00 0
2 2 1 4 1N L,
Jsin.z] = 7+7rn 1<2n+1 2n—1> wz<2n+1 2n—1)sm (nz).

n=1

Et comme
2k+1 2% —-1) 2n+1
n=1
alors
2k+1 2k—1) 7
n=1
ainsi

+o0 ‘oo . 9
) 4 1 1 . 9 8 sin® (nx)
sinal = -2 nzl <2n F1 2n-— 1> sin” (n) = 2 nzl A2 —1°

121



Chapitre 6

Intégrales généralisées

Les intégrales de Riemann étudiées en premiére année concernent des fonctions f définies et bornées
sur un intervalle fermé borné [a,b]. Il est utile de généraliser cette notion au cas de fonctions f
définies sur un intervalle quelconque, sauf peut-étre en un nombre fini de points et pas forcément
bornées. Autrement dit, pour définir I'intégrale de Riemann, on est parti d’une fonction bornée sur
un intervalle compact. Comment traiter le cas:

1) d’une fonction non bornée sur un intervalle borné ?

2) d’une fonction quelconque sur un intervalle non borné ?

Nous nous placerons dans la situation suivante :

I est un intervalle non compact et f : I — R est une fonction quelconque.

6.1 Généralités

Définition 6.1 On dit que f est localement intégrable (loc. int) sur I si f est Riemann intégrable

sur tout intervalle compact [a,b] inclus dans I.
Exemple 6.2 Toute fonction continue, ou continue par morceaux est localement Riemann-intégrable.

Dans toute la suite, les fonctions considérées seront localement intégrables, et on suppose que [
soit de la forme [a,b[ (resp. ]a,b]) avec a,b deux nombres réels tel que a < b (intervalle borné), a
savoir la fonction n’est pas définie en b (resp. n’est pas définie en a), c’est le cas ou la courbe Cf de
la fonction f posseéde une asymptote verticale d’équation = = b (resp. = = a), ou soit de la forme
[a, +00o[ (resp. |—o0,b]) c’est-a-dire le domaine d’intégration est non borné.

Définition 6.3 Soit f : [a,b]— R, ot a < b < +00 une fonction localement intégrable.

—b

i) L’intégrale / f(t)dt est appelée intégrale généralisée, ou intégrale impropre de f.
a
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T

—b
it) On dit que l'intégrale /f (t) dt converge si lim [ f (t)dt existe et finie (i.e. cette limite vaut
a

<
r——b

un nombre réel unique). Dans ce cas, on note :

T

—b
/f(t)dt: lim [ f(t)dt

<
r—>b

et on appelle la valeur de lintégrale généralisée.

—b
Dans le cas contraire, on dit que I’ intégrale généralisée /f (t)dt diverge.
a
De méme si f :]a,b] — R, ot —o0 < a < b une fonction localement intégrable.
b
i) L’intégrale / f(t)dt est appelée intégrale généralisée, ou intégrale impropre de f.

—a

b b
it) On dit que l'intégrale /f (t) dt converge si lim /f (t) dt existe et finie (i.e. cette limite vaut
>
r—a

—a x
un nombre réel unique). Dans ce cas, on note :

/bf(t)dt: lim /bf(t)dt

et on Uappelle la valeur de lintégrale généralisée.
b

Dans le cas contraire, on dit que 1’ intégrale généralisée /f (t) dt diverge.

—a

+o00
1
Exemple 6.4 1. /wdt, pour tout x > 0 on a
0
x
[t = anctan z)
= arctan (x
1+1¢2 '
0
alors
X
) 1 ) -
xlrgoo/l + t2 dt = zgnioo arctan (l’) = 5)
0
+o0o
L. 1 gt
ainsi converge.
1+1t2 g
0
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+oo
2. / sin (t) dt, pour tout x > g on a

ol

sin (t) dt = — cos () ,

R

alors
xT

xinioo sin (t) dt = wirgoo (—cos(z)) =— xinioo cos (),

B

—+00

cette limite peut prendre une infinité des valeurs, ainsi n’existe pas. Par conséquent [’intégrale / sin (t) dt

oy

diverge.

5
1
3. /tdt, pour tout 0 < x <5 on a
0

—dt =Inb5—Inwz,

&\m
~ | —

alors

5
1
lim /dt = lim (In5—Inz) = +o0,
=50 t 250

5
1
ainsi lintégrale / zdt diverge.
0

Théoréme 6.5 (Critére de Cauchy pour les intégrales généralisées).
+0oo

i) Soit f une fonction loc.int sur [a,+oo[, alors l'intégrale généralisée /f(t) dt converge si et

a

seulement si
li

V€>O,E|A>O:Vx,xl2A:> /f(t)dt < e.

—b

it) Soit f une fonction loc.int sur [a,b] (a,b € R et a < b), alors lintégrale généralisée /f (t)dt
a
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converge si et seulement si
Ve >0,30 €]0,b—al: Vo,z €b—0,b] = /f t)dt| <e.

Pour Uintervalle de type |a,b], nous avons une critére analogue.

Définition 6.6 On dit que deux intégrales sont de méme nature si elles sont soit toutes les deux

convergentes, soit toutes les deux divergentes.

Proposition 6.7 Soit f: I — R, (I = [a,b] ot a < b < +00) une fonction localement intégrable sur

1. Alors pour tout nombre réel ¢ tel que a < c < b on a

—b —b
/f (t) dt converge < /f (t) dt converge,

—b —b

c’est-a-dire les deux intégrales /f (t)dt et /f (t) dt ont méme nature.

Démonstration. D’apres la relation de Chasles il est clair que : pour tout ¢ tel que a < ¢ < b on

]t.)f (tydt = / F(tydt+ ]bf (t) dt,

or la fonction f est intégrable sur le compact [a,c] (puisque f est localement intégrable sur [a,b[).

—b —b

Ainsi les deux intégrales / f(t)dt et / f (t) dt sont de méme nature. m

e Intégrales doublement impropres
Dans cette partie on s’intéresse au cas des intervalles Ja, b[, |—o0, b, ]a,+o0[ et |—o0, +00], ¢’est-

a-dire au cas des intégrales doublement impropres.

Proposition 6.8 Soit f une fonction loc. int sur ]a,b[ et c € |a,b]. Alors,

—b —b

l'intégrale /f t)dt est convergente si et seulement si les deux intégrales /f t)dt et /f

—a

sont convergentes Dans ce cas, on note

]bf (t)dt = / Ft)dt+ ]bf (t) dt
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—b

Sinon on dit que l'intégrale impropre /f (t) dt est divergente.

—a
Remarque 6.9 La Proposition précédente montre que, pour étudier une intégrale doublement impro-

pre, il faut la couper en deux intégrales impropres.

x +oo
Exemple 6.10 On sait que /sin (t)dt =0 - 0 et pourtant l’intégrale impropre / sin (t) dt n’a
T——>1T00
—X —0o0
+00

pas de sens (diverge) puisque l’intégrale / sin (t) dt n’existe pas.
0

e Intégrales faussement impropres
On se place ici sur Uintervalle [a,b] ot —00 < a < b < +o0.

Proposition 6.11 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si f admet une limite finie en b~ alors

—b

Uintégrale impropre /f (t)dt est convergente.

a
On dit dans ce cas que l'intégrale est faussement impropre en b.

Démonstration. Comme f admet une limite finie en b7, il suffit de prolonger f par continuité

en b. Notons fce prolongement. fest continue sur [a, b] et pour a < z < b, on a

b

[rwa= [Foa — [Foa

—b b
ce qui prouve que / f (t) dt converge et vaut / f(t) dt . m
a a

Remarque 6.12 Pas d’intégrale faussement impropre en 0o, c’est réserver & une borne finie.

jus

sin (¢
Exemple 6.13 L’intégrale /t()dt est faussement impropre en 0, donc elle est convergente, car
. _>0
sin (t) N
t t—0

6.2 Intégrales de référence

Dans cette partie nous donnons quelques résultats fondamentaux des intégrales impropres de type

spécial qui peuvent étre utilisés a I’étude de la nature d’autre intégrale impropre.
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“+oo
1 convergente st o > 1
Proposition 6.14 i) L’intégrale impropre /adt est J
/ ¢ divergente st «a <1

1
. _ , 1 convergente st «a < 1
i1) L’intégrale impropre / t—adt est

—0

divergente st  «a >1

Démonstration. i) On distingue deux cas (o # 1 et a = 1).

Pour @ # 1, on a

N [1 1 17"
—dt= lim [—dt= lim [-————
to l—ate-1]

r—>+00 @ r—>+00
1 1
! (eR) si a>1
1 1 si o
ot Nl T a T +00 si a<1
Pour « =1, on a
“+00 T
1 . 1 .
—dt = lim —dt= lim Inz = +oo.
t T— 400 t r— 400
1 1
Ainsi,
400

. 1 converge si a >1
I'intégrale /tadt

1 diverge si a <1

De méme fagon on peut démontrer i), c’est-a-dire

1
. 1 converge si «a <1
I'intégrale / ——dt
0 ¢ diverge si a>1

o0

+o0 1 +
1 1 1
Exemple 6.15 Les intégrales /dt et /dt sont convergentes, et les intégrales /dt et
p g 3 7 g g 7
1

1 —0
1

1
/ t—zdt sont divergentes.

—0

Corollaire 6.16 5i —co < a < b < 400, et si a un réel, alors

b
. 1 . .
i) /(t—a)adt converge si et seulement si o < 1.

—a

—b
1
i) /(b — t)a dt converge si et seulement si «a < 1.
a
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Démonstration. Pour la premiére intégrale il suffit de prendre le changement du variable
(u=t—a).
Pour la deuxiéme il suffit de prendre le changement du variable (u = b — ). Puis en appliquant la

Proposition précédente. m

_l’_
. _ _ - convergente si o > 0
Proposition 6.17 L’intégrale impropre /eatdt est
9 divergente st  «a <0
Démonstration.
+oo x 1 =
/e_o‘tdt = lim /e‘atdt = lim <—e_o‘t} >
r—+00 Tr—>+00 (6% 0
0 0
1 = (eR) si a>0
— si «
= lim < (1 — e_a$)> = @ :
oo \a 400 si <0
ainsi,
+o0 .
) ot converge si « >0
I'intégrale /e dt
5 diverge si a <0
]
400 +oo
Exemple 6.18 L’intégrale / e~tdt est convergente et l’intégrale / eldt est divergente.
0 0

6.3 Propriétés
e Linéarité

Théoréme 6.19 Soient f,g deux fonctions réelles loc. int. sur [a,b] et A € R. Alors

—b —b —b
i) si /f (t) dt converge et /g (t) dt converge alors, /(f + g) (t) dt converge,
de plus on a
—b —b —b
[G+awa= [0+ [goa
—b —b —b —b
it) Si /f (t) dt converge alors / (Af) (t)dt converge et on a / (Af)(t)dt = )\/f (t) dt.
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x
Démonstration. i) Trivial, il suffit d’écrire, pour tout x tel que a < x < b : /(f +g)(t)dt =

/f (t)dt + /g (t)dt (car les deux fonction f, g sont loc. int sur [a,b[). Puis en passant a la limite on

a
trouve le résultat.
i1) On utilise la méme idée. m

—b —b

Remarque 6.20 Si /f(t) dt et /g(t) dt sont divergentes alors on me peut rien conclure sur la
a

a
—b +o0

1
nature de l'intégrale / (f +g) (t)dt, par exemple si on prend l'intégrale /tzdt'

a 1
D’une part, on a
1 TN 1
+1
1 1
—+00 “+00
, Ny , 1+¢ 1 , s
et d’autre part, les deux intégrales impropres 2 dt et Zdt sont divergentes, c’est-a-dire
1 1

—+00 “+oo e’} —+o00

+
1 1+t 1 14+t 1
1= —dt = ——)dt dt — —dt.
t2 /( t2 t> 7&/ t2 /t
1 1

1 1

e Intégration par partie

Théoréme 6.21 Soient f,g deux fonctions de classe C1 sur [a,b] et ¢ valeurs dans R.

—b —b
Si fg posséde une limite finie en b~ , alors les intégrales impropres / <f/g) (t)dt et / (fgl) (t)dt
sont de méme nature. Si de plus elles sont convergentes, alors ‘ ‘
—b —b
[ (£9)wde=ta"~ [ (1 9) @t

e Changement de variable

Théoréme 6.22 Soient a,b deuz réels tel que —oco < a < b < +o0, ¢ une bijection de classe C!
—p(b)

de |a, b sur son image et f une fonction continue sur ¢ (Ja,b[). Alors, les intégrales / f(t)dt et

—¢(a)

—b
/f (o (w) ¢ (w)du sont de méme nature et égales si elles convergent.
—a
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6.4 Intégrale des fonctions positives

6.4.1 Critéres de convergence

Dans cette partie nous donnons les principaux critéres de comparaison adoptés pour I'étude de la
nature d’une intégrale généralisée.
Pour la suite nous utiliserons que les fonctions positives. Pour les intégrales des fonctions négatives,
il suffit de considérer la fonction — f, qui nous améne au cas des intégrales des fonctions positives.
—b

Proposition 6.23 Si f est loc. int. et positive sur |a,b], alors l'intégrale généralisée /f (t)dt con-
a

T

verge st et seulement s’il existe un nombre réel M > 0 tel que 0 < /f (t)dt < M pour tout x € [a,b].

a
—b —b

Et donc lintégrale /f (t) dt diverge si et seulement si /f (t) dt = +o0.

Proposition 6.24 (Critére de comparaison). Si f,g : [a,b|— R sont deux fonctions loc. int.

positives telles que f < g, alors :

—b —b

i) /g (t) dt converge = /f (t)dt converge.

—b —b
ii) /f (t)dt diverge = /g (t) dt diverge.

Démonstration. i) On a

T

f <gsur [a,b]= /f (t)dt < /g (t)dt pour tout z € [a,b],

a

—b
or / g (t) dt converge, alors d’apres la Proposition 6.23, il existe un nombre réel M > 0 tel que

a

T xT

0</f(t)dt</g(t)dt<M, pour tout z € [a, b],

a a

—b
ainsi / f (t) dt converge.
a
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—b

it) Comme / f (t) dt diverge et d’aprés la Proposition 6.23 on a
a

—b

+o0 = ]bf (t)dt < /g(t) dt,

a

—b
d’ou lintégrale généralisé / g (t)dt diverge. m

a

Corollaire 6.25 Soient f,g : [a,b]— R deux fonctions loc. int. positives telles que f i g (les

—b —b

fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de b), alors les deux intégrales /f (t)dt et /g (t)dt

a a
sont de méme nature.

Démonstration. On a

fRge f(t)=g(t)1+e®) telque lim =(t) =0,

t—b

donc il existe ¢ € [a, b] tel que

—b —b

En appliquant la Proposition 6.24, on trouve que les deux intégrales / f(t)dt et / g (t)dt sont de
C

c
—b —b

méme nature, et d’aprés la relations de Chasles on déduit que les intégrales / f(t)dt et / g (t) dt sont

a a
de méme nature. m

Plus généralement on a la Proposition suivante.

Proposition 6.26 Soient f, g : [a,b[— R deux fonctions loc. int. positives telles que

im & =
tlibg(t) [ (leR).
—b —b

i) Sil#0, alors les deux intégrales /f (t)dt et /g (t)dt sont de méme nature.

a
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it) Sil=0 ( f=o0(g) au voisinage de b), alors,

—b —b

° /g (t) dt converge = /f (t) dt converge.

a

—b —b
. /f (t)dt diverge = /g (t)dt diverge.
a a
Démonstration. i) Il suffit de remarquer que

@)
ErTO R

t—b

—b —b

ainsi d’apres le Corollaire 6.25 précédent, les deux intégrales / f(t)dt et / g (t)dt sont de méme
a

a
nature.

it) On a
f =o0(g)au voisinage de b = f = O (g) au voisinage de b

= 3M >0, f(zr) < Mg (z) au voisinage de b.
D’apreés la proposition 6.24, on trouve le résultat. m

Corollaire 6.27 i) Soit f une fonction loc. int. sur [a,+o0[, et positive. S’il existe a > 1 tel que

+oo
. hril t*f (t) = 0, alors l'intégrale impropre /f (t) dt est convergente.
— 100

a
ii) Soit f wune fonction loc. int. sur [a,b] (a < b), et positive. S’il existe a < 1 tel que

—b

lim (b—t) f (¢t) =0, alors Uintégrale impropre /f (t)dt est convergente.

t——b

Démonstration. i) On a

1
lim t*f(t)=0<f=o0 <> au voisinage de + 0.
t—+o00 t™
“+oo
1
Comme « > 1, alors 'intégrale impropre / t—adt converge. Ainsi d’aprés la Proposition précédente

a
+o0

lintégrale impropre / f(t)dt est convergente.
a
it) On a

1
lim (b—¢)* f(t)=0& f=o0 <(bt)°‘) au voisinage de point b.
< _

t——b
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—b

—dt converge. Ainsi d’aprés la Proposition précé-

1
=D

Comme « < 1, alors I'intégrale impropre /

a
—b

dente l'intégrale impropre / f (t) dt est convergente. m
a

6.5 Intégrale des fonctions de signe quelconque

e Convergence absolue

—b

Définition 6.28 Soient f : [a,b]— R une fonctions loc. int. L’intégrale impropre /f (t)dt est dite
a

—b

absolument convergente si l’intégrale impropre / |f (t)| dt converge.

a

Proposition 6.29 Soient f : [a,b[— R une fonctions loc. int. Alors

—b —b

/f () dt est absolument convergente = /f (t) dt est convergente.
a a

Démonstration. On sait que

fl=f"+f" et f=f"—f"

ou
f+ = max(£,0)
f~ = max (~1,0)
et donc
prold W=t

alors les fonctions f* et f~ sont loc int sur [a, b[. De plus on a

0<fr<Iflet0<f~ <I|f].
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—b

Or l'intégrale impropre / |f (t)| dt converge, et donc d’aprés le Critére de comparaison (Proposition

a
—b —b

6.24), les deux intégrales impropres / frdt et / f~dt sont convergente. Ainsi I'intégrale
a

a

—b —b —b
/f(t)dt: /f*dt—/f_dt

est convergente, d’aprés la linéarité. m

+oo
Exemple 6.30 L’intégrale /e_t sin (In (t2 + 1)) dt est absolument convergente.

0
En effet :

‘eftsin (ln (t2 + 1))‘ <et
+o0 +oo

or lintégrale /e_tdt est convergente. Ainsi l'intégrale /e_t sin (ln (t2 + 1)) dt est absolument con-

0 0
vergente.

6.5.1 Critére d’Abel pour les intégrales de la forme / fg

Théoréme 6.31 (Théoréme d’Abel). Soient f,g : [a,b[— R deux fonctions loc. int.
i) Si f est monotone et lim f (t) =0, et

t—b
T

it) s’il existe M > 0 tel que pour tout x € [a,b] : /g (t)dt| < M.

a
—b

Alors lintégrale impropre /f (t) g (t) dt converge.
a

+00
sint
Exemple 6.32 L’intégrale généralisée /tdt est convergente.
1
1

1
En effet : f(t) = o est une fonction décroissante sur [1,400], ett liI}rl 7= 0.
e

D’autre part, pour tout x € [1,+0o0],

x
/sin (t)dt| = |cos1 —cosz| < 2.
1

“+o00

sint
Ainsi d’aprés le Théoréeme d’Abel, l'intégrale impropre /I?dt converge.
1
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e Intégrale semi-convergente

—b
Définition 6.33 L ’intégrale impropre /f (t)dt est dite semi-convergente si elle est convergente

a
mais n’est pas absolument convergente.

—+00

int
Exemple 6.34 L’intégrale /Slildt converge mais elle ne converge pas absolument. Donc elle est
1

semi-convergente.

+o00
sint
En effet : en utilisant le Théoréme d’Abel (Théoréme 6.31), il est clair que l'intégrale /tdt

1

est convergente.

FEtude de la convergence absolue.

+o0
. 2 . . 2
sin“t sint sin“t 1 cos(2t 1
On a pour toutt > 1: m < [sin ] et 20 = ( ) Or Uintégrale | —dt diverge, ainsi
t t t 2t 2t t
1
+00
t
l'intégrale / |Sl?|dt diverge.
1

6.6 Intégrales généralisées dépendant d’un paramétre

Soit I un intervalle ouvert de R. On considére un intervalle semi-ouvert [a, b] et une fonction de deux
variables f(t,z) ou t € [a,b] et x € I, & valeurs dans R. On suppose ou bien que b = 400 ou bien
que b < 400 et que pour certain z € I, la fonction ¢t — f(¢,2) n’est pas définie en b. On suppose
que pour tout = € I, la fonction ¢t — f(¢,x) est intégrable sur l'intervalle semi-ouvert [a,b] au sens
des intégrales généralisées et on s’intéresse aux propriétés de la fonction définie sur I par I'intégrale

généralisée
—b
Flz) = /f (1, 2) dt.

On étudie la continuité et la dérivabilité de F sur I.

6.6.1 Théoréme de convergence dominée

Théoréme 6.35 Soit (f, (t)),cy une suite de fonctions intégrables sur un intervalle semi ouvert [a, b
telle que :

i) la suite (fn (1)),en converge simplement sur [a, b[ vers une fonction localement intégrable f.

i1) il existe une fonction ¢ intégrable (au sens des intégrales généralisées) sur l'intervalle semi

ouvert [a, b| telle que :

Vn € N,Vt € [a,b], |fn(t)| < @ (t).
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Alors f est intégrable (au sens des intégrales généralisées) sur lintervalle semi ouvert [a,b[ et :

]bf (t)dt = lim 7}; (t) dt.

n—-s-4o0o

6.6.2 Continuité

Théoréme 6.36 Soit f : [a,b[x] — R, une fonction continue par rapport a chacune des deux
variables sur [a,b[xI. On suppose qu’il existe une fonction ¢ : [a,b]— Ry, intégrable (au sens des

intégrales généralisées) sur lintervalle semi-ouvert [a,b[ telle que :
V(t,z) € [a,b[x1, |f(t, )] < p(t).

Alors la fonction t — f(t, ) est intégrable (au sens des intégrales généralisées) sur 'intervalle semi

ouvert [a, b et la fonction F, définie pour x € I par

—b
Flz) = /f(t,x) dt.

est continue sur I. En particulier, pour tout xg € I, on a

—b —b
Fao)= [t f(toyde= tim [f(ta)d,

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrale généralisée.

—xt
Exemple 6.37 Soit f (t,z) = ﬁ, définie pour (t,x) € [0,400[x]0, 400l

La fonction f est continue par rapport & chacune des deux variables sur [0, 4o00[x]0, +00[ et

W(t, 2) € [0, +oo[x]0, +ool, | (£, 2)| < Hth

qui est une fonction intégrable (au sens des intégrales généralisées) sur [0, 4o00].

+oo
—xt
La fonction /ﬁﬂdt, est donc continue sur |0, +00].
0

Pour la continuité des intégrales généralisées dépendant d’un parameétre, en général, on ne peut
pas raisonner sur I'intervalle I tout entier. On cherche des dominations sur des sous-intervalles de [
et on utilise un argument de saturation pour obtenir le résultat sur I tout entier. Voir I’Exemple 6.40,

de la fonction Gamma ci-dessous.
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6.6.3 Dérivation

Théoréme 6.38 Soit f : [a,b[x] — R, une fonction continue par rapport & chacune des deux

variables sur [a,b] X I. On suppose que f admet une dérivée partielle par rapport o x, , continue

oz

par rapport & chacune des deux variables sur [a,b] x I. On suppose qu’il existe deuzx fonctions ¢ et

¥ : la,b]— Ry, intégrables (au sens des intégrales généralisées) sur 'intervalle semi-ouvert [a, b| telles

que
of
. of o
Alors pour tout x € I, les fonctions t — f(t,x) et t — a—(t,x) sont intégrables (au sens des
x

intégrales généralisées) sur lintervalle semi ouvert [a,b[ et la fonction F, définie pour x € I par

—b
F(z) = /f(t,m dt,

est dérivable sur I et

—b ' —b
Fa)= | [reni) = [

a

ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d’intégrale généralisée.

Remarque 6.39 Pour la dérivation sous le signe somme, on a la méme remarque que pour la conti-
nuité : en général, on ne peut pas raisonner sur Uintervalle I tout entier. On cherche des dominations
sur des sous-intervalles de I et on utilise un argument de saturation pour obtenir le résultat sur I tout

entier. Voir ’Exemple suivant.

Exemple 6.40 La fonction Gamma.

Pour x € R, on pose
“+o00

I'(z) = /ettxldt.

0
Comme il y a deux problémes d’intégration, en 0 et en 400, on sépare cette intégrale généralisée en

deuz intégrales généralisées :

“+00

1
0

1
La fonction a intégrer f(t,x) = e '*~1 est positive et localement intégrable. On peut donc pour x > 0

fixé, appliquer les Critéres de comparaison sur les intégrales généralisées.
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FEtude de T'q :
1

Soit x € R firé. Quand t — 0, f(t,x) est équivalente a t*~! et comme /tzldt converge si et

0
seulement si x > 0, alors 'y () est bien définie pour x €]0,+00].

FEtude de I'sy :
Pour tout x fizé, quand t — 400, on a

lim e72f(t,z) = lim e /21 =0.
t——00 t—4o00

Donc f(t,x) est dominée au voisinage de +oco par e *? qui est intégrable en 4+o00. Donc T'y (z) est
également bien définie pour x € R.

Ainsi la fonction I' est bien définie pour x > 0.

On vérifie sans difficulté que T'1 (1) = 1 et que Yo > 0,I'(x + 1) = 2I'(x). On en déduit en
particulier que ¥Yn € N*, I'(n) = (n — 1)!. La fonction I apparait donc comme une extension a Ry de
la fonction “factorielle”.

Continuité : la fonction f(t,z) = e 't*~ est continue sur ]0,+0o0[x]0, +o0].

Soit a >0, on a :

VY € [a, +oof,Vt €]0,1],e 171 < et L,

La fonction 1 (t) = e~ est intégrable au voisinage de 0. D’apres le Théoréme 6.36 , la fonction
Iy (x) est continue sur [a,+oo[. Ceci étant vrai pour tout a > 0, on en déduit que T'y (x) est continue
sur 0, 4-o00].

Soit b > 0. On a de la méme facon :

Vo €]0,b],Vt € [1, 400, e 1771 < e 071

La fonction 1y(t) = e~'t*~1 est intégrable en +o0o. D’aprés le Théoréme 6.36, la fonction T's (x) est
continue sur |0,b]. Ceci étant vrai pour tout b > 0, on en déduit que I's (z) est continue sur ]0, +o0].
La fonction T' est donc continue sur ]0, +0o0].
Dérivation : la fonction f(t,z) = e *~! admet une dérivée partielle par rapport a x qui est
continue sur |0, 4+00[x]0, +oc[. En effet: pour tout (t,z) €]0,+00[x]0, +00],
of

%(t, ) =e "t n ().

Soit a, 8 > 0. Comme pour la continuité, on a :

Vz € [a, +ool, Vt €]0,1],

et T n(t)| < —e " TIn(¢),
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la fonction e~ L1n () est intégrable en 0, car :
1
et 1n (¢)
In (t)

1

=0 et /ln (t) = —1, donc /e‘tto‘_l In () dt converge,
0

Pour a > 1, thmo

1 1
pour a = 1, h lim, 1 n( =1et /ln = —1, donc /e_tto‘_lln (t) dt converge,
n (
0 0

1
. e it ln(¢) 1
et pour 0 < a <1, soity>0telquel —a<~vy<1,alorsona: lim ———= =0 et/ﬂdt

t—0 1

o 0

converge, donc [ et 11n (t)dt converge.

—

S o

De méme on a

Vx €]0, 5], Vt € [1, +o0],

e " In(t)| <e P In(t).

et
—t,8-1
t In (¢
fim 00O _

t—+o0 ].

12

alors la fonction e "5~ 1n (t) est intégrable en +oo.
On en déduit par le Théoréme 6.38, que les fonctions I'y et I'y sont dérivables respectivement sur
[a, +00[ et |0, 5]. Comme c’est vrai pour tous «, 3 > 0, ces deux fonctions sont dérivables sur |0, +00l.

1l en est de méme pour I" et on a :

+o00
vz €]0, +oo[, I’ (z) = /e_ttz_l In () dt.
1

Remarque 6.41 L’hypothése de domination de la fonction f(t,z) par une fonction intégrable ¢ ou
0
de la dérivée partielle a—f par une fonction intégrable 1 sur lintervalle semi-ouvert [a,b[ dans les deux
z
Théorémes (Théoréme 6.36 et Théoréme 6.38) est trés forte. On peut envisager une hypothése moins

forte, la convergence uniforme.

Définition 6.42 On dit que l'intégrale généralisée dépendant d’un parameétre

= ]bf (t,z)dt

est uniformément convergente sur I si :

—b

Ve > 0,3c € [a, ] tel que Vx € I, /f(t,a:)dt <e.
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On peut montrer que la conclusion des Théorémes (Théoréme 6.36 et Théoréme 6.38) reste valide

0
si on remplace I’hypothése de domination (sur f ou sur —f) par cette hypothése de convergence

ox
uniforme.
6.7 Exercices
Exercice 6.1. Etudier la nature des intégrales suivantes :
+00 +oo +o00o +o00o 9
t
1. sin (t) dt ; 2. /sin t2) dt ; 3. /€_t2dt ; 4. /dt;
/ ) (*) VS +t+1
0 0 0 0
+ +oo 7 +
Fcos (t?) [ esint 1 an (t)
5. / dt ; 6. dt ; 7. dt ; 8. dt.
1+12 t Vt+1 t+2
0 1 —1 1
Exercice 6.2. Etudier la nature des intégrales suivantes :
+o0 +oo 5 3 +0o0 3 9 +oo
i t) — si t t t t
1. / sin(t)dt ;2. /Sm( J)—sin@) g /6+dt L4 / COSZ( ) it
2 t6+1 t
—00 0 —00 0
+oo ( ) Jroo1 ( ) Jroo1 ( )
1 —cos(t n(t n(t
5. ——=dt ; 6. dt ; 7. dt.
[ e [ 85 =5
0 0 0
Exercice 6.3. Calculer les intégrales suivantes
T —b
1 1
1. [ ————dt ; 2. dt, ou a <b.
1+ cos (t) V(t—a)(b-1t)
0 —a
Exercice 6.4.
“+oo

sin (%) it
tOL

1. Etudier pour a > 0, la convergence et la convergence absolue de I'intégrale /

1
2. Etudier suivant les valeurs des paramétres réels o et 3 ( a, B € R) la nature de l'intégrale

1
tOé
O/[Irl (1+ t)]ﬁdt’

Exercice 6.5. Etudier suivant les valeurs des parameétres réels a et 3 (o, 8 € R) la nature de
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I'intégrale de Bertrand
+oo

1
2/ YT

Exercice 6.6. On étudie ici 'intégrale généralisée dépendant d’un parametre z € R,

+00
- O/f(t,a:) dt

cos (tx)
1+12°
1. a - Montrer que cette intégrale existe pour tout = € R, c’est-a-dire que F' est définie sur R tout

avec f (t,z) =

entier.
b - Montrer que F' est continue et bornée sur R.
2. Montrer que F est paire et calculer F'(0).

3. Montrer que pour z > 0, on a

F(z) = 2G(x),
ou G(x) est donnée par
+oo
B cos (u)
G(z) = / 2 Q:Qdu.
0

4. Montrer que G(x) est deux fois dérivable sur |0, +-00[ et exprimer G’ (z) et G (z) sous la forme
d’intégrales généralisées dépendant du parametre = €]0, +o00].

5. En déduire que F est deux fois dérivable sur |0, +oo[ et que sa dérivée seconde est donnée par

+
/ (222 — 6u?) cos (u)

(u? + 362)3

Uu.

Exercices suplémentaires

Exercice 6.7. Pour z € R, on définit la fonction

™
= /\/1 — xcos (t)dt
0
1) Vérifier que f est bien définie pour tout « € R et que f est une fonction continue sur R.

2) Montrer que f est une fonction paire de x.

3) Montrer que f et 2 fois dérivable pour |z| < 1 et qu’elle vérifie la relation :
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dz(a® — 1) f (2) + 42 = 1) f (z) — zf (z) — /R (t,x)dt ,

0

R(t:c)zi( 2sin (t) )

ol

1 —xcos(t)

4) En déduire que f vérifie ’équation différentielle :

dz(2® = 1) f (2) + 4(z* = 1) f (z) — zf(z) = 0.

e Solutions des exercices

Solution de I’exercice 6.1.

1. On a
+oo z
/ sin (t)dt = lim /sin (t)dt = lim (1 —cos(x)) n’existe pas
r—>+00 r—>+00
0

+oo
(cette limite prend plus d’une valeur), et donc l'intégrale impropre / sin (t) dt diverge

0
2. En faisant le changement du variable (u = t? = du = 2tdt), alors

+o00

i )
sin (u
sin (t2) dt = du.
[am@a= [55
1 1
+o00
. s - e : sin (u)
En appliquant le Théoréeme d’Abel (Théoréme 6.31) a I'intégrale impropre NG du.
u
1
D’une part la fonction i est décroissante sur [1, +oo[ et uiﬁooﬁ =0.
x
D’autre part pour tout z € [1,+00[: on a /sin (u) du| < 2.
1
+00 +o0
e, . sin (u) e ) s
D’ou I'intégrale impropre i du converge, ainsi I'intégrale impropre sin (t ) dt converge,
u
1 1
+00

et par suite 'intégrale impropre / sin (t2) dt converge car la fonction sin (t2) est Riemann intégrable

0
sur [0, 1].
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3. Pour ¢t > 1, on a t2 > t. D’aprés la croissance de la fonction exponentielle on trouve

e~tdt converge, d’otl d’aprés la Proposition 6.24,

or d’apres la Proposition 6.17, 'intégrale impropre /
1
+00

o 2 e 2 . 42 .
I'intégrale / e~ dt converge, ainsi I'intégrale / e~ dt converge, car la fonction e™*" est continue sur
+oo

+oo
0
1
—dt converge, alors

et comme l'intégrale impropre /
t2
1

1
[0,1].
2t +oo 2
4. On sait que —— ~ —,
VI +t+1 t2
+o0 9
t
d’aprés le Corollaire 6.25, 'intégrale impropre / ———dt converge, ainsi l'intégrale impropre
& / VIS +t 41 & &
+oo
/ 2Lt car Ta foncti ¢ conti 0,1]
———dt, car la fonction est continue sur [0, 1] .
S VAt 5+t +
5. On a
cos (t2) < 1 1 4001
1+ |~ 1+¢2 1+ 2 2
—&—oo1
Comme l'intégrale de Riemann / —5dt converge, alors d’apres la Proposition 6.24, 'intégrale im-
1
o (o0}
/ 0s () | 4 Do Vintégrale i /COS () g insi Dintégral
ropre converge. ou l'intégrale impropre converge, ainsi 'intégrale
prop D) Verg g prop 1+ 2 verge, g
1 1
+oo
cos (t?) ) . s (¢%) . o
e dt converge puisque la fonction P continue sur [0, 1], donc intégrable sur [0, 1] .
0
6. On a pour tout t > 1:
sin (t) > —1, donc eSint > =1

esint 671
>
t

t

ainsi

+oo
Comme l'intégrale impropre / ;dt diverge, alors d’aprés la Proposition 6.24, on déduit que 'intégrale
1

oo .
sint
dt diverge.

impropre / ;
1
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7 7
1 1
7. / L g /
vt+1 vt+1
—1 ——1

En faisant le changement du variable (u = ¢+ 1), on trouve

dt

1
—du.

1
us3

\oo

/ 1
dt =
/ Vi+1
——1 —0

1 8

1 1 .
Comme l'intégrale impropre [ —du converge, alors 'intégrale | —du converge. Ainsi 'intégrale
g prop 1 ge, 1

us3 us3
7
. / 1
mmpropre
prop Vt+1

—0 —0
dt converge.

——1
8. On a pour t > e,

1 1 1 1
n (1) > ot +oo 1
t+2 t+2 t+2 t

+ool
et comme l'intégrale impropre / Zdt diverge, alors d’aprés le Corollaire 6.25 et la Proposition 6.24,

1
“+oo

In (¢
I'intégrale impropre / ;:L(;dt diverge.
1

Solution de I’exercice 6.2.

1. On a
400 0 +o00
/sin (t)dt = /sin (t) dt+/sin (t) dt,
—00 —00 0
or
+00 T
/ sin (t)dt = lim /sin (t)dt =1— lim cosz, est une limite qui n’éxiste pas.
r—+00 r—+00
0 0
+00 +o0
Ainsi 'intégrale / sin (t) dt diverge, et par conséquent (Proposition 6.8), I'intégrale impropre / sin (t) dt
0 —00
est divergente.
“+oo
in (5t) — sin (3t
2. L’intégrale / sin (51) 5 sin ( >dt, est doublement impropre, alors on doit le couper en deux
t3
0
integrales impropres, en effet :
o 5 3 / 5 3 i 5 3
sin (5t) — sin (3t sin (5t) — sin (3t sin (5t) — sin (3t
[ s, [0 sinsn 0 sn@),
t3 t3 t3
0 —0 1
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1
in (5t) — sin (3¢
e Pour [} = / sin (5¢) — sin ( )dt, il est clair que la fonction sin (5¢) — sin (3¢) admet un dével-

5

t3

—0
lopement limité & 'ordre 1 au voisinage de 0, et

sin (5t) — sin (3t) =2t 4+ o (t).

|

Ainsi ) )
sin (5t) — sin (3t) 2t
5 5
. t3 oy t3
thi>no 1 - thi{lo 1 2
= 2
t3 t3
1 1
1 in (5t) — sin (3t
Comme l'intégrale de Riemann / —5 dt est convergente alors l'intégrale impropre I; = / sin (51) 5 sin (31)
—0 ¢3 —0 L3
est convergente.
+oo . St)
sin (6t) — s
e Pour I = / in (5¢) = in dt, on a
t3
sin (5t) — sin (3t) 2
5 S 5
t3 t3
1 ein (5 3
sin (5t) — sin (3t
et comme l'intégrale impropre / —5 dt converge, alors 'intégrale impropre Iy = / (5¢) 5 ( >dt
t3 / t3
—+00
) N . sin (5t) — sin (3t)
est convergente, et par conséquent 'intégrale impropre 5 dt converge.
0 b
3. On a
+o0 0 +o0
t3 + t2 t3 + t2 t3 + t2
/+dt - /+dt+ /+dt
t6+1 t6+1 t6+1
—00 —00 0
—+00 —+00
B /t3—t2dt+/t3+t2dt
N 641 641
0 0
t3 . t2 +Oot3 2
Il est clair que les deux intégrales ———dt et ———dt sont impropres au voisinage de +oc.
q *nee /t6+1 /t6+1 prop voisinage de +
0 0
Comme
33— 12 oo 1 B+t? 101
_ ~ — e - A~ —
t6 4+ 1 t3 t64+1 t3
+00 +oo +o00
et l'intégrale i opre /1dt converge alors les deux intégrales /tg_tZdtet /t3+t2dt sont
intégrale impropr — nver r ux intégr B — —_ n
& Propre: J s & & 11 %41
0 0

1
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00
3 2

convergentes, et par conséquent 'intégrale / dt converge.

% +1
4. On a
Teos(t) . [eos(t) | [ eos(t)
COS COS COS
PRy Py
0 —0 1

1

cos (t
e Pour I} = / t2( )dt, il est clair que cos (t) est une fonction positive au voisinage de 0, de plus

—0

1
2y t2 g 1 _
t—0 cos (t) _th—1>n0 2 ) h—n}o t2 ) =1
2 1—2+0(t) 1= 5 +o(t?)
$2

1
1 t
Comme 'intégrale impropre / t—2dt est divergente, alors d’aprés la Proposition 6.26, 'intégrale / cos ( )dt
—0

t2
—0
+00
. ) . . cos(t) . ..
est divergente, et par conséquent (Proposition 6.8), I'intégrale 2 dt diverge.
0
5. On a
Tiocostt) [locos() ,  [L-cos()
1 — cos — cos — COs
0 —0 1
1
1 —cos(t
e Pour I} = / t2()dt , il est clair qu’au voisinage de 0 on a
—0
t2 5
1—cos(t)=—+o(t
cos (t) 5 + 0 (%)
et donc
1-— t 1
lim cos (t) _ L
t—0 t2 2
1
_ 1 . . _— 1 — cos (t)
Or la fonction constante 5 st Riemann intégrable sur [0, 1], d’ou I; = Tdt est convergente.
—0
-l-oo1 t)
— cos
e Pour I, = / tQ(dt’ il est clair que

1
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“+oo
dt est absolument convergente, et par con-

1

+oo
1 1-— t
Or /t2dt converge, alors 'intégrale I = / C(;S( )
1
+o0o

1-— t
séquent I converge. Ainsi 'intégrale / (;(2) 5 ( )dt converge.
0
6.
' I 7
t t t
/ (0 g - / n )dt+/ n(®) 4
t+ et t+et t+et
0 —0 1
[~ [l
—In (¢ n (¢
= — dt dt.
/ tre 0T /t+et
—0 1
i 1
— t
oPourIlz/ n(t>dt,ona
t+e
—0
—1In ()
t+ et _

li = ——
20 “In (t) t—o0t+et

Et d’aprés l'intégration par partie on a

1 1
/ln(t)dt = tln(t)]io—/dt
—0 0

= thinotln( )—1=-1

—In (¢
n( )dt est convergente.

Ainsi d’aprés la Proposition 6.26, 'intégrale I1 = / 1ol
e
—0
-l-c>o1 t)
n
e Pour I, = / ( dt, il est clair que
t+ et
1
t
In (t)t (ln 2+ 1In <2>> .2
lim tte _ lim — =0
t—4o00 l t——+o00 13 t e%
+00
1
Comme l’intégrale impropre / —5dt est convergente, alors d’aprés la Proposition 6.26, l'intégrale
1
+00 +00
In (t) ) L ) n(t)
I = Y 7t est convergente. Et par conséquente 'intégrale impropre n 7t est convergente.
e e
0

1
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7. On a )

—1

In (¢)

+o0
dt+/

In ()

2 2
In (¢) In (¢) In (¢)
dt = dt dt dt.
/t2—1 /t2—1 +/t2—1 +/t2—1 2 -1
0 —0 % —1 2
1
In (¢)

dt, il est clair que

2
oPourflz/t

21
—0

[un

3
1
Comme l’intégrale impropre / %dt est convergente, alors d’aprés la Proposition 6.26, 'intégrale
—0
1
/2

—0

In (¢)

2 -1

dt est convergente.

2
In (¢
dtetlgz/t;ﬁ)l

—1

—1
In (t
oPourlgz/t2n<)1

dt, il est clair que

VI

In (¢)

_ In (¢ 1
limt 1:l n(): m - =1.
t—s1 1 t—s1t—1 t—s1 t

t+1
1 2

1 1
Et comme les deux intégrales / mdt et Is = / mdt existent alors d’aprés la Proposition 6.26,
1 1

2
[ In (1)
n(t
dt et I3 = —
o3 /t21

—1

—1

In (¢
les deux intégrales Iy = / n ()

t2—1

dt sont convergentes.

N

+oo

In (¢
e Pour l'intégrale Iy = / 2 ( )1dt, il est clair que
2
In (¢)
2 _ In (¢
im Pl g O
t—+00 i t——+o00 \/i
t
“+oo —i—oo1
1 t
Comme l'intégrale impropre [ —dt est convergente, alors l'intégrale Iy = / 2 ( )1dt converge. Ainsi
t2 -
2
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Mo (1)

1
I'intégrale impropre / 2 1dt est convergente.
0

Solution de I’exercice 6.%.

t
1. Pour calculer I'intégrale / 1 dt, nous utilisons le changement du variable <u = tan (2) > ,

+ cos (1)
0
1—u? 2
donc cos(t)ziuet dt = ——du. Ainsi
1+ u? 1+ u?
s 1 +oo 1 9 “+oo
—dt = du = [ du= .
/1—|—cos(t) /1+1—u21+u2 b /u oo
0 0 T 0
—b
1
2 dt,on a<b
V(t—a)(b-1t)
On a )
b 2 4% —2ab
(t—a)(b—t):—t2+(a+b)t—ab:—(t—a; ) LT . ¢
2 2
_ <ta+b> N b—a> '
2 2
2 2
_ b—a 1 2 t_a—i—b ’
2 b—a b—a
alors
1 2 1
(t—a)(b—t) b-a , 2 ,_atb 2
b—a b—a
2 b
Et d’aprés le changement du variable <u =73 t— Z+ > , on trouve
—a —a

—b —1 0 —1
1 1 1 1
dt = ——du = ——d +/d.
/\/(t—a)(b—t) /1\/1—u2u /1\/1—u2u / \/1—u2u

du, on a

—1
1
e Pour I; = /
1 — u?
) V1-u
= lim arcsin (t) = arcsin (1) =

-1
[
—au —-.
1 — 2 t—+1 2
0
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1
e Pour _[2 = / ﬁdu, on a

N
0
/1du— lim —alrcsin(t)—arcsin(l)—E
Ny A et | - 27
——1
D’ou
7 1 7o ro1 7o
t= [ i [t [
/\/(t—a)(b—t) 1\/1—u2 1\/1—u2 ) V1—u?

Solution de ’exercice 6.4.
“+o0o

1
—+o00

sin (t) gt
tOé

En utilisant le Théoréme d’Abel, il est facile de voir que pour tout a > 0, 'intégrale /

1
est convergente.

Pour la convergence absolue, on a

+o0o
sin (2 1 1
e Pour « > 1, 0on a a( )‘ < = et comme l'intégrale de Riemann /t“ dt converge car o > 1.
1
+o00
o sin (1)
Alors l'intégrale tTdt est absolument convergente.

1

+oo
in (¢
e Pour 0 < a < 1: il faut étudier la convergence de l'intégrale / |Slr;()|dt.

1
On sais que pour tout z tel que = € [0,1] on a = > 22, et donc pour tout ¢ > 1 : |sin ()| > sin? (¢),

d’ot
. 2 .
t t
pour tout £t >1:0< sin” (¢) < [sin ( )’
te te
Comme
sin? (¢) 1 cos(2t)
te 2t 2t
+00 too
_y 1 : e [sin (¢)] .
et I'intégrale t—adt est divergente. Ainsi I'intégrale tTdt diverge.
1 1
1
tCM
2. / ﬁdt, est une intégrale impropre en 0.
J [In (14 ¢t)]
On a
tOé
In (1 + 1)) te 1
tim OEOP g s
t—0 1 [n (1 +t)] U
th—a
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1

1
> 1
c’est-a-dire les deux intégrales impropres / ﬁdt et / Tdt sont de méme nature.
J [ (141 7=

1

1
Or l'intégrale de Riemann / tﬁ—_adt est convergente si et seulement si § — «a < 1.

0

Solution de I’exercice 6.5.
“+o00

1
'!wmmﬁt

e Si o > 1: si on choisit un réel v de sorte que 1 < v < «, on trouve

1
(1)’ , 1 ,
lim ————*— = lim —— =0, quelque soit la valeur de S,
t—+400 l t— o0 =7y [hl (t)]’B
tY

+oo
1 1 1
c’est-a-dire —— = o [ — | . Et comme l'intégrale de Riemann / —dt est convergente car v > 1,
to In (t)]ﬁ Y J Y

—+o00

on déduit que l'intégrale / dt est convergente.
2

£ [ln (¢))”

e Si o < 1: Sion choisir un réel v de sorte que a < v < 1, on trouve

1
lim ot = lim v =0, quelque soit la valeur de
t— o0 1 t—-oo g7=a [In (t)]fﬁ ’ ’
te [In (1))

2 to [In ()]
+oo
on déduit que 'intégrale /

+oo
1 1 1
c’est-a-dire — = o () . Et comme l'intégrale de Riemann / ﬁdt est divergente car v < 1,
2

dt est divergente.
o (1) i

e Sia=1et [ =1: une primitive de est In(In (¢)) qui tend vers +oo en +o00, donc

1
t1n (t)

I'intégrale est divergente dans ce cas.

, ()~

es qui tend vers 0 en +oo lorsque
t(In (¢))° 1-p

e Sia=1etf #1: une primitive de
B > 1 et vers +oo lorsque § < 1.

Conclusion
—+oco

1 a>1 ou
/ 7Bdt converge <
te [In (¢)] a=1let [ >1.
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Solution de I’exercice 6.6.

1. a - On remarque que pour tout x € R,

IR

+oo
Ceci nous montre tout d’abord que F'(x) est bien définie puisque / h (t) dt est convergente.

0
b - Comme f(t, z) est continue, et uniformément dominée par la fonction h(t), alors en appliquant

le Théoréme de continuité des intégrales généralisées dépendant d’un parametre (Théoréeme 6.36), la
fonction F'(x) est continue sur R.

De plus F(z) est bornée par

+oo +oo 1
/h (t)dt = / mdt = arctan (t)]§ > = Tirr}roo arctan(7T) — arctan(0) = g
0 0

2. 1l est immeédiat que F(z) = F(—x) puisque cos(tx) = cos(—tx), donc F est paire.

1 . us
e F(0) = /1+t2dt = Tlnloo arctan(7") — arctan(0) = 5
0

3. En utilisant le changement de variable u = xt, on obtient

+o0 +oo
F(z) = /COS (3)2? - :n/ 5;)1(1)2@ = 2G (z).
) 1+ (3) "
cos (u)
4. On pose g (u,x) = el D’une part,

dg —2zx cos (u
9 (W) = 272(2)
Ox (u? + 22)

est une fonction continue sur |0, +00[x]0, +o0[. Soit @ > 0 donné. Pour z > a, on a

2x < 2z < 2 < 2
(w2 +2a2)% = 22 (u? +22) T z(u?+22) T a(u? +a?)

‘gz(u,z)'ﬁ

et

cos (u) 1
lg (w, )| = w2+ 22~ w24 a2’
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—+o00 —+00

1 2
D’autre part / mdu = 2% et / mdu = %, donc en appliquant le Théoréme de

dérivation des intégrales généralisées dépendant d’un parametre (Théoréme 6.38) on déduit que G est

de classe C* sur [a, +00[ et sa dérivée est donnée par

—+o00 +o0
/ -2 3
G (z) = /(‘)g(u,x)du: /mcos(t;)du
ox (u? + x2)
0 0
De méme, on calcule
0%g (u, ) 822 cos (u) 2 cos (u) (622 — 2u?) cos (u)
— (u,z) = — =
Ox% " (u2 +22)%  (u2 4 22)? (u? + 22)°
C’est une fonction continue sur |0, +00[x]0, +00].
Pour x > a, on a
24 o] - [t e s e
Oz (u? + 22) (w2 +22)” | 7 (w2 +22)° T (u?+a?)

“+o00
6
Puisque / mdu converge, ceci nous permet d’appliquer le Théoréme de dérivation des inté-
u? 4 a
0
grales généralisées dépendant d’un parameétre (Théoréme 6.38) qui nous montre que G est

classe C! sur [a, +00], c’est-a-dire que G est de classe C? et que sa dérivée G" est donnée par

“+o00 “+o00

22 — 2u?) cos (u
G (z) = 8$2(u,:5)du:/(6 2u%) cos (u)
0

5 3 du.
(u? + z2)

5. Puisque F(x) = zG(z), F est aussi deux fois dérivable sur [a,+oo[ pour tout a > 0 et par
conséquent sur |0, +o0o[. Sa dérivée est donnée par F'(z) = zG' (z) + G(z), et sa dérivée

seconde donnée par

+oo
M " / x (622 — 2u2) cos (u 4z cos (u

o

du.

_ . /00(23:2 — 6u?) cos (u)

(u? + z2)3

153



Bibliographie

[1]

8]

[9]

[10]

[11]

Alain-Jérome Riquet, Calcules Scientifiques Suites et Séries, Cours et exercices corrigés, el-

lipses- paris 2010; ISBN : 978-2-7298-5421-8.

Antoine RAUZY, Mathématique, Cours d’analyse : licence L1 et L2 1" et 2° année
d’université, ESKA 2004; ISBN : 2-7472-0724-2.

Ariel Dufetel, Analyse Séries de Fourier et Equations Différentielles, Exercices et probléme

résolus avec rappels de cours, Vuibert- paris aout 2010.

F. Delmer, Mathématique, Les Séries, rappels de cours et exercices résolus, Dunod- paris 1995;

ISBN : 2 10 002635 6.

Francois Liret et Dominique Martinais, Analyse 2 année, Cours et exercices avec solutions,

Dunod- paris 2004; ISBN : 210 0048330 7.

Francois Bayen et Johann Yebbou , Mathématiques supérieurs Analyse 2, Exercices corrigés,

Conseils Précis de cours, Vuibert- paris 1994; ISBN : 2-7117-2097-7.

Gilbert Monna Avec la participation de Rémi Morvan, Problémes de mathématiques,
Séries numériques, Séries de fonctions, Séries entiéres, Cepadués-edition France 2008; ISBN :

978.2.85428.832.2.

Jacues Douchet, Analyse- Recueil d’exercices et aide-mémoire vol.1,Presses polytechniques

et universitaires romandes 2003;.ISBN : 2-88074-552-7.

Jean-Marie Monier, Analyse 2, Cours et 600 exercices corrigés, DUNOD, paris 1994; ISBN :
210 004439 7.

Jerrold Marsden and Alan Weinstein, Calculus I1I, Springer, 1985.
Mohammed Aassila, 400 Exercices corrigés d’analyse avec rappels de cours, ellipses- paris

2014; ISBN : 9782340-002029, Collection Références science.

154



Olivier Rodot, Analyse mathématique, Cours et exercices corrigés; Bibliothéque royale de

Belgique, Bruxelles, de boeck : 2010/0074/342; ISBN : 978-2-8041-6230-6.

Pierre Meunier, Analyse, Exercices corrigés avec commentaires sur le cours, Presses univer-

sitaires de France, 1994; ISBN :2 13 046739 3.

Sylvie Guerre-Delabriére, Suites, Séries, Intégrales, Cours et exercices.

xercices, ellipses.

Tran Van Hiep, Analyse 2, Presses universitaires de France, 1996; ISBN :2 13 048115 9.

Wieslawa J. Kaczor et Maria T. Nowak, Probléeme d’analyse III intégration, Exercices

corrigés, EDP Sciences France 2008; ISBN : 978-7598-0087-2.

155



Identités remarquables

En utilisant la formule du binéme de Newton.
n
(CL + b)n — Z Cﬁakbn_k,
k=0

on trouve :

(a+b)? = a®+b+2ab
(a—b)? = a®+b*—2ab
(a+0)* = a®+3d®b+ 3ab® 4 d®
(a—b)?® = a®—3a’+3ab® - b*
0 = 1-1=0c1°(-1)°"=1x1x1=1.
0

En utilisant la division encludien on peut montrer les égalités suivantes

a> =0 = (a—10b)(a+b)

a®—bv* = (a—0b)(a®+ab+b?)

a+b = (a+b)(a®—ab+b?)

at — vt = (a—b)(a3—i—a2b+ab2+b3)

a®—bv = (a—0b) (a4—i—a3b—{—a2b2—|—ab3—|—b4)
(a+b)(

a+b a4—a3b+a2b2—ab3—|—b4)

Formules trigonométriques

En utilisant I’écriture d’Euler d’un nombre complexe
e = cos (0) +isin (6),
on trouve

cos (a4 B) +isin (a+ ) = @0 = ¢ = [cos () + isin (a)] [cos (8) + isin ()],
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donc

= cos (@) cos () — sin (a) sin ()
= cos (a)cos(B) + sin (a) sin ()

cos? (a) — sin? (o) = 1 — 2sin? (a) = 2cos? (a) — 1

et

cos (a)cos(B) = % [cos (o + B) + cos (a — 3)]
sin (o) sin (B) = é [cos (a — B) — cos (a + )]
cos? (a) = % [1+ cos (2a)]
sin? (a) = % [1 — cos (2a)]
sin (o + 3 sin () cos (/3) 4 cos (o) sin ()

sin (a) cos (B) — cos () sin (3)
2sin () cos ()

% [sin (o + ) + sin (o — )]

tan () + tan (B)

¢ =
an (o + ) 1 — tan () tan (3)
tan (OK) — tan (ﬂ)
t J— =
an (o — f3) 1 + tan («) tan (3)
2tan (05)
2 — _—
tan (2a) 1 — tan? (o)
Primitives usuelles
1 /.%‘ndx an—i_l tc n# -l
: n+1 7 |
1
/ﬂ?adx Tﬂxa+1 +c¢ , aF-L
1
2./dm Infz| +c
x
3./e$d$ e’ +c
4/axd$ —+c ) a>0.
Ina
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[an
[
/

5. [ sin(z)dx
() da

tan (z) do
() da
() da
1

(=)

7.
8 sh

9 ch

10./H332dm
11./1dm
Vi
1
12./md:v
13./1dm
Va2 —1

Limites

—cos (z)+c¢

sin (z) + ¢

—In |cos (z)| + ¢
ch(z)+c

sh(z)+c

arctan (x) + ¢

arcsin () + ¢

ln<x+ :n2—|—1) +c

ln‘:ﬂ—{—\/rﬁ—l‘—{—c.

En appliquant le Théoréeme de I’Hoépital, on trouve

0
0 Vo, > 0
0
0 Va,B8 >0

Somme des carrés et somme des cubes

B2 n(n+1)2n+1)
= c ,

NE

i
I

n?(n+1)>
—

[
o
w
I

=
Il
—
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Fonction Gamma d’Euler

1
F(n+1)=n!, T(0)=T(1)=1 e T <2> =7
+oo
/e_mscr_ldasz ( , a,m>0.
aT’
0
Formule de Stirling
T(n+1) = nl v 2me "n"tz
I'(z+1) v 9me gtz
Intégrale de Gauss
+oo
/em2dx = E, a>0
a
—0oQ
+oo 1
2
/e 2" dr = Vor
—00
+o00 T <T —; 1>
/6 “aldy = ——F5%, a>0 et r>—1.
2a2

Quelques inégalités remarquable : Cauchy-Schwarz, Holder, Minkowski, Jensen

Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient (u1,...,u,) et (v1,...,v,) des réels ou des complexes et soient f,g € C([0,1],R).

e Avec des sommes

zwkvks(zw) (zw) |
k=1 k=1 k=1

e Avec des intégrales

1 1 1/2 1 1/2
/ ol < / Tk / g2
0 0 0
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Inégalité de Holder
Il s’agit d’une généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soient (u1,...,u,) et (v1,...,v,) des réels ou des complexes et soient f,g € C([0,1],R).

e Avec des sommes

n n 1/P n 1/q
Dums(zw) (w) ,
k=1 k=1 k=1

1
pour tous p et ¢ avec — + — = 1.
p

e Avec des intégrales

1 1 1/ , 1 1/q
Jisal<{ fue] | fuar]
0 0 0

1
pour tous p et g avec — + — = 1.
p

Inégalités de Minkowski

e Avec des sommes

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z!uk+vkp> §<Z|Uk|p> +<Z\Uk\p) :

pour tous réel p.

e Avec des intégrales

1 1/p 1 1/p 1 1/p
Jizar) < { fir] [ [wr]
0 0 0

pour tous réel p.

Inégalité de Jensen

Soient a,b € RU{£o0} avec a < b, f,g € C([0,1],]a,b]), et ¢ : ]a,b] — R, une fonction convexe.
Alors

¢ jf(x)dfb’ §/1¢[f(93)]d33-
0 0
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