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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

La résistance des matériaux, désignée souverRpat, est la science du dimensionnement.
C’est une discipline particuliere de la mécanigies milieux continus qui permet de
concevoir une piéce mécanique, un ouvrage d’atbouobijet utilitaire. Ce dimensionnement
fait appel a des calculs qui prévoient amportement de I'objet dont la conception doit
réunir les meilleures conditions de sécurité, ofgmmie et d’esthétique.

L'objet de la résistance des matériaux est détde la stabilité interne c’est a dire la
détermination des contraintes et déformationséelieur de la matiere et les déplacements
des lignes moyennes des structures générés (meacbn génie mécanique, batiment en
génie civil,...). Elle est basée sur des hypothéiseglificatrices vérifiées expérimentalement.
La RDM fait appel a la statigue du solide gsi ene branche de la statique étudiant
'équilibre des pieces dans un mécanisme. C’ast maillon essentiel dans le
dimensionnement des systemes mécaniques réels.

L'objet de la statiqgue est I'étude de I'équiib d’'un corps ou d’un ensemble de corps
solides dans leur géométrie initiale; c’esth@® dans la structure non déformée par
rapport a un repére Galiléen. Le solide ssyasidéré comme infiniment rigide. Etudier
donc la statique d'une structure revient tudiér sa stabilité externe, d'une part en
vérifiant qu’elle ne se comporte pas comme uncanime, et d’autre part en déterminant
les actions de liaisons (assemblages entre Ié&rehts solides et entre la structure et la
fondation ou le sol).

La statique et la résistance des matériaux titoest I'outil indispensable de l'ingénieur
constructeur pour concevoir et réaliser des ouwag®nomiqgues qui ne risquent ni de se
rompre ni de se déformer excessivement sous lemaaui leur sont appliquées.

Ces cours accompagnés avec des problemes suivisude solutions sont adressés aux
étudiants de deuxieéme et troisieme année LMD ene@décanique et Maritime.

Le polycopié est divisé en six chapitres. kenmer chapitre, constituent une introduction
générale a la résistance des matériaux. Le com&nzonsacré, en premier lieu, a la mise en
place des hypotheses fondamentales de la RDM @irsux notions de contraintes. Le
contenu du deuxieéme et troisieme chapitre ressola dgtatique du solide. Il sont structuré de
maniere a fournir a I'étudiant les bases destddique afin que ce dernier puisse maitriser
I'équilibre de systémes simples, calculer les iéastaux appuis d’'une structure isostatique

et rechercher I'équilibre des noeuds d’'un systartieulé et calculer les efforts intérieurs
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(efforts normaux, tranchants et moments fléchidsdamis ses barres (systéeme triangulaire et
les portiques).

Ensuite, afin de dimensionner des structures éléires isostatiques; c’est-a-dire I'étude de
la résistance et de la déformation des élémetise structure, de déterminer ou de
vérifier leurs dimensions afin qu’ils suppotteles charges dans des conditions de
sécurité satisfaisantes des cas de sollmitsti simples (flexion simple) et composée

(flexion composée et déviée) sont étudiées danestss des chapitres.
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1.1) DEFINITIONS ET HYPOTHESES

La résistance des matériaux ou la mécanique desrimat est une branche de la mécanique
appliguée servant a étudier le comportement dgssceolides sous l'action des différents
types de charges. La résistance des matériaug trait seulement les méthodes d’ingénieurs
employées pour le calcul de la capacité des stegtat de ses éléments a supporter les
charges qui leurs sont appliquées sans se détouirge déformer appréciablement, mais aussi
a présenter les critéres de base pour la concegdaerstructures (forme, dimensions,...) et
I'utilisation des matériaux dans les meilleurs dtods de sécurité et d’économie.

La résistance des matériaux est basée sur ledatdsthéoriques de la mécanique et les
propriétés des matériaux qui ne peuvent étre dibfEnqu’a travers les résultats des travaux
expérimentaux comme le témoigne I'histoire du déwpeément de la résistance des matériaux
qui constitue une combinaison fascinante de larib@b I'expérience.

Les limites de la résistance des matériaux somesc@hposées par ses hypotheses mémes.
Les disciplines connexes telles que la théorieadt@ité, de la plasticité ou la méthode des
éléments finis se libérent de certaines de cesraiotds. Les principales hypothéses de la
résistance des matériaux sont les suivantes:

v' L’homogénéité, lisotropie et la continuité du matéiau : On suppose que le
matériau possede les mémes propriétés élastiquamugnes points du corps, dans
toutes les directions en un point quelconque dps;at que le matériau est assimilé
a un milieu continu.

v’ L’élasticité et la linéarité du matériau: On suppose admet qu’en chaque point
contraintes et déformations sont proportionneltegueaprés déformation, I'élément
revient & son état initiale.

v La petitesse des déformations: les déformations dues aux charges sont
négligeables par rapport aux dimensions des él&ment la configuration
géométrique reste inchangée.

v Hypothése des sections planefypothése de Navier-Bernoulli): Les sections
droites restent planes et normales a la fibre moye cours de la déformation.

v' Hypothése de Saint Venant Tous les efforts qui interviennent dans la tieor

peuvent étre schématisés par leur torseur résultant
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Ces hypotheses simplificatrices conduisent a dé#i®oes approchées qui permettent en
général une bonne approximation du comportementsttestures soumises a différents
types de charges.

L’action extérieure est caractérisée par les d@ifiés types de forces connues agissant sur une
structure ou un élément de structure défini par samactéristigues géométriques et
mécaniques. Pour une structure isostatique, lestgfhternes sont déterminés directement en
utilisant les équations de la statique. Par copwar une structure hyperstatique, il est
nécessaire de faire intervenir les déformationsadstructure pour déterminer les réactions.
L’effort interne qui agit au niveau d'une sectiorurd élément de structure peut-étre
décomposé en effort normal de traction ou de cosspye, moment fléchissant, moment de
torsion, effort tranchant ou une combinaison de s@fcitations. A partir de ces efforts
internes, nous pouvons obtenir des informations lgurépartition des contraintes et des
déformations dans la section droite. Les valeuts2mes de ces contraintes et déformations
sont les mesures de base des criteres de résistendgidité ou de stabilité pour vérifier ou

dimensionner les éléments des structures.

Forces extérieures

/ structure ou élément caractéristiques géom.

déformation fléchie /

compatibilité géom. LHH efforts internes (M, N, T)

|traction / comp flexion | [cisaillement] [ torsion |

.

sollicitation composée
1

contrainte et deformation

critéres
résistance
rigidité
stabilitg

verification

dimensionnement
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La résistance des matériaux a donc pour but d'asgufon utilise dans une structure donnée,
une quantité minimale de matériaux, tout en sasigf aux exigences suivantes:
1- Résistance La piéce doit supporter et transmettre les clameaernes qui lui sont
imposeées, (la capacité qu’a un corps de résistefaoes appliquées).
2- Rigidité : La piéce ne doit pas subir de déformation exeedsrsqu’elle est sollicitée,
(la propriété qu’a un corps a résister aux défoionaj.
3- Stabilité: La piece doit conserver son intégrité géométrigfin que soient évitées des
conditions d’instabilité (flambement).
4- Endurance: La piéce, si elle est soumise a un chargemeeétéedoit pouvoir tolérer
sans rupture un certain nombre de cycles de gatiimn variable (fatigue).
5- Résiliences Enfin, dans le cas ou un chargement dynamigqupédct) est a prévoir, la
piece doit pouvoir absorber une certaine quantiédetgie sans s’en trouver trop

endommagée.
[.2) PROPRIETES DES MATERIAUX

Les matériaux résistent, dans la plupart des eassallicitations auxquelles ils sont soumis
car les forces extérieures qui leur sont appliguéasstituent un systeme en équilibre. Parmi
ces forces, il ne faut noter les réactions d’appinsi que les liaisons.
Mais ce n’est pas tout, c’est aussi parce que e@d8riaux sont doués de propriétés physiques
données.
On note parmi les propriétés physiques importaetegsistance des matériaux : I'élasticite,
la résistance, la rigidité, la ductilité, la mabdaé, ... Grace a ces propriétes, les efforts
internes engendrées dans les matériaux, sont eapdel s'opposer a l'action des forces
extérieures, ou :
1- Elasticité: La propriété physique d’'un corps a reprendre sadoaprés suppression
de la sollicitation (charge).
2- Ductilité : La propriété d’'un corps a pouvoir étre étiré émtfies mince.
3- Malléabilité : La propriété d’'un corps de pouvoir étre réduitfemilles minces. Un
corps ductile est généralement malléable. Un cougos’est pas ductile, ni malléable

est un corps dit cassant.
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.3) SCHEMATISATION DES LIAISONS (réaction d’appui)

Une structure est reliée au monde extérieur pacantain nombre de liaisons. Une liaison
impose des conditions cinématiques en un pointr R@intenir ces liaisons, il faut exercer
des efforts de liaison qui sont des inconnues dblpme. Dans le cas des problémes plans
(systemes de forces coplanaires), la schématisaisnliaisons et des efforts exercés se
rameéne a trois cas types : appui simple (ponctugllan sans frottement), articulation (pivot)

et encastrement.

1.3.1) Appui simple : Ce type d’appui, laisse a la structure y
toute liberté de pivoter autour @& (extrémité de la poutre)

et de se déplacer perpendiculairement a la digagnt les

points de contact. Si on néglige les frottemeraséhction 0o/ »-

-

d’appui a la direction de la droite précitée, dtaduit une

seule inconnue dans I'étude de la poutre. %

1.3.2) Appui double (articulation) : Matérialisé par une

rotule. Cet appui autorise les rotations d’uneé&mrité de la )
poutre ou d'un des éléments constituant la stractua R,

direction de la réactiorR est inconnue, mais la ligne Ry
O - ! ]

d’action passe par le centre de l'articulation.articulation

]

introduit 2 inconnues, par exemple les projectisais deux

W%

directions du plan moyen.

1.3.3) Encastrement : L’encastrement interdit tout ¥

déplacement de la section droite de I'appui. Satica est

e
=

une force de densité variable répartie sur todeiidue de

la section. En vertu du principe de Saint Venaes, forces

peuvent étre remplacées par leur résultante gén&alket

§\§
v
o

leur momentM rapportés au centre de gravité Ce type
d’appui introduit donc 3 inconnues, les deux priggrs de
R sur deux axes du plan moyen et l'intensité du nmarive

qui est perpendiculaire au plan moyen.



Chapitre | Généralité

1.4) CONDITIONS D’EQUILIBRE

Tout comme en statique, les corps sont en équibriout point donc les mémes conditions

d’équilibre sont appliquées sur les corps.

1.4.1) Equilibre de translation
ZFX =0 Translation horizontale.

ZFy =0 Translation verticale.

1.4.2) Equilibre de rotation

ZMZ =0 Rotation par rapport a n'importe lequel axe pedieulaire au plan des forcgyg

1.5) EFFORTS INTERNES

On appelle forces extérieures ou charges les foappliqguées connues sur une structure
donnée. Suivant le cas, ces charges peuvent-@@eiss avec une densité donnée de volume
(poids propre d’'une structure) ou concentrées erartain nombre de points. Dans cette
catégorie de forces extérieures figurent aussiréestions d’appuis. Sous l'effet de ces
charges, les forces entre les particules d'un cqgdément) en équilibre varient. En
Résistance des Matériaux, on appelle souvent catigtion des forces efforts internes.

Afin de faciliter I'étude des efforts exercés shaque particule matérielle on considére une
section transversale d’'un élément soumis a unécisation. Tout comme n’importe quel
systeme de forces, les efforts intérieurs répaudigoute la section peuvent étre rapportés a un
point (par exemple le centre de gravité de la sejtiet de ce fait on distingue le vecteur force
F (N, Q, Q) et le vecteur moment MV, My, M,) résultant des forces intérieures dans la
section. Il convient d’adopter les dénominationsauies pour les forces et moments agissant

dans une section.
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|.6) METHODE DES SECTIONS

Pour déterminer les forces intérieures qui appseats dans un élément soumis a une
sollicitation, on se sert, en résistance des natéride la méthode des sections. Cette
meéthode est basée sur le fait que si un élémenerestquilibre, sous l'action des forces
extérieures, alors n'importe quelle partie de ¢éinént sous I'action des forces qui lui sont
appliguées, est équilibré par un systeme de fargésieures agissant dans la section. On
considére I'élément AB plan, soumis a l'action d'systeme de forces extérieures. Pour
calculer les efforts et moments dans n’'importe lguséction, on coupe a I'endroit voulu
I'élément AB en deux parties. Les valeurs numésqdes effortdN, Q et M sont égaux aux
sommes algébriques des projections et des momentfortces extérieures agissant sur une
des parties (gauche ou droite) de I'élément semfiprgénéralement sur celle ou les

projections et moments se calculent plus facilement

\ 5 |

RRNNENNN / &‘
J
\ M, 'VLR'T
< Ql N N\ s\%\—\\

1.6.1) Effort Normal

La composant®\ de la résultant& représente la somme des projections de toutdsness

intérieures agissant suivant la normale de la @ecf{ou suivant I'axe longitudinal de
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I'élément). L'effort normal provoque une déformatidongitudinale de I'éléementN est
considéré positif s'il s’agit d’'une traction et radi§ dans le cas contraire.
Exercice 1 Trouver les efforts normaux en A et en B dansdatre ci-dessous.

A B
100N<+— =4 4 100N
[ @ [
10N«— 1> «{ _ }—» 100N
b Na Ne (g

Solution
Premierement, isolons la section de gauche pocouae em et placondNa en tension (cas

b). Nous aurons :
> F,=N,-100=0
D'ou N, =100N (donc en tension)

Ensuite, isolons la section de droite pour la coaipB et plagcondNg en tension (cas c). Nous

aurons:
> F,=-Ng+100N =0
D'ol Ny =100N = N,
On remarque qu’entre les deux charged@@N la valeur de I'effort normal est constante et

vaut100 Nde tension.

Exercice 2 :Trouver les efforts normaux en A et en B dansolate ci-dessous.

300N « 300N

(@)

O
300N Ng 300N

(b) ()
Solution
Premierement, isolons la section de gauche pocouge em et placondN, en tension (par

convention) (cas b). Nous aurons:
> F,=N,+300=0

D'ouN, =-300N (donc en compression)
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Ensuite, isolons la section de droite pour la coaipB et placondNg en tension (cas c). Nous

aurons:
> F,=-N;-300=0

D'ou Ny =—300N = N,
On remargue ici que méme si la forme varie, I'éffle compression demeure le méme sur
toute la longueur de la piece comme dans I'exemppieédent.
Remarque final
L’effort normal ne dépend que des charges, ilrd¢pendant de la forme ou de la grosseur de
la piece.

Exercice 3 :Trouver les efforts normaux éaet enB dans la poutre ci-dessous.

A/ 500N B/
300N<+— / «— / —800N
[ (a) [
S00N<«—[ __ }» &l ___ > 800N
(b) AR (o)
QON
300 X
B
(d)
Solution
Coupe A : > F,=-300+N,=0
D'ou N, =300N de tension
Coupe B : D F,=-N;+800=0

D’ou N, =800Nde tension
Méme si on avait sélectionné la partie de gauchéseltat aurait été le méme.
> F,=-300- 500+ N, = (
D’'ou N; =800N de tension également.
Remarques:
> En se déplagcant sur une piece, on doit effectuer eoupe aprés chaque force
rencontrée si on veut connaitre les efforts quedee supporte en tout point.
» Entre deux charges I'effort normal ne change pass 15i on rencontre une charge en

se déplacant sur la piéce, I'effort normal varieuae valeur égale a la charge, si celle-

ci est parallele a l'axe.

10
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> Le principe d’action réaction est respecté a chaquge. Que I'on conserve la partie

de gauche ou de droite, I'effort normal est le m&merandeur et reste en tension.

1.6.2) Efforts tranchants

Les forces transversaldg, et Qy sont les sommes des projections de toutes legdorc
intérieures dans la section sur les axes centrauncipaux de cette derniere. Ces efforts
tranchants provoquent le cisaillement des bords dection respectivement dans la direction
des axe< et Y. Le sens d&) sur le plan est positif par convention quand ridté faire

tourner un élément entre deux sections dans ledemnaiguilles d’'une montre.

SRS

Exercice 4: Trouver I'effort tranchant dans la goupille disteme suivant.

Q jQ
} }

40 kN 40 kN
(@) (b)

Solution
z F, =—40000+ D= (
D’ou Q =20kN
La goupille, qui soutient la tige et sa charge jtsub effort tranchant tendant a la cisailler égal

a20 kN Il faut donc qu’elle soit choisie en conséquence.

Exercice 5: Trouver I'effort tranchant eA et enB du systeme ci-dessous.

500N 800N 800N 500N 800N
A

BJI l A{// 4 O :V Qg
/ @) (b) ©)

A

Solution
Premierement, isolons la section de droite (camerconnait pas les réactions d’appuis a
I'encastrement). On a alors:

11
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> F,=-800+Q,=0
D’ou Q, =800N
Ensuite, isolons encore la partie de droite apde, on a alors:
z F, =Qg; —500- 800= (
D'ou Q; =1300N
Remarque

La valeur de l'effort tranchar® change, de la valeur de la charge perpendicuiaitaxe

rencontré, en se déplacant sur la poutre.
1.6.3) Moments fléchissant

Les composante$l, et M, du vecteur moment résultant représentent les senmues
moments de toutes les forces intérieures dans dBose par rapport aux axes d’inertie
principaux de cette derniéheet Z respectivement. Le sens positif des moments daptah

qui par convention tend les fibres inférieuresaghprime les fibres supérieures de la section.

4 N

Exercice 6: Trouver le moment fléchissant dans la poutréessous aux poinsetB.

800N M 800N

A
B} ' /// Io.5m G:

N 800N
800N b)

firirrrder
N

(@)

Solution
> M,=> M, =-(800%0.5-M =0
D’ou M =-400Nm (donc sens contraire)

Si I'effort provient d’un couple comme dans cet pde, le moment de flexion est le méme

partout dans la poutre.

12
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Exercice 7: Trouver le moment fléchissant dans la poutréessous au poirt.

P
a |& a |&
A ﬂ MAC {
/A kI [ ]
[« X g < % >

(@) (b)

A

Solution
> M, =—(P(x-2a))-M,=0
Dol M, =-P(x-4a)
On voit ici que le moment fléchissant varie en tmt de la positionx) de la coupe dans la
poutre.
Remarque

La valeur du moment fléchissant varie en fonctieradposition de la coupe dans une poutre

lorsque celle-ci est sollicitée par des charges.
1.6.4) Moment de torsion

Le moment de torsioll, (ou M;) est la somme des moments de toutes les foro@seimtes
dans la section par rapport a I'axe de la bartee moment de torsion est positif lorsqu’il tend
a tourner la section dans le sens inverse dedllagdiune montre (sens trigopnomeétrique) en

regardant la section du c6té de la normale extérieu

1.7) CONTRAINTES

1.7.1) Contrainte normale (¢) (sigma)

La contrainte normales] est l'intensité de I'effort normalN). C'est I'effort supporté par

unité de surface elle est exprimé par :

13
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Ou:
N = effort normal N]
A = aire de la section supportant I'effd{n7]
Les unités de la contrainte normale soniNket, par contre en physique ces unités sont
appelées aussi le Pasdad).
N

1— =1Pa
m2

1kPa =1*10° Pa
MPa=1*10° Pa
1GPa =1*10° Pa

Exercice 8: Trouver les contraintes normalesirt enC de la poutre ci-dessous.

A B C D

20kN et = - ! —_— 0 kN

Solution
En effectuant des coupes BretC, on trouve facilement que I'effolt vaut20 kNen tension.

Prenons la partie CD:

N=20kN o
N =20 kN ~a— Y

14444

La section A=4cm x4 cm =16 ém0.0016 M

20kN
g=————
0.0016n°

D'ou 0 =12,5MPa

=1,2510kPa

Exercice 9: Le couvercle d’'un réservoir de 50 cm de diameise fixé au moyen de 10
boulons de 1,5 cfrde section. Quelle est la contrainte dans lesdnsusi la pression dans le

réservoir est de 6,5 kPa?

14
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T

6,5 kPa

T
]
N

—— S0 Ccm —g

Solution
D’abord calculons la force exercée par la presdams le réservoir sur le couvercle.

p=F

A

Ou A : Aire sur laquelle s’exerce la poussée
A =m0,25 = 0,196n7
Donc : F=6,51C *0,196= 1279
Si on calcule I'effort supporté par chaque bouloma :
D F,=1275- 10N = (
D'ou: N=127,5N

Chaque boulon a une section de 1,5 damc :

127,5( 10@&m
o=

2
= =850 1GPa= 85kPa
1,5cn?{ 1m

Exercice 10: Trouver la contrainte normale aux poiAtdB etC de la tige ci-dessous.

Na

A Coupe A

= 2cm

Np
4000 N

Coupe B

N¢

T Coupe C

2000 N 2000 N T 2000 N

(a) (b} (c) (d)

15
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Solution

D’abord la coupd:
- 7,

A, =3,14 10*m?

> F,=N,-4000+ 200G |

Dol : N, =2000N
Donc : J=&04=6,37 160Pa= 6,3MPa (tension)
3,1410
Coupe erB:
2 77(0,02?
A= ij = (0.0 =7,8510°nr
Et D F, =N, +2000= 0 D'oi N, =-2000N
T, =i005=—2,55 10 Pa
7,8510
Donc o, =25,5MPa(compression)
Coupe C :
2 71(0,03°
At=ﬂd°= (0.09 =7,110"n7

4 4
Ona) F, =N +2000= CD'oli N, =-2000N

_ —2000 _

D'ou g, = - =-2,8210Pa

Donc g, = 2,82 MPa (compression)

1.7.2) Contrainte en cisaillement €) (Tau)

La contrainte en cisaillement «, c’est l'intensité de I'effort tranchant. C’eBeffort

tranchant par unité de surface.

Ou Q: Leffort tranchant [N]
A: Aire de la section de la piéce supportant I'gf@ [m?]

16
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Exercice 11: Reprendre I'exercice 4. En sachant que les glespiint une section de 1,5 tm

calculer la contrainte en cisaillement dans la gtaup

0=20 k ﬂ Q=20 kN

}

Solution 40kN
2
ON a alors : r= 20000N | 100cm =1,3316 Pa
1,5cn? Im
D’ou r =133 MPa

1.7.3) Efforts et contraintes multiples

Lorsque I'on veut étudier un corps en entier, il ®suvent préférable de vérifier toutes les
contraintes s’exercant sur celui-ci. Dans ce cas,doit effectuer une coupe aux points
considérés et tenir compte des trois efforts ptssid, Q et M qui nous permettent de
calculer les contraintes respectives.

Exercice 12: Calculer les efforts, contraintes et momentHigsant dans la poutre ci dessous

au pointC. La poutre a une section de 1cm

500 N 500 N
800N T e
) 307 T ) |
Al 1 B >
o C <5 Rax C 800c0s30
“——P——— P¢——P<—> v .
1,5m 2,5m 2m = 1m 800sin30
() (b)

Solution

En effectuant une coupe a gauche comme a droitggus manque toujours une réaction
d’appui afin de compléter notre étude, donc noummencerons par trouver les réactions
d’appuis. Isolons le corps en entier (3 inconne¢skécomposons la force 860 N

Equilibre de rotation:
> M, =-(500%1,5)~(800sin30*§+(R; *T= |
7R, = 750+ 2400= 315
Dol R, =450N

17
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Equilibre de translation:

3 F, =R, +800c0s3G |
Dot R,, =-629,8N (sens contraire)
Et ' F, =R,,~500- 800sin36 R, = |
Dot R, =450N

Maintenant nous pouvons effectuer une coup€.eba coupe peut étre soit a gauche, soit a

droite. Choisissons la coupe de gauche.

450 N 500
) E
692, N| N
‘ > >vQ

Cherchons d’abord les efforts et moment fléchissant

> F,=-692,8+N. = CD'ott N, =692,8N

D F, =450-500-Q. = (Dot Q. =-50N
et > M, =—(450%4)+(500%2,5+M_ = (
D'ou M. =550Nm

Du c6té des contraintes maintenant. La contraiotmale:

2
a:&:%g(ﬂoj =6,9310Pa= 6,9MPa
A 1 (1

La contrainte en cisaillement :

2
I, = :ﬂ(@j =-510Pa=-50kPa
A 1 1

1.7.4) Charges uniformément réparties

Une charge uniformément répartie ou distribuéeuest charge qui agit sur une distance
considérable de la poutre, et ce de facon unifo@est-a-dire la charge sollicitant la poutre
par unité de longueur est constante. Le poids prdpra poutre est une charge distribuée.
En général, la charge distribuée peut étre répantiaune partie de la poutre ou sur toute sa
longueur. On appelle :
Charge uniformément répartie:
W=w x [N]
18



Chapitre | Généralité

Ou w : charge par unité de longueur (charge linéalién]|
W charge totale uniformément répartie sur unedeng «x », [m].
Un bloc de béton appuyé sur une poutre peut éteechiarge distribuée. Par exemple, la
charge ci-contre.
La charge totale W» a comme grandeur, le produit de sa charge tméav » par la
longueur de sa chargexe. Le point d’application de la charge totslleest toujours situé au
centre de la partie conservée de la distribution.
Ici, la charge est prise dans sa totalité, sa vasti
W =50*3=150N
Et elle est située au centre de la charge considékst-a-dire a 1,5 m du bord, figure c.
Si on effectuait une coupe dans les trois preniefres, la grandeur de la charge serait le
produit de la charge linéaire par la grandeur ¢adEar exemple a 2 m) donc
W =50*2=100N
Et son point d’application au centre de la parbeservée, c’est-a-dire a 1 m du bord cette

fois-ci.

(a)
w =50 N/m

|IBARRA 'y

(b)
W=50x3=150N

1,5m

(c)

19
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Exercice 15: Calculer les efforts ainsi que les contraintessdla poutre de la figure ci-

dessous au point A. La poutre est carrée de 1@ecodté.

w =50 N/m*2m=100N

b

Solution
Coupe A :

Donc

Finalement :

w =50 N/m Ma
| N
A | Im
—Fr
2m Qa
(@) (b)

A=0,1*0,1= 0,01
W =50*2=100N a 1m du bord
> F=-N,=0 DoncN, =0, =0

> F,=Q,-100= 0 D'oli Q, =100N

>M,=-M,-(100*1)=0 Dot M, =-100Nm
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Chapitre 1l s&me Triangules (ou treillis plan)

[1.1) GENERALITES

Les treillis sont tres largement utilisés en cardton. Qu'il s'agisse de structures faites
d’acier, de bois ou autre, les treillis se retrouvdans les fermes des toitures des hangars et
des grandes salles de sport , de grues, de pargt® de pylones, etc., figure Il.1. On fait
appel a ce mode de réalisation dans le but eskdidlger 'ensemble d’'une construction
tout en assurant une plus grande stabilité etitégichportante suivant leurs plans.

Les treillis peuvent étre sollicités par des foregternes comme les charges a supporter, le
poids propre de la structure, le poids de la négy&afic, les réactions d’appuis, ... tandis que
les pieces de ces structures sont soumises a mes faternes de la part des pieces voisines.
Ces efforts internes et externes doivent étre oét€s pour pouvoir choisir les matériaux
requis dans la réalisation des constructions. DeExsep trop grosses ne sont pas économiques
par contre des piéces trop petites ne sont pasitsé@s.

Lorsque toutes les barres ainsi que les forcesopgs sont dans un méme plan, le treillis est
appelé un treillis plan ; dans le cas contrairg’agit d’un treillis spatial.

> Génie civil

Structure de toiture Pylone

Chassis auto Cadre moto Structure portante

Figure 1.1 : Domaine d’utilisation des treillis
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[1.2) DEFINITION

Les systemes en treillis (appelés aussi triangulatiou structures réticuléespnt des
structures composées de barres droites articudes@les a leurs extrémités situées dans un
seul plan appelé le plan de charpente. Les artionlacommunes a plusieurs barres sont les
nceuds du systéme. Il forme généralement une ckaimde (plane) de triangles juxtaposés.
Cette construction est une des principales strestemployées en ingénierie.

Les treillis sont des structures dont les pieces assemblées de facon a former des triangles.
La cellule de base d’'un treillis plan est le trinparce qu'il est la seule figure géométrique
indéformable) et les trois barres (figure Il.2ajicaiées a leurs extrémités forment une
structure stable pour supporter la chaPgé.e treillis de la figure 1l.2a peut étre agrapdir

juxtaposition de triangles, et on obtient ainssyateme triangulé (figure 11.2b).

!

QO _A
N S Q\?\\\

@) (b)

Figure 11.2 : Systémes en treillis

[1.3) TERMINOLOGIE

[1.3.1) Nceud: Le point de rencontre de deux ou plusieurs bastagpelle un nceud. Les
nceuds peuvent étre fait de joint solide (assemblage rivetage, soudage,...) ou des
articulations (assemblage par rotule, axe, ... )idure 11.3 présente un exemple de détail de

la réalisation pratique d’un noeud de treillis.

Figure 1.3 : Détail d’'un nceud
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[1.3.2) Barres ou membrures Les piéces d’'une structure triangulée sont desebaElles
sont faites d’acier, de bois ou autre. On assoém@lement les barres ou membrures des

treillis a des barres articulées.

Noeud

Ve

Charge

Figure 1.4 : Terminologie d’un treillis

[1.4) SYSTEMES ISOSTATIQUES ET HYPERSTATIQUES

[1.4.1) Systéme isostatique

Un treillis ou systeme réticulé est extérieuremsastatique si les actions d’appui peuvent
étre déterminées a partir des trois équations diBrpide la statique ; dans le cas contraire, le
treillis est extérieurement hyperstatique.

* Trois équations :

Equilibre de translation :

SF =0 e, (I.1)
>F,=0. (1.2)
Equilibre de rotation :

SIM =0 et (1.3)

e Trois inconnues :

3équations
3 inconnues Ay, Ay et B

Figure I.5 : Systeme isostatique

Par ailleurs, un treillis est intérieurement istigtee si les efforts dans les barres peuvent étre
déterminés par les équations d'équilibre de laiggtata partir des charges et des actions
d’appui préalablement calculées ; dans le cas aoair le treillis est intérieurement

hyperstatique.
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11.4.2) Systéeme hyperstatique

Si le nombre d’éléments inconnus des réactionspdiapest supérieur au nombre d’équations
d’équilibre dont on dispose, le systeme est ditehsfatiqgue. On a un systeme possédant plus
d’'inconnues que d’équations donc on ne peut résocdrtype de systeme par les méthode

que I'on connait. Dans ce cas le nombre d’inconegesjuatres : A Ay, Bx et B,

A, ‘ B,

Ay By
e
N\
3équations
4 inconnues

Figure I1.6 : systeme hyperstatique

[1.4.3) Systéme instable

Si le nombre d’éléments inconnues des réactionspdia est inférieur au nombre d’équations
d’équilibre dont on dispose, le systeme est difabnle. C’est par exemple le cas d’'un systéme
reposant sur deux appuis simple comme I'exemploire: la structure peut se déplacer

latéralement. Dans ce cas le nombre d’inconnusezgément deux :fet B,

>
vl
-

/

3équations
2 inconnues

Figure 11.7 : systéme instable
La condition nécessaire pour que le treillis suiéiieurement isostatique est :
b=2n-3 (1.4)
Ou:
b : nombre de membrures (barres)
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n : nombre de nceuds

e Sib=2n-3: Le systeme est intérieurement isogtat;

e Sib<2n-3: Le systeme est instable ;

* Sib>2n-3: Le systeme est hyperstatique intéei@ent.
Dans ce cas le degré d’ hyperstaticité du trdilest donné par :

h=b+[-2n (11.5)

Ou:
b : nombre de membrures (barres) ;
n : nombre de nceuds ;
| : le nombre de réactions d’appuis ;

» Sih=0 le systeme est isostatique.
[1.5) TYPE DE TREILLIS

Les treillis peuvent étre classés en plusieurggcaitds comme par exemple:
1-Ferme de pont, (figure 11.8)

2-Ferme de toit, (figure 11.9)

3-Grue, (figure 11.10)

4-Autres

Pratt Howe

Warren

Figure 11.8 : Ferme de pont.

ﬁ Pratt é K Howe @

U

Warren

Figure 1.9 : Ferme de toit.

25



Chapitre 1l s&me Triangules (ou treillis plan)

Figure 11.10 : Grue.
[1.6) HYPOTHESE DE CALCUL

Pour assurer que chacune des barres ne soit tgotjicien traction ou en compression il faut
que :
» Pour déterminer les actions de liaison, on assienlle systéme réticulé a un systéme
matériel rigide (les barres sont considérés conigigeret indéformables) .
» Les barres sont modélisées par leur ligne moyehgee(passant par le centre de
gravité des sections droites).
» On suppose les barres articulées sans frottementeruds, (articulation parfaite
d’axe z perpendiculaire au plan du treillis).
> Le poids des barres soit négligeable devant lessaabllicitations,
> Les sollicitations extérieures (charge) ne soiem ges efforts appliqués sur les
nceuds,
> Les liaisons avec I'extérieur soient des appuisdigu des appuis mobiles.

» Les calculs sont conduits exclusivement en élastici
[1.7) SOLLICITATION DES BARRES

On suppose que les forces extérieures sont appbgadx nceuds. Il en résulte qu'une barre
CD du systeme comprise entre les nceuds C et Dolisitée par deux forces axiales: Mt
Np transmises par ces nceuds. La barre isolée deiedtéquilibre sous I'action de ces deux
forces, ce qui exige que celles-ci soient de s@p®%e et d’intensité égale, figure 1.11. La
barre CD supporte donc uniquement un effort noidaal qui est considéré comme :

» Positif si la barre CD est tendue (Traction)

* Neégatif si la barre CD est comprimée (Compression)

Donc nous pouvons écrire que ¢d¥Npc
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6kN

By

Ay C
NCD
AL, _ B
= X lD lF H T D
4kN 8KN 12kN No T

Figure I1.11 : Sollicitation des barres
[1.8) ANALYSE DE TREILLIS

Deux méthodes principales permettent de calculéoriuement les efforts dans les
membranes d’'un treillis : la méthode des nceuds mitdthode des coupes (sections).

[1.8.1) Calcul des treillis plans isostatiques pata méthode des noeuds
a) Méthodologie

Cette méthode consiste a faire le schéma rendei diltm premier nceud et d’écrire les deux
équations exprimant son équilibEf, = 0 ;XF, = 0, (C’est généralement le cas d’'un nceud
d’extrémité ou d’appui du treillis). Sur base désultats obtenus par la résolution de ce
premier systeme d’équations, on écrit I'équilibhenddeuxieme noeud puis d’'un troisieme et
ainsi de suite pour obtenir les efforts dans tol#edarres.

Dans cette méthode, on comprendra aisément quitl désposer d’'un premier nceud ou

n'aboutissent que deux barres afin de n’introdge deux inconnues puisque I'on n'a que
deux équations (c’est toujours le cas dans lesmgukations simples) et ensuite, il faut

également que, pour tout nceud suivant, il n'y amgis plus de deux efforts inconnus a
trouver. Ce sont ces deux critéres qui vont gowereta choix du nceud de départ puis de
I'ordre suivant lequel on va progresser dans lidigre

Signalons que souvent, il est utile de détermimenature du treillis et de calculer, au

préalable, les réactions d’appui par équilibreais ke treillis.
b) Remarque

Lors de la résolution, pour les efforts connus,utihise leur sens ; pour les efforts inconnus
dans les barres, on suppose qu’ils agissent eriotmagleurs vecteurs représentatifs

s’éloignent du nceud). On écrit les équations dléayai pour trouver la valeur de ces efforts.
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Si le résultat est positif pour un effort, il s’agiien d’'une traction ; sinon il s’agit d’'une
compression.
Il est clair quau dernier nceud, les équations uildre devront étre automatiquement

satisfaites et que cela pourra servir de contidbd.f
c) Conclusion

La méthode des nceuds est toute indiquée quarait sfe calculer les forces dans toutes les
barres d’'un treillis. Elle consiste a écrire I'dduie de chaque nceud, pour déterminer les
valeurs de sollicitation de chaque barre. On peutvérifier sur le dernier nceud. Seuls
probléemes :
» On doit généralement résoudre entierement le igrgitbur obtenir I'effort dans une
barre bien précise ;

> Les erreurs se cumulent au fur et a mesure denlt@rment de la résolution.
Exercice 1 :

1- Vérifier I'isostatisme des systémes triangulés anis.

systémes triangulées Nbrs. de barres Type de systeme
et de nceuds

Systeme est

b =195 intérieurement
n=

I\ isostatique
b=11 le systéme est
n =8 instable

2- Calculer le degré d’ hyperstaticitddes systemes triangulés suivants :
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Exercice 2:

Trouver les forces dans toutes les barres dui$rsilivant.
6kN

Solution

+ Vérification de la structure

b=2n-3
b=13
n=8—=13=13

Donc le systéme est intérieurement isostatique.
1- Trouvons les réactions d’appuis

YMa= - (4000*4) - (8000*8) - (6000*8) - (12000*12) B*16) = 0
By*16=16000+64000+48000+144000
D'oll B, =17 kN
>R=0 = A0
>F,=0 = A,—4000 - 8000 - 6000 - 12000 + 17000 =0
Dol A,y= 13 kN

2- Equilibre des nceuds
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* Noeud A : Remplagons l'articulation pay &t les barres 1 et 2 par des efforiselN
en tension.
> Fx = Nicos6 + N, = Ny(4/5) + N =0
Dot No=- (45N ,
Y Fy = Nisin6 + 13000 = 0 13 kN Ny
Donc N(3/5) = -13000 ; X
D’ou N =-21667 N A '’
Donc ~ N=17333N

* Nceud D : Remplacgons la barre 2 par son effortateeld3 par un effort Nsupposé en

tension et la barre 6 par un effor§ 8upposé en tension. Na
YF«=Ng-17333=0
17.333 kN Ne
dou Ns=17333N D

YF,=N3-4000=0
dotl  N;=4kN 4N
* Noeceud C : Remplacons les barres 1 et 3 par leunstefla barre 4 par un effortyN
supposeé en tension et la barre 5 par un effggugposé en tension.

YFx = Ng + 21667 siru + Nscos0

C
=N + 21667(4/5) + N4/5) =0 ; Na
D'ou Ny= -(4/5)N5 -17333 (l) a
21.667 kN Ns
YFy=21667cos - 4000 - N sin6
= 21667(3/5) - 4000 -5N3/5) =0 4 kN

(3/5)Ns = 13000 — 4000
D'ou Ny =15000 N
Ns dans équation (1) /N -(4/5)(15000) - 17333
Dot N;=-29333 N
* Noeceud E : Remplagons la barre 4 par son effort (2988ompression), la barre 7 par
un effort N supposé en tension et la barre 8 par un effgeugposé en tension.
SFc=Ng + 29333 =0 OkN
D’ou Ns =-29333 N > = >
YFy=-N; - 6000 =0 l
Dodi N, =-6000 N "

29.333 kN l Ns

* Nceud F: Remplacons les barres 5, 6 et 7 par I¢largse la barre 9 par un effortgN

supposeé en tension et la barre 10 par un effgrsdoposé en tension.
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> Fx =-17333 - 15000ca® + Ngcos6 + Nip
=-17333 - 15000(4/5) H/5) + Nip=0
D’ou Nio = -(4/5) Ny - 29333 (1)
Y Fy = 15000sirD - 6000 - 8000 + bin 6
= 15000(3/5) - 14000 +¢f8/5) = 0
(3/5)Ng = 14000 - 9000 = 5000
D’ou N=8333N
Ny dans équation (1) W= -(4/5)(8333) + 29333
D'ou No= 22667 N

* Nceud H: Remplacons la barre 10 par son effortateebl1l par un effort N supposé

17.333 kN F Nio

8 kN

en tension et la barre 13 par un effort Bupposé en tension.

SFx = N3 - 22667 = 0

Dol Nig= 22667 N 22,667 KN T R
SF, = Nz - 12000 = 0 lH "
D'ou N;;=12000 N 12 kN

* Nceud G: Remplagons les barres 8 et 9 par leurgsféd la barre 12 par un efforgN
sSupposé en tension.

Y F« = 29333 - 8333c0o8 + Njzsina

= 29333 - 8333(4/5) + (4/5N=0 sossmiy o )

Dol N,=-28333N y >\
Y Fy =-8333sim9 - 12000 - Nocosa £.333 KN CHR W
= - 8333(3/5) - 12000 - (3/5)pE 0

D'ou Np2=-28333 N (preuve)

* Noeud B: Vérification; Si les valeurs trouvées plw et N3 par le calcul successif de

v
12 kN

toutes les barres sont exactes, les autres vaéesesont également.
Y Fy = Nizsin6 + 17000 = N»(3/5) + 17000 = 0 Nos y
D’ou N2 =-28333 N
SFy = -Np2sin @ - Nyg = 0 => Nig = -(4/5)Ni2 = ~(4/5)(-28333) Nise
D’ou N3 = 22667 N

Les mémes valeurs {pet Ni3) trouvées par I'étude des noeuds G et H.

4
(o8]
x
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Exercice 3 :
Déterminer, par la méthode des nceuds, la force Bamsembrure EF due aux charges

externes.

3|1N 3kN 1.5kN
Q A B C
\“\\ D
2.25 E
% F
o
R e
J 15m ¢ 15m 1.5m N
y 3 y 1y
Solution

* Vérification de la structure :
b=2n-3
b=11

y
n=7=11=11 I 1.5kN
Donc le systeme est intérieurement isostatique. 2 ﬁt’

6=26.565
Noe

> Equilibre du nceudX) : deux inconnues & & Npe
Y. F,=0 Donne N = 3.354 kN

> F,=0 Donne Nop = 3.0 kN

3kN
» Equilibre du nceudq) : deux inconnues @ & Nce Nac Nep=3kN
C
>.F,=0 Donne Ne= 3.0 kN
> F, =0 Donne Nyc = 3.0 kN Nee

» Equilibre du nceuds) : deux inconnues g & Ngg

> Mg =0 Donne N=6.708 kN 5 3kN| ¢ 5
Avec : 3*BC+3.354*x-Ng*x=0 " MKN
Et x=3*sind Xz"'a, NBE/"'E |

[1.8.2) Calcul des treillis plans isostatiques pata méthode des sections (de Ritter)

La méthode des nceuds ci-dessus est un outil taéisjye lorsqu’il s’agit de déterminer les
efforts dans toutes les barres du treillis. Cepetigaour déterminer ou vérifier I'effort dans
une barre quelconque, une autre méthode, appeléméthode des sections est plus
avantageuse.

Cette méthode consiste a couper le treillis (figlE2) en deux parties par une section qui
coupe les barres dont on veut déterminer les sff@m isole la partie a gauche de la section,

on dénote les efforts inconnus des barres commdodass extérieures et I'on tient compte
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des forces extérieures appliquées aux nceuds aiesieg actions aux appuis. On calcule
ensuite les efforts inconnus a partir des équatiadguilibre de la statique.

BEN

im im

4N SEN 12EN

dm dm 4m dm dm 4m
| > ]

_,
.
-

-
-

Figure 11.12 : Méthode des sections (de Ritter)

La coupe idéale est donc celle qui ne sectionnetipig barres, puisqu’on n’a que trois
equations d’équilibre. Il faut savoir choisir lauge appropriée qui permettra les calculs, car
ce n'est pas n'importe quelle coupe qui convien@a.coupera le treillis en deux parties
autant de fois que cela est nécessaire, selonnnmode barres dont on veut calculer les

efforts.
a) Méthodologie

Pour les efforts connus, on utilise leur sens ;rpes efforts inconnus dans les barres, on
suppose qu’ils agissent en traction. Les équataéquilibre sont écrites pour trouver la
valeur de ces efforts. Si le résultat est posiifinpun effort, il s’agit bien d’une traction ;
sinon, il s’agit d’'une compression.

Pour écrire les équations d’équilibre de la statjopn utilise les composantes horizontales et
verticales des efforts et des forces extérieuremstiles axeset y. On peut aussi employer
les distances des forces et des efforts au pofi& point P représente l'intersection des deux
poutres prises parmi les trois barres coupées), rgaport auquel on écrit I'équation

d’'équilibre des momentsyM-,, =0 , si cela s’avére plus commode et plus rapide pesir

calculs. Le point d’intersection des deux pouti@gpees est appelé « pole ».
b) Conclusion

Cette méthode est simple. Juste en appliquanglestiéns d’équilibres sur la demi-structure,
on détermine les valeurs de sollicitation de chalaee. Cependant, les calculs sont plus

laborieux que la méthode des nceuds. L'avantagetteerméthode est qu’elle :
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Chapitre 1l s&me Triangules (ou treillis plan)

» permet de calculer I'effort dans une barre pariical directement, sans étre au
préalable obligé de calculer les efforts dans plursi autres barres.

» De plus, les erreurs ne se cumulent pas. Ceperatant peut pas se verifier.
Exercice 4 :

Soit le treillis articulé plan schématisé par ufie ci-dessous.
1) Etudier l'isostaticité du treillis.

2) Déterminer I'effort dans la barre DG.

10 kN
0
D ............. _‘r
E C —_
A [36m
1.8m
A 0 E G B A\ 4
PR l l S
3 KN 2 kN
| 3m 1 3m | 3m q

Solution
1- Isostaticité du systeme

Nombre de nceuds: (n = 7)

Nombre de barres: (b =11)

Donc b= 2n-3, d’ou le systéme est isostatique.
2- Effort dans la barre DG.

En utilisant la méthode des section, on coupe axirman trois barres de sorte que la barre

dont on recherche l'effort soit parmi elle.

Ng C
Ner @ G B
!
R
2 kN

Nous écrivons une seule équation qui est cellerdeaents par rapport au point B :
2Mp=0

= - (NgpSina)*3+2*3=0

= Ngp=2/sina (aveca = 67°, 38)

= Ngp= 2.17 kN (traction)
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Exercice 5 :

Calculez la force dans la barre DJ de la fermeiddltistrés.

10kN D

A G D
AN L K J I H
D S
w10kN
Nl 6*4m J

I ~

Solution
Dans ce cas si, il est impossible de tracer untosea travers DJ sans devoir couper quatre
éléments dont les efforts sont inconnus. Il fautadfaire une premiére coupe (barres CD, CJ
et KJ) avant d’analyser une deuxieme section camtea barre DJ.

1- Isostaticité du systeme
Nombre de nceuds: (n = 12)
Nombre de barres: (b = 21)
Donc b= 2n-3, d’ou le systéme est isostatique.
Avant de faire une coupe, il faut trouver les riand aux appuis.
YR=0=A=0
> Ma= 0= 10*4+10*8+10*6-24*G=0

= G,= 11.67 kN

> F=0= Ay+G,-10-10-10=0

= Ay:18 .3 kN
10kN D
Qr
0k / c
/ 6 m
B \ F
AYAT &
T A K J ' H T
w10kN
J 6 *4m J
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» La premiere section
Les barres coupées deviennent des forces inconnues;

il est donc possible de résoudre ce systemesitrabnnues.

10 kN Co
2. MaA=0= C44/5.65)*12-10*4-10*8=0
10 kN

— C;=14.1 kN (C) \
> M=0 = Cp(4/4.47)*6-18.3*12-10*4-10*8=0 G

= Cp=-18,6 kN .

» Ik

Cp =18,6 kN (C) T

18.3 kN

On peut calculer la barrg,Jmais ce n’est pas nécessaire pour solutionn@olgeme.
» Deuxieme section
2 Mg =0=12*D; +10*16 +10*20 — 18.3*24-14.1*(4/5.65)*12=0
= D; =16.6 kN (T)

10kN D

10kN / \
S .
) v 6m
B :
A,
S KoK J E
N 6*4m \I
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Chapitre 111 LesrfRques Plan Isostatique

111.1) DEFINITION

On appelle portique ou cadre toute systeme planspatiaux rigides constitues par un
nombre d’élément en général rectiligne appelégéamdont les parties horizontales portent le
nom poutres ou traverses et les parties transesrseinsmettant les charges au sol sont
appelées poteaux ou montant.
Un portique admet donc trois types de chargement :

» Charge de traction, compression (appliquer le ptuszent aux poteaux)

» Charge de flexion (appliquer le plus souvent adatge)

« Moment de flexion
[11.2) METHODE DE CALCUL DES EFFORTS ET DU MOMENT F LECHISSANT

On appliguant la méthode des sections le calculefests normal, effort tranchant et le
moment fléchissant peut étre déterminé par deukadés.

[11.2.1) Méthode générale (section)

Cette méthode consiste a prendre I'ensemble digpertet faite des sections suivantes x et y

telle que :

y = + +
1 L»X 4 1 4
T T T R
Exercice 1 :

A l'aide de la méthode des sections. Tracer legrdrames des efforts norma(ix), des

efforts tranchant§Q) et des moments fléchissgMy).

2 Pl 3

| L
1 X
N 4

N
RN -
) \ll I/ 2 \|I\ I/ 2 k\\?\\
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Solution

Cette méthode consiste a prendre I'ensemble digperét faire des sections suivant x ety

telle que : P l
N \\\_ ™
S, S
™ ~
| \51 Sa K
A
R A
yl Ry2
RN =
W 2 2 Y
N N LN

Calcul des réactions :

> F=0 - R=0

> F,=0 -~ R,+R,=0
> M, =0- Ryzl—P|—2=0
Donc :

P P
R,=— etR, =—
2 2 1 2

Section 1 0< y<| N1y
« M
= \;_,Ql
ZFy:O - le_E S,
ZFXZO _’leo “Ryl
S My=0-M,=0 e
R}
Section 2 :0< x<1/2 M2
I~ N2
s,
> F,=0 - N,=0 Q>
A
sz:O _,szg ‘Ryl
N L R
M, =0 M x=0 - M,=0 NECAS
2 2 =TRXZ 212 M, =Pl /4 x N
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Section 3:1/2<x<l|

> F=0-N;=0

P
YF=0 -Q=-

Section 4 :0<y<|
ZFX =0 -Q,=0

Y F,=0 -N,=-

> M,=0-M,=0

N o

Diagrammes de sollicitation

=1/2
S M, =0 - M, =R x-P(x-| /2):{)( /

=)
|
< ?SF #Ng
Qs
[
A
- M;=Pl/4
N LR
x=1 - M,=0 M A
X
N4
Qu <,
Mgy

P/2

111111

-P/2 -P[2
< >
< —>
o= =
< >
| N —>
<€ ::
R é\Q\T‘Q T\\\\%{

[11.2.2) méthode des travées

YYYvYY

-P/2

R

DI

Pl/4

Mj

RS

Cette méthode consiste a isolé chaque travée ldefaebn qu’il reste toujours en équilibre,

les diagrammes de l'effort normal, tranchant et reonfléchissant et la superposition de

'ensemble de chaque travée.

Exercice 2 :

A l'aide de la méthode des travées. Tracer lesrdimmes des efforts normaykl), des

efforts tranchant§Q) et des moments fléchissgMy).

&

a
vvvyy

vy

1
Bi

L.

P I
N

4

R
N

N

N
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Solution

Calcul des réactions :

>F=0-R=0 q
2 F =0 -R,+R,=dl NG Y YYYYYYYY

|2
> M, =0 - Ryzl—qE:O

<
w

h
ARy A
N 1_RX> Ry2 4
Donc : "~ R I Sex
_d _d | |
=— et =—
R/2 2 Ryl 2
NlA
M,
Le montant [1.2] l)_gl
_ __4g
ZFy—O - Nl__z “Ryl
F.=0 -Q =0 —
2F, < &=
2 My=0-M,=0
Traverse [2.3]
qI/‘?:
d dl x=0-Q,=% NG
sz:O - —~X-Q,=0-Q,==-x= PAA / vvij\ >
2 2 x=1 -Q --a "N
)= \
>F,=0 -N,=0 Q
Xx=0-M,=0
ZM(:L):O—)Mz:q_IX_ﬂij 2
2 2 x=1-M,=0

Pour calculer la valeur maximale du moment flécm$®n calcule :

dM, =0 q—l—gX: 0= X=|—
dx 2 2 2

| 2

Donc : M. (1/2) =dg
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N3
Montant [3.4]
Qs
> F=0-Q=0 "
_ __d R
D> F,=0 - N, = > y2
z M =0_-M.=0 T
S 3
Diagrammes de sollicitation
-ql/2 -ql/2 -ql/2
>u 3 Q! y
R 3 ql/z‘“u/ Yy
< > 2
> —3 ql/8
b 3
pm N ) Q My
T T\g\%’ K\\\\L\\\\ e RN T
Exercice 3 :

On considére I'ossature [1.2-3.4] soumise a deaxgds concentrées Bur la traverse [2.3]
et B sur le montant [1.2]. Avec,P>P,
A l'aide de la méthode des sections. Tracer legrdiames des efforts normayi), des

efforts tranchant§Q) et des moments fléchissdMy).

a |P:1
;‘ 2 3
P2
h y
' L
SN 1 X 4
R | a—
N N
) |
Solution P
a 1
S 2 3
P2
h
b ARyl A
R Ry2
SN 1 X 4

TR I SR

N N
N I
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Calcul des réactions :

> F=0 -R=P
B(I-a)-bR,

2My=0 - R, =-——

aP, +bP,

2 My=0- Rp=—1—""

Montant [1.2] :
% 0<y<b

M, =-R,(x-b)

Montant [2.3] :

% 0<x<a
N, =P,
o= Pl('—flsl)—bPz
Mgz%x(l—a)mpz(l—fj—hpz
o asx<l|
N, =-P,
Q,=- Pa+DbP,
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Montant [3.4] :

N __ab+DbP,
° |

Q5:P2

Mg =-P,(h-x)

Diagrammes de sollicitation

-P,
EEFTFHFATTTE
b >
+ =
_R(I-a)-bP, b 3 _aR +bP,
| - <
< N —>
t —
_Ra+bPR,
[
[T111111]
VYVVVVVVYVYY
AAAAA P
R (1-a)-bP, )
L= I 3| P>
—P
—p
—p
Q B
=3
[y m—

_PZ(X_%A\TRW/K@A_F?]
—Pa

+bP, (1—3) ~hP,
A |
—— ———

My
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Chapitre IV Flexion Simple

IV.1) GENERALITES

L’action des forces latérales sur une poutre shiit@n une déformation de I'axe longitudinal
initialement droit en une courbe curviligne. L’étlitine section de poutre ou de toutes les
composantes des efforts internes, seule un mor@idgsant, ou M, n’est pas nul, est dit
état de flexion plane pure. La déformation réstétade ce genre de sollicitation est connue
sous le nom de la fleche. Lorsque l'effort trand¢h@ast pas nul, en ce cas la sollicitation est

dit flexion simple.

P =
a l a
4+—> PRI
e i~
ST &
Laflgche T
P (T

LTI P
Flexion pure ﬁM)
4—> —>

Flexion simple (M et Q) Flexion simple (M et Q)

T =

Pa
IV.1.1) Définition

Une poutre est dite en flexion lorsqu’elle est sm@ra des forces ainsi que des couples se
trouvant dans un plan contenant l'axe longitudin@ la poutre. Ces forces agissent
perpendiculairement a I'axe longitudinal et le pleontenant les forces est un plan de

symétrie de la poutre.
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IV.2) EFFORTS TRANCHANTS ET MOMENTS FLECHISSANT

La construction des diagrammes des éléments detiédwconstitue une étape essentielle
dans toute étude d@DM. Un diagramme est un graphe qui indique la va{guensité et
nature) de la sollicitation considérée dans tolgesections du systeme étudié.

Les diagrammes des éléments de réduction permedterocaliser les sections les plus
sollicitées (sieges des contraintes les plus é®vée servent au dimensionnement des
différents éléments des structures.

Dans la construction des diagrammes, les valewsiiyes et négatives sont portées de part et
d’autre d’'un axe-origine. Par ailleurs, pour legieanme du moment fléchissant, on a pour
habitude de porter les ordonnées toujours du asdidres tendues.

Considérants une poutre en appui simple soumiss &fforts verticau; et P,. On suppose
gue la poutre possede un plan de symétrie axigulles poutres circulaire, rectangulaire et

des profilé e, | etU...

Pl I32

& &

y L/3 y L/ N L/3
) ) ) )

Pour déterminer les expressions du moment fléahtisstade I'effort tranchant, on suppose
gue la poutréAB est devisée en deux parties par la section dfmit située a une distange
du support gaucheA» et la partie de la poutre a la droite ohm)(est retirée.
Pour pouvoir tracer les diagrammes de l'effortn¢cfaant et du moment fléchissant, il faut
respecter les directions suivantes:

v’ Effort tranchant positif du haut vers le bas

v" Moment fléchissant positif dans le sans contrage aiguilles d’'une montre.

Oy M+dM
vty
Q < §Q+dQ

dx
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Chapitre IV Flexion Simple

Pour étudier I'équilibre du trongcon de gauche dadatre, on doit tenir compte non seulement
des efforts externes tel que les chargest les réactionRa, mais aussi des efforts internes,
réparties sur la section droitar) et qui représentent I'action du tron¢on droifaeoutre sur

le trongcon gauche.

Ri l nu\>M l—vx

Le systeme de forces peut étre remplacé par unétaéte égale a la somme algébrique des
forces données et par un couple.

Dans notre cas on remplace les effé¥i®t Rg par une force vertical® agissant dans le plan
de sectionrqin) et par un couplevi.

L’effort tranchantQ et le moment fléchissaM; qui agissent dans cette section, sont donnés

par les relations suivantes:
Q=R\,-R
M = RyX- Fl'( x—%)

Pour exprimer la relation entre moment flechissdemis la sectionnfn) on considére un

élément pris entre deux section trés voisinag et (n,) :

m My

|v|< Ql TQ >M+dM

dx
<+“—>

ZM/(mn):O = M+dM_M+QdX:0

_am
dx

=0Q=
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IV.3) DIAGRAMME DU MOMENT FLECHISSANT ET DE LEFFOR T
TRANCHANT

Dans le cas général des poutres sollicitées treseeenent dans un plan de symétrie, les
contraintes réparties sur une section de poutrdliltgul’effort tranchant et le moment
fléchissant en cette section. On détermine d’abEsatontraintes dues au moment fléchissant
appelées contraintes normales de flexions et ¢a Bs contraintes tangentielle (contraintes
de cisaillement) produites par I'effort tranchant.

La représentation graphique de la variation du nmnfiéchissant et de I'effort tranchant

simplifie I'étude des contraintes dans une poultre.
a) Cas d’'une force concentré a mi-travée

Détermination des réactions :

YM/,=0 = Ry =0.5P R P Re
YF=0 = R, =05P A l Ag
Expressions des efforts internes : & ?\@\?
Trongon |: 0<x<L/2 . L .
N =0 l M
Q-0,5P= 0= Q= 0,5 OSHTT T

[P
Q

M (0)=0 et M(O,5L):% W

Troncon Il: L/2<x<L |VIO.25PL
N=0
Q+P-0,5P=0= Q=-0,5P

M -0,5Px=0= M= 0,%x

M —-0,5Px+ P( x—%j =0
L
=M =0,5Px- P( X_Ej

M(0)=0, M(L)=0et M, =M(0,5)="~

max
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b) Cas d’'une charge uniformément répartie avec=P/L

Détermination des réactions

g=P/L

YYYYVYYVIII Vi iV vyB

\

B
L q

F

N

PI2 l\a\ﬁ\ﬁ\

P/2
o =

U]

YXM/a=0 = RgL-(P/L)L(L/2)=0
= Ry =0.5P

YF=0 = Ry+R—-(P/J)L=0
= R, =0.5P

Expression des efforts internes :
N=0

Q—O,5P+(§j x=0

II
o

P
= Q=0,5P- (fj

Q(0)=0,5P, Q(0)=-0,5P

Et

M 05Px+0'{ sz

= M =0,5Px- O'{Ej

L

M (0)=0, M (

Mmasz(EJZ&
2) 8

G LT

PL/8
M
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c) Cas d’'une charge triangulaire répartie q=2P/L

Détermination de réactionm
g=2P/L
A I | l B

Y &
R

Pl | | | @
2P/3
Q

@

0,08PL
M

>M/,=0 = RgL-q(L/2)(2L/3=0
= Ry =qL/3=(2/3) P
YF=0 = R+R-qU2=0
= R,=qL/6=P/3

Expression des efforts internes :

N=0
P X X
-+ ___0
Q 3 qL2
P_a¢ _P_PX
3 2L 3 2

IV.4) EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA LIGNE ELASTIQUE

Dans toute étude de structure, outre le calculréastions, des éléments de réduction et des
contraintes, on fait également des calculs de dépiants. Généralement, on fixe pour les

déplacements des sections des limites admissibtes @gas dépasser, tout comme pour les
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contraintes. Il n’est pas rare méme que les canditde déformabilité soient plus séveres que
les conditions de résistance.

La limitation des déplacements vise avant touttsgnver la fonctionnalité de la construction.
A titre d’exemple, une trop grande déformabilit& geutres peut provoquer la fissuration des
cloisons légeres et engendrer des désordres masitgé

D’autre part, lorsque les déplacements sont imptstés peuvent modifier significativement
I'action des charges appliquées (ils engendrenttiia efforts, dits effets du second ordre), et
dans ce cas il est nécessaire d’en tenir compte.

Dans le cas d’'une poutre horizontale flechie dansldnxy, 'axe desx étant confondu avec
'axe longitudinal de la piéce, les déplacementsicaux des centres de gravité des sections
droites, mesurés a partir de I'axesont appelés fleches. Les rotations se font adteliaxez
(axe neutre) et représentent les angles, mesuresdems, dont tournent les sections droites

de la poutre.
IV.4.1) Equation différentielle de la déformée

Considérons une poutre horizontale simplement agguftéchie dans le plan verticay.
Apres flexion, I'axe longitudinahB de la poutre prend la forme courbe AMB. Cette beur
est appeléeléforméeou ligne élastique(ou élastiquetout simplement) de la poutre et peut
étre décrite par une équation de la foryne f(x). Les ordonnéeyg représentant les fleches
subies par les sections (leurs centres de graviséeactement) de la piece.

Nous admettrons que la courbure de la ligne élasten un point donné ne dépend que de la
valeur du moment fléchissant en ce point. Dansa oous utilisons la relation liant la

courbure au moment fléchissant obtenue rigoureusedams le cas de la flexion pure et qui

s'écrit :
1__M
R El
.do
B A B X
\/)\\\\ _/é\%
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Afin d’étudier la déformation de cette poutre, germm en élément (min

R /de

M _ N v
( m@i Idy >M+dM

m
X dx
d’y
1 2
— = ng (IV.2)

R dy =
[1+(-7)%] 2

dx

Le facteure vaut £ 1 et a été introduit pour des raisons gaesnévoquons plus loin.
Remarquons toutefois que du point de vue mathéoetigaut + 1 et le signe de la courbure
ne dépend que de la valeur de la dérivee secordeefiominateur de I'expression (IV.2)
étant strictement positif). Ainsi, la courbure (auwérivée seconde) est positive si la concavité
de la courbe est tournée vers les y positifs etedt négative quand la concavité est orientée
vers lesy négatifs (Figure 1V.2).

A partir des équations (IV.1) et (1V.2), on dédaitrelation différentielle suivante reliant le

moment M) et la flechey).

d?y
";’:Z :5% (IV.3)
EEECORE
dy

Physiquement, la dérivée premiéy’e=d—représente la pente de la tangente a la défoymée
X

au point couranM. Dans le cadre de I'hypothése admise des petilacEments, les angles
sont tres petits et, non seulement on peut conéofadtangente et I'angty/ dx= tgf =4,
mais le terme(dy/ dx)2 devient négligeable devant l'unité. D’ou la simickition de la

relation (IV.3) :

=e—> =g (IV.4a)
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Notons au passage que dans le cadre des petiscdémntsy’ représente également la
rotation de la sectioa d’abscisse.

La valeur a donner & se déduit plus facilement de la derniere exprasdiosuffit de
comparer les signes d¢ et deM,. La convention de signes adoptée pour le momdnt es
exactement I'opposée de celle Wepuisqu’'on considére un moment comme positif quand
concavité de la déformée est tournée very esgatifs.

D’ou le signe adéquat a prendre :

d2 M '
d—XZ:y' :—E—IZ Ou encore :El,y'=-M, (IV.4b)
z

yV = dy -9
El, EI,

Compte tenu des relations différentielles religr® et M, on peut en déduire :
Qy d*y _
2 =

3
Sy O,

dx El dx* (1V-5)

Il importe de noter que dans le cas des barres él@scées, les fleches peuvent étre
importantes et I'expression (IV.4b) ne fournit pluse bonne approximation. Il faut alors faire
usage de la relation (IV.3), sachant quesaut -1 pour les raisons données plus haut.
L'utilisation de la définition exacte de la courbuntroduit deux différences fondamentales
par rapport a I'approximation (IV.4) :
- L’équation différentielle n’est plus linéaire,
- Dans le calcul du moment, il faut tenir compte defllence des déplacements, ce qui
revient a introduire des moments additionnels sgaines (homents du second ordire
D’autre part, la relation (IV.1) montre qu'il y argportionnalité entre la courbure et le
moment fléchissant, autrement dit les développesn@martir de cette équation sont valables
uniquement dans le domaine élastique linéaire.nSast de ce domaine, il faut utiliser une
relation non linéaire de la form&R = f(M), déduite de I'étude du comportement élasto-
plastique de la piece considérée.
Nous allons voir dans les paragraphes suivantgjgasiméthodes parmi les plus importantes
qui permettent d’obtenir I'équation de la lignestique d’'une poutre fléchie.

IV.5) CONTRAINTES NORMALES EN FLEXION PLANE

Des contraintes normales se développent dansdéersetransversales d’'une poutre soumise
a un moment fléchissant. La figure montre les Bbtendues et comprimées externes d’'un
troncon de poutre fléchi. Dans la zone comprine&dibres se raccourcissent tandis que dans

la zone de traction elles s’allongent. Ces deueg@ont séparées par un plan neutre ayant un
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rayon de courbure R et dont la longueur ne vargelpas de la flexion. L'allongement relatif

d’une fibre se trouvant a une distance y de 'axatire peut étre écrit:

_ab _(R+y)dd- dx
ab dx

Avec :

dx= R

—g=Y

R

£

Ona:azz
E

E
Donc:0=—
Ry

La condition d’équilibre qui lie les contraintes ks efforts internes dans la section

transversale d’une poutre est :
H oyds= M
S

En introduisant la valeur dedans I'expression du moment, on obtient :

=[] Sy

M :E_Usyzds

_E
== l,
En remplacanR par sa valeur, la contrainte normale en tout pdeta section de la poutre

distante de/ de I'axex a pour valeur:

1- Cas d’une section ayant un axe de symeétrie horizaait

Partie comprimée

Gmax—

U 7
y_
AN - _f_____} )
E yr
5 Il | %
Partie tendue Omaxt 52
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2- Cas d’'une section n’ayant pas un axe de symétrie hpontal

Dans ce cas les contraintes de traction et de @ssjon maximales sont différentes

Exercice 1 :
Vérifier la résistance de la poutre ci-dessoua sohtrainte admissible]F160 N/mm2,

» Construire le diagramme des moments

L . . g=40 kN/m
» Déterminer la section dangereuse
. . YYYYVYYVII v VIV iviyB 12em
» calculer la contrainte maximale Ag
W
. X

» compare cette contrainte avex.| — 2 y 6cm
Solution
Le moment maximal est & mi-travée : “\UJM W

2
M =9 = o0m Mimax
8
1, :% =860*10'mnY
*1N°6 *
o =M - 27107700 ) 55 o\ jat < 160N /mr
[, 864*10"
Exercice 2:
|, =2*106mnt" , [0.]=80N /mnf 20kN 10kN/m
h=106mm o,|=120N /mnft
(2] & Y
Yo =60mm N q N N
. N 2 N 2 I 2 M

Solution

Diagramme des moments -20kNm
= M, =10 kNm !
Mz, =20 kNm e )
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-contraintes :

Pour M, =10 kNm

* *
L 1010760 oo
2*10

Et pourM_,, =20 KNm

* *
- _20*10°*100_ 0N mind < 12€

max T ox10°
O - 201060 _ ¢4\ jminf < [0]
2*10
‘Ur;ax‘:m)= 50N /mnf< [o]
2*10

Tynan T

100

Tymaz

Typa -
100
B . _—> =10k
60 | o' —
Ty T

IV.6) CONTRAINTES TANGENTIELLES EN FLEXION

Quand une poutre est soumise a l'action simultanée d’'un momens$lgehet d’'un effort
tranchant, en plus des contraintes normales, des contraintes targgeapekhraissent aussi au
niveau des sections droites. Aux contraintes tangentielles d’ur@émitaire sont associees
des contraintes tangentielles égales sur les facettes horizontalpsogiéeides contraintes
tangentielles). L'existence de ces contraintes suivant les couchesnkalgsode la poutre
peut étre démontrée par superposition de deux poutres de hauteyldnsint appuyées aux

extrémités et soumises a une force concentrée a mi-travée. On constata quiiglissement
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des fibres inférieures ce qui signifie qu’il y asdeontraintes tangentielles horizontales

empéchant ce glissement dans le cas d’'une pouireadente de hauteur 2h.

eeeeeeee

boooooroog pEi

| ==

ffffffffffffffffffff

Considérons un troncon de poutre de longukusoumis a un effort tranchant constgnet

un moment fléchissant variant beaM+dM.

-

La partie supérieure de I'élémetit a une distancg, de I'axe neutre est en équilibre sous

'action des contraintes a gauche de I'élémentx, s+do a droite de I'élément et de la

contrainte tangentielle horizontaleEcrivons I'équation d’équilibre:

ﬂa ads—ﬂSl(a+ do) ds#jr bdx 0
En supposant que les contraintes tangentiellescemstantes dans la sectioaix
dMm
rbdx= [[_ dads:”SII— yd:
_d™m
==~ ], vds

_dM
==-§ ] vas

p=dMS _T9
dx b Ib
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En un point arbitraire d’'une section droite d’'ureufpe soumise a l'action simultanée d’un
effort tranchant et d’'un moment fléchissant, laeuval de la contrainte tangentielle est

déterminée par:

Qs
b

7=

Avec:
1 : Contrainte tangentielle.
b : Largeur de la section dans la couche considérée
I, : Moment d'inertie.
S*z : Moment statique de l'aire située soit au-desssoit au-dessus de la couche considérée.
Q : L'effort tranchant.
La contrainte tangentielle varie avec I'ordonnéoynme le rapport S*z/ h.est nul aux points
les plus éloignés du centre de gravité et passe upsarmaximum pour l'ordonnée
correspondant au maximum de S*z/ b.
a) Poutre a section rectangulaire
Dans le cas d’'une section rectangulaire, la larpeest constante. A une distance y de l'axe

z-z on détermine le moment statique S* et le momeatratique,l On aura :

b( K
=2 L y
s3] g
L
| _b_h?’ E I T
=1 20 B O R 2 A
! ‘ 4
2 1
On obtient: r:%(%—yzj v ?
+—>
V=0 L= b
2bh
h
=_ 7. =0
y 2 min
b) Section circulaire
3
S :E(R2 - y2)5 (Variation parabolique)
4
IZ:7T4R ,b={R-Vy Tma»
z
Dou 7= (R*-y)

3R
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)

™ 3R

Poury=0

r.,=0Poury=R .

c) Section triangulaire

s N
s=33ml3m 1
3 \3 3 36
el — »Z
rmang Poury:D ?
Bh 6 .

2h h
Toin =0 Poury=—ou y=-—
min y 3 y 3

Construire le diagramme des contraintes tangeesiele la section rectangulaire creuse. Pour
tracer le diagramme des contraintes on calculedesraintes tangentielles aux limites des
zones de variation brutale et on joint les poisdscontinuités par des segments de droites

et par des paraboles quadratiques entre les mmirtsvariation est exprimée par la formule:

T=Q§
IZb w T1

Q=80kN N\, )

_ 1 %193 _ 1%xa3) — 4 | N N R e | _1Ta_

—1—2(6 12% - 4*8 )_693.3cm 12 o s
Point 1 : /
S =0=17,=0

6 cm

point 2 : largeur b=6 cm

s =61% B(B— 1 ﬂ= 60cnd

2 2 4
=1, =11.54N /mnf

Point 3 : méme point avec b=6-4=2 cm (discontindééda section)
S = $:>r3:rzi:34.6 N/ mrh
6-4
Point 4 : milieu de la section
S =5 +(6-4)§*§=7e orh

7, =43.9N /mnt
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IV.7) EQUATION DE LA FLECHE

Quand on charge une poutre, la ligne moyenne qitialement est droite, se déforme sous
l'effet d’'un moment fléchissant. L'allure de I'aXengitudinal de la poutre apres flexion
(déformé) est appelée ligne élastique. On s’ing&resi calcul des déformations élastiques a la
flexion pour pratiguement deux raisons :
» Calcul a la rigidité : en plus du calcul a la resmige, on doit parfois vérifier que la
fleche de la poutre ne dépasse pas la valeurftbchee maximale permise.
> Le calcul des déformations est essentiel pour Keeades systemes hyperstatiques,
comme nous allons le voir dans le chapitre suivant.
L’expression de I'équation de la déformation petre &acilement obtenue a partir de la

relation entre la courbure et le moment fléchissant

S,
¥
-«

fdv

. dX
vl §
Sl al G 9+do
R
Sachant initialement que:
1_M
R El
L’arc GG’ ayant pour longueut:
dl = Rd6
Ou: l :ﬁ
R d

58



Chapitre IV Flexion Simple

La tangente de la courbuveu point x est défini par :

dv
— =tgd
dx g
A dy
Donc: @ =arctg(—)
dx
On peut écrire: 1—%—%2(—— arctg ;5
R ds dx ds dx
d’y d’y
_ . dx_ gy dx
I 2
1*(dyj ds 1+(dyj Jdxé +dy?
dx dx
d*y
1_M_ g¥ d’y
R El 2\¥2 7 d¥
Mm
dx
ﬂ/<<1
dx

Donc, on obtient finalement I'équation de la flecteela forme:

d’y
El —=-M
dx®

IV.8) METHODE D’'INTEGRATION DIRECTE

L’équation de la déformée peut étre obtenue paggnation successive de I'équation

différentielle. En intégrant une premiére fois datient I'équation de I'angle de rotation :

I dx+ G

En intégrant une seconde fois il vient :

j“— ) e q}dﬁ G

OuC, etC; sont les constantes d’intégration a déterminaarérpdes conditions aux limites.
Il faut noter que dans le cas des poutres ayarsiqults troncons dont chacun posséde sa
propre équation du moment, il faut substituer I'®gsion deM dans chacune des équations

différentielles et procéder a l'intégration. Lesnstantes d'intégration dans ce cas sont
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déterminées en utilisant les conditions aux appmlds extrémités de la poutre et aux
conditions de continuité aux limites des trongons.

Exercice 3:

Déterminer I'expression de la déformée d'une cansmlumise a une charge uniformément

répartie sur toute sa longueur.

Yy vy v ivivvig
AQ\
\ L 9
-
M = q2
() =M= o
Ely"(x) = M—q2
Ely'(x)zEle(x)qu—;+q
Ely(x):q%+Qx+C;
Condition aux limites
y'(L)=0=qLE+C1=0 :>Q=—ng
L L* gL’

L)=0 ——0— =0 =
y(L) 20,0+t G=0 = G="

1A _i qXA_ng qL4 ! - :i —
D’oll y—E|{24 5 Xt 8} ety (x)=6(x 6El(q)8 ot)

—_qLS t y: q_L4

A l'extremité librex=0 =6, = e
6El 8EI

IV.9) METHODE DE LA POUTRE CONJUGUEE (FICTIVE)

La méthode d’intégration directe de I'équatiorfatiéntielle de la ligne élastique qui est trés
efficace pour les poutres simples a un seul trongewient laborieuse méme pour une poutre
a trois trongons. Pour simplifier les calculs it parfois utile de se servir d’autres méthodes,

comme la méthode des parametres initiaux ou laagdétigrapho-analytique dite méthode de
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la poutre conjuguée (fictive). Cette derniére estde sur I'analogie qui existe entre I'équation
différentielle de la déformée et celle qui lie lemment fléchissant a la charge répatrtie :
dy(X)__M() _ d*M(x) _
o e " a9
Pour une poutre donnée, la méthode grapho-anatytigusiste a considérer le diagramme

des moments fléchissant comme une charge fictpartié agissant sur une poutre fictive.
La flechey(x) et I'angle de rotatiord(x) de la poutre donnée sont déterminés respectivement
par le rapport du moment fléchissant et de I'efftanchant dans une section x de la poutre

fictive a la rigidité de la poutre donnée c’estied

ot)=2"
9=

Ou Q@ (x) : I'effort tranchant de la poutre fictive

M (X) : moment fléchissant de la poutre fictive

Les régles de construction de la poutre fictive $emsuivantes :

1- Un appui a I'extrémité de la poutre réelle restdangé pour la poutre fictive.

2- Un appui intermédiaire de la poutre réelle estplacé par une articulation dans la poutre
fictive.

3- Une articulation de la poutre réelle devienappui intermédiaire dans la poutre fictive.

4- L’'encastrement de la poutre réelle est pris cerartrémité libre dans la poutre fictive.

5- Une extrémité libre de la poutre réelle deviemencastrement dans la poutre fictive.

Poutre réelle

)
\J
s\& \\\&

»

o
\% Poutre Fictive

L& °© \

Le diagramme positif du moment fléchissant de laty@oréelle agit sur la poutre fictive de

haut en bas et le diagramme négatif du momentifigaht de la poutre réelle agit sur la
poutre fictive de bas en haut. Il faut noter augs cette méthode est efficace pour calculer
les déplacements des sections particulieres g@ute, pourvu qu’il soit facile de déterminer

les aires et les centres de gravité des diagrardmesoment fléchissant.

61



Chapitre IV Flexion Simple

Exercice 4:
On donneP, L, E etl
- Déterminem,, O etya

L
- Déterminer la charge P pour < —
g p qY&ax 300

A B C
Solution y I /@ &
=
|
r

Calcule des réactions : 3

ZM/A’dZO PL
M /'wm o

R.L+PLEL =0 §1A B $\
23
R R
PL? PL?
= = T.=-R. =
Re 5 c R 5
P> -5P? -5P2
R, =-PLL = T.=R =
A 6 A RX 6
_pl2
My = PL 2L+PL2L:§PL3
_ 2
Do g, = 1t = ~PL
El  6El
_T. _PL
¢ El 6El
3
ymax=MA'=2PL < L :Psilz
ElI  3ElI ~ 1000 1
Exercice 5;

Déterminer la fleche au point C et la rotation ainpB de la poutre ci contre.

Solution :
On détermine les aires des diagrammes des moments c YYYYVYYVYY A A\
AB

de charge troncon et les barres de levier par rapgo. 2q \

)
F = _qa3 1« 2a T a o

A
< L, » F2
L=2a AR
2 2qe

s
N
.
é

Le centre de gravité de la section 1&,5 -
44 Poutre fictive
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L'aire de la section 1 © :%

F, = 2qga’ L="a
2
— 3
F3_qa L2:§a
2
_ _ 7qa’
MC_ZFiLi :>yc_
El
2qa’
T.=F =6 =22
B 2 B El

IV.10) METHODES DES PARAMETRES INITIAUX (MacAulay)

La méthode des parametres initiaux est basée puini@pe de la fonction discontinue pour la
détermination d’'une expression unique du momerthisant d'une poutre de plusieurs
trongons. L'intégration directe de cette expressésulte en deux constantes C10 =t Cv
20 = qui s’averent étre les parametres initiauxsiAsi on prend I'origine des coordonnées
aux points situés a I'extréme gauche de la poua® expressions géx) et 6(x) sont données

par les équations :

El6(x) = EI9+ZM( )ZP( )+Zq(3.‘) Z“u( ()+Zq( ¢Z‘-‘b( 9’4

Ely(X) = Ely, + EIg, x+ Y M(X_Z!a)2 +y P(X;!b)3+z q(X:”()A—Z q( )Z!QAJrZ g( ); ;ts—z g( ); gds+
Ou:

M : moments concentrés extérieurs ou a I'encastremen

a : distance entre 'origine des coordonnées gbdists d'application des momerits

p : les forces concentrées y compris les réactions

b : distances entre I'origine des coordonnées gidass d’application des forc&s

O, G4 : respectivement, les intensités au début efia e la charge répartie

g’c, 9'q : respectivement, les valeurs des dérivées d& ga@intsx=c etx =d

Les directions des charges sont positives comme@ugds ci-dessous :

! - &1
‘ I\ - I\ * <_¢ I\ R
a J ! ~ ' <_L> \
—————» ——» >
X X X
v v v
y y y
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Les deux parametres initiayg et 6y sont déterminés par les conditions d’appui deolatne.

Exercice 6:
Déterminer la fleche maximale et es rotations qapuss de la poutre représentée sur la figure

ci-dessous.

Solution : 4kN 39kN 4kN
L . . . . 1kN/m AN

Par les équations de la statique on détermine A ITITIVIIVL 1Y

les réactions aux appuis et on trouve : RS 7 2B

R, =10kN —le—le—pe—

L L L L=4

R; =10kN
_ 10 x> (X_12)3 2 2

El6(x)= E|90—3x2+g— 5 +2(x=4)" +32 x- §- § x- 12

4 _ 4
Ely(x) = Ely, + EIHOx—g i+%-%+%( x-4)° +16( x- 8)2_% . 19°

Ely(0)=0= Ely,= y,=0

Ely(12) = 0= 6, 118,22
El
_, 118,22
6(0)=6, = Ei
57,78
12)=——
o(12)==F,

La fleche maximale :

6(x) =0 = Equation polynomiale de degré 3

X 0 4 8 12 16
El&x) | 118.22| 48.89 -84.4 -57.78, -25.78

Donc &(x) = 0pour xJ]4,§
En utilisant la méthode de dichotomie, on converys x= 5.48

414

IV.11) SUPERPOSITION DES DEFORMATIONS
Les équations différentielles de la déformée sast €quations linéaires c’est-a-dire tous les

termes de y, y' et y” sont du premier ordre. ld&Sormations dues a plusieurs cas de charges
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peuvent étre donc superposées ou cumulées. Cetteodréest surtout utilisée quand le
chargement est composé de plusieurs cas de chimmentaire ou les déformations sont
données dans les aides mémoires de la RDM.

Exercice 7:
Déterminer la fleche maximale de la poutre ci-desso q P
Solution l
C
Ymax = Yot Yo ) IYmax
\ \ \|
_ga’(4L-a) —a " p !
Yo = o4E] q
_pe (a)
Yo 7 3E] N ¢
3 3 _ + P
Yonax = SF’)I; ¥ = gl‘:lE_l a) l
b) §
(b) ) y
IYIO

IV.12) QUELLE QUE EXEMPLE POUR DETERMINER EFFORTS E T FLECHES
MAXIMALES

Les efforts liés a la flexion, c’est-a-dire le marhdléchissant et I'effort tranchant, sont
souvent moins directs a déterminer que les effodemaux. Il est donc intéressant de
construire des abaques qui interviennent en amohdix des sections, pour déterminer ces
efforts, en fonction des situations types. Les @éasnd’entrée de ces outils sont :

* La nature des appuis

* Les paramétres géométriques de la structure

* La nature et la position des charges
En sortie, on accede a des expressions pour lesirgaparticulieres des efforts et pour les
fleches maximales, en fonction de l'intensité defdece, de linertie des sections, et du
module d’élasticité du matériau.
Les tableaux suivants reprennent un certain nomdgtuations courantes. Certains ouvrages
proposent des tableaux plus complets, pour d’autoedigurations de poutre simples ou

continues sun travées ou encore pour des portiques courants.
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Configuration Diagramme Point Effort Fléche Ymax=
R A :i
Fﬁ |+ ] ? Enx==
AA C l——v AB Xo L/2 M :E 2
M max 5 o-F 4SE|
2
[\ A Q:ll_
N 2
2T, . raaer i
M 5qL*
B =4 384E|
2
F F | | A e=F
oo Ja L&D ]
I T I ” +
b Q=F Fa(4a’ -3L1)
24E|
L
A Qz—%
Af:ﬁm:‘:bjla’ ] o | o9 | Enx=E
[J ¢ X 12 2
S~ qL
M B Q:q_L 120El
4
C | + | Q:E L
(x L | Enx=L-—
AA U BA ‘ - A \/é
M=C 2J/xcl?
54E|

66



Chapitre IV

Flexion Simple

[ -] A Q=F En x=L=
Fw C D Fw IL, C M =-Fa _FabZ
A Ay A B
al'’b | a 8El
| ) ™, EnAetB
0 D Q=-F
Fa*(3b+ 2a)
6El
Q=aqa En x:%
Cg X
M =98 | qb’ (507 - 242)
2 384E|
Q=q(a-0,5L) EnAB:
Cd M _—qa2 qa(3& + 6 b- )
2 24E|
q
Au—'gc Q Dgu_LB ) a(7-4a)
!‘a'!‘ b ! a! - \\+ 0 L/2 8
Q=q(0,5L-a)
a2
Dg M = ga
2
Q=-ga
N2
Dd M = ga
2
i
Al B C Q=-F |EnB
% i/ a (|:b| I — A Fa’(3L-a)
' D i M =-Fa _ 7
6El
T=-q.L
AZUHHHHHH‘“B EnB
A
U M :_qL2 qL4
2 8El
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__at
%D]]]m 777 lene
A B
i S N
= 6 30El
_Fb
Fl |l + A Q= a
AA g B EnB
!‘ Ua !— b > - C M =-Fb FLbZ
¢ 3EI
B Q=-F
A _ap’
q | + 2a
AA l—_' C WB En B
| A/a_ b | - C M:ﬂ qb3(4a+3b)
™ > qb”(4a+ 30
¢ 2 24E|
Cd Q=-qgb
_q(bz_az)
A Q= 2a
En
a-bu
&—azz_abz M :q( 8a® )
— . [=
\ En B
Avibbitbiliililg | n
?U a C? b | Xo -\ Q=q(a22+b2) qu(3b2+ ab- &
) k * ¢ Cq ) 24E|
M :—q_b2
2
Q=-qgb
Cd M :q_b2
2
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V.1) INTRODUCTION

Dans le cas général une section peut étre souniiaetian des six composantes de I'effort
internes a savoirN, Q. Q, My, My, M,) et qui ont été classées sous quatre catégories de
sollicitation ou déformation simple : traction enepression (N), cisaillemen®, Q) torsion

My, et flexion My, M,. Dans la pratique courante, on rencontre raremdestcas ou les
sollicitations sont simples moins encore ou les somposantes des efforts internes
apparaissent en méme temps au niveau d’une section.

On rencontre, cependant, différents types de leansbinaisons. Sous les hypothéses de la
résistance des matériaux ces combinaisons peutrenargalysées en utilisant le principe de
superposition des efforts. Dans ce chapitre oniétaida combinaison de deux flexions dite
flexion déviée. La combinaison de la flexion dévigeec la traction ou compression

communément appelée flexion composée (voir chapjtre
V.1.1) Définition

La flexion déviée est définie comme une combinadereux flexions planes, si les charges
sont appliquées aux axes principaux. Dans certanes chargements on flexion sont inclinés
par rapport a l'un des axes principaux, la décoitipos de ce chargement en deux
composantes paralléle aux axes produit une fledéwnee.

L’étude de la flexion déviée revient a décompossrsbollicitations en deux flexions planes

suivant les plans principaux.

Bt
\

g.=q Sin a Qy=q cosa

7 ! | 7 ! |
*r YT EYY [ B B NE BN * *rTFYY [ IR BE K B
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V.2) CONTRAINTE NORMALE ET DEPLACEMENT

Pour une action simultanée Nk et M,, les contraintes en un point de coordonngéesz se

déterminent par la formule :

|, et 1,moments d'inertie principaux de la section droidaipoutre suivantetz.

M, etM,sont les moments fléchissant par rapport aux petg qui sont les composantes du
moment fléchissant résultants.
Ce résultat est établi directement en considéraatlg flexion déviée comme la somme de
deux flexions dirigées suivant les axes centraumedie et en appliquant le principe de
superposition, ou :

M, =M sina

M, =M cosa

Donc : M= MZ+MJ

Le moment résultant est appliquée au plan inclungasit un anglenx par rapport au plan
principal d’inertiezy de la poutre.

Le déplacement vertical y (la fleche) et la rotalod’'une section quelconque de la poutre en
flexion déviée sont définis comme les sommes géamuét des déplacements verticaux et des

rotations due aux composantes du moment fléchisgpsgant dans les plans principaux de la

poutre.
Yo =y V2 Y,
Avec : 49:d—y eté _dy
‘ dz Y dy

y, et y,sont les déplacement verticaux dans les directi@ty.

g,et 6, sont les rotations de la section autour des areg.
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V.3) AXE NEUTRE

L’axe neutre est I'ensemble des points pour lessgaecontraintey est nulle.

L’axe neutre, a pour équation :

M, |
Donc : y=-——-22
M, I

y

L’axe neutre alors est un droit passant par lereede gravité de la section.
Fa

I:"-I'."I.E’I?'L

e
P

<<
,.‘f::\ AN

En flexion déviée due a une charge inclinée gr rapport a 'axey on a les relations :
M, =M sina
M, =M cosa

OuM est le moment suivant un axe orientéxdear rapport §-y.

Donc : y =- :—Zz tgr

y
La tangente de I'axe neutre s’écrit alors :
tgﬁ = _&L = _CtmL
M, I I

z 'y y

Donc I'expression de la contrainte peut étre messa forme :

o=M (ZCOSO'_*_ y SII’UJ

y z
V.4) VERIFICATION A LA RESISTANCE

Le calcule de vérification de la résistance s'dffeca la base des données sur la contrainte

totale maximale.

69
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D’aprés la formule de la contrainte, les contranteximales se localisent aux points les plus

éloignés de 'axe neutre. Pour une section symedran a :

sina coy
M max yamx | + Zmax s [J+]

Jmax =

z y

<[o]

sing cosy
M max yamx + Zmax |

Exercice 1 :

Dimensionner une poutre d’un toit simplement appuye longueut=4m. Le rapporth/b=2,
I'angle entre le toit et I'horizontale est @8°. La charge verticalg = 0,4 kN/mest répartie
sur toute la longueur. On donpg=10 N/mnf, etE=10* N/mnf.

Solution

oM o 2,25 |2 ]

z

E —b_h?’|:h_b3
2 7 127V 12

Avec : yamx :g ’ Zmax =

= O =M 120509412550 < o]
2bh

6
M, (Wsma +— coscrj [o]

Pour h=2b

Mmax(—sma+— cosaj <|[o]

Mmax(issina +% cosaj <[o]
2b b

3

:—3Mmax(—lsina+ cosnj <[o]
b 2

b> i/s—M(O 5sing + cosr)

o]
=b=13cm

Et h=2*b=26 cm
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Exercice 2 :
Déterminer la contrainte et le déplacement au pomb.

On suppose qua=2h.

Solution

1) Calcule de la contrainte

Etape 1:
R,=2P, R,=2P
RA 2F RB
4pj«h | t
M > _16P A A
T T YT TR
N bh” 4PI/3
12
Etape 2
2 P
=Zp, R =—
R 3 "3
P
Ra R
M P2 16PI t l TB
O, =—Y= 3 2 A A
e e
12 2PI/3

: o _32PI
Finalement .o, =0, +0, = s

2) Calcule du déplacement
Etape 1:

M, =RAx:4—; x=2P( x|

Ely’ =-M, :—4—;x+2P( x= 1)

4P , P 3
Ely=——xX+—(x=1)"+ G x+
x=0-> y:O—> Q=O

x=3l - y=0- clz—g1 PI?
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Chapitre V
Donc : Ely = 4P X +—P( X— I)3 _3 PI”x
18 3 4
135
=-=22pF
Vi) = TE) 36

Etape 2 :

P
M, =—x-P(x-2I
= x=P(x-2)
Ely" = —% x+ P( x-2I)
EIy=—1£8x3+—|Z(x—2l)3+Clx+C‘2
x=0 - y=0—»g=0

X:3| — y:0—> q:_%Plz

Donc : EIy:—£x3+—F)(x—2I)3—l PI2x
18 6 9

1
L — PI3
y2(x—|) 6
2
Finalement @y, \/ y2 (x= |))
\/ 36EI (
N PI®
Yoo =BT
Exercice 3:

Les poutres ayant un des moments d’inertie prinoidees grand par rapport a l'autre sont

trés sensibles aux déviations des chargementappont a I'axe principal de chargement.

Calculer la variation de la contrainte due a ungati®n de la charge de 2°.

Considérons le cas d’'une console en IPE600 de éurdu=3,5 m et ayant les caractéristiques

géometrique suivantes :

|,=118,3 16 mn

, =4520 14 mnt

h=610mm
b=224mm
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Z A

]
\

3.5 y

La poutre est sollicitée par une charge P= 50 kpliggpée a son extrémité libre. Calculer la
variation de la contrainte pour une déviation d#eR2° par rapport a I'axe z-z.
Solution

Pour une force axée :

* * *
O nax = MioYmax - PL B _ 50 10° #3500 305_ 45,IN /mnt
| | 2 118,3*10

z z

On écrit I'équation de I'axe neutre pour détermisen inclinaison par rapport a I'axey
lorsque la force est déviée de 2° par rapport ltke chargement verticalz
a=90-2=88

~118,3*10

=———— ctB8° =-0,91¢
4,52*10 ¢

tgB= —:—Z ctgy
y

Donc : L=-42,%F

On remarque que l'inclinaison de I'axe neutre gst timportante pour une petite déviation de

2°. Les contraintes maximales se trouvent aux partrémes de la section.

M, = (Pcosa) L M, = (PSinar) L a I'encastrement

M e =50*10° c0s2*350( M, =50*10" sin 2*350(

M, =1,749*16 Nmm M, =6,107*16Nmm

Zmax

_M,..Y M e max _ 1, 749*10 *305+ 6,107*10 *11:

Zmax = max + -

g
i | I, 118,3*10 4520*10

z

o, =60,23N /mnt

L’augmentation efo de la contrainte due a la déviation de la force es

Umax deviée

max centréekloo — 33, 5%
g

max centrée

g
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Chapitre VI lekion composée

VI.1) FLEXION COMPOSEE

hY

La flexion composée provient de I'action conjuguBene flexion due a un chargement
latérale et d'un effort axial (traction ou compies$ ou seulement de I'effet d’'un effort

normal excentré par rapport a I'axe moyen de I'&gin
VI.1.1) Flexion composée avec traction ou compressi

C’est le cas général d’'une poutre soumise a degements transversaux et longitudinaux,
ou un une section arbitraire, les effdvtg My, Qy, Qy ainsi queN sont présents.

En utilisant le principe de superposition, on paéterminer la contrainte normale globale en
un point quelconque de la section normale par :

M, .
g, =t—2y Contrainte due a,

M, i My
g,=t—=z  Contrainte due ail
ly
N, .
g,=% Contrainte due aiN,
A Nx

H A Mz My Nx
Donc la contrainte globale est donné par= + I in—ZiK

z y

VI.1.2) Traction ou compression excentrée

La flexion composée peut étre aussi le résultdtadéon d’'une force longitudinale excentré
par rapport a 'axe moyen de la poutre. On reneotdrcas de chargement généralement dans

les éléments courts sollicités par une force exéendont les coordonnées du point

d’application sont y; z.

y
7

z

p
L

e

Les efforts internes en une section quelconque:sont
N=P
M, =P*y,
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Chapitre VI lekion composée

— *
M, =P*z,
D’ou les contraintes en un point dans la section :

_N. M, M
g=—+—=2z+—-2Yy

A I

y z

P AM, AM,
o=—|1+———z+——2Ly
A P,

I P

U—E 1+z Az+y Ay
A P l, "1,
On pose : i :\/g rayon de giration suivant I'axe

Pl. 2 y
o=— 1+§z+_—2"y}
A{ Iy I

L’équation de I'axe neutre :
C’est I'ensemble des fibres dans les quelles la poutre ne subit duectien ou compression

c'est-a-dire la contrainte est nulle.

Z y
o=0=1+=2z+=2y

y z

D’aprés I'équation de I'axe neutre, ce dernier elgs axegz etyy aux points :

i2
y=0 , ZAN:_Z_y
P
Et
i2
z=0 , Yan =~
AN v

Donc I'axe neutre coupe les axes du quadrant opgeséelui du point d’application de la
force.

VI.2) LE NOYAU CENTRAL

On attendant par noyau central la région autouiedia force doit étre appliquée pour avoir

des contraintes de méme signe dans toute la sat#ita barre.
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Ou:
C’est la zone d’'une section droite, lorsqu’on aguéi dans laquelle un effort normal, toutes

les fibres seront tendue (ou comprimées).
VI.2.1) Construction du noyau central

Pour tracer la région du noyau central on doitrauigs étapes suivantes :
» On trace les tangentes a la section on négligeartareux.
» On détermine les centres de chargement correspbadamxes neutres traces a l'aide
de la formule du noyau central (axe neutre).
» On trace des droites par les points obtenus, lamdgprdée par des droits est le noyau
central de la section.
D’apres I'équation de I'axe neutre I'étendu de ézt®on comprimée ou tendue dépend de
I'excentricité de la force. Il est donc d’un graintérét pratique d’éviter dans la section droite
le développement des contraintes de traction duasférce compressive excentrique pour
assurer la résistance des barres en matériauefradd traction. On appelle noyau central de
section la partie du plan de la section droite eoant le centre de gravité et limitée par un
contour fermé, dans lequel la force appliquée pyoeades contraintes de méme signe en tous

les points de la section droite.

A

fantanf
N )

Le conteur du noyau central de la section est ohiter par I'ensemble des positions des

points d’application de la force excentrée qui fetser I'axe par tous les points tangents a la
section de telle maniere qu’elle ne le coupe rpdie.

Les coordonnées des points d’application de laef@ant déterminées d’'aprés les formules

suivantes :
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Ces formules traduisent la relation entre la pmsitie I'axe neutre et le point d’application de
la force. Quand I'axe neutre tourne par rappom paint fixeyy etz le point d’application de
la force se déplace suivant une ligne dréiene passant pas par le centre de gravité de la
section.
Exercice 1:

» Cas d’une section rectangulaire :

Pour le cas d'un rectangle par exemple quand liexgtre est coincidant avec AB : I'axe
R h
neutre coupe l'axg-y a Y., = Yo :E et ne coupe pas l'axez (zAN = oo).

Les cordonnées du point d’application de la foroerespondante a cette position de l'axe

neutre sont déterminées par :

Car

b6
D’une maniére analogue on détermine les coordonthégmint 2 correspond a une position

de I'axe neutre coincidente avec AD, et on trouve :
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b
y, =0 et yp:§

La liaison des deux points 1 et 2 correspond a la rotatioraxle heutre au pointz{, Yo)
passant de la position AB a AD.
Le contour du noyau central de la section rectangulaire estsande dont les deux autres
points 3 et 4 sont déterminés de la méme maniére que précedeniest+dt;dire quand I'axe
neutre passe de BA a AD et de AD a DC.

» Cas d’une section circulaire :

4
Ona:l = 7D
64
yA
v:v':E:R
2

VI.3) VERIFICATION A LA RESISTANCE

Pour une section symétrique, la condition de résistance s’écrit :

Exercice 2 :
1) Déterminer les contraintes normalgs,, et o, et la position de I'axe neutre dans la
section dangereuse de la poutre ci-dessous :
2) Si les angles que forme P avec les axes x-X, y-y et z-z sont B0°et690°
respectivement, déterminer la longueur L maximale de la poutre pour comtiainte

normale maximale ne dépasse pas celle provoquée par la force excentrée.
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Solution

1- Les contrainte, maximale et minimale sont données p

AT :
Application numérique : b pogokN
I

2 1 r 4

ijzb—:&:4800mm2 : -
12 12 — -~ ==
l - .
3 *_3
= hb® _ 200*240 _ 2.3*10° mm* -

12 12 4 )
,_h?_200 )
i2=—="-=3333,3n°
£ 12 12 >

3 Py - W
* i
IZ:bh _ 240*200 =1 6*1¢ mm? 3
12 12
z, =60mm Z,x —120mm
Yy, =50mm Yimax = 100mm
N =60*10°N

A=240*200= 48000mm’

_ 60*10° 60*120 50*10
g = 1+ +
meemt 48000 4800 3333,

0,..=5N/mn’
Donc :
o, =—2,5N /mm?

2- La force inclinée par rapport a I'axe moyen de la poutre provogeeflarion
composée dont les moments et I'effort normal résultant des proieci®la force sur

les axeg-y, z-z etx-x sont respectivement :

P, =Pcosa
P, = Pcosp
P, = Pcosy

N =P, =Pcosa

M, =PR,L=PLcosp

M, =P =PLcosy
N M M,

_ z
U_Ki | ymaxi | Z ax

z y
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o= Pc'zsa N ymaXPIL cosy . zmaXPIL coy’

z y

e A I I

z y

g - Pcosa _ L( ymaXPcosy+ Z,..P cos@]

VI.4) APPLICATION NUMERIQUE

Avec g, =5N/mm’

On obtient :
5_60*103 cos30_ 60*10 cos60*100 60*10 cos90*1
48000 1,6*16 2,3*1H
= 3,92 =209 mMm
0,0188
Exercice 3:

Déterminer le noyau central de la section suivante :

|, =2171, &m’ 5:2
i, =8,66cm? 1 ¢8,6
74,
|, =191cm’
' 200 1154 TS S - 182.6
i, =2,52cm’ T 1154
A=34,6&nm’
v 1
X :—iAvec {X:5’5 < : .
p — <« >
X x=-5,5 110

Donc : X, =% 11,54cm

i2 y =100
y, =——=>Avec
Py y=-100

Donc @y, =+ 74cm
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Exercice 4 :

Détermineromax €t omin de la poutre suivante.

Solution

M :My—Pcosax
Xx=0=>M :My:aPsina: 0,%Nm
X=l=M =-2,2%Nm

Psina

0, = ———=—=21,2N If

—(30*10‘2)

4

M, . 2,297F (30 .
O, =f—ty=t | ]

ly 7T (30+102)" \ 2
64
=+ 863,9KkN 7

o=0,+0,=21,22+ 863,9

o, =88513kN M
o, =-842,69kN M

Exercice 5:

)

a=30

2,29

La section de la poutre rectangulaire montrée adiglre ci apres est soumise a un effet de

compression excentfé& 2500 kN appliqué en un point de I'axe y a une distagcel20 mm

de l'axez
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Ay
) _'_Ie“—lzo p'\Mf
= Y pop— < >
h=600n s > ~ Y
\ 4
+“—>
b=300mn

a- Déterminer les contraintes dans les fibres extré&upérieurs et inférieures ;
b- Déterminer la valeur minimale de, pour qu'il n’'y ait pas de contraintes de traction
agissant sur la section.
Solution
a) Dans la fibre supérieure extréme, on a une con&ainale de compressianégale a :

_P,(Pe)n

as:a[ﬂj A2

2

2500*1C 6*120 .
g.= 1+ =30,6Mpa (Omax COMpression
: K 300*600}( 600 H P (Omax coMp )

Et sur la fibre inférieure extrénmg égale a :

o)
U
D

o= . =P_F&h
! (ﬁj A 2

2

o =KMJ(1— 6 120)} =-2,8Mpa (omaxtraction)

300*600 600

4 0%»=30,6Mpa

h/2

TN

|

h/2

Otma).z '2,8 Mpa

82



Chapitre VI lekion composée

P
: _ _ _ A_-1389_
Fibre neutre o(y,)=0=y, = e, = 310 250,02nm
I 54*10°
b) Pour que la section ne soit pas soumise a desaqutiets de traction, il faut que
0,=0
Et par conséquent :
_E :@_100
6 6

Il faut I'excentricité de I'effort P ne dépasse &9 mm

Exercice 6:

Calculer les contraintes normales aux points ACRt D et localiser I'axe neutre.

120mm
35mm

480kN

80mm

Solution
N, =—-480kN
ﬁ; = IEE =10
0
Torseur de section en G-: 0
Me =GE OF; =|M, =1200kNmm
M, =1920(KNmm

La contrainte normale en un point P quelconque :

oo =Ne Mgy My
A, l,
oP = 480*10° 3 19200*16 *1?Yp + 12000*10 *1%p
120*80 120*80 128 *80
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opr =-50-3,75* " +1,0417%Z"
Contrainte en A':
0, =-50-3,75%40+ 1,0417{- 6]
o, =-262,9Mpa
Les calculs sont identiques pour les points B, C, D :

o> =-137,9Mpa

o =162,Mpa
oo =37,9Mpa

Equation de I'axe neutrea) = ’\k —%Yp +%Zp =0
z Y

o =-50-3,75*% " +1,0417%Z" = (

-50-3,75% " +1,0417%Z" =

Z=3,6Y+48

500+ 3,7%°
1,0417
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