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RÉSUMÉ

Le sujet de cette thèse porte sur la modélisation et la simulation numérique des

écoulements turbulents compressibles issues des tuyères convergentes-divergentes de

différentes formes (coniques ou profilées). Les travaux antérieurs ont montré que

les modèles de turbulence standard étaient incapables de prédire correctement les

écoulements compressibles avec gradients de pression adverses. Dans ce travail, on

se propose d’introduire le modèle de turbulence à deux équations SST-V de Menter

qui nécessite pas de fonctions d’amortissements pour améliorer les prédictions de tels

écoulements. Ce modèle a ensuite été appliqué pour étudier les problèmes suivants :

• La simulation des écoulements turbulents compressibles dans les tuyères.

• La simulation des interactions supersoniques onde de choc/couche limite tur-

bulente.

• La simulation de la transition entre décollement libre et décollement restreint.

• L’étude du transfert de chaleur à travers la paroi d’une tuyère en écoulements

supersoniques.

Ces phénomènes jouent un rôle fondamental dans la conception et le fonction-

nement dans de nombreuses situations tant en aérodynamiques internes et externes,

ainsi l’échauffement par frottement turbulent en supersonique est important et un

refroidissement externe devient nécessaire pour le maintien de l’intégrité de la surface

de la tuyère.

La comparaison des résultats obtenus avec l’expérimentation dégage d’un accord

très satisfaisant, le modèle de turbulence SST-V apporte une nette amélioration de

prédiction de tels écoulements.



ABSTRACT

The subject of this thesis concerns modeling and numerical simulation of compres-

sible turbulent flows from convergent-divergent nozzles of different forms (shaped or

conical). Previous work has shown that the standard turbulence models were unable

to correctly predict the compressible flows with adverse pressure gradients. In the

present study, we propose to introduce the two-equation SST-V turbulence model

that requires no model functions to improve predictions of such flows. This model

was then applied to study the following problems :

• Simulation of turbulent compressible flows in nozzles.

• Simulation of supersonic shock wave/turbulent boundary layer interactions.

• The simulation of the transition between free separation and restricted separa-

tion.

• The study of heat transfer through the wall of nozzle in supersonic flows.

These phenomena play a fundamental role in the design and operation in many si-

tuations both internal and external aerodynamic and heating by supersonic turbulent

friction is important and external cooling is necessary for maintaining the integrity

of the surface of the nozzle.

Comparison of the results obtained with experimental data releases a very satis-

factory agreement, the turbulence model SST-V provides a significant improvement

in prediction of such flows.
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de Mach et Reynolds [4] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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et Msep = M0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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étude pour l’amélioration de la prédiction de la pression pariétale ) . 187

vii
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[51] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

5.60 La distribution de la pression statique le long de la paroi (entrée 2) . 219

5.61 La distribution du nombre de Mach le long de la paroi (entrée 2) . . . 220

5.62 Température de la paroi adiabatique calculée . . . . . . . . . . . . . . 221

5.63 Iso-contours calculés, en haut : nombre de Mach et en bas : débit mas-
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Fξ Flux eulérien dans la direction ξ

Fνξ Flux visqueux dans la direction ξ
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µt Viscosité turbulente

xvii



µef Coefficient de diffusion effectif de quantité de mouvement
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Ωij Tenseur de vorticité
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Chapitre 1

INTRODUCTION

” Je suis un vieil homme maintenant, et quand je mourrai et irai au paradis, il y a

deux sujets sur lesquels j’aimerais bien être éclairé. L’un est l’électrodynamique

quantique, et l’autre l’écoulement turbulent des fluides. Et à propos du premier je

suis plutôt optimiste ”

[Sir Horace Lamb]
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1.1 Généralité

Les précieux services offerts par les satellites actuels sont nombreuses et variées. Ils

comprennent plus sûr contrôle de la circulation aérienne, des rapports météorologiques

précises, les avertissements en temps opportun des risques environnementaux ainsi

que d’un choix plus large de programmes de télévision et l’amélioration des soins de

santé. Tous ces services que nous tenons aujourd’hui pour acquis et ont tendance à

oublier qu’ils n’existeraient pas si nous n’avions pas de lance-roquettes capables de

placer avec précision des satellites dans l’espace. Les véhicules spatiaux sont désormais

omniprésents dans l’activité humaine que ce soit en défense, météorologie, communi-

cations. Il est difficile d’avoir un chiffre exact, on peut estimer à un millier le nombre

de satellites artificiels en orbite autour de la terre. A ces satellites on peut ajou-

ter le lancement d’un autre bon millier de sondes spatiales. Il y a donc une grande

variété d’engins spatiaux et une grande variété de missions spatiales, chacune ayant

des besoins spécifiques.

La fusée est un dispositif qui stocke sa propre masse propulsive et expulse cette

masse à grande vitesse pour fournir une force de réaction, la poussée. Le propulseur est

indépendant de son environnement et, par conséquent, peut fonctionner dans l’espace

vide. Il y a deux groupes de propergols, liquides et solides. Beaucoup de lanceurs

d’engins spatiaux impliquent l’utilisation de deux types de roquettes, par exemple les

propulseurs à poudre attachés à des fusées à propulsion liquide. Fusées à combustible

solide sont généralement plus simples que le liquide, mais ils ne peuvent pas être

arrêtés une fois enflammés. Moteurs liquides peuvent être arrêtés après l’allumage et

en théorie pourraient être rallumés.

Le principe de la technologie des lanceurs spatiaux est simple, mais la mise en

œuvre est très compliquée. Les lanceurs spatiaux portes des charges très lourdes,

pour un espace de l’appareil le plus restreint possible. Ce cahier des charges mène à

l’utilisation de propergols hautement énergétiques délivrant des gaz de combustion à
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haute température (plus de 3000 K), et génèrent une pression élevée à l’intérieur de

la chambre (plus de 100 bars). Les sollicitations mécaniques et thermiques auxquelles

sont soumises les tuyères dépendent de l’état thermodynamique des gaz d’échappement.

Dans de telles conditions d’emploi, le choix des matériaux est primordial pour assurer

l’intégrité des composants.

Les ondes de choc sont au cœur de plusieurs applications technologiques et scienti-

fiques, comme par exemple l’injection de gasoil à haute pression dans une chambre de

combustion, l’allumage d’un moteur-fusée cryogénique ou l’échappement de gaz à tra-

vers une tuyère propulsive. Ces systèmes industriels mettent en jeu des phénomènes

qui sont sans doute parmi les plus complexes et les plus spectaculaires de la mécanique

des fluides : jets supersoniques, interférences de chocs, instabilités à grande échelle.

D’autres enjeux sociétaux concernent les risques industriels liés aux accidents et à la

sécurité civile. Comprendre l’influence des différentes échelles de la turbulence, de la

présence d’entités liquides ou d’obstacles solides sur la topologie du front de choc et

de l’écoulement supersonique associé constitue la principale difficulté scientifique de

ce domaine.

Dans la plupart des cas pratiques, l’effet des fluctuations de densité sur le champ

fluctuant de vitesse est assez faible, sauf dans des écoulements flottants, parce que

les fluctuations de densité constituent seulement une petite fraction de la densité

moyenne. L’effet de gradients de densité moyenne sur la turbulence, cependant, peut

être important dans certains cas. Pour de nombreuses applications, des modèles de

turbulence pour des écoulements incompressibles peuvent être adéquates pour des

écoulements à densité variable du même type, à condition que la densité moyenne

doive être insérée dans les équations différentielles ou dans les formules algébriques

liées les contraintes turbulentes et les taux de flux d’enthalpie à la vitesse moyenne

et au champ de température.

En plus de la variation de densité, un autre aspect essentiel de l’écoulement

compressible à haute vitesse est l’énergie. Un écoulement à grande vitesse est un
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écoulement à haute énergie. Lorsque la vitesse de l’écoulement diminue, une partie

de l’énergie cinétique est perdue et réapparâıt comme une augmentation de l’énergie

interne, ce qui augmente la température du gaz. Par conséquent, dans un écoulement

à grande vitesse, les transformations de l’énergie et les changements de température

sont des considérations importantes. De telles considérations relèvent de la science

de la thermodynamique. Pour cette raison, la thermodynamique est outil essentiel

dans l’étude des écoulements compressibles. Lorsqu’un fluide se déplace à des vitesses

comparables à la vitesse du son, des variations de densité deviennent significatifs et

l’écoulement est appelé compressible. Tels écoulements sont difficiles à obtenir dans

les liquides, car des hautes pressions de l’ordre 1000 atm sont nécessaires pour générer

des vitesses soniques. Dans les gaz, cependant, un rapport de pression de 2 seulement

est susceptible de causer un écoulement sonique. Probablement les deux effets les plus

importants et distinctifs de la compressibilité sur l’écoulement sont (1) l’étouffement,

dans lequel le débit est fortement limitée par la condition soniques, et (2) des ondes

de choc, qui sont des changements discontinus de propriétés dans un écoulement

supersonique.

1.2 Cadre de l’étude et plan de mémoire

L’objet de cette thèse est de contribuer à l’étude des phénomènes aérodynamiques

et thermiques dans le domaine de la propulsion.

Aujourd’hui la simulation numérique devient un incontestable progrès pour le cal-

cul des phénomènes physiques d’écoulements supersoniques compressibles, et il consti-

tue une aide précieuse à l’interprétation physique et à la visualisation des résultats

expérimentaux. La principale motivation de cette thèse est de pouvoir comprendre

l’effet de plusieurs paramètres qui gouvernent ces écoulement avec ou sans présence

des gradients de pression adverses.

Une onde de choc est une augmentation soudaine de la pression et de la densité
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sur une très mince ”onde” avant l’écoulement supersonique. Il est, bien sûr, régie par

les équations de conservation de masse, de mouvement et d’énergie, mais il en résulte

une diminution soudaine de la pression totale et l’augmentation de l’entropie ; la

dissipation est effectuée par la viscosité (telle que modifiée par le fait que l’épaisseur

de l’onde de choc est à seulement quelques fois le libre parcours moyen entre les

collisions de molécules de gaz), mais les détails de la perte totale de pression, etc, ne

dépendent pas de la viscosité. L’augmentation de l’entropie implique qu’un concentré

”onde de raréfaction” ne peut pas exister parce que l’entropie diminuerait.

L’interaction onde de choc/couche limite turbulente est une conséquence de l’écoul-

ement compressible, plusieurs recherches ont commencé d’améliorer les performances

des modèles de turbulence utilisés pour ce genre de phénomènes [1]. Différentes mo-

difications, portant par des termes des équations liés à la compressibilité, ou tra-

duisant indirectement les propriétés de la compression rapide de l’écoulement sur les

échelles mises en jeu, ont été testées au cours des vingt dernières années [2],[3],[4]. Les

améliorations demeurent limitées, Malgré ces efforts, et dépendent de la configura-

tion d’interaction. Il apparâıt donc manifestement que certains points clés relatifs aux

mécanismes physiques mis en jeu dans ce type d’interaction sont encore mal modélisés

ou même absents dans les modèles. La compréhension détaillée des phénomènes phy-

siques mis en jeu lors d’une interaction onde de choc/couche limite turbulente est

par conséquent encore aujourd’hui un enjeu important afin de rendre plus fiables

les prédictions numériques associées en suggérant de nouvelles idées en matière de

modélisation.

Plusieurs régimes d’écoulement peuvent exister comme conséquence de l’interac-

tion onde de choc/ couche limite, on peut citer :

1. Transsonique : une situation rencontrée lorsque le nombre de Mach critique

est dépassé, écoulement autour une aile d’avion passe du régime subsonique au

régime transsonique lorsqu’apparâıt une zone dans laquelle la vitesse égale à la
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vitesse du son (figure 1.1).

Figure 1.1. Écoulement localement supersonique sur une aile d’avion
volant en régime transsonique

2. Supersonique : Les écoulements supersoniques se rencontrent fréquemment dans

de nombreux domaines d’applications (tuyères de moteur-fusée, missiles, avions

de chasses et d’observations, prises d’air). Les phénomènes observés dans une

tuyère d’une soufflerie supersonique constituée d’un convergent et d’un di-

vergent séparés par un col sonique lorsque la soufflerie est amorcée (figure 1.2).

Figure 1.2. Écoulement supersonique dans une tuyère (Vulcain) avec
P0 = 110bars, T0 = 3646K, Umax = 4392m/s et Machmax = 4.76

3. Hypersonique : ces interactions ont lieu, par exemple, dans le cas de la rentrée
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atmosphérique, ces effets sont sensibles à des vitesses supérieures à 5 km /

s et un nombre de Mach supérieur à 7, alors ils peuvent déjà être pour plus

faible vitesses dans le cas d’un écoulement à travers une tuyère, où le fluide en

amont est hautement comprimé et chauffé avant la détente. Les mécanismes de

ces écoulements sont très courts. Ainsi, pour un véhicule de longueur L = 1m

se déplaçant à 10 km/s, est t = 0, 0001s. en raison de l’état de l’adhérence

à la paroi, la présence du véhicule est accompagné d’une décélération brutale

du fluide au voisinage de celui-ci. Cela implique la transformation de l’énergie

cinétique, très haute en amont du corps en énergie thermique au voisinage

de celle-ci, conduisant à l’apparition de niveaux d’énergie considérables. Par

exemple, la conservation de l’enthalpie totale h = CpT + u2

2
pour une navette

en mouvement à 6 km/s dans une atmosphère d’air à 200 K se traduit par :

CpTs = CpT∞ +
u2
∞
2

(1.1)

Où Ts est la température au niveau du nez de la navette. Dans ces condi-

tions, nous obtenons avec c∞ =
√
γrT∞ un M∞ = 22 et une température

TS = 19000K, un problème de flux de chaleur à la paroi, qui est la plus grande

difficulté technologique de ces vols hypersoniques. Il est donc essentiel d’obtenir

une prédiction précise des températures atteintes dans des conditions réelles de

vol, en tenant compte des modèles physiques appropriées. Etant donné que ces

températures sont supérieures aux températures de dissociation des molécules

de l’oxygène et d’azote (3000K à 6000 K pour l’oxygène et l’azote respective-

ment) qui sont les principaux constituant de l’air.
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Figure 1.3. Avion spatial hypersonique américain X-33

Une grande partie des points discutés précédemment constituent l’essentiel de

cette thèse.

Le premier chapitre sera consacré à une introduction non- exhaustive de la diver-

sité des paramètres qui gouvernent un écoulement turbulent compressible en présence

d’onde de choc, ainsi la dynamique à très hautes vitesses des systèmes propulsives.

Dans le second chapitre, il nous a paru utile de rappeler des phénomènes d’in-

teraction onde de choc/couche limite. En particulier, nous montrons deux aspects

essentiels dans un écoulement avec séparation de couche limite, qui sont, la théorie

de l’interaction libre pour décrire un décollement supersonique dont l’augmentation

de pression est indépendante des conditions en aval, passant plus en détail aux critères

permettant la détermination de la position du point de décollement et la pression pla-

teau pour un décollement libre.

Dans le troisième chapitre, nous rappelons des équations instantanées de Navier-
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Stokes (NS), puis une introduction au traitement statistique, faisant apparâıtre

un système d’équations ouvert. Une présentation de la méthode de fermeture des

équations de NS moyennées. Puis nous avons effectué une présentation des différentes

modélisations de la turbulence, en essayant de présenter en détail le modèle SST −

Menter retenu dans nos simulations numériques.

La description de la méthode numérique utilisée et le traitement des flux eulériens

et visqueux, de plus de la discrétisation explicite et implicite, constituent le quatrième

chapitre.

Dans le cinquième chapitre, une comparaison avec un cas-test est utilisée pour

mesurer et valider les performances du modèle de turbulence employé. Ce chapitre

consiste en l’exposé et l’analyse des différents résultats obtenus. Un accent tout par-

ticulier a été mis sur la présentation théorique, expérimentale et numérique sur l’art

de décollement libre et restreint dans une tuyère de différents formes de contours (co-

nique, TIC ou TOC). Puis l’étude du transfert thermique en écoulement compressible

constitue la seconde grande partie de ce chapitre.

Les annexes regroupent les différents points indispensables aux développements,

mais qu’il aurait été fastidieux d’inclure dans le texte. En particulier, nous exposons

les opérateurs implicites du flux visqueux, le système final d’équations à résoudre,

traitement des conditions aux limites et le passage aux coordonnées généralisées.
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Chapitre 2

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Les équations de Navier-Stockes sont composées de 3 équations (dites bilan mas-

sique, bilan des moments et bilan énergétique). On peut les représenter de la manière

suivante selon les 3 dimensions de l’espace (x1, x2 et x3) et du temps (t) :

Si quelqu’un trouve une solution à ces équations, merci de me la faire parvenir

par email car c’est un problème à 1 million de dollars ! En effet, l’institut Clay basé

à Cambridge a formulé 7 problèmes pour le nouveau millénaire et il offre 1 mil-

lion de dollars à qui trouve un de ces 7 problèmes dont l’équation de Navier-Stokes

fait partie. A ce jour, un problème a déjà été résolu : la conjecture de Poincaré

résolue en 2003 par le mathématicien russe Grigori Perelman. Pour voir l’énoncé

précis à résoudre pour Navier-Stokes :http ://www.claymath.org/millennium/Navier-

Stokes Equations/navierstokes.pdf
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2.1 Introduction

Les activités de recherche des propulseurs à propergol sont actuellement un sujet

de préoccupation majeur pour l’industrie et les chercheurs pour aider à améliorer la

performance du lanceur européen Ariane 5 et de réduire le coût d’accès aux satellites.

Afin d’augmenter la poussée du moteur Vulcain du premier étage, les efforts de re-

cherche actuels sont orientés vers le choix de tuyères à rapport section Ssortie/Scol de

plus en plus grande (de 45 pour Vulcain à 60 pour Vulcain2).

Ces types de tuyères sont adaptés à haute altitude où la pression extérieure est très

faible. La pression dans le jet de propulsion est supérieure à la pression ambiante et

la tuyère est entièrement amorcée.

En revanche, durant la phase de décollage et la première partie du vol, la pression

dans la chambre de combustion n’est pas suffisante pour permettre un écoulement

supersonique à travers toute la tuyère, l’écoulement est alors appelé ”sur-détendu”.

Il s’ensuit l’apparition de l’onde de choc dans le divergent qui modifie considérablement

la nature de l’écoulement dans la tuyère en raison de l’air extérieur est aspiré dans la

partie divergente (voir figure 2.1).

Dans tout type d’écoulement avec séparation, la circulation du fluide est per-

turbée et est ensuite soumis dans le divergent à des efforts parasites appelés ”charges

latérales”, ce qui peut conduire à des contraintes inacceptables du système de pro-

pulsion, le risque de perte de stabilité pour le lanceur ou même briser la tuyère. Les

couches limites laminaire et turbulente montrent que l’un des facteurs primordiaux

de la compressibilité est caractérisé par une augmentation rapide du déplacement re-

latif, c’est-à-dire le rapport de l’épaisseur de déplacement à l’épaisseur δ de la couche

limite.

Les effets de la couche limite, souvent négligeables en écoulement incompressible,

peuvent devenir très importants, lorsque des vitesses supersoniques s’établissent sur

l’obstacle étudié. Pourtant, en écoulement ralenti que les effets de la couche limite
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Figure 2.1. Tuyère LEATOC en présence de décollement t=0.408 ms

sont plus graves, un écoulement supersonique étant largement ralenti de façon brutal,

par l’onde de choc et les effets de la viscosité sont alors considérablement aggravés par

l’intensité des gradients de pression adverses impliqués et des phénomènes complexes

en raison de l’interaction qui se produit entre la couche limite et de l’onde de choc

dans le voisinage de leur rencontre. Le phénomène d’interaction onde de choc/couche

limite qui se produit chaque fois qu’une onde de choc rencontre une paroi joue un

rôle important dans de nombreux problèmes d’aéronautique.

En régime supersonique, l’interaction entre une onde de choc et une couche limite

turbulente est un phénomène fréquemment rencontré dans de nombreuses configura-

tions aérodynamiques, interne (tuyères, prises d’air, compresseurs) ou externe (na-

celles). Conséquences, souvent néfastes, ces interactions ont motivé de nombreuses

recherches variées. Ils sont à la fois sur des expériences en configuration réelle des

études en soufflerie de simples configurations d’interactions qui reproduisent la plu-

part des phénomènes observés, ou la modélisation analytique ou numérique de ces
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phénomènes. La complexité des phénomènes impliqués dans ces interactions rend

difficile de telles prédictions précises. La tuyère fonctionne alors en régime de sur-

détente (décollement de la couche limite), qui génère un choc de ré-compression ,

quittant la paroi, entre dans le divergent et provoque le décollement des couches li-

mites. La distribution de ces décollements est souvent aléatoire, rendant l’écoulement

dissymétrique et favorisant l’apparition de charges latérales. De plus, les fluctuations

des valeurs et directions induites par ces décollements peuvent affecter le vecteur de

la poussée résultant et nuire aux performances globales du véhicule. Ces phénomènes

sont instables et instationnaires et se produisent à des fréquences basses, typiquement

de quelques dizaines de Hertz dans le cas de Vulcain, ils impliquent des échelles qui

sont susceptibles d’être une source d’excitation aérodynamique de certains modes de

la structure et être préjudiciable à son intégrité. Les forces latérales sont un facteur

limitant dans la conception de géométries de tuyères, elles conduisent généralement à

un choix de tuyères plus épaisses (et donc plus lourdes), ou plus courtes dont la per-

formance sera plus faible, donc une diminution de la charge utile. Les causes exactes

de l’apparition de ces charges sont jusqu’à présent mal compris.

2.2 Interaction onde de choc/couche limite

Les écoulements transsoniques ou supersoniques sont principalement caractérisés

par la présence des ondes de choc, provoquées par une contre-pression aval obligeant

l’écoulement à redevenir subsonique dans le cas d’un écoulement interne et par la

présence d’un changement de pente d’une surface (paroi) pour un écoulement ex-

terne. Le contact des ondes de choc et les surfaces sur lesquelles se développe une

couche limite, produit un phénomène très complexe d’interaction qui s’accompagne,

si le choc est suffisamment intense, de la formation d’un décollement. La théorie de

l’interaction libre permet de prédire les risques de décollement lors d’une interaction

onde de choc/couche limite. Une description de cette théorie est donnée dans [1]. La
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simulation numérique des écoulements compressibles permet de décrire suffisamment

les phénomènes physiques d’interaction sous réserve de l’utilisation des méthodes de

discrétisation et des schémas numériques suffisamment précises avec des maillages

raffinés ; le choix du modèle de la turbulence dans de tels types d’interactions reste

problématique : en particulier la prédiction exacte du décollement d’une couche limite

sous l’impact d’une onde de choc et de son éventuel recollement demeure difficile.

Les résultats expérimentaux sur l’interaction onde de choc/couche limite des

écoulements 2D ont permis d’identifier avec précision le rôle joué par les princi-

paux paramètres intervenant dans le processus d’interaction. Également des lois de

corrélation ont été déduites en donnant la longueur amont de l’interaction, et la

limite des chocs provoquant la séparation et, d’une importance primordiale dans

les écoulements hypersoniques, du pic maximal de transfert thermique au rattache-

ment. La situation n’est pas tellement satisfaisante dans les écoulements 3D en rai-

son de la difficulté d’établir une description physique claire de l’organisation de ces

écoulements.

Les conséquences de grand nombre de Mach et d’enthalpie élevée, typiquement

pour les écoulements hypersoniques, sont multiples :

– En raison d’importante variation de la température dans les régions dissipa-

tives, la densité est soumis à une forte diminution dans la couche limite, par

conséquent, une amplification de l’effet de déplacement qui, conjointement avec

la dépendance à la pression-déflexion, conduit à d’importants effets de couplage

visqueux/non-visqueux.

– En raison des grandes différences de température dans le champ d’écoulement,

des conditions de paroi adiabatiques sont rarement atteintes, d’où un effet

spécifique de la température de la paroi.

– Dans les écoulements d’hyper enthalpie, l’échauffement provoqué par les ondes

de chocs affecte les propriétés thermodynamiques de gaz, les effets de gaz réels

résultant influencer l’écoulement.
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– Les ondes de choc formées dans l’écoulement sont très intenses et interagissent

fortement avec les couches limites donnant lieu à une amplification supplémentai-

re des effets visqueux.

– La conjonction de nombre de Mach élevé et la faible densité à haute altitude

tend à maintenir un régime laminaire sur une grande partie de la surface du

véhicule. Ainsi, on rencontre des situations où SWBLIs (Shocks Waves Boun-

dary Layer Interactions) sont laminaire ou transitoire, les gradients de pression

liés à l’interaction qui tend à précipiter la transition de la couche limite lami-

naire.

– Le choc formé devant un véhicule hypersonique étant à la fois intense et for-

tement courbé, le véhicule est entouré par une couche de fluide de rotation ou

d’une couche d’entropie qui affecte le développement de la couche limite et à la

suite de son interaction avec une onde de choc.

– Le fort couplage entre l’interaction et la partie non-visqueuse de l’écoulement

entrâıne des ondes de choc qui interfèrent entre eux pour créer des structures

complexes de choc.

2.2.1 Les interactions de base

Les trois interactions fondamentales entre une onde de choc et une couche limite

sont l’écoulement sur une rampe, le choc de réflexion incident et la discontinuité

de pression résultant de l’adaptation à une pression plus élevée en aval. Le premier

cas correspond à une surface de contrôle ou d’une rampe de compression d’admission

d’air, le second à la réflexion de choc à l’intérieur d’une prise d’air du type compression

supersonique mixte, le troisième à la condition à la sortie d’une tuyère sur-détendue.

1. La première configuration d’interaction onde de choc/couche limite et la plus

conceptuellement simple est l’écoulement sur une rampe. Un changement brusqu-

e de l’inclinaison de la paroi est à l’origine d’un choc à travers lequel l’écoulement
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entrant est soumis à une déflexion égale à l’angle de coin β

2. Le deuxième type d’écoulement est l’impact d’un choc incident (C1) sur une

paroi. Dans ce cas, l’écoulement entrant est soumis à une déviation ∆ϕ1 par le

biais de (C1), la nécessité de l’écoulement en aval d’être à nouveau parallèle à

la paroi entrâıne la formation d’un choc de réflexion (C2), la déviation par le

biais de (C2) étant ∆ϕ2 = −∆ϕ1.

3. Dans le troisième cas, l’onde de choc est provoquée par un saut de pression avec

une déviation ultérieure ∆ϕ de l’écoulement, tandis que dans les cas précédents

le saut de pression résultant d’une déviation de l’écoulement.

Dans la section suivante, nous allons examiner plus en détail la structure générale

des champs d’écoulement résultant de ces interactions.

2.2.2 La structure générale du champ d’écoulement

2.2.2.1 Écoulement sur une rampe de compression

Lorsque l’angle β de la rampe est faible, la structure globale de l’écoulement

n’est pas beaucoup affectée par l’interaction ayant lieu à l’origine de la rampe. La

différence principale est la répartition de la pression de la paroi, l’étape de la solution

non visqueuse étant remplacée par une montée progressive entre le niveau amont p0

et aval p1 correspondant aux chocs obliques. L’ étalement de la distribution de la

pression de paroi désigne le mécanisme d’ influence en amont à travers laquelle la

présence du choc se fait sentir en amont de son origine dans un fluide parfait, c’est

à dire, le sommet de la rampe. Cet effet est quantifié par la longueur l’interaction en

amont Lu définie comme la distance entre le début d’interaction (où la répartition

de la pression de la paroi commence à monter) et l’origine de la rampe ou le point

d’impact de choc incident dans le modèle d’écoulement non- visqueux.

Comme le montre la figure 2.2, cette propagation en amont résulte de l’existence

d’une couche subsonique dans la partie interne de la couche limite à travers laquelle
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aucun signal (une variation de pression) ne se propage à la fois dans les directions

amont et aval. La compression associée au choc provoque une dilatation progressive

de la couche subsonique, produisant dans la partie supersonique de l’écoulement des

ondes de compression qui fusionnent pour constituer le choc induit par la rampe

à une certaine distance de la paroi. Dans une couche limite turbulente, la couche

subsonique est extrêmement mince pour que ce choc se forme dans la couche limite qui

se comporte comme un fluide rotationnel non visqueux sur la plupart de son épaisseur.

L’interaction est dite un processus d’interaction rapide des forces de viscosité qui

jouent un rôle négligeable par rapport à l’action des conditions de pression et de

quantité de mouvement. Toutefois, en raison de la condition de non-glissement, afin

d’éviter les incohérences, une couche visqueuse mince en contact avec la paroi doit

être considérée. L’interaction manifeste une structure de l’écoulement en trois couches,

avec une zone externe non-visqueuse irrotationnelle (outer-deck), zone intermédiaire

non-visqueuse rotationnelle (middle-deck) et une sous couche interne visqueuse (inner-

deck) ([2],[3]).

Figure 2.2. La structure d’un écoulement sur une rampe sans
séparation de la couche limite

Au nombre élevé de Mach et de Reynolds, le profil de vitesse d’une couche limite
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turbulente est tellement rempli que la couche subsonique est excessivement mince.

Ensuite, comme représenté sur la figure 2.3, le choc provient d’une région très proche

de la paroi et se propage dans la couche limite où il est courbé en raison de la variation

du nombre de Mach.

Figure 2.3. Écoulement turbulent sans séparation sur une rampe à
nombre élevé de Mach et Reynolds [4]

Lorsque l’angle β de la rampe augmente (donc l’intensité du choc), la distance

d’influence en amont augmente en conséquence et une situation peut être atteint où

l’augmentation de pression est suffisante pour provoquer la séparation de la couche

limite (voir figure 2.4). Dans cette situation :

– L’influence des conditions en amont de la rampe, donc influence de la lon-

gueur Lu en amont, devient plus importante. Une nouvelle échelle est intro-

duite en conséquence comme la longueur de séparation Ls qui sépare le point

de séparation de celui de l’origine de la rampe ou de point d’impact théorique

de choc incident.

– Un premier choc se forme ainsi en amont de la rampe. Ce choc résulte d’une

déviation initiale de l’écoulement à la séparation.

– Un second choc provenant de la région de ré-attachement sur la rampe qui

coupe le choc de la séparation à une courte distance de la paroi au nombre de

Mach élevé.
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Figure 2.4. La structure d’un écoulement sur une rampe avec
séparation de la couche limite

La séparation et le ré-attachement étant progressive, les ondes de compression

induites coalescent avec les chocs à quelque distance de la paroi. Cependant, à nombre

de Mach élevé, la coalescence est si rapide que le choc de séparation et de recollement

qui se forment dans la couche limite et semblent provenir de la paroi. Fréquemment,

l’onde de choc a tendance à être incorporé dans la couche limite comme montré dans

la figure 2.5.

Figure 2.5. Écoulement sur une rampe avec séparation de la couche
limite à nombre de Mach élevé
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L’intersection des chocs de séparation et de recollement produit une structure

d’interférence de type choc/choc ([5],[6]). Dès que le nombre de Mach est supérieur

à environ 2, une détente centrée provenant du point triple I où les deux chocs se

réunissent pour rendre les écoulements en dessus et en dessous du point triple com-

patible. En écoulement hypersonique, cette détente est si proche de la paroi ce qui

conduit à une diminution importante de la pression lorsqu’il heurte la paroi. La fi-

gure 2.6 donne des exemples d’interactions hypersoniques turbulents à une rampe de

compression dans un écoulement hypersonique de Mach 9.22 avec et sans séparation.

Dans le cas avec séparation, une couche de cisaillement se développe entre l’écoule-

ment externe, au-dessous de choc de séparation, et la région de stagnation en contact

avec la paroi. Cette couche de cisaillement est une caractéristique essentielle des

écoulements séparés. Le long d’elle, l’écoulement à faible vitesse résultant de la

séparation est accéléré sous l’action de forces de viscosité (viscosité du fluide ou vis-

cosité turbulente) jusqu’à ce qu’elle atteint un niveau dynamique qui lui permet de

surmonter la seconde élévation de la pression au niveau de recollement. Puisque l’aug-

mentation de pression à la séparation ne dépend que des conditions d’écoulement en

amont, toute élévation de pression globale se traduit par une augmentation de la pres-

sion au recollement. Cela implique un déplacement en amont du point de séparation,

afin de permettre une plus longue phase d’accélération (ou de longueur de mélange)

du fluide dans la couche de cisaillement.

Dans le cas d’une couche de cisaillement impactant une rampe sous un angle élevé,

la situation au recollement est similaire à celui à un point de stagnation frontale,

taux de transfert de chaleur local donc très important, la température de stagnation

(moyenne) dans la couche de cisaillement étant comparable à celle de l’écoulement

externe. La différence dans les échelles entre écoulement sur rampe laminaire et tur-

bulent avec séparation est illustrée sur la figure 2.7. L’interaction laminaire a été

obtenue à Mach 10 dans une installation de faible nombre de Reynolds permettant

de maintenir le régime laminaire le long de l’interaction. La visualisation a été ef-
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a- interaction sans separation

b- interaction avec separation

Figure 2.6. Ombroscopie d’écoulement turbulent sur une rampe à Mach
9.2 [7]

fectuée avec la technique de fluorescence par faisceau d’électrons. Le cas turbulent

correspond à une interaction à Mach 8.6, la photo est une exposition d’ombroscopie

de courte durée. Pour l’interaction laminaire, l’étendue longitudinale est de l’ordre de

plusieurs épaisseurs de la couche limite, alors qu’elle est ici inférieure à une épaisseur

de la couche limite dans le cas turbulent.
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a- interaction laminaire à une jonction cylindre-entonnoir [8]

b- écoulement turbulent sur rampe [9]

Figure 2.7. Interactions laminaire et turbulente

2.2.2.2 Réflexion d’une onde choc oblique incidente

Dans cette configuration, une onde de choc est générée par un générateur de

choc constitué d’une plaque plane, avec un bord d’attaque aigu, inclinée d’un angle

α par rapport à l’écoulement uniforme entrant. Le choc oblique provenant du bord

d’attaque de la plaque impacte un mur droit face au générateur de choc. Délery

(1970) visualise le phénomène de choc de réflexion pour des valeurs croissantes de la

déviation primaire ∆ϕ = α à travers l’onde de choc incidente.

Lorsque le choc incident est faible, la structure générale de l’écoulement ne diffère

pas beaucoup du modèle de fluide parfait. Cependant, un examen plus attentif révèle
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que des phénomènes complexes se déroulent à l’intérieur de la couche limite. Ce type

d’interaction est présentée sur la figure 2.8.

Figure 2.8. Réflexion d’un choc oblique sans décollement

Le choc incident (C1) se courbe progressivement lors de sa pénétration dans la

couche limite en raison de diminution du nombre de Mach local. Corrélativement,

son intensité s’affaiblit et devient extrêmement faible lorsque le choc atteint la ligne

sonique. D’autre part, l’augmentation de pression à travers (C1) a tendance à se pro-

pager en amont de la région subsonique (εδ) de la couche limite, ce qui provoque un

épaississement de cette partie.

L’épaississement de la couche limite subsonique génère des ondes de compression

sortantes (`1) qui fusionnent rapidement pour former le choc de réflexion (C2). La

réflexion de ces ondes comme celui des chocs incidents qu’ils se propagent à travers

la couche de rotation quasi-non-visqueuse ((` − ε)δ0), provoque le système d’onde

secondaire (`2). Ces dernières ondes sont réfléchies par la ligne sonique comme des

ondes de détente (`3) qui sont clairement visibles, juste derrière le choc (C2).

Pour les très faibles chocs incidents, la distance d’interaction en amont est très
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Figure 2.9. LES compressible de l’interaction onde de choc/couche li-
mite turbulente à grand nombre de Reynolds, document de CTR (Center
of Turbulence Research) par : Ivan Bermejo-Moreno, Johan Larson et
Sanjiva Lele

courte, de sorte que la configuration d’écoulement ci-dessus est bien incorporée à

l’intérieur de la couche limite. Ainsi, à l’échelle d’écoulement externe, la seule onde
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de choc réfléchie est donc (C2) avec un angle de déviation ∆ϕ égale mais de signe

opposé à celui du choc incident (C1). Dans ce cas, la réflexion du choc est dite ”un

processus d’interaction faible” dans le sens que l’écoulement visqueux ressemble beau-

coup à l’écoulement non-visqueux. Cette ressemblance est aussi évidente lorsque l’on

tenir compte les distributions pariétales de la pression.

Une description théorique très approfondie du système d’onde résultant de la pro-

pagation d’un choc dans une couche limite a été donnée par Henderson [10]. Dans

cette approche, le choc de réflexion est réinterprété comme un processus de choc de

réfraction d’une couche non-visqueuse rotationnelle. Une grande variété de modèles

d’ondes a été construit par Henderson [10]. Pour les interactions faibles, ces modèles

sont généralement en bon accord avec les observations expérimentales. Cependant, ils

commencent à différer nettement de l’expérience, dès que l’intensité de choc incident

est augmentée.

Prenons le cas d’un choc incident assez fort pour séparer de la couche limite. Une

représentation très schématique du champ d’écoulement observé est représentée sur

la figure 2.10.

La couche limite sépare au point S, situé bien en amont du point où le choc ren-

contrerait la surface si le fluide était parfait. La montée rapide en pression lors de la

séparation à lieu à la suite de la propagation des ondes de compression dans un pre-

mier temps dans la partie supersonique de la couche limite , puis dans l’écoulement

non-visqueux externe . Ces ondes s’unissent pour constituer ce qui peut être interprété

comme le premier choc de réflexion (C2) à travers lequel l’écoulement non-visqueux

externe est tourné vers le haut de la paroi. Le choc (C2) croise le choc incident (C1

) au point H d’où émanent les deux chocs réfractés (C3) et (C4). Comme l’augmen-

tation d’entropie à travers (C1) et (C4) est généralement différente de celle à travers

(C2) et (C3), H est l’origine d’une ligne de glissement bien visible sur la figure 2.10.
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Figure 2.10. Réflexion d’un choc oblique avec décollement

Après l’intersection avec (C2), le choc (C1) est courbé à cause du gradient de

l’entropie en aval de (C2) et les ondes de compression générées par l’épaississement

de la couche limite (voir la figure 2.10). Ensuite, (C1) entre dans la couche dissipative

séparée, dont il est réfléchi en une onde de détente. On voit ainsi que l’impact de (C1)

sur la couche limite est similaire à une réflexion de choc à une pression constante de

limite libre, comme c’est le cas de la limite extérieure d’une grande région séparée.

2.2.2.3 Écoulement sur une marche montante

Le troisième écoulement est induit par une marche montante de hauteur h face

à l’écoulement entrant, voir la figure 2.11. Cet obstacle provoque la séparation de

l’écoulement au point S. La montée rapide de la pression qui accompagne la séparation

donne lieu à une onde de choc émanant d’un endroit très proche du point de séparation

S, et une zone séparée qui se développe entre le point de séparation S et la marche.

Il a été démontré dans de nombreuses expériences, que la majeure partie des

propriétés d’interaction onde de choc/couche limite sont presque indépendante de la

cause ayant provoquée la séparation, si en étant un obstacle solide ou une onde de
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Figure 2.11. Séparation supersonique dans une marche montante

choc incidente ([11], [12], [13]). En fait, les caractéristiques de la pression pariétale

statique pour les différentes configurations mentionnées ci-dessus sont les mêmes, voir

figure 2.12. La pression de la paroi présente une forte élévation peu de temps après le

début de l’interaction à 0. L’écoulement se sépare de la paroi en S, situé à une distance

Ls de 0. Puis la pression pariétale s’approche progressivement d’un plateau avec une

pression presque constante, désignée par PP la pression de plateau. L’étendue de ce

plateau reflète la taille de la bulle de recirculation fermée et PP correspond donc à

la pression de paroi dans la bulle. Une deuxième augmentation de la pression peut

être observée plus qu’on s’approche de point de recollement R. Ces caractéristiques

sont indépendantes de la géométrie en aval, comme déjà mentionné, tout se passe

comme si l’écoulement était entièrement déterminé par ses propriétés à l’amont de

l’interaction. Cette observation a mené Chapman et al. [12] pour formuler le concept
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d’interaction libre.

Figure 2.12. Distribution de la pression de paroi statique typique ob-
servée dans une rampe, choc de réflexion et sur une marche, [14] et
[15]

2.3 Théorie de l’interaction libre

Le concept de l’interaction libre a été introduit par Chapman [12] pour décrire

une séparation supersonique dont l’augmentation de pression est indépendante des

conditions en aval. Le processus de séparation est le résultat de l’interaction de la

couche limite et l’écoulement non-visqueux externe, dans le sens où la décélération et

l’épaississement de la couche limite génère un gradient de pression défavorable dans

l’écoulement, qui à son tour, favorise l’épaississement de la couche limite. Dans la

zone d’interaction libre, l’écoulement ne dépend que de l’état de la couche limite et

l’écoulement externe.

Le principe général de cette théorie et de pouvoir prédire le comportement d’un

écoulement uniforme supersonique lors de séparation de la couche limite, qu’elle soit

la cause de la séparation, induite par une contre pression, ou par une interaction avec
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un choc ou encore par un obstacle. L’origine de l’interaction est défini par l’abscisse

x0, un nombre de Mach M0 et une pression p0. La couche limite est caractérisée par le

coefficient de frottement Cf 0 et l’épaisseur de déplacement δ∗0. L’analyse théorique de

Chapman [12], suppose une loi de similitude en abscisse, et repose sur deux relations :

1. L’intégration de l’équation de la quantité de mouvement de la couche limite

avec utilisation des hypothèses de couche mine, donne l’expression suivante :

p− p0

q0

=
τw0l

δ∗0q0

x
l∫

x0
l

(
∂τ

∂y

)
δ∗0
τw0

dx (2.1)

p− p0

q0

=
Cf 0l

δ∗0
f1 (X) (2.2)

avec

X =
x− x0

l
, q0 =

1

2
ρ0u

2
0

où f1 est une fonction sans dimension considérée comme seule fonction de l’abs-

cisse normalisée X, et l une longueur de référence dite d’interaction définie à

partir de l’origine x0.

2. La deuxième expression est celle de couplage reliant l’épaississement de la

couche limite à la déviation de l’écoulement supersonique via l’expression linéaris-

ée de la relation d’onde simple de pression-déviation :

p− p0

q0

=
2√

M2
0 − 1

δ∗0
l
f2 (X) (2.3)

Où f2 est une fonction sans dimension. Par élimination du terme l/δ∗0 des ex-

pressions précédentes, on obtient :
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p− p0

q0

=
√

2Cf 0

(
M2

0 − 1
)−0.25

F (X) (2.4)

La fonction F (X) =
√
f1f2 est une fonction universelle, indépendante du nombre

de Mach et de Reynolds, déterminée par l’expérience.

La figure 2.13 montre la fonction de corrélation de la pression de paroi généralisée

F (X) obtenue par Erdos et Pallone [16]. La distance axiale à partir de l’apparition de

l’interaction a été normalisée à la longueur de séparation soit, l = Ls = xs−x0. Dans

le travail original de Erdos et Pallone la distance au niveau de plateau de pression

de l’écoulement séparé a été utilisée comme l’échelle de longueur caractéristique soit,

l = Lp = xp−x0. De la figure suivante des valeurs particulières de F peut être trouvé,

Fs = F (1) = 4.22 au point de séparation et Fp = F (4) = 6 au point de plateau de

pression.

Figure 2.13. La fonction de corrélation de la pression de paroi
généralisée F (X) pour un écoulement turbulent uniforme, par Erdos
et Pallone [16]

A partir de l’équation 2.4, on tire le critère de séparation déduit de la théorie de

l’interaction libre :
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pK
p0

= 1 +
γM2

0

2

√
2Cf 0

(
M2

0 − 1
)−0.25

FK (X) (2.5)

où K est l’indice relatif à la zone décollée. Cette formule est valable :

– soit en considère la formation d’un décollement caractérisé ou effectif, d’où

K ≡ p dans la formule qui calcule la pression plateau pp s’établissant dans la

zone de fluide décollé

– soit en considérant la pression ps au point de décollement physique S, c’est-à-dire

au point où le frottement pariétal passe par zéro, au tout début du phénomène,

quand la région décollée effective est encore extrêmement petite, d’où K ≡ s.

L’expression donnant la longueur de référence de l’interaction est obtenue en di-

visant les deux équations précédentes, d’où :

l

δ∗0
= k
√
Cf 0

(
M2

0 − 1
)0.25

(2.6)

où k égal à
√
f1/f2 est une fonction obtenue de l’expérience.

L’analyse du critère d’interaction libre indique que le saut de pression pp/p0 à

travers le choc de décollement dépend du nombre de Mach amont M0 et du coefficient

de frottement Cf 0 de la couche limite à l’origine de l’interaction. La variation du

coefficient de frottement avec le nombre de Reynolds est très faible, les corrélations

uniquement fonction du nombre de Mach amont M0 ont été proposées.

2.4 Critères de décollement

Plusieurs expériences ont été réalisées pour formuler des critères permettant d’éval-

uer la position du décollement et la pression plateau dans le cas de décollement

libre. Pour une tuyère sur-détendue, la position du point de décollement libre affecte

généralement la poussée. Ces critères fournissent en général le saut de la pression
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plateau pp en fonction des conditions à l’origine de l’interaction (p0,M0) qui, d’après

la théorie de l’interaction libre, pilotent le décollement. La pression plateau dans ces

critères est supposée être égale à la pression ambiante. Le critère de décollement per-

met alors de déterminer les conditions à l’origine de l’interaction et donc la position

de cette dernière. Pour prédire la position axiale du décollement, il est nécessaire de

connâıtre, par exemple, le rapport p0/pp. La position x0 du décollement naissant peut

ensuite être déduite à partir du profil de pression pariétale dans le vide.

2.4.1 Critère de Summerfield

Le critère de Summerfield [17] est assez ancien, tiré d’essais effectués dans des

tuyères surdétendues dans une gamme de rapports de pression pc/pa de 15 à 20 (où

pc indique la pression dans la chambre de combustion) :

p0

pa
= 0.4 (2.7)

2.4.2 Critère de Schilling

Une compilation effectuée par Schilling [18] de nombreux résultats expérimentaux

pour la séparation dans divers types de tuyères, Schilling propose deux corrélations

adaptées chacune à un type de tuyères :

1. Pour 90% des tuyères profilées tronquées alimentées, en air froid, les autres par

des gaz de combustion d’ergols liquides de type O2/H2 pour les autres :

p0

pc
= 0.582

(
pc
pa

)−1.195

(2.8)

2. Pour les tuyères coniques, de 20◦ de demi-angle de divergence, alimentées par

des gaz de combustion dont le rapport des chaleurs spécifiques γ = 1.2 :
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p0

pc
= 0.541

(
pc
pa

)−1.136

(2.9)

2.4.3 Critère de Schmucker

Schmuker a proposé un critère empirique à partir des données expérimentales

compilées dans ([19],[20]), issues d’essais sur les moteurs fusées à propergols liquides.

La corrélation proposée par Schmuker donnant le saut de pression est la suivante :

p0

pa
= (1.88M0 − 1)−0.64 (2.10)

2.4.4 Critère de Kalt et Badal

A partir d’une compilation de nombreuses expériences en jets froids et gaz réels

chauds provenant d’une combustion de propergols liquides ou solides, Kalt et Badal

[21] proposent la corrélation suivante :

p0

pc
= 0.667

(
pc
pa

)−1.2

(2.11)

2.4.5 Critère de Zukoski

Les expériences de Zukoski [22] sont basées sur l’étude des décollements face à une

marche ou à une rampe. Elles étaient limitées aux cas d’écoulements bidimensionnels

plans pour un domaine de nombre de Mach entre 1.4 à 6. Les expériences couvrent

un domaine de nombre de Reynolds de couche limite Reδ de (3 × 104 à 1.2 × 106)

et pour plusieurs rapports de la hauteur de la marche à l’épaisseur de la couche

limite, pour les conditions suivantes : couche limite turbulente, épaisseur de la couche
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limite inférieure à la hauteur de la marche. La pression plateau pp, de même que

les autres caractéristiques de la zone décollée, semblent indépendantes du nombre de

Reynolds. Cette indépendance justifie la corrélation proposée par Zukoski, liant le

saut de pression à travers le choc de décollement uniquement à la pression statique

p0 et au nombre de Mach amont M0. La corrélation de Zukoski s’écrit alors :

pp
p0

= 1 +
M0

2
(2.12)

Zukoski précise que cette corrélation est aussi en accord avec les valeurs de pression-

plateau obtenues dans les tuyères coniques sur-détendues de moteur-fusée, dans une

plage de nombre de Mach allant de 2 à 5,5. Une autre corrélation issue de l’étude

menée par Zukoski concerne la pression au point de séparation, ps.

ps
p0

= 1 + 0.73
M0

2
(2.13)

2.4.6 Critère de Green

La corrélation de Green [23] est donnée par :

Mp

M0

= 0.78 (2.14)

Cette corrélation est justifiée par de nombreuses expériences dans des tuyères

coniques à grand angle de divergence

2.4.7 Théorie de Reshotko et Trucker

Cette corrélation est donnée sous forme de rapport du nombre de Mach à travers

un choc de décollement. Reshotko et Trucker [24] proposent dans cette théorie une



36

méthode intégrale utilisée pour la prédiction l’effet de la variation brusque de pression

sur une couche limite turbulente supersonique à Mach inférieur à 3. L’analyse part

des équations de la couche limite ou le terme de frottement a été négligé. Il est de

plus supposé que l’enthalpie totale est constante au travers de la couche limite, ce qui

implique un flux de chaleur nul à la paroi. Après la transformation des équations sous

forme incompressible, et leur intégration, on arrive à une expression reliant le rapport

des nombres de Mach avant et après la séparation à une fonction du paramètre de

forme transformé H :

Mp

M0

=
f
(
Hp

)
f
(
H0

) (2.15)

avec

f
(
H
)

=
H

2
exp

(
1

1+H

)
(
1 +H

)√
H

2 − 1

(2.16)

Et H est relié au paramètre de forme réel H par :

H =
γ − 1

2
M2

(
H + 1

)
+H (2.17)

Cette analyse est appliquée pour prédire l’apparition du décollement induit par

une onde de choc. Cet état de décollement naissant sera défini comme la situation

où le paramètre de forme Hp prend en aval de la discontinuité une valeur égale à 2.2

qui caractérise un profil de décollement. Ainsi, en prenant un paramètre de forme

H0 = 1.286 correspondant à celui d’une couche limite turbulente sur plaque plane,

on a :

Mp

M0

= 0.762 (2.18)
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L’influence du nombre de Reynolds est prise implicitement dans cette corrélation

à travers le paramètre H0

2.4.8 Critère de Campbell et Farley

Des résultats d’essais de décollement dans des tuyères coniques avec des demi-

angles de 15◦, 25◦ et 29◦ ont été présentés par Campbell et Farley [25]. Le fluide utilisé

était de l’air chauffé à 920K. Des résultats en air froid furent également obtenus. Les

données montrent une corrélation pour un rapport des nombres de Mach à travers le

choc de :

Mp

M0

= 0.76 (2.19)

2.4.9 Critère de Lawrence et Weynand

La séparation de l’écoulement d’air à température ambiante dans plusieurs tuyères

bidimensionnelles et de révolution, à angle de divergence constant ou à divergent pro-

filé, a été étudiée par Lawrence et Weynand [26]. L’objectif de cette étude est l’analyse

de l’effet du contour géométrique du divergent sur le décollement. Cette étude aboutit

à la conclusion que les pressions de décollement dans des tuyères bidimensionnelles

ou axisymétriques répondent au même critère :

Mp

M0

= 0.8 (2.20)

Sur la figure 2.14, une comparaison des critères avec des données des expériences

sont présentées. Comme indiqué sur la figure une dispersion importante des points de

données peut être observée. C’est ce qui explique l’avis de la NASA de l’addition d’une
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Figure 2.14. Comparaison des modèles simples de prédiction de
séparation pour (p0/pa) avec les résultats expérimentaux. La forme de
symbole dans la légende indique dont l’enquête, les données sont prises
et les couleurs des symboles correspondent à des configurations de buses
différentes testées, voir Frey [27]. également publié dans [28], (remarque
psep = p0 et Msep = M0)

marge de 20% dans le calcul de la position de décollement et souligne la nécessité

de nouveaux critères plus fiables. L’une des principales raisons de l’accord non satis-

faisant, c’est que tous les critères ci-dessus comprennent deux mécanismes distincts

impliqués dans le saut de la pression de l’écoulement dans une seule expression. Ce

fait a été déjà réalisé dans les années 1960 par Arens et Spiegler [29], Carrière [30] et

par Laurent [31]. Ce dernier a suggéré que la pression p0/pa doit être divisée en deux

parties, une partie de la montée de la pression critique, p0/pp, associée au choc de

séparation et une seconde pour la montée en pression dans la zone de recirculation,

pp/pa.

Pour la modélisation du premier mécanisme (la montée de pression de début de

l’interaction p0 jusqu’au pp), la théorie de l’interaction libre peut être utilisée. L’aug-
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mentation de la pression au niveau du choc (rapport p0/pp) est donc assez facilement

modélisable 1. Pour la remontée de pression associée à la zone décollée (rapport pp/pa),

la situation est très différente car les modèles manquent. Les expériences indiquent

que de nombreux paramètres (géométrie de la paroi en aval du point de décollement,

longueur de la zone de décollement, courbure de la paroi [32]...) influencent de manière

significative l’augmentation de la pression dans cette zone. Malgré ces difficultés, de

nouveaux modèles fondés sur cette décomposition du rapport p0/pa, tels celui de

l’ONERA [33], ont été développés. Les résultats obtenus pour la tuyère LEA sont

très encourageants et meilleurs que ceux fournis par des critères plus classiques [33].

1. En considère les critères utilisant un rapport de pression, en remplace pa par pp
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Chapitre 3

MODÈLES DE TURBULENCE

”La prévision est un art difficile, surtout quand elle concerne l’avenir”

[Niels Bohr, Prix Nobel de physique 1922]
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3.1 Introduction

Dans la première moitié du XIXe siècle, l’existence de deux types d’écoulements

différents, maintenant appelés laminaire et turbulent, fut mise évidence par St VE-

NANT [1]. La turbulence est un phénomène physique caractérisé par des fluctua-

tions aléatoires en temps et en espace, des propriétés de l’écoulement. Les fluc-

tuations recouvrent, quand le nombre de REYNOLDS est élevé, une large plage

d’échelles spatio-temporelles, qui vont de l’échelle macroscopique, dépendant essen-

tiellement de la géométrie du problème, à l’échelle moléculaire dominée par les effets

visqueux, qui contribuent à dissiper l’énergie cinétique des fluctuations en chaleur.

Dans cette partie, nous allons présenter en détail les équations utilisées pour modéliser

les écoulements turbulents.

Les équations de NAVIER-STOKES qui régissent l’écoulement d’un fluide newtonien,

sont présentées. A ces équations vient se rajouter l’équation d’état des gaz parfaits

permettant de fermer le système en reliant la pression aux autres variables ther-

modynamique. Pour de faibles valeurs du nombre de REYNOLDS, l’écoulement est

dominé par la diffusion visqueuse et les équations admettent des solutions régulières.

On parle dans ce cas de l’écoulement laminaire. Pour des valeurs élevées du nombre

de REYNOLDS, le temps visqueux plus grand devant le temps cinétique, qui ne per-

met point aux effets visqueux de gommer les fluctuations (car le temps nécessaire

de gommer les perturbations est plus grand par rapport de celui de déplacement

des particules pour traverser une parcours caractéristique l). Des fluctuations rapides

de vitesse et de pression et de masse volumique dans le cas d’un écoulement com-

pressible, apparaissent et l’écoulement devient turbulent. La résolution numérique

des équations de NAVIER-STOKES requiert un choix d’une discrétisation spatio-

temporelle extrêmement fine, afin de représenter correctement toutes les échelles

de l’écoulement. Cependant c’est Osborne REYNOLDS [2] qui a fondu la première

théorie de la turbulence en considérant les conditions sous lesquelles l’écoulement
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laminaire dans un tuyau se transforme en écoulement turbulent. Ceci conduit REY-

NOLDS à formuler un critère général de similitude dynamique pour les écoulements

des fluides visqueux incompressibles,ce critère est fondé sur les valeurs de REY-

NOLDS, du nom de son créateur.

Re =
UL

ν
(3.1)

Où U et L sont les échelles caractéristiques de vitesse et de longueur de l’écoulement

et ν la viscosité cinématique du fluide. Ce nombre de Reynolds peut être interpréter

par le rapport des valeurs caractéristiques des forces d’inertie aux forces visqueuses

agissant dans le fluide. Les forces d’inertie qui produisent le mélange de différents vo-

lumes de fluide se déplaçant avec des vitesses différentes, produisent aussi un transfert

d’énergie entre les composantes à grandes échelles du mouvement et celles à échelles

plus petites. Elles assistent ainsi à la formation d’hétérogénéités de petites tailles dans

l’écoulement qui sont caractéristiques du problème de la turbulence. Les plus petites

échelles spatiales de turbulence sont de la taille de l’échelle de KOLMOGOROV [3] :

η =

(
ν3

ε

) 1
4

(3.2)

Où ε représente le taux auquel l’énergie cinétique k des fluctuations turbulentes

est détruite, aux plus petites échelles, par effet de la viscosité du fluide. Le taux de dis-

sipation (destruction) ε doit être égal au taux auquel l’énergie cinétique turbulente k

est produite, aux grandes échelles, par effet des déformations auxquelles l’écoulement

est soumis. L’analyse adimensionnelle nous permettant d’écrire :

ε ∼ k
3
2 l−1 (3.3)

Le nombre de points nécessaires pour discrétiser le domaine de calcul est :
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(
l

η

)3

=

(
l
√
k

ν

) 9
4

= Ret

9
4 (3.4)

Où Ret est le nombre de Reynolds turbulent. L’énergie cinétique turbulente k est

lié au taux de déformation macroscopique k ∼ U2 et Ret ∼ Re. Le nombre de points

de simulation augmente comme Re
9
4 . Par exemple, pour un avion en vol, Re ≈ 108,

le maillage de cet écoulement nécessite un nombre d’environ 1018 points, la résolution

dans ce cas est trop coûteuse. Le pas de temps est de l’ordre de l’échelle de temps de

KOLMOGOROV :

τ =
(ν
ε

) 1
2

Des estimations effectuées par SPALART [4], nous disant que, pour calculer des

écoulements stationnaires réalistes en aérodynamique par la résolution directe des

équations de Navier-Stokes, il faudrait utiliser d’environ 1016 points de maillage tri-

dimensionnel (3D) et effectuer environ 107.7 itérations en temps. Si l’on considère le

taux de progrès des moyens informatiques dans les années qui viennent, on pourrait

espérer commencer les premiers calculs de ce genre, uniquement dans un but de re-

cherche, à partir de l’année 2080 ! ! ! En réalité, même si l’on disposait de l’évolution

complète en espace et en temps d’un écoulement turbulent, on devrait toujours, dans

la pratique, effectuer des moyennes du champ aérodynamique afin d’extraire les in-

formations qui nous intéressent. On peut alors envisager de résoudre une version

moyennée des équations de Navier-Stokes, ce qui nous permet de plus de réduire

les temps de calcul tout en fournissant suffisamment d’informations sur l’écoulement

pour des applications pratiques. L’opération de moyenne fait apparâıtre des inconnus

supplémentaires dans les équations et le problème n’est donc plus fermé.
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3.2 Modélisation de la turbulence

La résolution exacte des équations de Navier-Stokes non linéaires reste un problème

ouvert à l’heure actuel, il y a pas de théorie permettant d’obtenir ni l’existence ou

l’unicité d’une solution à de tels systèmes. La résolution des équations de Navier-

Stokes appartiennent à cette classe de problème. Bien que les équations de Navier-

Stokes soient déterministes, il n’est pas évident ou d’ailleurs impossible de pouvoir

prédire le comportement d’une solution quel que soit le temps. Ce problème requiert

une prévision infinie sur les conditions initiales. Un exemple de ce comportement

imprédictible est donné par les prévisions météorologiques. Par ailleurs, on ne sait

pas montrer mathématiquement, l’unicité des équations de Navier-Stokes munies de

conditions initiales quel que soit le temps.

Les écoulements turbulents sont fortement instationnaires avec des variations très

irrégulières. Le caractère fortement non linéaire est associé à la coexistence dans

l’écoulement de mouvements à des échelles très différentes, avec lesquelles l’énergie

de l’écoulement est transférée et la répartition de cette énergie s’effectue depuis les

grosses structures jusqu’aux plus petites par l’écoulement moyen, avec une taille limité

par la géométrie de l’écoulement. La limite des plus petites structures est liée aux

effets dissipatifs (échelle de Kolmogorov).

Lorsque le régime d’écoulement est pleinement turbulent, les particules fluides sont

rassemblées en agglomérats de tailles plus ou moins importantes. Ceux-ci forment et

se déforment continuellement dans l’espace et le temps conférant à l’écoulement sa

complexité. L’étude détaillée des grandeurs physiques met à jour des variations d’une

telle irrégularité qu’il convient de les représenter par des variables aléatoires fonc-

tion de l’espace et du temps. On est alors amené à traiter le problème sous forme

statistique. Dans ce cas les variables sont décomposées en une grandeur moyenne et

une grandeur fluctuante, ce traitement provoquera l’apparition d’autres inconnues

les reliant les unes aux autres. Le système d’équation obtenu est dit ouvert (nombre
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d’inconnues supérieur au nombre d’équations), le terme du second ordre issu de la

moyenne des équations de Navier-Stokes est appelé tenseur de contraintes de Rey-

nolds désigné par −ρ̄ũ′′i u′′j . L’objectif de la modélisation des écoulements turbulents

consiste à proposer des solutions permettant de relier le tenseur des contraintes de

Reynolds aux variables moyennes connues. Les modèles de fermeture de turbulence

ainsi développés sont classés généralement selon l’ordre de fermeture, allant de la

fermeture la plus simple mettant en œuvre des relations algébriques à celles qui in-

troduisent une ou plusieurs équations de transport. Leur degré de complexité reflète

la prise en compte des effets mémoire de la turbulence au sein de l’écoulement, et aux

caractères tridimensionnel et anisotrope de la turbulence. Ces modèles peuvent être

regroupés en deux classes :

– Modèle à viscosité turbulente

– Modèle du second ordre

Lorsque les écarts de température deviennent importants, ou lorsque le nombre de

Mach augmente, les écoulements visqueux sont alors le siège de phénomènes nouveaux.

Les fluctuations de pression entrâınent des fluctuations de température et de masse

volumique, qui modifient les mécanismes de transport de la quantité de mouvement

et créent des sources de transfert de chaleur. En outre, les fluctuations de vitesse

ne sont plus, a priori, irrotationnelles. Cet ensemble de caractéristiques ajoute une

complexité considérable au travail de la modélisation de la turbulence qui reste, même

en incompressible, l’une des clés de l’élaboration de calcul en aérodynamique.

En aérodynamique, de nouvelles difficultés apparaissent aux régimes transsonique,

supersonique et hyperbolique pour la prévision du comportement des couches limites.

Souvent, ces écoulements contiennent des ondes de choc ou des faisceaux de détente

rapides qui conduisent, par interaction avec la turbulence dans les couches limites

notamment, à des configurations qui constituent encore un défi pour les méthodes de

calcul. Cependant, l’effet des gradients de pression reste encore mal cerné, d’autant

plus qu’ils sont souvent associés à une variation appréciable de la pression dans la
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direction normal à la paroi, contrairement à ce qui se passe pour les écoulements

régis par les équations de la couche limite, ces équations peuvent être dérivées des

équations de Navier-Stokes en supposant une couche limite mince et la composante

de la vitesse normale à la paroi est négligeable devant la composante tangentielle, ce

qui implique que le gradient de pression suivant la normale à la paroi est nul.

Nous allons intéresser dans cette étude à la manière de moyenner les équations de

Navier-Stokes lorsque l’on est confronté à des écoulements compressibles. Nous allons

ensuite analyser ces différents termes supplémentaires que l’opération de la moyenne

fait apparâıtre dans les équations et la manière de les modéliser.

3.3 Description statistique

Lorsqu’un écoulement est devenu turbulent, il n’est pas possible de contrôler le

détail de l’ensemble des mouvements d’agitation. Deux expériences d’écoulements tur-

bulents avec de conditions initiales et aux limites identiques, donnent deux champs de

vitesse et pression différent ! C’est une question fondamentale de perte de déterminisme

physique de la solution, sensibilité aux conditions initiales et aux limites. Nous nous

limiterons ici à tirer les conséquences de ce constat en termes de traitement statistique

à l’échelle macroscopique.

L’idée de base de l’approche probabiliste de la turbulence consiste à considérer

que la répétitivité des conditions initiales et aux limites n’est physiquement possible

qu’à un niveau de tolérance tel qu’il interdit la répétition effective de l’écoulement

turbulent dans tous ses détails.

Vu l’impossibilité de la solution analytique des équations de Navier-Stokes, le pas-

sage à la discrétisation permet une approche numérique de la solution, et ce passage

fait introduit les deux inconvénients suivants :

– La méthode de calcul est aveugle aux phénomènes ou changements qui se

passent entres les mailles
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– Des erreurs de troncature sont introduites par l’hypothèse faite sur les variables

entre les points nodaux (précision de la méthode)

Cette discrétisation a donc une propriété de filtrage, qui peut se regrouper en trois

types

1. Décomposition statistique : pour l’obtention des grandeurs moyennes d’un

écoulement turbulent, pour une approche déterministe, il faudrait effectuer une

moyenne d’ensemble sur un certain nombre de réalisations obtenues par la

résolution des équations exactes. Pour une approche statistique, une moyenne

temporelle sera faite sur les équations elles-mêmes, plutôt que sur leur solution.

La solution ne transporte aucune information sur sa composante fluctuante, les

informations sur la turbulence sont portées par des variables propres telles que

les contraintes de Reynolds

2. Méthode de macro-simulation : cette méthode repose d’après Kolmogorov,

sur le fait que les grosses structures responsables aux transports de plus grande

partie de l’énergie cinétique turbulente, et donc déterministes pour le compor-

tement de fluide, ne sont pas homogènes et isotropes. Alors que les petites

structures responsables de la dissipation de l’énergie transférée par les grosses

structures, sont poches de l’isotropie et ont un caractère plus universel. C’est

pour cette raison que le calcul déterministe se limite aux phénomènes à grandes

échelles, et que les petites échelles sont modélisées. C’est le type de modélisation

de sous-maille couplée à simulation des grandes échelles

3. Simulation numérique directe : dans ce type, les équations de Navier-

Stokes sont résolues sous leur forme vectorielle.

Par l’intermédiaire de ces trois approches citées, nous sommes passées d’un point de

vue déterministe à une attitude statistique. Si on considère une fonction de densité

de probabilité (pdf) pour d’être à l’intervalle [a, b].
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prob(a ≤ φ ≤ b) =

b∫
a

p(φ)dφ (3.5)

Cette probabilité devient égale à 1 si les bornes a et b sont rejetées à -∞ et +∞

respectivement

+∞∫
−∞

p(φ)dφ = 1 (3.6)

Le premier moment de cette fonction de probabilité de densité donne la valeur

moyenne de la variable φ :

φ̄ =

+∞∫
−∞

φp(φ)dφ (3.7)

Les variations de φ̄ dans l’espace et le temps dépondront de celles p(φ)

3.4 Types de Moyenne

Toute grandeur φ peut être décomposée en

φ = φ̄+ φ′, φ′ = 0 (3.8)

La partie moyenne représente ce qui est raisonnablement calculable, ou bien la

partie déterministe

Moyenne d’ensemble : définie comme la moyenne statistique sur des réalisations

indépendantes φ(i)

φ̄(x, t) = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

φ(i)(x, t) (3.9)

Cette moyenne est aussi appelée moyenne de Reynolds

φ̄(x) = lim
T→∞

1

T

t+T∫
t

φ(x, t)dt (3.10)
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Cette moyenne est valable pour des écoulements statistiquement stationnaires

Moyenne spatiale :

φ̄V (t) = lim
V→∞

1

V

∫∫∫
V

φ(x, t)dt (3.11)

Peut être utilisée pour une turbulence homogène, c’est-à-dire pour un écoulement

turbulent qui est uniforme en moyenne dans toutes les directions.

Moyenne de Favre : Cette moyenne est effectuée sur des variables conservatives

associées ρUi, ρEt, ρe, ρT , ρk, ρε, ρω. Elle est appelée moyenne pondérée par la

masse. Plusieurs Auteurs, tels HESSENBERG [5], DEDEBANT et WEHRLE [6],

VAN MIEGHEN et DUFOUR [7], BLACKADAR [8] et FAVRE [9], établiront des

équations pour les écoulements turbulents compressibles en moyennant le produit de

la vitesse et la masse volumique et en divisant le résultat par la valeur moyenne de

la masse volumique. Plus tard, FAVRE [10] étendit ce principe à toutes les variables

dépendantes, excepté la masse volumique et la pression. Cette moyenne peut être

introduite statistiquement comme une moyenne ordinaire à travers la fonction de

densité de probabilité jointe :

p̃(φ) =
1

ρ̄

∞∫
0

ρ pρφ (ρ, φ) dρ (3.12)

Ainsi, moyennes pondérées par la masse, variances et corrélations d’ordres supérieurs

suivront en tant que moments de cette fonction de densité de probabilité.

φ̃ =
ρφ

ρ̄
=

∫
φp̃(φ)dφ (3.13)

φ̃′′2 =
ρφ′′2

ρ̄
=

∫
(φ− φ̃)2p̃(φ)dφ (3.14)

φ̃′′3 =
ρφ′′3

ρ̄
=

∫
(φ− φ̃)3p̃(φ)dφ (3.15)
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et

f̃(φ) =

∫
f(φ)p̃(φ)dφ (3.16)

Relations entre moyennes conventionnelles et pondérées


φ = φ+ φ′ moyenne selon Reynolds

φ = φ̃+ φ′′ moyenne selon Favre

ρ = ρ+ ρ′

(3.17)

 φ̃+ φ′′ = φ+ φ′ → φ̃+ φ′′ = φ

ρφ = ρφ+ ρ′φ′ → ρφ
ρ

= φ+ ρ′φ′

ρ

(3.18)

φ̃ = φ− φ′′ (3.19)

posant

φ̃ =
ρφ

ρ

La fluctuation suivant Favre est donnée en fonction la fluctuation conventionnelle

par  φ̃ = φ+ ρ′φ′

ρ
= φ+ φ′′

φ′′ = −ρ′φ′

ρ
= −ρ′φ′′

ρ

(3.20)

On obtient la relation donnant la moyenne de Favre en fonction de la moyenne

conventionnelle

φ̃ = φ− φ′′ (3.21)

 φ1 = φ1 + φ′1 = φ̃1 + φ′′1

φ2 = φ2 + φ′2 = φ̃2 + φ′′2

φ̃1φ2 = φ1φ2 − (φ1φ2)′′ = φ1φ2 +
ρ′ (φ1φ2)′

ρ
(3.22)
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φ1φ2 = φ1φ2 + (φ1φ2)′

φ̃1φ2 =
˜

(φ̃1 + φ′′1)(φ̃2 + φ′′2) =
˜̃
φ1φ̃2 +

˜̃
φ1φ′′2 +

˜̃
φ2φ′′1 + φ̃′′2φ

′′
1 (3.23)

φ̃1φ2 = φ̃1φ̃2 + φ̃′′2φ
′′
1 = φ1φ2 +

ρ′ (φ1φ2)′

ρ

φ1φ2 = (φ̄1 + φ′1)(φ̄2 + φ′2) = φ̄1φ̄2 + φ′1φ̄2 + φ′2φ̄1 + φ′1φ
′
2 = φ1φ2 + (φ1φ2)′ (3.24)

(φ1φ2)′ = φ̄1φ̄2 + φ′1φ̄2 + φ′2φ̄1 + φ′1φ
′
2 − φ1φ2 (3.25)

φ̃1φ2 = φ1φ2 +
ρ′φ̄1φ̄2

ρ
+
ρ′φ′1φ̄2

ρ
+
ρ′φ′2φ̄1

ρ
+
ρ′φ′1φ

′
2

ρ
− ρ′φ1φ2

ρ
(3.26)

φ̃1φ2 = φ̄1φ̄2 + φ′1φ
′
2 + φ̄2

ρ′φ′1
ρ

+ φ̄1
ρ′φ′2
ρ

+
ρ′φ′1φ

′
2

ρ
= φ̃1φ̃2 + φ̃′′1φ

′′
2 (3.27)

φ̃′′1φ
′′
2 = φ̄1φ̄2 + φ′1φ

′
2 + φ̄2

ρ′φ′1
ρ

+ φ̄1
ρ′φ′2
ρ

+
ρ′φ′1φ

′
2

ρ
− φ̃1φ̃2 (3.28)

Avec :

φ̃1 = φ̄1 +
ρ′φ′1
ρ

et φ̃2 = φ̄2 +
ρ′φ′2
ρ

Finalement la relation du tenseur selon Favre est donnée en fonction du tenseur

selon la décomposition conventionnelle (Reynolds) par

φ̃′′1φ
′′
2 = φ′1φ

′
2 +

ρ′φ′1φ
′
2

ρ
− ρ′φ′1

ρ

ρ′φ′2
ρ

(3.29)

L’utilisation des moyennes pondérées permet de garder une forme simple des

termes convectifs des équations de transport, on obtient donc des formes analogues

aux formes des équations instantanées. A l’exception de l’équation de la dissipation de

l’énergie cinétique turbulence ε ; mis à part les termes convectifs, l’équation de ε est

très complexe en moyenne pondérée. Il y a toujours dans le cas de l’utilisation de la
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moyenne pondérée une question qui se pose : Est-ce qu’on peut comparer la moyenne

obtenue par le calcul avec celle mesurée expérimentalement ? D. VANDROMME [11]

a montré, lorsque le taux de turbulence est faible ou modérée et avec un nombre

de Mach inférieur à 5, que les écarts entre moyennes conventionnelles et moyennes

pondérées sont du second ordre et donc la comparaison avec l’expérience est possible.

Les équations de Navier-Stokes moyennées peuvent contenir des termes addition-

nels comme les tenseurs de contraintes de Reynolds. Ces équations moyennées seront

simplifiées pour les écoulements compressibles en utilisant la moyenne de Favre. Dans

le cas d’un écoulement compressible, la masse volumique ρ n’est plus constante, et si

l’on choisit la moyenne de Reynolds.

ρuiuj = ρūiuj︸ ︷︷ ︸
(1)

+ ρ′u′iuj︸ ︷︷ ︸
(2)

+ ρ′u′jui︸ ︷︷ ︸
(3)

+ ρu′iu
′
j︸ ︷︷ ︸

(4)

+ ρ′u′iu
′
j︸ ︷︷ ︸

(5)

(3.30)

Dans le cas incompressible on a :

ρuiuj = ρ̄ūiūj + ρ̄u′iu
′
j (3.31)

On a la relation entre la moyenne d’ensemble et la moyenne pondérée :

ρuiuj = (1) + (2) + (3) +
ρ′u′i · ρ′u′j

ρ̄
→ ρ̄ũiũj

+(4) + (5)−
ρ′u′i · ρ′u′j

ρ̄
→ ρu′′i u

′′
j

Décomposition de Favre (3.32)

L’équation de continuité se traduit par :

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρuj) = 0 ⇔ ∂ρ̄

∂t
+
∂ρ′

∂t
+

∂

∂xj
(ρ̄ūj) +

∂

∂xj
(ρ′ūj) +

∂

∂xj

(
ρ̄u′j
)

+
∂

∂xj

(
ρ′u′j

)
(3.33)
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⇒


∂ρ̄

∂t
+

∂

∂xj
(ρ̄ūj) +

∂

∂xj

(
ρ′u′j

)
= 0

∂ρ′

∂t
=

∂

∂xj

(
ρ′u′j − ρ′u′j − ρ̄u′j − ρ′ūj − ρ̄ūj

) (3.34)

On constate que l’équation de continuité n’a plus la même forme que pour l’équation

de continuité non moyennée. Introduisant maintenant le formalisme de Favre, qui

consiste à pondérée toutes variables par ρ, excepté p et ρ. Avec ce nouveau choix,

l’équation de continuité moyenne devient :

∂ρ̄

∂t
+

∂

∂xj
(ρ̄ũj) = 0 (3.35)

Cette équation a la même forme de l’équation instantanée, l’emploi de la moyenne

de Favre permet de garder la forme instantanée des équations de Navier-Stokes pour

leurs homologues moyennées.

ρuiuj = (1) + (2) + (3) +
ρ′u′i · ρ′u′j

ρ̄
→ ρ̄ũiũj

+(4) + (5)−
ρ′u′i · ρ′u′j

ρ̄
→ ρu′′i u

′′
j

Décomposition de Favre

Chassaing [12] a proposé une décomposition qui permet de mieux appréhender le

rôle de la variation de la masse volumique, cette décomposition est donnée par :

ρuiuj = ρ̄ūiuj︸ ︷︷ ︸
(1)

+ ρ′u′iūj + ρ′u′jui︸ ︷︷ ︸
(2)+(3)

+ ρ′u′iu
′
j︸ ︷︷ ︸

(4)+(5)

Ha Minh [13] propose plusieurs décompositions dans le cas compressible avec la

moyenne non pondérée :
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ρUiUj = Q̄iŪj︸ ︷︷ ︸
(1)+(2)

+ qiuj︸︷︷︸
(3)+(4)+(5)

Décomposition de Ha Minh, Launder et Mac Innes

3.5 Les équations de la mécanique des fluides

La résolution des équations de Navier-Stokes par l’approche de simulation directe

reste pour l’instant et surement pour longtemps encore, limitée à des écoulements

à nombre de Reynolds faible et pour des configurations géométriques simples voire

simpliste par rapport aux préoccupations industrielles. Lorsqu’on s’intéresse à des

écoulements réalistes, il fallait donc s’intéresser aux grandeurs moyennes et d’obte-

nir le système d’équations vérifiées par ces grandeurs. Pour ce faire, on appliquant

la décomposition de Favre sur les inconnues du problème. Les nouvelles équations

obtenues sont dites équations moyennées.

3.5.1 Rappel des équations instantanées

Les équations de la mécanique des fluides s’écrivent, respectivement pour la conser-

vation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie :

∂

∂t
ρ+

∂

∂xj
ρuj = 0 (3.36)

∂

∂t
ρui +

∂

∂xj
(ρuiuj + pδij) =

∂

∂xj
σij (3.37)

∂

∂t
ρet +

∂

∂xj
[uj (ρet + p)] =

∂

∂xj
σijui −

∂

∂xj
qj (3.38)

Où ui sont les composantes de la vitesse, p la pression, ρ la masse volumique,

σij est le tenseur des contraintes visqueuses, et est l’énergie totale et qj est le flux

de chaleur. Pour fermer ces équations, on ajoute les relations thermodynamiques qui

relient la pression, la température et la masse volumique. L’intensité de flux de chaleur
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par conduction qj est, en désignant par λc le coefficient de conduction thermique du

fluide, proportionnelle, d’après la loi de Fourier, au gradient de température :

qj = −λc
∂T

∂xj
(3.39)

Le choix de la variable énergie totale et pour écrire la conservation de l’énergie est

une forme parmi d’autres. En effet l’équation de conservation de l’énergie totale peut

s’écrire en fonction de l’énergie interne e = cvT , pour un gaz parfait cette relation est

donnée par :

et = e+
1

2
ukuk (3.40)

Avec l’enthalpie massique h = e+ p
ρ
, l’équation (3.38) peut s’écrire :

∂

∂t
ρet +

∂

∂xj
ρhtuj =

∂

∂xj
σijui −

∂

∂xj
qj (3.41)

Où ht = h+ 1
2
ukuk est l’enthalpie totale par unité de masse.

Pour des écoulements compressibles, le tenseur des contraintes visqueuses, σij,

dépend du second coefficient de viscosité λ (qui représente la résistance que les forces

visqueuses opposent à la compression d’un volume élémentaire de fluide) en plus que

la viscosité moléculaire µ. La loi de comportement qui relie le tenseur des contraintes

visqueuses au tenseur taux de déformation moyen est, pour un fluide newtonien :

σij = 2µSij + λ
∂uk
∂xk

δij (3.42)

Où Sij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
est la partie symétrique du tenseur de vitesses et δij est

le symbole de Kronecker (δij = 1 si i = j, 0 sinon).

Avec 2µ + 3λ = 0, car les changements de volume se font sans viscosité (hypothèse

de Stokes)

Nous considérons la loi d’état des gaz parfait, qui relie la pression, la température

et la masse volumique :



60

p = ρrT = ρ (γ − 1) e (3.43)

Où r est la constante des gaz parfaits qui égale à la constante universelle des

gaz divisée par la masse moléculaire du fluide. Nous pouvons aussi réécrire le flux de

chaleur en faisant apparâıtre le nombre de Prandtl laminaire, Pr :

qj = −λc
∂T

∂xj
= −γµ

Pr

∂e

∂xj
(3.44)

avec

Pr =
µcp
λc

= γ
µcv
λc

La viscosité d’un fluide varie en fonction de sa température, la loi de Sutherland

qui relie la viscosité et la température, cette loi est donnée par :

µ (T ) = µ0

√
T

T0

1 + S
T0

1 + S
T

Où S = 110.4K, T0 = 273.15K et µ0 = 1.711.105Pa.s

3.6 Les équations de Navier-Stokes moyennées

Par une combinaison des deux moyennes, les équations moyennées résultantes

peuvent être simplifiées par rapport à une formulation qui porte uniquement sur la

décomposition de Reynolds. Cette méthode, consiste à décomposer la pression et

la masse volumique en une moyenne centrée selon (3.8) et à décomposer toute autre

grandeur (vitesse, température, énergie) en moyenne pondérée par la masse volumique

selon (3.17). Introduisant l’hypothèse de fluctuations négligeables de la viscosité et de

la conductivité thermique, la forme ouverte du système d’équations de Navier-Stokes

statistiquement moyennées est :
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3.6.1 Equation moyenne de conservation de la masse

En utilisant une moyenne pondérée pour la vitesse, l’équation de conservation de

la masse devient :

∂ρ̄

∂t
+

∂

∂xj
(ρ̄ũj) = 0 (3.45)

L’équation de fluctuation de la masse volumique est obtenue en soustrayant l’équation

moyennée (3.45) de celle instantanée (3.36) :

∂ρ′

∂t
+

∂

∂xj
(ρ′ũj) +

∂

∂xj

(
ρu′′j
)

= 0 (3.46)

3.6.2 Equation moyenne de conservation de la quantité de mouvement

En utilisant une technique similaire à celle de l’équation de continuité, l’équation

de la quantité de mouvement se met sous la forme :

∂

∂t
ρ̄ũi +

∂

∂xj
ρ̄ũiũj = − ∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

(
σ̃ij − σ′′ij

)
− ∂

∂xj
ρ̄ũ′′i u

′′
j (3.47)

L’équation de la quantité de mouvement pour la composante fluctuante de la vi-

tesse est obtenue en soustrayant l’équation moyennée (3.47) de l’équation instantanée

de la quantité de mouvement :

∂

∂t
(ρ′ũi + ρu′′i ) +

∂

∂xj

(
ρ′ũjũi + ρũiu

′′
j + ρu′′i ũj + ρu′′i u

′′
j − ρu′′i u′′j

)
=

− ∂p
′

∂xi
+

∂

∂xj

(
σ′′ij − σ′′ij

) (3.48)

En plus des termes conventionnels qui existent déjà dans l’équation instantanée,

nous avons fait apparâıtre un terme nouveau
(
− ∂
∂xj
ρ̄ũ′′i u

′′
j

)
, qui a une dimension

d’une contrainte et dont l’existence est à la base du problème de fermeture. La

décomposition du tenseur des contraintes visqueuses σij, fait apparâıtre non seule-

ment une valeur moyenne de type σ̃ij, mais aussi un terme non nul :
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σ′′ij = µ̄

(
∂u′′i
∂xj

+
∂u′′j
∂xi

)
− 2

3
µ̄
∂u′′k
∂xk

(3.49)

Ce terme peut être négligé en supposant que tous les termes impliquant des fluc-

tuations autres que les tensions de Reynolds sont négligeables. L’équation de la quan-

tité de mouvement moyennée s’écrit :

∂

∂t
ρ̄ũi +

∂

∂xj
ρ̄ũiũj = − ∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

(
µ̄

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− 2

3
δij
∂ũk
∂xk

)
− ρ̄ũ′′i u′′j

)
(3.50)

3.6.3 Equation moyenne de conservation de l’énergie

L’équation de transport de l’énergie, quand lui applique le formalisme de Favre,

devient :

∂

∂t

(
ρ̄

(
ẽ+

ũiũi
2

)
+
ρu′′i u

′′
i

2

)
+

∂

∂xj

(
ρ̄ũj

(
ẽ+

ũiũi
2

)
+ ũj p̄+ ũjρu′′i u

′′
j

)
= − ∂

∂xj

(
ρu′′j e

′′ + p̄u′′j + p′u′′j + ũiρu′′ju
′′
i +

1

2
ρu′′ju

′′
i u
′′
i

)
+

∂

∂xj

(
σ̃ijũi + σ̃iju′′i + σ′′ijũi + σ′′iju

′′
i

)
− ∂

∂xj

(
q̃j + q′′j

)
(3.51)

De même que pour l’équation de quantité de mouvement, des termes nouveaux

apparaissent :

1
2
ρu′′i u

′′
i : énergie cinétique des fluctuations turbulentes par unité de volume, noté ρ̄k

où :

k =
1

2
ũ′′i u

′′
i (3.52)

1
2
ρ̄ũiũi : énergie cinétique du mouvement moyen par unité de volume

ρu′′j e
′′ : transport turbulent de la chaleur

1
2
ρu′′ju

′′
i u
′′
i : transport turbulent de l’énergie turbulente

σiju′′i =
(
σ̃iju′′i + σ′′iju

′′
i

)
: diffusion moléculaire de l’énergie turbulente
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En soustrayant l’équation moyennée (3.51) de l’équation instantanée (3.38), on

peut tirer l’équation de fluctuation de l’énergie :

∂

∂t
ρ

(
e′′ + ũiu

′′
i +

1

2
u′′i u

′′
i

)
− ∂

∂t

1

2
ρu′′i u

′′
i +

∂

∂t
ρ′
(
ẽ+

1

2
ũiũi

)
+

∂

∂xj
ρũj

(
e′′ + ũiu

′′
i +

1

2
u′′i u

′′
i

)
+

∂

∂xj
ρ′ũj

(
ẽ+

1

2
ũiũi

)
+

∂

∂xj
ρu′′j

(
ẽ+ e′′ +

1

2
ũiũi + ũiu

′′
i +

1

2
u′′i u

′′
i

)
−

∂

∂xj

(
1

2
ũjρu′′i u

′′
i + ρu′′j e

′′ + ũiρu′′i u
′′
j +

1

2
ρu′′i u

′′
i u
′′
j

)
+

∂

∂xj

(
ũjp
′ + u′′j p̄+ u′′jp

′)− ∂

∂xj

(
u′′j p̄+ u′′jp

′
)

=

∂

∂xj

(
σ̃iju

′′
i + σ′′ijũi + σ′′iju

′′
i

)
− ∂

∂xj

(
σ̃iju′′i + σ′′ijũi + σ′′iju

′′
i

)
− ∂

∂xj

(
q′′j − q′′j

)

(3.53)

La corrélation vitesse-température peut être exprimée par :

ρu′′j e
′′ = cvρu′′jT

′′ (3.54)

La corrélation pression-vitesse :

p̄u′′j + p′u′′j = pu′′j = (γ − 1) ρeu′′j

= (γ − 1) ρe′′u′′j

= cv (γ − 1) ρT ′′u′′j

(3.55)

Avec

ρu′′j e
′′ + pu′′j = γcvρu′′jT

′′ (3.56)

(3.56) est l’expression globale de (3.54) et (3.55)

La corrélation du tenseur de contraintes visqueuses et de fluctuations de vitesse,

est donnée par :
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σiju′′i = σ̃iju′′i + σ′′iju
′′
i (3.57)

Pour l’analyse des termes
(
σ̃iju′′i

)
et
(
σ′′iju

′′
i

)
, la fluctuation de vitesse u′′i a besoin

d’être exprimée en d’autres termes connus, tout en gardant la moyenne convention-

nelle pour ρ et p, et celle de Favre pour la vitesse, la température, etc. Vandromme

[14] propose deux approches possibles :

1. Sachant que la température totale Tt est constante dans les tourbillons. Dans

ce cas la fluctuation de température T ′′ est exprimée en fonction de la valeur

moyenne de la fluctuation de vitesse.

Tt = T + 1
2cp
uiui = C0

Tt = T̃ + 1
2cp

(
ũiũi + ũ′′i u

′′
i

)
T ′′ = − ũiu

′′
i

cp
− 1

2cp

(
u′′i u

′′
i − ũ′′i u′′i

) (3.58)

Où C0 est une constante. Dans le cas d’un écoulement unidirectionnel, on peut

écrire :

T ′′ = − ũiu
′′
i

cp
(3.59)

Introduisant l’hypothèse de Rubesin [15], pour un comportement polytropique

de la turbulence :

p′

p̄
= n

ρ′

ρ̄
=

n

n− 1

ρT ′′

ρ̄T̃
(3.60)

Où n est l’exposant polytropique, on obtient une expression donnant la fluctua-

tion de la masse volumique ρ :

ρ′ = − ρũiu
′′
i

(n− 1) cpT̃
(3.61)
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Utilisant les relations entre moyenne conventionnelle et celle pondérée par la

masse en tenant compte de l’expression de fluctuation de ρ, on obtient :

u′′i = −ρ
′u′′i
ρ̄

=
ũjũ′′i u

′′
j

(n− 1) cpT̃
(3.62)

2. Dans cette approche, on se sert de la relation polytropique (3.60), on obtient :

u′′i = −ρ
′u′′i
ρ̄

=
ũ′′i T

′′

(n− 1) T̃
(3.63)

Il apparâıt dans cette expression la corrélation vitesse-température, qui prend

en considération le cas d’un flux thermique ou température imposés comme

conditions aux limites, contrairement à l’expression (3.62).

Le terme
(
σ̃iju′′i

)
peut être exprimé soit à partir de (3.62) ou (3.63), son rôle est

négligeable pour des valeurs de Mach inférieur à 5 [15]-[16]. Le terme
(
σ′′iju

′′
i

)
est

modélisé dans [17] :

σ′′iju
′′
i = µu′′i

(
∂u′′i
∂xj

+
∂u′′j
∂xi
− 2

3
δij
∂u′′k
∂xk

)
= µ̄

(
∂

∂xj

u′′i u
′′
i

2
+ u′′i

∂u′′j
∂xi
− 2

3
δiju

′′
i

∂u′′k
∂xk

) (3.64)

Les termes σ′′ijũi, q′′j et −1
2
ρu′′ju

′′
i u
′′
i étant négligés, car nous tenons en compte seules

les corrélations impliquant les tensions de Reynolds. L’équation (3.51) peut s’écrire

sous la forme suivante :

∂

∂t
ρ̄

(
ẽ+

ũiũi
2

+ k

)
+

∂

∂xj

(
ρ̄ũj

(
ẽ+

ũiũi
2

+ k

)
+ ũj p̄

)
=

∂

∂xj
ũi

(
µ̄

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− 2

3
δij
∂ũk
∂xk

)
− ρu′′i u′′j

)
−

∂

∂xj

(
−λc

∂T̃

∂xj
+ γcvρT ′′u′′j

) (3.65)

De plus, on tient compte de l’équation de l’état moyennée :
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p̄ = ρ̄ (cp − cv) T̃ = (γ − 1) ρ̄ẽ (3.66)

On peut aussi écrire une équation donnant la fluctuation de pression :

p′ = (γ − 1) (ρ′ẽ+ ρe′′) (3.67)

L’équation d’état peut se mettre encore sous la forme :

p′

p̄
=
T ′′

T̃
+
ρ′

ρ̄
+
ρ′T ′′

ρ̄T̃
(3.68)

3.7 La fermeture des équations

L’établissement du système des équations précédemment écrites témoigne de l’ap-

parition des termes supplémentaires qui s’expriment sous forme de corrélations, qui

traduisent l’effet de la turbulence sur le mouvement du champ moyen et qui rendent le

système des équations ouvert. Le problème de fermeture se pose alors à l’établissement

du lien entre les corrélations et le champ moyen. La recherche d’équations ou de

relations algébriques pour fermer le système d’équation constitue la procédure de

modélisation qui doit s’appuyer sur une validation expérimentale. La tension de

Reynolds constitue la corrélation principale car elle détermine en grande partie le

comportement du champ moyen de vitesse. Dans la fermeture du premier ordre, les

corrélations doubles sont exprimées en fonction du gradient du champ moyen et d’une

viscosité de la turbulence à travers une hypothèse de Boussinesq [18]. La fermeture du

second ordre est basée sur les équations de bilan pour les composantes de la corrélation

double de vitesse, l’approche de troisième ordre des corrélations triples [19] semple à

l’heure actuelle très complexe. Pour le flux de chaleur turbulent, la fermeture peut être

portée à différents niveaux jusqu’au modèle de transport par une équation de bilan

aux dérivées partielles [20]. Il se pose la question : à quel niveau devrait-on effectuer

la fermeture de la corrélation thermique par rapport à la fermeture de la corrélation
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cinématique ? La réponse dépend de la nature des écoulements qu’on envisage de

traiter et elle est en même temps un compromis entre la complexité du modèle et

sa performance. Très schématiquement nous pouvons considérer que l’obtention d’un

système fermer d’équations peut se faire à partir du système ouvert par :

– Réduction du nombre d’inconnues

– Adjonction d’équations supplémentaires

– Combinaisons des deux procédures précédentes

3.8 L’équation de transport de l’énergie cinétique de turbulence

Une équation différentielle pour l’énergie cinétique turbulente k peut être obtenue

par la démarche suivante :

1. On considère l’équation instantanée de la quantité de mouvement écrite en

variables primitives, une équation de Navier-Stokes peut être écrite sous la

forme :

ENS (ui) = ρ
∂ui
∂t

+ ρuj
∂ui
∂xj

+
∂p

∂xi
− ∂σij
∂xj

(3.69)

Dans ce cas l’équation de la quantité de mouvement est obtenue par :

ENS (ui) = 0 (3.70)

2. On multiple l’équation précédente par u′′i et on moyenne en temps :

u′′i ENS (ui) = 0 (3.71)

u′′i ρ
∂ui
∂t

+ u′′i ρuj
∂ui
∂xj

+ u′′i
∂p

∂xi
− u′′i

∂σij
∂xj

= 0 (3.72)

Avec
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(a)

u′′i ρ
∂ui
∂t

= u′′i ρ
∂u′′i
∂xj

=
∂

∂t

1

2
ρu′′i u

′′
i −

1

2
u′′i u

′′
i

∂ρ

∂t

(b)

u′′i ρuj
∂ui
∂xj

= ũjρ
∂

∂xj

1

2
u′′i u

′′
i + ρu′′j

∂

∂xj

1

2
u′′i u

′′
i + ρu′′ju

′′
i

∂ũi
∂xj

= ρu′′ju
′′
i

∂ũi
∂xj

+
∂

∂xj
ũj

1

2
ρu′′i u

′′
i −

1

2
ρu′′i u

′′
i

∂

∂xj
ρũj

+
∂

∂xj

1

2
ρu′′ju

′′
i u
′′
i −

1

2
u′′i u

′′
i

∂

∂xj
ρu′′j

(c)

u′′i
∂p

∂xi
= u′′i

∂p

∂xi
+

∂

∂xi
u′′i p

′ − p′∂u
′′
i

∂xi

(d)

−u′′i
∂σij
∂xj

= σij
∂u′′i
∂xj
− ∂

∂xj
u′′i σij

A partir de l’équation de continuité, on peut tirer :

1

2
u′′i u

′′
i

∂ρ

∂t
+

1

2
ρu′′i u

′′
i

∂

∂xj
ρũj +

1

2
u′′i u

′′
i

∂

∂xj
ρu′′j = 0 (3.73)

On obtient l’équation scalaire suivante :

∂

∂t

1

2
ρu′′i u

′′
i +

∂

∂xj
ũj

1

2
ρu′′i u

′′
i︸ ︷︷ ︸

1

= − ρu′′ju′′i
∂ũi
∂xj︸ ︷︷ ︸

2

− ∂

∂xj

(
1

2
ρu′′ju

′′
i u
′′
i + u′′jp

′ − u′′i σij︸ ︷︷ ︸
3

−u′′i
∂p̄

∂xi︸ ︷︷ ︸
4

+ p′
∂u′′i
∂xi︸ ︷︷ ︸
5

−σij
∂u′′i
∂xj︸ ︷︷ ︸
6

(3.74)

Les termes représentent respectivement :



69

1. : variation temporelle de k et sa convection par le champ de vitesse moyenne

2. : représente la production de l’énergie cinétique de turbulence par le mouvement

moyen

3. : représentent respectivement

(a) diffusion par mouvements turbulents :1
2
ρu′′ju

′′
i u
′′
i

(b) diffusion par fluctuations de pression : u′′jp
′

(c) diffusion par mouvements moléculaires : u′′i σij

4. : l’interaction du champ de pression moyenne avec fluctuations de vitesse

5. : c’est corrélation entre fluctuation de pression et divergence des vitesses fluc-

tuantes

6. : correspond à la destruction de l’énergie cinétique de turbulence par l’effet de

la viscosité

3.9 L’équation de transport des contraintes de Reynolds

Cette équation joue un rôle important dans la fermeture au second ordre avec

équations de transports ou bien sous sa forme simple dans la fermeture au premier

ordre qui se présente comme une équation de l’énergie cinétique de turbulence.

Considérons les produits ENS (ui par la fluctuation de vitesse u′′j et ENS (uj par

u′′i . La moyenne statistique de la somme des deux produits donne :

u′′jENS(ui) + u′′i ENS(uj) = 0 (3.75)


ENS(ui) = ρ

∂ui
∂t

+ ρuk
∂ui
∂xk

+
∂p

∂xi
− ∂σik
∂xk

ENS(uj) = ρ
∂uj
∂t

+ ρuk
∂uj
∂xk

+
∂p

∂xj
− ∂σjk
∂xk

(3.76)

Nous commençons par le développement des termes instationnaires :
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u′′jρ
∂ui
∂t

+ u′′i ρ
∂uj
∂t

=
∂

∂t
ρu′′i u

′′
j − u′′i u′′j

∂ρ

∂t
(3.77)

Le terme convectif s’écrit :

u′′jρuk
∂ui
∂xk

+ u′′i ρuk
∂uj
∂xk

=
∂

∂xk
ũkρu′′i u

′′
j − u′′i u′′j

∂ρũk
∂xk

+

∂

∂xk
ρu′′ku

′′
i u
′′
j − u′′i u′′j

∂ρu′′k
∂xk

+ ρu′′ku
′′
i

∂ũj
∂xk

+ ρu′′ku
′′
j

∂ũi
∂xk

(3.78)

Le terme du gradient de pression :

u′′i
∂p

∂xj
+ u′′j

∂p

∂xi
= u′′i

∂p̄

∂xj
+ u′′j

∂p̄

∂xi
+ u′′i

∂p′

∂xj
+ u′′j

∂p′

∂xi

= u′′i
∂p̄

∂xj
+ u′′j

∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj
u′′i p

′ +
∂

∂xi
u′′jp

′ − p′
(
∂u′′i
∂xj

+
∂u′′j
∂xi

) (3.79)

Le terme visqueux :

−u′′j
∂σik
∂xk
− u′′i

∂σjk
∂xk

= − ∂

∂xk
u′′jσik + σik

∂u′′j
∂xk
− ∂

∂xk
u′′i σjk + σjk

∂u′′i
∂xk

(3.80)

Utilisant l’équation (3.73), on obtient l’équation de transport pour les contraintes

de Reynolds :

∂

∂t
ρu′′i u

′′
j +

∂

∂xk
ũkρu′′i u

′′
j = −ρu′′ku′′i

∂ũj
∂xk
− ρu′′ku′′j

∂ũi
∂xk

− ∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
i u
′′
j + u′′i p

′δjk + u′′jp
′δik − u′′jσik − u′′i σjk

)
−u′′i

∂p̄

∂xj
− u′′j

∂p̄

∂xi
+ p′

(
∂u′′i
∂xj

+
∂u′′j
∂xi

)
− σik

∂u′′j
∂xk
− σjk

∂u′′i
∂xk

(3.81)

Cette équation de transport est utilisée comme alternative à la modélisation du

tenseur de Reynolds −ρu′′i u′′j , elle contient des termes de corrélation triples, qu’il

faudra modéliser.
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3.10 L’équation de transport de la dissipation turbulente

L’équation de la dissipation demande beaucoup plus d’effort, la dissipation est

donnée à partir de l’expression suivante :

ρ̄ε = σik
∂u′′j
∂xk

= µ̄

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi
− 2

3
δik
∂un
∂xn

)
∂u′′i
∂xk

(3.82)

On peut exprimer une équation pour la contrainte visqueuse σik en utilisant les

expressions (3.69) et (3.70).En ajoutant une viscosité cinématique ν pour avoir une

dimension d’une contrainte.

ν

(
∂

∂xk
ENS (ui) +

∂

∂xi
ENS (uk)−

2

3
δik

∂

∂xn
ENS (un)

)
(3.83)

Les termes de l’équation (3.83) sont donnés respectivement par :

∂

∂xk
ENS (ui) = ρ

∂

∂t

(
∂ui
∂xk

)
+ ρul

∂

∂xl

(
∂ui
∂xk

)
+

∂ρ

∂xk

∂ui
∂t

+
∂ρul
∂xk

∂ui
∂xl

− ∂2

∂xk∂xl
µ

(
∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi
− 2

3
δil
∂uj
∂xj

)
+

∂2p

∂xk∂xi
= 0

(3.84)

∂

∂xi
ENS (uk) = ρ

∂

∂t

(
∂uk
∂xi

)
+ ρul

∂

∂xl

(
∂uk
∂xi

)
+
∂ρ

∂xi

∂uk
∂t

+
∂ρul
∂xi

∂uk
∂xl

− ∂2

∂xi∂xl
µ

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk
− 2

3
δkl
∂uj
∂xj

)
+

∂2p

∂xk∂xi
= 0

(3.85)

−2

3
δik

∂

∂xn
ENS (un) = −2

3
δik

{
ρul

∂

∂xl

(
∂un
∂xn

)
+ ρ

∂

∂t

(
∂un
∂xn

)
+
∂ρul
∂xn

∂un
∂xl

− ∂2

∂xn∂xl
µ

(
∂un
∂xl

+
∂ul
∂xn
− 2

3
δnl
∂uj
∂xj

)
+

∂2p

∂xn∂xn
+

∂ρ

∂xn

∂un
∂t

} (3.86)

L’équation (3.83) peut se mettre sous la forme
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νρ

(
∂

∂t

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi
− 2

3
δik
∂un
∂xn

)
+ ul

∂

∂xl

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi
− 2

3
δik
∂un
∂xn

))
=

+ν
∂2

∂xk∂xl
µ

(
∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi
− 2

3
δil
∂uj
∂xj

)
+

2

3
δikν

∂2p

∂xn∂xn
− 2ν

∂2p

∂xk∂xi
−

2

3
δikν

∂2

∂xn∂xl
µ

(
∂un
∂xl

+
∂ul
∂xn
− 2

3
δnl
∂uj
∂xj

)
+ ν

∂2

∂xi∂xl
µ

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk
− 2

3
δkl
∂uj
∂xj

)
−

ν
∂ρ

∂xi

∂uk
∂t
− ν ∂ρul

∂xi

∂uk
∂xl
− ν ∂ρ

∂xk

∂ui
∂t
− ν ∂ρul

∂xk

∂ui
∂xk

+
2

3
δikν

∂ρ

∂xn

∂un
∂t

+
2

3
δikν

∂ρul
∂xn

∂un
∂xl

(3.87)

En dérivant par rapport à xk l’équation pour la fluctuation de vitesse u
′′
i , on

obtient

ρ
∂

∂t

(
∂u′′i
∂xk

)
+ ρul

∂

∂xl

(
∂u′′i
∂xk

)
= − ∂ρ

′

∂xk

∂ũi
∂t
− ρ′ ∂

2ũi
∂t∂xk

− ∂ρ

∂xk

∂u′′i
∂t
− ∂ρ′ũl

∂xk

∂ũi
∂xl

−ρ′ũl
∂2ũi
∂xl∂xk

− ∂ρul
∂xk

∂u′′i
∂xl
− ∂ρu′′l

∂xk

∂ũi
∂xl
− ρu′′l

∂2ũi
∂xl∂xk

− ∂2p′

∂xi∂xk
+

∂2

∂xl∂xk
ρu′′i u

′′
l +

∂2

∂xl∂xk
µ

(
∂u′′i
∂xl

+
∂u′′l
∂xi
− 2

3
δil
∂u′′j
∂xj

)
− ∂2

∂xl∂xk
µ

(
∂u′′i
∂xl

+
∂u′′l
∂xi
− 2

3
δil
∂u′′j
∂xj

)
(3.88)

En multipliant les équations (3.87) et (3.88) respectivement par
(
∂u′′i
∂xk

)
et (νσ∗ik),

où :

σ∗ik =
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi
− 2

3
δik
∂un
∂xn

(3.89)

La somme de deux équations résultantes donne une équation de transport de(
∂u′′i
∂xk

µσ∗ik

)
:
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νρ

(
∂u′′i
∂xk

∂σ∗ik
∂t

+
∂u′′i
∂xk

ul
∂σ∗ik
∂xl

+ σ∗ik
∂

∂t

(
∂u′′i
∂xk

)
+ σ∗ikul

∂

∂xl

(
∂u′′i
∂xk

))
=

+
2

3
δikν

∂u′′i
∂xk

∂2p

∂xn∂xn
− 2ν

∂u′′i
∂xk

∂2p

∂xk∂xi
+ ν

∂u′′i
∂xk

∂2

∂xk∂xl
µ

(
∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi
− 2

3
δil
∂uj
∂xj

)
−

ν
∂u′′i
∂xk

∂ρ

∂xi

∂uk
∂t
− ν ∂u

′′
i

∂xk

∂ρul
∂xi

∂uk
∂xl
− ν ∂u

′′
i

∂xk

∂ρ

∂xk

∂ui
∂t
− ν ∂u

′′
i

∂xk

∂ρul
∂xk

∂ui
∂xl

+
2

3
δikν

∂u′′i
∂xk

∂ρ

∂xn

∂un
∂t

+
2

3
δikν

∂u′′i
∂xk

∂ρul
∂xn

∂un
∂xl
− νσ∗ikρ′ũl

∂2ũi
∂xl∂xk

− νσ∗ik
∂ρ′ũl
∂xk

∂ũi
∂xl
− νσ∗ik

∂ρ

∂xk

∂u′′i
∂t
− νσ∗ikρ′

∂2ũi
∂t∂xk

−νσ∗ik
∂ρ′

∂xk

∂ũi
∂t
− νσ∗ik

∂ρu′′l
∂xk

∂ũi
∂xl
− νσ∗ik

∂2p′

∂xi∂xk
− νσ∗ik

∂ρul
∂xk

∂u′′i
∂xl
− νσ∗ikρu′′l

∂2ũi
∂xl∂xk

+

νσ∗ik
∂2

∂xl∂xk
ρu′′i u

′′
l + νσ∗ik

∂2

∂xl∂xk
µ

(
∂u′′i
∂xl

+
∂u′′l
∂xi
− 2

3
δil
∂u′′j
∂xj

)
−νσ∗ik

∂2

∂xl∂xk
(3.90)

La première ligne de l’équation (3.90), en tenant compte de l’équation de conti-

nuité, après le passage à la moyenne temporelle, on obtient :

∂

∂t

(
νρσ∗ik

∂u′′i
∂xk

)
+

∂

∂xl

(
νρulσ∗ik

∂u′′i
∂xk

)
=

∂

∂t
ρ̄ε+

∂

∂xl
ũlρ̄ε+

∂

∂xl

(
u′′l νρσ

∗
ik

∂u′′i
∂xk

)

Finalement, en regroupant l’ensemble des résultats, l’équation de transport de ε

s’écrit :

∂

∂t
ρ̄ε+

∂

∂xl
ũlρ̄ε = −ν̄ρ∂u

′′
i

∂xk

∂u′′l
∂xl

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

) +
2

3
ν̄ρ
∂u′′i
∂xi

∂u′′l
∂xl

∂uj
∂xj
−

ν̄
∂2u′′i
∂xk∂xl

u′′l ρ(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

) +
2

3
ν̄
∂2u′′i
∂xi∂xl

u′′l ρ
∂uj
∂xj
− ν̄ ∂u

′′
i

∂xk

∂ρ

∂xl
u′′l (

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)+

2

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

∂ρ

∂xl
u′′l
∂uj
∂xj
−ν̄ ∂u

′′
i

∂xk
ρu′′l (

∂2u′′i
∂xk∂xl

+
∂2u′′k
∂xi∂xl

)+
2

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

ρu′′l
∂2u′′j
∂xj∂xl

−2ν̄
∂u′′i
∂xk

∂2p

∂xk∂xi
+
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2

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

∂2p

∂xn∂xn
+ ν̄

∂u′′i
∂xk

µ(
∂3u′′i

∂xl∂xk∂xl
+

∂3u′′l
∂xi∂xk∂xl

)− 4

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

µ
∂3u′′j

∂xk∂xi∂xj
+

ν̄
∂u′′i
∂xk

µ(
∂3u′′k

∂xl∂xi∂xl
+

∂3u′′l
∂xk∂xi∂xl

)− 2

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

µ(
∂3u′′n

∂xl∂xn∂xl
+

∂3u′′l
∂xn∂xn∂xl

)+

4

9
ν̄
∂u′′i
∂xi

µ
∂3uj

∂xl∂xl∂xj
− ν̄ ∂u

′′
i

∂xk

∂ρul
∂xk

∂ui
∂xl
− ν̄ ∂u

′′
i

∂xk

∂ρ

∂xk

∂ui
∂t
− ν̄ ∂u

′′
i

∂xk

∂ρul
∂xi

∂uk
∂xl
−

ν̄
∂u′′i
∂xk

∂ρ

∂xi

∂uk
∂t

+
2

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

∂ρul
∂xn

∂un
∂xl

+
2

3
ν̄
∂u′′i
∂xi

∂ρ

∂xn

∂un
∂t
− ν̄ ∂ũi

∂t

∂ρ′

∂xk
(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)+

2

3
ν̄
∂ũi
∂t

∂ρ′

∂xi

∂uj
∂xj
− ν̄ ∂2ũi

∂t∂xk
ρ′(

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

) +
2

3
ν̄
∂2ũi
∂t∂xi

ρ′
∂uj
∂xj
− ν̄ ∂ρ

∂xk

∂u′′i
∂t

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)+

2

3
ν̄
∂ρ

∂xi

∂u′′i
∂t

∂uj
∂xj
− ν̄ ∂ũi

∂xl

∂ρ′ũl
∂xk

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

) +
2

3
ν̄
∂ũi
∂xl

∂ρ′ũl
∂xi

∂uj
∂xj
−

ν̄ũl
∂2ũi
∂xl∂xk

ρ′(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

) +
2

3
ν̄ũl

∂2ũi
∂xl∂xi

ρ′
∂uj
∂xj
− ν̄ ∂ρũl

∂xk

∂u′′i
∂xl

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)+

2

3
ν̄
∂ρul
∂xi

∂u′′i
∂xl

∂uj
∂xj
− ν̄ ∂ũi

∂xl

∂ρu′′l
∂xk

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

) +
2

3
ν̄
∂ũi
∂xl

∂ρu′′l
∂xi

∂uj
∂xj
−

ν̄
∂2ũi
∂xl∂xi

ρu′′l (
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)+
2

3
ν̄
∂2ũi
∂xl∂xi

ρu′′l
∂uj
∂xj
−ν̄ ∂2p′

∂xi∂xk
(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)+
2

3
ν̄
∂2p′

∂xi∂xi

∂uj
∂xj

+

ν̄
∂2

∂xk∂xl
ρu′′i u

′′
l (
∂ũi
∂xk

+
∂ũk
∂xi

+
∂u′′i
∂xk

+
∂u′′k
∂xi

) +
2

3
ν̄

∂2

∂xi∂xl
ρu′′i u

′′
l (
∂ũj
∂xj

+
∂u′′j
∂xj

)+

ν̄µ(
∂3u′′i

∂xl∂xl∂xk
+

∂3u′′l
∂xi∂xl∂xk

)(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)− 2

3
ν̄µ(

∂3u′′j
∂xj∂xi∂xk

)(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)−

2

3
ν̄µ(

∂3u′′i
∂xl∂xl∂xi

+
∂3u′′l

∂xi∂xl∂xi
)
∂un
∂xn

+
4

9
ν̄µ(

∂3u′′j
∂xj∂xi∂xi

)
∂un
∂xn
−

ν̄µ̄(
∂3u′′i

∂xl∂xl∂xk
+

∂3u′′l
∂xi∂xl∂xk

)(
∂ũi
∂xk

+
∂ũk
∂xi

+
∂u′′i
∂xk

+
∂u′′k
∂xi

)+

2

3
ν̄µ̄

∂3u′′j
∂xj∂xi∂xk

(
∂ũi
∂xk

+
∂ũk
∂xi

+
∂u′′i
∂xk

+
∂u′′k
∂xi

)+

2

3
ν̄µ̄(

∂3u′′i
∂xl∂xl∂xi

+
∂3u′′l

∂xi∂xl∂xi
)(
∂ũn
∂xn

+
∂u′′n
∂xn

)− 4

9
ν̄µ̄

∂3u′′j
∂xj∂xi∂xi

(
∂ũn
∂xn

+
∂u′′n
∂xn

)

(3.91)

L’équation de la dissipation ε est assez complexe, fait apparâıtre plusieurs corrélations



75

inconnues et complexes, qui rend son utilisation impossible. Elle fut proposée en pre-

mier lieu pour des écoulements turbulents incompressibles [21], [22]. L’utilisation de la

moyenne de Favre pour des écoulements à masse volumique variable augmente la diffi-

culté de modélisation terme à terme de cette équation [23]. Vandromme [23] simplifie

cette équation, et suppose un comportement isotrope des petits tourbillons dissipatifs

et néglige l’effet des fluctuations de la masse volumique. Il est suffisant d’utiliser une

forme analogue au cas incompressible [24] , calquée sur sa correspondante de l’énergie

cinétique turbulente.

3.11 Modèles de fermeture des équations de Navier-Stokes

3.11.1 Modèles à viscosité turbulente

Pour éviter de résoudre les équations de transport des composantes du tenseur

des contraintes turbulentes, on peut établir une hypothèse pour modéliser le terme

−ρũ′′i u′′j . L’hypothèse de fermeture est celle de Boussinesq [25], et similairement pour

la fermeture de l’équation de l’énergie :

−ρũ′′i u′′j = 2µt

(
S̃ij −

1

3
ũk,kδij

)
− 2

3
ρkδij (3.92)

Le terme −2
3
µtũk,kδij présente la dilatation volumique utilisé dans le cas des

écoulements compressibles.

3.11.1.1 Modèles à zéro équation

Les modèles à zéro équation utilisés pour modéliser les contraintes de Reynolds

dans les équations de quantité de mouvement utilisent une viscosité turbulente algébri-

que ou une longueur de mélange. C’est Ludwig Prandtl qui a proposé une relation

reliant la viscosité turbulente au gradient de la vitesse moyenne en introduisant une

longueur lm appelé longueur de mélange, pour des écoulements de types couche limite :
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µt = ρl2m

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣ (3.93)

Cette relation traduit u état d’équilibre entre le champ moyen et le champ fluc-

tuant. Pour déterminer lm, Von Karman [26], Klebanoff [27] et Michel et al [28], ont

proposé de différents modèles en fonctions de la distance à la paroi, de l’épaisseur de

la couche limite et du gradient de vitesse moyenne. Pour tenir en compte de l’effet de

la paroi, Van Driest [29] a proposé une fonction d’amortissement F dans la relation

µt.

µt = ρF 2l2m

∣∣∣∂u∂y ∣∣∣
F = 1− exp(−y+

26
)

y+ = uτy
νp

, uτ =
√
τp/ρ , τp =

(
µ∂u
∂y

)
p

(3.94)

D’autres modèles ont été développés par Cebeci Smith [30], Alber [31] et le modèle

connu de Baldwin Lomax [32]. L’avantage de ce type de modèle est sa simplicité de

mise en œuvre, mais les inconvénients sont diverses, beaucoup d’empirisme, absence

de l’historique de la turbulence.

3.11.1.2 Modèles à une équation

Parmi les différents modèles dans ce groupe, on ne considère que le modèle de

Spalart et Allmaras (SA), qui, contrairement au modèle Cebeci-Smith qui utilise des

expressions algébriques pour la viscosité turbulente (νt), le modèle (SA) utilise une

équation de transport.

Le modèle Spalart-Allmaras ([33], [32], et [35]) est un modèle de viscosité turbu-

lente relativement récent basé sur une équation de transport pour la viscosité turbu-

lente. Ce modèle a été inspiré d’un ancien modèle développé par Baldwin et Barth
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[36]. Sa formulation et coefficients ont été définis en utilisant l’analyse dimension-

nelle, et les résultats empiriques sélectionnés. Les résultats empiriques utilisés dans

son développement étaient pour deux dimensions (2-D) de type, couches de mélange,

sillage, et écoulement de couche limite sur une plaque plane.

Le but de ce modèle est d’améliorer les prédictions obtenues avec les modèles

algébriques de longueur de mélange pour développer un modèle local pour des écoulem-

ents complexes, et de fournir une alternative plus simple à des modèles de turbulence

à deux équations.

Le modèle utilise la distance la plus proche de la paroi dans sa formulation, et

fournit un passage de transition en douceur du régime laminaire au turbulent, à

condition que la position de début de transition est donnée. Il ne nécessite pas un

maillage très fin dans le cas des écoulements avec parois comme dans les modèles de

turbulence à deux équations, et il montre une bonne convergence dans les écoulements

simples.

Le modèle ne donne pas de bonnes prévisions dans l’écoulements de jet, mais

donne assez de bonnes prédictions dans les écoulements 2-D de couches de mélange,

sillage , et les couches limites de plaques planes et montre une amélioration de la

prévision des écoulements avec des gradients de pression adverses par rapport aux

modèles k − ε et k − ω, mais pas autant que le modèle SST.

Les équations du modèle :

La fonction de la viscosité turbulente est définie en fonction d’une viscosité va-

riable, ν̃, et une fonction de paroi, fν1 , comme suit :

νt = ν̃fν1
(3.95)

Dans les zones lointaines de paroi, la fonction fν1 est égale à un et νt = ν̃.
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L’équation de transport convective de la viscosité turbulente est donnée par :

∂ρν̃

∂t
+

∂

∂xj
(ρν̃uj) = cb1 (1− ft2) ρS̃ν̃ +

1

σ

(
∂

∂xj

(
ρ (ν + ν̃)

∂ν̃

∂xj

)
+ cb2ρ

∂ν̃

∂xj

∂ν̃

∂xj

)
−
(
cw1fw −

cb1
κ2
ft2

)
ρ

(
ν̃

d

)2

+ ft1ρ∆U2

(3.96)

Où les termes de droite représentent, la production de viscosité turbulente, conser-

vation de diffusion, la diffusion non-conservative, la dissipation de la turbulence près

de la paroi, l’amortissement de transition, et la source de de transition de la turbu-

lence. L’indice b signifie ”de base”, w pour ”paroi”, ν signifie ”visqueux”, et t signifie

”trajet” (trip en anglais).

Les constantes de modèle et les fonctions auxiliaires sont définis en termes de

modèle de base pour des écoulements cisaillés libres, le modèle de paroi pour les

couches limites, le modèle visqueux de l’intégration à la paroi, et le modèle de tran-

sition pour la transition laminaire-turbulent.

Les constantes de modèle de base pour des écoulements cisaillés libres pour contrôl-

er la production et la diffusion de la viscosité turbulente sont :

cb1 = 0.1355 cb2 = 0.622 σ = 2/3

Les constantes supplémentaires du modèle et les fonctions auxiliaires pour la des-

truction de la viscosité turbulente dans la zone de la couche limite sont :

cw1 =
cb1
κ2 +

(1+cb2)
σ

r = ν̃
S̃κ2d2

cw2 = 0.3 g = r + cw2 (r6 − r)

cw3 = 2 fw = g
(

1+c6w3

g6+c6w3

)1/6
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Ces fonctions auxiliaires permettent au modèle la prédiction de la couche loga-

rithmique, bien que le bilan particulier de la contrainte de cisaillement de Reynolds

n’est pas en accord quantitatif avec les données expérimentales. Les fonctions de

modélisation et les constantes pour les régions proches de paroi sont donnés par :

S̃ = S + ν̃
(κd)2fν2 S =

√
2SijSij χ = ν̃

ν

fν1 = χ3

χ3+c3ν1
fν2 = 1− χ

1+χfν1
cν1 = 7.1

Les fonctions auxiliaires et les constantes du modèle pour contrôler la région lami-

naire des couches de cisaillement et la transition à la turbulence sont définies avec un

terme source contrôlé avec la fonction ft1 et une réduction de la production contrôlée

par la fonction ft2 .

ft1 = ct1gte

(
−ct2

w2
t

∆U2 (d2+(gtdt)
2)

)

ft2 = ct3e
(−ct4χ2)

gt = min
(

0.1, ∆U
wt∆xt

)
ct1 = 1 ct2 = 2 ct3 = 1.2 ct4 = 0.5

Où wt est la vorticité au point de disjonction de la couche limite, ∆U est la

norme de la différence entre la vitesse au point d’écoulement et la vitesse au point de

déclenchement, ∆xt est l’espacement de la maille le long de la paroi au point-trajet

(trip point), et dt est la distance de la paroi.

Malgré l’existence de trop d’empirismes, nombre de fonctions d’amortissement et

de constantes, le modèle Spalart Allmaras est considéré comme un compromis entre

les approches algébriques et les modèles à deux-équations.

Conditions aux limites :

La valeur idéale de la viscosité turbulente dans les régions d’écoulement libre est
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égale à zéro. Certains solveurs ont des problèmes avec des valeurs nulles de ν̃ dans

l’écoulement libre, et des valeurs inférieures ν̃
2

ont été recommandées. Des petites

valeurs sont recommandées pour les écoulements cisaillés libres, sinon, les solutions

montrent une dépendance aux régions à l’extérieur de la couche limites dans les profils

de vitesse et taux de décroissance. Sur les parois la viscosité turbulente est nulle.

3.11.1.3 Modèles à deux équations

Bien que les modèles d’une équation ont trouvé peu de succès, sauf pour le modèle

SA, et où le transport des caractéristiques de la turbulence est important comme le

cas dans des écoulements de forts gradients adverses ou des écoulements séparés,

les modèles à deux-équations ont trouvé une large utilisation. Différents modèles à

deux-équations ont été proposés et plus de détails ont été donnés, par exemple dans

[33],[37]. Trois modèles célèbres qui sont basés sur cette approche sont le modèle k−ε,

le modèle de k−w de Wilcox, et le modèle SST de Menter [33],[37], qui regroupe les

deux modèles, k − ε dans la région externe et k − w dans la région de la paroi.

3.11.1.3.1 Le modèle k − ε (Launder-Sharma)

Le modèle de k − ε est un à modèle de viscosité turbulente à deux-équations le

plus connu et très largement utilisé. Il existe de différentes versions de ce modèle

dans la littérature. Les principales références sur ce modèle sont décrites par Jones

et Launder [38] et Launder et Sharma [39]. La formulation utilisée ici est celle de

Launder et Sharma. D’autres formulations du modèle de k − ε sont rapportés dans

la littérature.

Le modèle de k−ε a été développé à l’origine pour améliorer le modèle de longueur

de mélange et d’éviter la prescription algébrique de l’échelle de longueur turbulent en

écoulements complexes. Des équations de transport sont résolues pour deux propriétés

scalaires de turbulence. L’équation de k est un modèle de l’équation de transport
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de l’énergie cinétique turbulente, et l’équation de ε est un modèle pour le taux de

dissipation de l’énergie cinétique turbulente.

Le modèle k− ε de Launder et Sharma est une variante du modèle k− ε de Jones

et Launder, avec une prise en compte des effets ”bas Reynolds” dus aux parois.

Ce modèle donne de bons résultats pour les écoulements cisaillés libres avec rela-

tivement faibles gradients de pression. Pour un écoulement avec présence de parois,

le modèle donne un bon accord avec les résultats expérimentaux pour zéro et faibles

gradients de pression moyenne, mais est moins précis pour des gradients de pres-

sion adverses élevés [33]. Les prédictions du modèle sont insensibles aux valeurs de

turbulence à l’extérieur de la couche limite. Le modèle nécessite des fonctions d’amor-

tissement explicites et un maillage fin près des parois solides.

Les équations du modèle

Les tensions de Reynolds sont modélisées en termes de viscosité turbulente comme

suit :

τtij = 2µt (Sij − Snnδij/3)− 2ρkδij/3 (3.97)

Où µt est la viscosité turbulente, Sij est le tenseur du taux de déformation de la

vitesse moyenne, ρ est la densité du fluide, k est l’énergie cinétique turbulente, et δij

est le symbole de Kronecker.

La viscosité turbulente est définie comme une fonction de l’énergie cinétique tur-

bulente, k, et le taux de dissipation turbulent, ε :

µt = cµfµρ
k2

ε
(3.98)
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La viscosité turbulente est donnée en fonction de la densité du fluide, ρ, l’échelle de

vitesse turbulente, k1/2, et l’échelle de longueur, k3/2
/
ε, sur la base de l’analyse dimen-

sionnelle locale. cµ est le coefficient du modèle, déterminé par analyse de l’équilibre

à des nombres de Reynolds élevés, et la fonction d’amortissement, fµ, est modélisée

en fonction d’un nombre de Reynolds de la turbulence, Ret = ρk2

µε
.

Pour fermer les équations, il reste à construire des équations d’évolution pour k et

ε, les équations de transport de turbulence pour le modèle k− ε de Launder-Sharma

sont définies comme suit :

L’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente k a la forme suivante :

∂ρk

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujk −

(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂xj

)
= τtijSij − ρε+ φk (3.99)

L’équation de transport de ε est de la forme :

∂ρε

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujε−

(
µ+

µt
σε

)
∂ε

∂xj

)
= cε1

ε

k
τtijSij − cε2f2ρε

ε

k
+ φε (3.100)

Où les termes à droite représentent, la production, la dissipation, et le terme de

la paroi, respectivement.

avec

cµ = 0.09 cε1 = 1.45 cε2 = 1.92

σk = 1.0 σε = 1.3

et

fµ = exp
(
−3.4

/
(1 + 0.02Ret)

2)
f2 = 1− 0.3exp (−Re2

t ) , Ret = ρk2

µε
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et les termes explicites de paroi sont :

φk = 2µ

(
∂
√
k

∂y

)2

, φε = 2µ
µt
ρ

(
∂2us
∂y2

)2

Où us est la vitesse d’écoulement parallèle à la paroi.

Conditions aux limites :

Des conditions de non-glissement sont imposées à la paroi par les relations simples

suivantes :

Ici ε est la pseudo-dissipation isotrope qui remplace la dissipation effective pour

des besoins de robustesse numérique et de simplification de la condition de paroi.

k = 0 et ε = 0

Lorsque les termes de paroi sont inclus (φk et φε) le taux de dissipation effectif est

exprimé par ε−φk/ρ. Sur l’axe de symétrie, une condition de glissement (
−→
V ·−→n = 0)

est imposée.

3.11.1.3.2 Le modèle k − ω (Wilcox)

k−ω ([33] et [40]) est un modèle de viscosité de turbulence de deux-équations bien

connu et largement expérimenté. La référence principale de ce modèle est donnée par

Wilcox [33], et sa formulation est utilisée ici. Les racines de ce modèle peuvent être

attribuées à Kolmogorov, Prandtl, Saffman, et Wilcox, en collaboration avec d’autres

scientifiques.

Ce modèle a été développé à peu près au même moment et en parallèle avec le

modèle k−ε comme une alternative à définir une fonction de viscosité turbulente. Des
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équations de transport convectives sont résolues pour l’énergie cinétique turbulente

et son taux spécifique de dissipation, k et ω = ε/β∗k respectivement.

L’obtention d’une équation de transport pour la fréquence ω est tout aussi délicate

que pour la pseudo-dissipation et par conséquent une stratégie analogue est mise en

œuvre en considérant une forme d’équation prototype inspirée de l’équation de k.

Le modèle k − ω de Wilcox s’est avéré être de stabilité numérique supérieure de

modèle k − ε principalement dans la sous-couche visqueuse à proximité de la paroi.

Ce modèle ne nécessite pas de fonctions d’amortissement comme dans le modèle à

deux équations k − ε et autres en raison des grandes valeurs de ω dans la région de

la paroi. Les conditions aux limites de paroi nécessitent la spécification de la distance

entre la paroi et le premier point du maillage. Dans la région logarithmique, le modèle

donne un bon accord avec les résultats expérimentaux pour les écoulements avec un

gradient modéré de pression adverse.

Dans la couche de cisaillement libre et les écoulements de couche limite à gradient

de pression adverses, les résultats du modèle k− ω sont sensibles à de faibles valeurs

de ω à l’extérieure de la couche limite (références [40] et [41]). Dans les calculs des

écoulements complexes, il est difficile d’exercer assez de contrôle sur la turbulence de

la région externe pour éviter de petites valeurs de w dans l’écoulement libre et encore

éviter les ambigutés dans les résultats.

Les équations du modèle

Les tensions de Reynolds sont modélisées en termes de viscosité turbulente comme

suit :

τtij = 2µt (Sij − Snnδij/3)− 2ρkδij/3 (3.101)

La viscosité de turbulence est définie comme une fonction de l’énergie cinétique
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turbulente, k et du taux de dissipation spécifique, ω, comme suit :

µt = ρ
k

w
(3.102)

Les deux équations de transport pour le k et ω sont définies ci-dessous par :

∂ρk

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujk − (µ+ σ∗µt)

∂k

∂xj

)
= τtijSij − β∗ρωk (3.103)

et

∂ρω

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujω − (µ+ σµt)

∂ω

∂xj

)
= α

ω

k
τtijSij − βρω2 (3.104)

avec

α = 5
9

β = 3
40

β∗ = 9
100

σ = 0.5 σ∗ = 0.5

Conditions aux limites

Le choix de valeurs externes recommandées pour les écoulements de couche limite

est :

ω∞ > λ
U∞
L

µt∞ < 10−2µtmax k∞ =
µt∞
ρ∞

ω∞

Où L est la longueur approximative du domaine de calcul, et U∞ est la vitesse

caractéristique. Un facteur de proportionnalité λ = 10 a été recommandé. Les couches

de cisaillement libres sont plus sensibles à de faibles valeurs d’écoulement libre de ω∞

et des valeurs plus élevées de ω sont nécessaires. Suite à une analyse d’autosimilarité,
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une valeur de λ peut être déterminée d’où une valeur d’au moins λ = 10 pour de

couches de mélange, augmentée jusqu’à λ = 80 pour des jets ronds.

Les conditions aux limites de parois sont données par les relations suivantes

k = 0 et ω = 10
6µ

βρ (y1)2

Où y1 est la distance du premier point à la paroi et y+ < 1, des conditions du

gradient nul sont appliquées aux limites de symétrie.

3.11.1.3.3 Le modèle k − ω BSL (Menter)

Les modèles k−ω ne nécessitent généralement pas de fonctions d’amortissements

supplémentaires et semblent donc présenter, dans la région proche-paroi, un compor-

tement plus universel que les modèles k − ε ”bas-Reynolds”. En tenant compte de

cette remarque et du fait que les modèles k−ω s’avèrent, contrairement aux modèles

k−ε, sensibles à la définition des conditions de l’écoulement lointain, Menter propose

de définir un modèle mixte à deux équations, possédant les caractéristiques d’une

fermeture k−ω près des parois et celles d’un modèle k− ε dans Les zones lointaines.

Ce modèle dit k − ω Baseline (BSL) de Menter [42][43].

Pour développer cette combinaison, Menter considère tout d’abord la formulation

k − ω de Wilcox, les équations de transport de k et ω sont données respectivement

par :

∂ρk

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujk − (µ+ σk1µt)

∂k

∂xσj

)
= τtijSij − β∗ρωk (3.105)

∂ρω

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujω − (µ+ σω1µt)

∂ω

∂xj

)
= ρ

γ1

µt
τtijSij − βρω2 (3.106)
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En considère que f2 = 1 pour faire abstraction des aspects de bas-Reynolds,

l’équation de la pseudo-dissipation (3.100) est modifiée afin de tenir en compte la

relation reliant ε et ω donnée par :

ω =
ε

cµk
(3.107)

Nous obtenons les équations de transport suivantes :

∂

∂xj

(
ρujk − (µ+ σk2µt)

∂k

∂xσj

)
= τtijSij − β∗ρωk (3.108)

∂ρω

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujω − (µ+ σω2µt)

∂ω

∂xj

)
= ρ

γ2

µt
τtijSij − βρω2 + 2ρσω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(3.109)

L’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente k reste inchangée avec

des modifications apportées aux les coefficients. Pour l’équation de ω, un terme nou-

veau s’est apparâıt suite au passage de l’équation de ε à l’équation de ω, appelé terme

de diffusion croisé.

Pour faire profiter d’avantage des deux modèles k−ε loin de la couche limite et k−

ω près de paroi, Menter a fait intervenir une fonction F1 qui permet de basculer entre

les deux modèles. Maintenant, l’équation (3.105) et l’équation (3.106) sont multipliées

par F1 et l’équation (3.108), et l’équation (3.109) sont multipliées par (1 − F1) et

les équations correspondantes de chaque ensemble sont additionnées pour donner le

nouveau modèle :

∂ρk

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujk − (µ+ σkµt)

∂k

∂xσj

)
= τtijSij − β∗ρωk (3.110)
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∂ρω

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujω − (µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

)
= ρ

γ

µt
τtijSij − βρω2 + 2ρ(1− F1)σω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(3.111)

La viscosité de turbulence est donnée par :

µt =
ρk

ω
(3.112)

La fonction F1 permet de sélectionner le modèle de Wilcox k − ω dans la sous-

couche visqueuse et la région logarithmique et basculer progressivement vers le modèle

k− ε à mesure qu’on s’éloigne de la paroi. On profite ainsi de la robustesse de ω dans

la région de proche paroi et de l’insensibilité de ε dans l’écoulement libre. La fonction

de Menter F1 s’écrit :

F1 = tanh
(
arg4

1

)
(3.113)

avec

arg1 = min

(
max

( √
k

0.09ωy
,
500ν

ωy2

)
,

4ρkσω2

CDkωy2

)

où y est la distance normale à la paroi et

CDkω = max

(
2ρσω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
, 10−20

)

avec
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Le terme
√
k
/

0.09ωy est une échelle de longueur turbulente, adimensionnée par la

distance à la paroi, intervient principalement dans la zone logarithmique, puis décrôıt

plus qu’on s’éloigne de la couche limite.

Le terme 500ν/ωy2 assure l’activation du modèle k − ω dans la sous-couche vis-

queuse, et tend vers zéro plus qu’on s’éloigne de la paroi.

Le terme 4ρkσω2/CDkωy
2 consiste à prévenir la dégénérescence de la solution pour

de petites valeurs de ω dans l’écoulement externe.

Soit φ1 représentent les constantes dans le modèle original (σk1...), φ2 les constantes

dans le modèle k− ε transformé (σk2...) et φ1 les constantes correspondantes du nou-

veau modèle (σk...), alors la relation entre eux est :

φ = F1φ1 + (1− F1)φ2

φ = {σk, σω, β, γ}
(3.114)

Les deux groupes de constantes suivantes seront utilisées :

groupe 1 (Wilcox) :

σk1 = 0.5, σω1 = 0.5, β1 = 0.075

β∗ = 0.09, κ = 0.41, γ1 = β1/β∗−σω1κ
2
/√

β∗

groupe 2 (Jones-Launder) :

σk2 = 1.0, σω2 = 0.856, β2 = 0.0828

β∗ = 0.09, κ = 0.41, γ2 = β2/β∗−σω2κ
2
/√

β∗

3.11.1.3.4 Le modèle k − ω SST (Menter)

L’une des principales différences entre le modèle de viscosité turbulente et un

modèle complet des tensions de Reynolds, pour des applications aérodynamiques,
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c’est que celui-ci prend compte de l’effet important du transport turbulent de la

contrainte de cisaillement principale τ = −u′v′ de la forme.

Dτ

Dt
=
∂τ

∂t
+ uk

∂τ

∂xk
(3.115)

L’importance de ce terme est apparue clairement par le succès du modèle Johnson-

King (JK) [44]. Notez que la principale différence entre le modèle-JK et le modèle de

Cebeci-Smith réside dans l’inclusion de ce terme dans le premier modèle, conduisant

à des résultats nettement améliorées pour les écoulements avec gradient de pres-

sion adverses. Le modèle JK dispose d’une équation de transport pour la contrainte

de cisaillement turbulente τ qui repose sur l’hypothèse de Richard Bradshaw que

la contrainte de cisaillement dans une couche limite est proportionnelle à l’énergie

cinétique turbulente, k :

τ = ρa1k (3.116)

avec la constante a1 = 0, 3. D’autre part, dans les modèles de deux-équations, la

contrainte de cisaillement est calculée à partir de :

τ = µtΩ (3.117)

avec Ω = ∂u/∂y. Pour les modèles classiques de deux équations, cette relation

peut être réécrite pour donner :

τ = ρ

√
Productionk
Dissipationk

a1k (3.118)
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Comme indiqué dans [45]. Dans les écoulements avec gradient de pression adverse,

le rapport de production à la dissipation peut être nettement supérieur à un, comme

on en trouve à partir des données expérimentales de la référence [46], et l’équation

(3.118) conduit donc à une surestimation de τ . Afin de satisfaire l’équation (3.116)

dans le cadre d’un modèle de viscosité turbulente, la viscosité turbulente devra être

redéfinie comme suit :

µt = ρ
a1k

Ω
(3.119)

Les raisons de cette modification peuvent aussi s’expliquer de la manière suivante :

dans les modèles conventionnels de deux équations la contrainte de cisaillement tur-

bulente répond instantanément aux variations du taux de déformation en cisaillement

Ω, un peu comme un modèle algébrique de viscosité turbulente, alors que l’équation

(3.119) garantit que τ ne change plus rapidement que ρa1k. Alors l’équation (3.119)

n’est pas souhaitable dans tout le champ d’écoulement, car elle mène à des viscosités

turbulentes infiniment élevées aux points où Ω tend vers zéro. Il est à noter que, en

écoulements avec gradient de pression adverses, la production est plus grande que

la dissipation dans la plus grande partie de la couche (ou Ω > a1ω). L’expression

suivante :

µt =
ρa1k

max (a1ω; Ω)
(3.120)

garantit donc la sélection de l’équation (3.119) pour la plupart des régions de

gradient de pression défavorables (région de sillage de la couche limite), tandis que

l’équation (3.112) d’origine est utilisée pour le reste de la couche limite.

Afin de récupérer la formulation initiale de la viscosité turbulente pour les couches

de cisaillement libres (où l’équation de Bradshaws (3.116) ne détient pas nécessairement)
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la modification du modèle SST doit ètre limitée à des écoulements de couche limite.

Cela peut ètre fait de la mème manière que pour le modèle de BSL par application

d’une fonction auxiliaire F2.

µt =
ρa1k

max (a1ω; ΩF2)
(3.121)

où a1 est une constante issue de l’hypothèse de Bradshaw, Ω est la valeur absolue

de la vorticité, et F2 une fonction construite pour faire en sorte que cette correction

sur la viscosité turbulente n’opère que dans les couches limites.

F2 = tanh
(
arg2

2

)
(3.122)

et

arg2 = max

(
2

√
k

0.09ωy
,
500ν

ωy2

)
(3.123)

Les constantes du groupe 1 correspondent au modèle k − ω sont données par :

σk1 = 0.85, σω1 = 0.65, β1 = 0.075 a1 = 0.31

β∗ = 0.09, κ = 0.41, γ1 = β1/β∗−σω1κ
2
/√

β∗

Menter propose d’introduire un limiteur sur la production d’énergie cinétique

turbulente donné par :

P = min
(
τtijSij, 20ρβ∗ωk

)
Ce traitement permet d’éliminer les pics de viscosité dans l’écoulement. Il empêche

aussi l’apparition de phénomènes non-physiques, comme l’augmentation de la visco-



93

sité dans les régions stagnantes, énergie cinétique élevée dans des régions de faibles

vitesses, l’apparition de pressions négatives.

formulation constitue le modèle SST (Shear Stress Transport) standard de Menter.

3.11.1.3.4.1 Modèle SST Menter avec terme Source de vorticité (SST-

V)

Cette forme du modèle SST est parfois utilisée, le terme source de vorticité est

souvent presque identique à l’expression du terme source exacte pour des écoulements

simples de couche limite, et l’utilisation du terme de vorticité peut éviter certaines

difficultés numériques, parfois associées à l’utilisation du terme source exacte (valeurs

excessives de l’énergie cinétique turbulente k, qui peuvent conduire à des valeurs

négatives de pression), la référence pour ce modèle est [42].

Les équations sont les mêmes que pour la version ”standard” (SST), sauf que le

terme de production de k (dans les deux équations) est approximé par :

P = τtijSij = µtΩ
2 − 2

3
ρkδij

∂ui
∂xj

(3.124)

Pour les écoulements à faibles vitesses, le second terme du côté droit de cette

équation est généralement faible par rapport au premier terme. (Pour un écoulement

incompressible le second terme est identiquement nul.) Un limiteur de production est

encore employé pour le terme de P dans l’équation de k, comme décrit par (SST).

Une autre différence mineure de (SST) est que le limiteur de production est utilisé

à la fois pour les équations de k et ω, et la constante est changée de 20 à 10. En d’autres

termes, P dans les deux équations remplacé par :

P = min
(
τtijSij, 10ρβ∗ωk

)
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La définition de terme de diffusion croisée CDkω est légèrement modifiée, et donnée

par :

CDkω = max

(
2ρσω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
, 10−10

)
Enfin, les définitions de deux des constantes sont légèrement modifiées :

γ1 = 5/9 γ2 = 0.44

Le premier est supérieur à la constante de définition initiale d’environ 0,43 %, et

le second est inférieur de moins de 0,08 %.

Notez que si cette forme de terme de production est utilisée avec ce modèle, il

devrait être nommé (SST-V2003).

3.11.1.3.4.2 Modèle SST Menter avec décroissance contrôlée (SST-

sust)

Cette forme du modèle SST élimine la décroissance non physique des variables

de turbulence dans l’écoulement libre des problèmes aérodynamiques externes, grce

à l’ajout de termes dans les équations de transports. La référence est [47] :

Les équations sont :

∂ρk

∂t
+
∂ρujk

∂xj
= τtijSij − β∗ρωk +

∂

∂xj

(
(µ+ σkµt)

∂k

∂xj

)
+ β∗ρωambkamb (3.125)

et

∂ρω

∂t
+
∂ρujω

∂xj
=
γ

νt
τtijSij−βρω2 +

∂

∂xj

(
(µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

)
+2ρ(1−F1)σω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj



95

+ βρω2
amb (3.126)

Tous les termes sont identiques au modèle standard (SST), sauf le dernier terme.

Les conditions aux limites de champ lointain recommandées sont peu différentes :

kfarfield = kamb = 10−6U2
∞

ωfarfield = ωamb = 5U∞
L

Ici, L n’est pas la ”longueur approximative du domaine de calcul,” comme si

c’était pour (SST), mais l’échelle de longueur définissant le problème particulier

(généralement associé à une caractéristique ou à l’échelle du corps aérodynamique

d’intérêt). Dans les équations, ωamb et kamb sont prises pour être ces valeurs limites

en champ lointain. Les termes supplémentaires ont pour effet d’annuler exactement

les termes de destruction dans l’écoulement libre lorsque les niveaux de turbulence

sont égaux aux niveaux du milieu ambiant. à l’intérieur de la couche limite, ils sont

généralement en ordres de grandeur plus petites que les termes de destruction des

niveaux raisonnables de turbulence de l’écoulement libre (disant, TU = 1% ou moins,

TU est l’intensité de turbulence), et ont donc peu d’effet. La condition de limite de

champ lointain kfarfield = kamb = 10−6U2
∞ correspond à une zone d’écoulement libre

de niveau TU = 0, 08165%.

3.11.1.3.4.3 Modèle SST Menter avec décroissance contrôlée et terme

Source de vorticité (SST-Vsust)

Cette forme du modèle SST combine (SST-V) et (SST-sust). Le modèle est iden-

tique à (SST-sust), sauf que le terme P (dans les deux équations) est donné par :

P = τtijSij = µtΩ
2 − 2

3
ρkδij

∂ui
∂xj

(3.127)
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Pour les écoulements lents, le second terme sur le côté droit de cette équation est

généralement faible par rapport au premier terme. (Pour les écoulements incompres-

sibles le second terme est identiquement nul). Un limiteur de production est encore

utilisé pour l’expression de P dans l’équation de k, comme pour (SST).

3.11.1.3.4.4 Modèle SST Menter à deux-équations avec Correction de

Rotation/courbure (SST-RC)

Cette forme de rotation/courbure du modèle SST est identique à la version (SST)

”standard”, sauf que le terme de production P dans les deux équations est multiplié

par une fonction fr1, décrite ci-dessous [48].

Bien que la référence ci-dessus utilise la convention de dénomination ”CC”, ici

nous utilisons ”RC” (rotation et courbure) pour la compatibilité avec la conven-

tion de dénomination SA-RC (modèle de Spalart-Allmaras de correction de rota-

tion/courbure) déjà établi.

La fonction empirique est donnée par :

fr1 = max [min (frotation, 1.25) , 0.0]

et

frotation = (1 + cr1) 2r∗

1+r∗
[1− cr3tan−1 (cr2r̂)]− cr1

Toutes les variables et leurs dérivés sont définis par rapport au cadre de référence

de calcul, qui peut tourner avec vitesse de rotation Ωrot. Les fonctions restantes sont

définies comme suit :
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r∗ = S/W

r̂ =
2WikSjk
WD3

(
DSij
Dt

+ (εimnSjn + εjmnSin) Ωrot
m

)
Sij = 1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
Wij = 1

2

[(
∂ui
∂xj
− ∂uj

∂xi

)
+ 2εmjiΩ

rot
m

]
S2 = 2SijSij

W 2 = 2WijWij

D2 = max (S2, 0.09ω2)

cr1 = 1.0 cr2 = 2.0 cr3 = 1.0

Le terme DSij/Dt représente les composantes de la dérivée lagrangienne du ten-

seur de taux de déformation. Le taux de rotation Ωrot est différent de zéro que si le

référentiel lui-même est en train de tourner.

Notez que si la correction RC est ajoutée à un modèle SST de base différente,

la désignation du modèle devrait refléter. Par exemple, RC est ajoutée au modèle

(SST-2003), le modèle corrigé devrait être nommé (SST-2003RC). Si RC est ajoutée

au modèle (SST-V), le modèle corrigé devrait être nommé (SST-VRC).

3.11.1.3.4.5 Modèle SST Menter avec Correction simplifiée de Rota-

tion/Courbure de Hellsten (SST-RC-Hellsten)

La forme de rotation/courbure simplifiée du modèle SST est identique à la version

(SST) ”standard”, sauf que le terme de destruction dans l’équation ω est multiplié

par la fonction F4, décrite ci-dessous [49] [50].

∂ρω

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujω − (µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

)
= ρ

γ

µt
τtijSij − F4βρω

2

+ 2ρ(1− F1)σω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(3.128)
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avec

F4 = 1
1+CRCRi

CRC = 1.4

Ri = W
S

(
W
S
− 1
)

S =
√

2SijSij Sij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
W =

√
2WijWij Wij = 1

2

(
∂ui
∂xj
− ∂uj

∂xi

)
Où Ri est le nombre de Richardson, la viscosité turbulente prend une forme

légèrement différente par rapport à la formulation de Menter. Elle s’écrit :

µt =
a1ρk

max (a1ω, |S|F2F3)

La fonction F3 est conçue pour empêcher la limitation SST d’être activé dans la

couche de rugosité dans les écoulements de parois rugueuses, c’est à dire la couche

la plus proche de la paroi rugueuse. Cela est nécessaire car l’hypothèse de Bradshaw

n’est pas valide là. La fonction F3 est une extension du modèle original développé par

Hellsten [51] en coopération avec Menter [52]. F3 est donnée par :

F3 = 1− tanh

[(
150µ

ρωy2

)4
]

3.11.1.4 Modèle de fermeture au second ordre (SSG/LRR-RSM-w2012)

Ce modèle a été développé dans le cadre du projet européen FLOMANIA pour

application à des problèmes d’écoulement aéronautiques. Il utilise un mélange de

deux modèles différents pression-déformation (la partie LRR est basée sur une ver-

sion antérieure du modèle WilcoxRSM-W2006 [53]). Les références principales de ce

modèle sont celles de Cecora et al [54], Eisfeld et al [55], Eisfeld et al [56],Eisfeld [57]
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Contrairement aux modèles de viscosité turbulente, le modèle RSM (Reynolds

Stress Model) considère les termes du tenseur de Reynolds comme des inconnues. Le

but de ce modèle est la suppression de l’hypothèse introduite par l’approximation

de transport par gradient. Les expérimentations montrent que les corrélations ne

suivent toujours pas un changement de signe avec les gradients qui les relient avec

une viscosité de turbulence.

D’après l’équation de quantité de mouvement, une équation de transport pour le

tenseur de Reynolds peut être dérivée :

∂

∂t

(
ρ̄R̃ij

)
+

∂

∂xk

(
ρ̄ũkR̃ij

)
= ρ̄Pij + ρ̄Πij − ρ̄εij + ρ̄Dij + ρ̄Mij (3.129)

avec

ρ̄R̃ij = −τij = ρu′′i u
′′
j

Dans cette équation le terme production Pij est exacte, alors que les autres termes

sur le côté droit ont besoin de modélisation.

ρ̄Pij = ρ̄R̃ik
∂ũj
∂xk
− ρ̄R̃jk

∂ũi
∂xk

(3.130)

Dans le projet européen FLOMANIA [58] le modèle SSG/LRR − ω ([55],[56]) a

été développé, transférant les idées de modèle de SST de Menter [59] dans le cadre

des modèles des contraintes de Reynolds différentielles. En particulier, le terme de

redistribution a été harmonisé entre le modèle de Launder-Reece-Rodi (LRR) [60]

près des parois, en omettant les termes de ce que l’on appelle réflexion de paroi

comme suggéré par Wilcox [61] et le modèle de Speziale-Sarkar-Gatski (SSG) [62]

vers le champ lointain. Le terme de redistribution qui en résulte peut être écrit dans

la notation unifiée suivante :
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ρ̄Πij = −
(
C1ρ̄ε+

1

2
C∗1 ρ̄Pkk

)
b̃ij + C2ρ̄ε

(
b̃ikb̃kj −

1

3
b̃mnb̃mnδij

)
+
(
C3 − C∗3

√
II
)
ρ̄k̃S̃∗ij + C4ρ̄k̃

(
b̃ikS̃

∗
jk + b̃jkS̃

∗
ik −

2

3
b̃mnS̃

∗
mnδij

)
+C5ρ̄k̃

(
b̃ikW̃jk + b̃jkW̃ik

)
(3.131)

Qui est formellement identique au modèle SSG et où b̃ij = R̃ij/(2k̃) − δij/3 est

le tenseur d’anisotropie avec son deuxième invariant II = b̃ij b̃ij. Notez que l’énergie

cinétique spécifique de turbulence est équivalente à la moitié de la trace du tenseur de

Reynolds spécifique, c’est-à-dire k̃ = R̃ii/2. En outre W̃ij = 1/2 (∂ũi/∂xj − ∂ũj/∂xi)

est le tenseur de rotation moyenne.

avec

S̃∗ij =
1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
− 1

3

∂ũk
∂xk

δij

Enfin ε = Cµk̃ω, où Cµ = 0.09, et ω est fourni par l’équation de BSL Menter [59]

donnée ci-dessous. Le terme de dissipation est modélisé par un tenseur isotrope selon

Rotta [63].

ρ̄εij =
2

3
Cµρ̄k̃ωδij (3.132)

Un gradient simple ou modèles de diffusion de gradient généralisé peuvent être

utilisés alternativement. Selon [64], on peut écrire

ρ̄Dij =
∂

∂xk

[(
µ̄δkl + D̂

ρ̄

ω
R̃kl

) ∂R̃ij

∂xl

]
(3.133)
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La contribution due aux fluctuations de masse, ρ̄Mij, est négligée, comme c’est

une pratique courante pour les écoulements transsoniques.

Le modèle de turbulence est fermé par l’équation de ω du modèle BSL de Menter

[59]

∂ (ρ̄ω)

∂t
+

∂

∂xk
(ρ̄ũkω) = α

ω

k̃

ρ̄Pkk
2
− βρ̄ω2 +

∂

∂xk

((
µ̄+ σ

ρ̄k̃

ω

)
∂ω

∂xk

)

+ σd
ρ̄

ω
max

(
∂k

∂xj

∂ω

∂xj
; 0

)
(3.134)

La relation donnant l’assemblage entre les régions SSG et LRR est obtenu par :

φ = F1φ
(LRR) + (1− F1)φ(SSG) (3.135)

où la fonction de Menter est donnée par

F1 = tanh
(
ζ4
)

(3.136)

avec

ζ = min

max( √
k̃

Cµωd
;
500µ̄

ρ̄ωd2

)
;

4σ(SSG)ρ̄k̃

max
{

2σ(SSG) ρ̄
ω
∂k̃
∂xk

∂ω
∂xk

; 10−20
}
 (3.137)

Les valeurs de la limite d’ensemble des coefficients de fermeture pour le SSG et le

LRR sont donnés dans le tableau 3.1 :

Conditions aux limites :

R̃ij,farfield =
2

3
k̃farfieldδij ωfarfield =

ρ̄k̃farfield
µt,farfield
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C1 C∗1 C2 C3 C∗3 C4 C5 D̂ α β σ σd

SSG 3.4 1.8 4.2 0.8 1.3 1.25 0.4 2.44 0.44 0.0828 0.856 1.712

LLR 3.6 0.0 0.0 0.8 0.0 2.0 1.11 0.5 0.5556 0.075 0.5 0.0

Table 3.1. Les constantes du modèle SSG/LRR− ω

La valeur initiale est une fonction de l’intensité de la turbulence de champ lointain

Tu, avec :

k̃farfield = (3/2)(Tu)2U2
farfield

Les valeurs typiques sont :

Tu = 0.001(= 0.1%) µt,farfield/µ̄farfield = 0.1

pour les surfaces solides (parois) :

R̃ij,paroi = 0 ωparoi = 10
6ν̄

β(LRR) (∆d1)2

où (∆d1)2 est la distance entre la paroi et le point le plus proche.

3.12 Fermeture de l’équation de l’énergie

L’application de la moyenne sur l’équation de l’énergie totale, de la même manière

comme pour les équations de quantité de mouvement, fait apparâıtre de nouvelle

corrélations à modélisées. D’où on a montré toute les hypothèses de modélisation

(voir équation (3.65)), il reste à modéliser la corrélation donnant le tenseur de Rey-

nolds ρu′′i u
′′
j et le flux de chaleur turbulent ρT ′′u′′j . En réalité, la fermeture de telle

équation de transport dépend essentiellement du choix de types de modélisations ap-

propriées pour chaque type d’écoulement, et encore du choix de modèle et de l’ordre

de fermeture.
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3.12.1 fermeture par modèle à deux équations

L’approximation la plus courante pour la modélisation du flux de chaleur turbulent

consiste à utiliser une sorte de loi de Fourier turbulente (hypothèse de transport par

gradient généralisé), c’est-à-dire de modéliser le flux de chaleur turbulent ρT ′′u′′j en

fonction des gradeurs connues du champ moyen. Le flux de chaleur turbulent est

supposé proportionnel au gradient de température moyen, suivant la loi.

ρT ′′u′′j = − µt
Prt

∂T̃

∂xj

3.12.2 fermeture par modèle au second ordre

Pour une fermeture au second ordre, le flux de chaleur turbulent peut être approxi-

mer, par une équation qui le transporte, ou toujours par une approximation hybride,

qui tienne compte du type gradient généralisé, dans ce dernier cas, les contraintes de

Reynolds sont transportées avec des équations spécifiques. Cette approximation est

donnée par :

ρT ′′u′′j = −ce
k

ε
ρu′′i u

′′
j

∂T̃

∂xi

où ce = 0.11.

En utilisant le modèle SSG/LRR−ω, pour la fermeture de l’équation de l’énergie,

le flux de chaleur turbulent est obtenu par :

cpρu′′jT
′′ ≈ −cpµt

Prt

∂T̃

∂xj

où µt est obtenue par une ”viscosité turbulente équivalente”, µt = ρ̄k̃/ω.

Les termes associés à la diffusion moléculaire et au transport turbulent dans

l’équation de l’énergie sont modélisés comme la moitié de la trace du terme ρ̄Dij.

Pour le modèle de diffusion de gradient généralisé, c’est :
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∂

∂xk

(
σiju′′i −

1

2
ρu′′i u

′′
i u
′′
j

)
≈ 1

2

(
ρ̄Tii + ρ̄D

(ν)
ii

)
avec

ρ̄Tij = ∂
∂xk

(
D ρ̄k̃R̃kl

ε

∂R̃ij
∂xl

)
ρ̄D

(ν)
ij = ∂

∂xk

(
µ̄
∂R̃ij
∂xk

)
Dans cette étude, on adopte une hypothèse de transport par gradient pour la

fermeture de l’équation (3.65) , l’équation d’énergie est donnée par :

∂

∂t
ρ̄

(
ẽ+

ũiũi
2

+ k

)
+

∂

∂xj

(
ρ̄ũj

(
ẽ+

ũiũi
2

+ k

)
+ ũj

(
p̄+

2

3
ρ̄k

))
=

∂

∂xj
ũi (µ̄+ µt)

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− 2

3

∂ũk
∂xk

δij

)
+

∂

∂xj
γ

(
µ̄

P r
+

µt
Prt

)
∂ẽ

∂xj
(3.138)

D’autres difficultés sont liées au type de modélisation choisi pour l’estimation du

flux de chaleur turbulent. Nous avons vu que, généralement, ce terme est modélisé

par une sorte de loi de transport par gradient, ce qui implique un nombre de Prandtl

turbulent supposé constant Prt ≈ 0.9. Parmi les inconvénients majeurs de l’utili-

sation du nombre de Prandtl turbulent constant, est qu’en réalité, cela dépend de

l’écoulement considéré. Pour un écoulement libre Prt est très nettement différent

de 0.9 dans la partie extérieure de l’écoulement. Par exemple , pour un jet turbu-

lent Prt est de l’ordre d’environ 0.7 (supérieur à 0.7 plus qu’en s’éloigne de l’axe de

l’écoulement, voir BENSAYAH et al [65] et [66]), pour une couche de mélange , il

est plutôt de l’ordre de 0.5, et pour un écoulement libre cisaillé homogène il est de

l’ordre de 1.1 . Il est donc clair que le calcul d’un écoulement turbulent compressible

en configuration simple ou complexe, l’utilisation d’un nombre de Prandtl turbulent

constant est certainement une solution approchée, qui n’est pas toujours satisfaisante
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(et en effet les différences entre les mesures et calculs sur les flux de chaleur à la paroi

sont importants en général).

3.13 Conditions de réalisabilité

Les modèles de turbulence à deux équations utilisent couramment une hypothèse

de viscosité turbulente, les contraintes de Reynolds sont données par le modèle de

Boussinesq, par :

ũ′′i u
′′
j

k
= −2cµ

k

ε

(
Sij −

1

3
Sllδij

)
+

2

3
δij (3.139)

Et cµ est une constante généralement égale à 0.09. Lorsque, par exemple, le terme

k
ε
S11 est supérieur à 5.56, ces équations prédisent une valeur négative physiquement

impossible pour ũ′′1u
′′
1.

Ce problème de réalisabilité dans les modèles de turbulence de deux équations uti-

lisant l’hypothèse de Boussinesq a été considéré par quelques auteurs indépendamment.

Reynolds [67] a noté la possibilité d’obtention de contraintes normales négatives à

partir du modèle, et propose une équation pour cµ fonction du taux de déformation,

limitant les tensions normales à zéro. Durbin [68] a rencontré le même problème lors

de l’application d’un modèle de turbulence à trois équations (k−ε−v2) sur une aile. Il

a montré une forte croissance erronée de l’énergie cinétique à proximité du bord d’at-

taque d’une aile quand le coefficient cµ est considéré constant (0.09). Il a obtenu des

niveaux de turbulence réalistes quand il a utilisé une équation pour cµ qui assure une

réalisabilité des contraintes. Moore et Moore [69] ont montré des résultats similaires

pour la cascade de compresseur 2D à l’aide du modèle de turbulence q−ω de Coakley

, avec cµ = 0.09, ils ont montré des contraintes normales négatifs dans toute la région

du bord d’attaque, avec la plus grande contrainte normale négatif d’environ −4k La

relation entre les contraintes normales négatives et la surproduction de turbulence
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peut être considéré en tenant compte de l’écoulement incompressible bidimensionnel.

Avec x et y sont les directions principales du taux de déformation, la production de

la turbulence est donnée par :

P

ε
= −

u′iu
′
j

k

k

ε

∂ūi
∂xj

=

(
u′u′

k
− v′v′

k

)
k

ε

∂v̄

∂y
(3.140)

La production est proportionnelle à la différence des contraintes normales. Si

v′v′/k = −4, u′u′/k correspondante soit grande et positive, de l’ordre de 5.33 par

exemple, de sorte que la différence est 9.33. Pour les contraintes avec réalisabilité, la

différence est entre 2 et zéro.

Afin d’éviter ce problème, les auteurs ont introduit une limitation sur la viscosité

de turbulence via le coefficient cµ :

cµ = min

{
cµ,lim,

1

A0 + As (Sa + AΩΩa)1/a

}
(3.141)

cµ, lim A0 As AΩ a

Reynolds [67] x 11.5 éq.(3.142) 0 1

Zhu and Shih [70] x 8.25 1.5 0 1

Shih et al [71] x 1.875 1.5 1.35 1

Shih et al [72] x 4 éq.(3.142) 1 2

Durbin [68] 0.09 0 1.732 0 1

Moore [69] 0.09fu 0 éq.(3.142) 0 1

Menter [59] 0.09 0 ∆ 3.23
∆
F2 1

Menter mod 0.09 0 3.23 0 1

Table 3.2. Coefficients de l’équation de cµ (éq.(3.141))

avec
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As =
√

3cos

(
1

3
cos−1

[√
6SijSjkSki/(SmnSmn)3/2

])
(3.142)

Moore Moore [69] ont cité que les facteurs qui influent sur le choix des coefficients

dans l’équation (3.141) sont :

1. Pour assurer la réalisabilité prendre As ≥
√

3

2. Si le modèle de bas-Reynolds est utilisé, A0 doit être choisi de sorte que cµ dans

la région de loi logarithmique d’une couche limite (S = Ω = 3.3) est supérieure

ou égale à 0.09.

3. Si la formule est utilisée dans une formulation de nombre de Reynolds élevé, la

formule doit donner des valeurs raisonnables pour S = Ω = 0 ainsi que pour la

région de loi logarithmique.

3.14 Corrections de compressibilité

Pour les écoulements de nombre de Mach élevé, la compressibilité affecte la turbu-

lence par ce qu’on appelle la dissipation/dilatation εd, normalement négligée dans la

modélisation des écoulements incompressibles. En négligeant la dissipation/dilatation

ne parvient pas à prédire la diminution observée des taux de décroissance avec l’aug-

mentation du nombre de Mach pour un mélange compressible et pour les couches de ci-

saillement libre [73]. Pour tenir compte de ces effets, les termes dilatation/dissipation

doivent être inclus dans les équations de l’énergie cinétique turbulente et son taux de

dissipation. Le terme dissipation/dilatation est fonction du nombre de Mach turbu-

lent, modélisation commune dans tous les modèles de corrections de compressibilité.

Morkovin [74] a mis l’hypothèse que les effets des fluctuations de densité par

rapport à la densité moyenne dans une couche limite, sont négligeables dans une

couche limite, tant que le nombre de Mach reste inférieur à 5.
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En effet, le terme exact du taux de dissipation qui apparâıt dans l’équation de

transport de l’énergie cinétique turbulente est donné par :

ρ̄ε = ρ̄(εs + εd)

Le premier terme est appelé le taux de dissipation solénöıdal εs, et le second est le

taux de dissipation de dilatation (ou compressible)εd. Le terme εs représente le taux

de dissipation du modèle de turbulence incompressible. Il sera donné par l’équation

de transport correspondant au modèle. En revanche, εd nécessite une modélisation

et sera ajouté uniquement dans le terme de dissipation apparaissant dans l’équation

de transport de l’énergie cinétique turbulente. Certains auteurs préconisent d’inclure

cette dissipation compressible dans la définition de la viscosité turbulente, ce qui

permet dans certains cas d’améliorer les résultats en réduisant la viscosité turbulente,

mais cette approche ne repose sur aucune justification physique.

Les corrections les plus populaires sont dues à Sarkar et al. [75] et Zeman [76]

proviennent principalement de couches de mélange compressibles. Cependant, puis-

qu’ils donnent un coefficient de frottement abaissé dans les couches limites turbulentes

([77],[78],[79]), aucune de ces corrections sont tout à fait satisfaisante à la fois pour

les couches de mélange et les couches limites. Le modèle de Wilcox [61] résout ce

dilemme en activant la correction de compressibilité tout d’abord, lorsqu’une valeur

de seuil de nombre de Mach turbulent Mt0 = 0, 25 soit atteinte.

3.14.1 Modèle de Zeman

Zeman a observé à partir des résultats de simulation numérique directe, la présence

des petits chocs dans une couche de mélange supersonique. Ces chocs dissipent ra-

pidement l’énergie cinétique turbulente, et la structure des chocs est assimilée à une

dissipation/dilatation. Il obtient par suite une relation entre la partie dilatation et la
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partie sinusodale sous la forme :

εd = ξ∗F (Mt)εs

Dρk

Dt
= Pk − β∗cρωk +

∂

∂xj

[
(µ+ µtσk)

∂k

∂xj

]

Dρω

Dt
= Pω − βcρω2 + 2ρ (1− F1)σω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
+

∂

∂xj

[
(µ+ µtσω)

∂ω

∂xj

]
avec

β∗c = β∗ (1 + ξ∗F (Mt))

βc = β − β∗ξ∗F (Mt)

et

F (Mt) =
[
1− exp

(
−1

2
(γ + 1) (Mt−Mt0)2

Λ2

)]
H (Mt −Mt0)

ξ∗ = 3/4

avec

pour des écoulements cisaillés libres︷ ︸︸ ︷
Λ = 0.6 , Mt0 = 0.1

√
2/(γ + 1)

pour des couches limites︷ ︸︸ ︷
Λ = 0.66 , Mt0 = 0.25

√
2/(γ + 1)

Où H(·) est la fonction de Heaviside

3.14.2 Modèle de Sarkar

L’analyse d’une étude asymptotique des équations de Navier-Stokes dans le cas de

turbulence homogène, et les résultats d’une simulation numérique directe de décroissance

de turbulence isotrope compressible, conduit à Sarkar et al. de proposer un modèle

donnant le taux de dissipation/dilatation par :
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εd = M2
t εs

Sarkar a présenté ce modèle comme une correction globale pour les termes de

dissipation/dilatation et de corrélation pression/dilatation.

avec

F (Mt) = M2
t

ξ∗ = 1

Dans une deuxième correction Sarkar a regroupé la dilatation de pression p′′d′′ et

la dissipation compressible εd par :

p′′d′′,(k−ε) = −α2PkM
2
t + α3ρεsM

2
t

p′′d′′,(k−ω) = −α2PkM
2
t + α3ρβ

∗kωM2
t

avec

Mt =
√

2k/a , α1 = 1.0 , α2 = 0.15 , α3 = 0.2

Dans ce modèle les équations de transport de k et de ω sont données par :

Dρk

Dt
= Pk − β∗ρωk

[
1 + α1M

2
t (1− F1)

]
+

∂

∂xj

[
(µ+ µtσk)

∂k

∂xj

]
+ (1− F1) p′′d′′

(3.143)

et

Dρω

Dt
= Pω + (1− F1) β∗α1M

2
t ρω

2 − βρω2 + 2ρ (1− F1)σω2

1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
+

∂

∂xj

[
(µ+ µtσω)

∂ω

∂xj

]
− (1− F1)

p′′d′′

νt

(3.144)
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3.14.3 Modèle de Wilcox

Malheureusement, les corrections de compressibilité Sarkar/Zeman peuvent avoir

un effet indésirable sur de nombreuses prédictions de la couche limite (ils ont tendance

à produire des coefficients de frottement trop faibles à la paroi, et peuvent également

avoir un impact négatif sur la taille de la zone de séparation prévue [79]). Wilcox

([53],[80]) a développé une modification qui réduit considérablement cet effet néfaste,

et Brown [81] en outre tenté d’éliminer son impact potentiel dans les couches limites

à grand nombre de Mach en la combinant avec la fonction de F1 de Menter. Dans la

correction de Wilcox, les coefficients sont modifiés comme suit :

F (Mt) = [M2
t −M2

t0]H (Mt −Mt0)

ξ∗ = 3/2 , Mt0 = 0.25 , Mt =
√

2k/a

Les coefficients dans le cas de la combinaison de la fonction F1 et le nombre de

Mach turbulent, sont données par :

Mt0 = 0.25 , Mt =
√

2k (1− F1)/a

3.15 Conclusion

Les modèles de turbulences de viscosité tourbillonnaire de deux équations de trans-

port basés sur l’hypothèse de Boussinesq présentent les fermetures turbulentes les plus

largement utilisées. Ces modèles sont généralement préférés en raison d’une facilité

de mise en œuvre, le coût numérique très faible par rapport aux modèles très sophis-

tiqués de LES (Large eddy simulation) et DNS (Direct Numerical Simulation), ce coût

est raisonnable devant les modèles de second ordre, et surtout une grande robustesse,

ce qui permet d’envisager la simulation des écoulements complexes sans modification

ou étalonnage de certaines constantes empiriques. Cependant, comme Chassaing [82]

le souligne, malgré de nombreuses modélisations récentes, ces approches souffrent
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d’un certain nombre de limitations. Si l’équation de l’énergie cinétique turbulente

est directement dérivée des équations de transports des contraintes turbulentes , le

développement de l’équation de transport de la seconde variable turbulente (pseudo-

dissipation ε pour une fermeture au second ordre du type k − ε, ou la dissipation

spécifique ω pour une méthode de second ordre basée sur le modèle k − ω, comme

le modèle SSG/LRR − ω ...) est d’une grande difficulté et l’empirisme de l’expres-

sion présente une faiblesse de la méthode. En outre, dans la modélisation de pre-

mier ordre, l’emploi d’une relation linéaire ne permet pas une récupération fiable de

certaines propriétés de la turbulence locales, comme l’anisotropie ou l’apparition de

zones de turbulence de production négative d’énergie cinétique. Dans ce chapitre nous

avons essayé, de faire une présentation non exhaustive, de différentes modélisations du

tenseur de Reynolds et de flux de chaleur turbulent. Quelques modèles à viscosité tur-

bulente utilisant une ou deux équations de transport et autres de second ordre ont été

détaillés. Il est difficile de faire une hiérarchie qualitative des différents modèles. Les

comparaisons sont établies pour des gammes d’écoulements spécifiques. Néanmoins,

sur le plan pratique, il est actuellement raisonnable de penser que les modèles à deux

équations présentent un bon compromis entre le résultat de prédiction et le coût de

calcul. Le modèle de turbulence retenu pour cette étude est celui dénommé le modèle

SST − V de Menter réalisable avec la prise en compte de l’effet de compressibilité et

de courbure
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Chapitre 4

MÉTHODE NUMÉRIQUE

” Déclarant sur son lit de mort qu’il poserait à Dieu deux questions : ”Pourquoi

y-a-t’ il la relativité et pourquoi y-a-t’ il la turbulence”, et d’ajouter ”je suis

persuadé qu’il pourra répondre à la première question” ”

[Werner Heisenberg, Prix Nobel de physique 1932]
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4.1 Introduction

Des progrès importants ont été réalisés ces dernières années dans le domaine des

méthodes numériques, nous présentons dans ce chapitre une méthode numérique qui

n’a pas de telles limitations. La forme compressible des équations de Navier-Stokes

décrit correctement tout écoulement aérodynamique à des conditions standards de

pression et de température. Une étape très importante pour la résolution des équations

de Navier-Stokes compressibles a été développée avec succès par l’utilisation des

méthodes implicites non itératives. Ces méthodes ont largement amélioré de façon

très significative les performances des méthodes numériques par rapport aux schémas

explicites qui sont fortement liées aux conditions explicites de stabilité. Leurs pas de

temps sont fréquemment limités par des critères sévères de précision et de stabilité,

et le nombre d’opérations par points et pas de temps, aussi bien que la complexité

de programmation sont beaucoup plus importants que dans le cas des méthodes ex-

plicites. Les principales propriétés de la méthode implicite qui est présentée dans ce

chapitre sont :

– Critère inconditionnelle de stabilité

– Préservation de la forme conservative des équations quand elle existe

– Précision de second ordre en espace et en temps

– Absence d’inversion de matrice tridiagonale

L’histoire de cette méthode peut être tracée par le suivi de l’évolution du schéma

de MAC CORMACK à travers les références ([1],[2],[3]). Dans la référence [1] un

changement du schéma en deux étapes de Lax-Wendroff ([4],[5],[6]) permet pour la

première fois la résolution des équations de Navier-Stokes pour une interaction onde

de choc-couche limite laminaire. Cette méthode utilise les différences en alternance

pour les dérivées avant et arrière spatiales en deux étapes. Dans la référence [2] un

traitement implicite, n’est donné qu’aux termes visqueux, le traitement des termes

convectifs a toujours été explicite.Cette méthode est également connue sous le nom de
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la méthode hybride ou méthode caractéristique explicite-implicite. Une version de ce

schéma est présentée dans la référence [3], où un traitement implicite est appliqué à

tous les termes des équations de Navier-Stokes. Deux différentes parties peuvent être

distinguées dans cette dernière version. La première partie du schéma explicite utilise

des différences finies du type prédicteur correcteur [1]. Les équations aux différences

finies ainsi générées approximent les équations d’évolution de l’écoulement avec une

précision du second ordre en espace et en temps mais souffrent de conditions explicites

restrictives de la stabilité. La deuxième partie enlève les restrictions de stabilité, en

transformant les équations de la première partie numériquement dans une forme im-

plicite. Les équations matricielles qui en résultent, qui doit ensuite être résolues sont

bidiagonale supérieures ou inférieures, et peuvent être résolues beaucoup plus facile-

ment que les équations matricielles tridiagonale qui apparaissent dans les méthodes

existantes implicites [7],[8].

De point de vue général, la dynamique d’un fluide peut être décrite par des lois

de conservation de trois quantités : la masse, la quantité de mouvement et l’énergie

totale. La forme de ces lois de conservation établit, pour chaque quantité considérée,

un équilibre entre le taux d’accumulation, les échanges surfaciques et la production de

cette quantité. Pour un écoulement bidimensionnel, les sources de chaleur et les forces

de volumes d’action à distance sont négligées, la forme instationnaire des équations

compressible de Navier-Stokes est :

– Conservation de la masse

La conservation de la masse se traduit par l’équation dite ”de continuité” obtenue

en supposant qu’en absence de source de fluide, la masse du fluide contenue dans

un volume donné se conserve au cours de son mouvement. Cette loi de conservation

s’exprime comme suit en coordonnées cartésiennes :

∂ρ

∂t
+

∂

xk
(ρuk) = 0 (4.1)
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– Conservation de la quantité de mouvement

Les équations de conservation de la quantité de mouvement s’écrivent comme suit :

ρ
∂ui
∂t

+ ρuk
∂ui
∂xk

=
∂

∂xk
(τik) (4.2)

– Conservation de l’énergie totale

La conservation de l’énergie totale définie comme la somme de l’énergie interne et

de l’énergie cinétique par :

ρ
∂

∂t
(E) + ρuk

∂

∂xk
(E) =

∂

∂xk
(uiτik)−

∂

∂xk
(Qk) (4.3)

Dans lesquelles ρ est la masse volumique, uk la composante de la vitesse selon xk,

E est l’énergie totale du fluide par unité de masse. La somme des forces de contact

est définie par :

τik = −Pδik + µSik (4.4)

Sik =

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
− 2

3
δik
∂ul
∂xl

(4.5)

avec µ la viscosité dynamique du fluide et λ le coefficient de Lamé relié à la

viscosité via l’hypothèse de Stokes 2µ+ 3λ = 0.

la terme Qk représente le flux de chaleur :

Qk = −λc
∂T

∂xk
(4.6)

λc est le coefficient de conductivité calorifique.

L’existence des ondes de choc est une caratéristique unique des écoulements su-

personiques. A des grand nombre de Reynolds (tend vers l’infini), des discontinuités

figurent dans les solutions des équations d’évolution de l’écoulement sous forme des

ondes de choc.

Il existe notamment deux approches différentes pour la résolution numérique de

telles discontinuités.
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1. La technique du ”Shock-fitting” ou ”Shock-patching” (ou ajustement à l’onde

de choc) consiste à traiter l’onde de choc comme une discontinuité, et en travers

de laquelle les relations de Rankine-Hugoniot sont satisfaites. Cette technique a

présenté un succès sur un maillage fixe (eulérien) pour un écoulement monodi-

mensionnel réalisé par RICHTMYER [9], tandis qu’elle semble impossible dans

le cas de deux dimensions sur un maillage fixe [10]. Elle a permis de meilleurs

résultats dans le cas d’un maillage flottant [11] ou après transformation du

maillage pour un écoulement non-visqueux [12] et pour un écoulement visqueux

[13]. Cette technique semble très utile pour l’amélioration de la précision de

chocs relativement simples détachés, elle ne permet pas la prédiction des réseaux

complexes de chocs (interaction onde de choc-couche limite), ou la position d’un

choc mobile (désamorçage d’une tuyère).

2. La deuxième technique dite ”Shock capturing” est plus attrayante, elle n’a pas

besoin d’un traitement spécifique d’une onde de choc, cette technique tend

plutôt à étaler la discontinuité sur plusieurs points de maillage, au lieu de la

maintenir comme une vraie discontinuité. Si les équations (4.1) à (4.3) sont

réarrangées de telle sorte que les variables conservatives (ρ, ρu, ρv et ρE) soient

des variables indépendantes, l’utilisation des méthodes conservatives (différences

finies, volumes finis) assurent une stricte conservation de la masse, la quantité

de mouvement et de l’énergie. Les relations de Rankine-Hogoniot ne tiennent

pas compte des détails internes à la structure de l’onde de choc [14], car elles

sont basées seulement sur le principe global de conservation. Le résultat est que,

toutes méthodes de différence finies ou volumes finis consistantes et conserva-

tives appliquées aux équations de conservation satisfont les relations de Rankine-

Hogoniot et donc produisent les conditions correctes de saut à travers une onde

de choc. Il est à noter toutefois que l’utilisation de la forme conservative des

équations différentielles ne garantit pas strictement une telle conservation. Pour

les variable (ρ, u, v et E), le choc provoque des discontinuités dans la solution,
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tandis que la solution est continue en utilisant des variables conservatives, et qui

sont légèrement discontinues en présence d’une onde de choc mobile ou oblique

Nous considérons un modèle à deux équations de transport (k − ω), la forme

instationnaire compressible des équations de conservations en deux dimensions peut

s’écrire sous la forme conservative :

∂U

∂t
+
∂F (U)

∂x
+
∂G (U)

∂y
=
∂Fυ (U)

∂x
+
∂Gυ (U)

∂y
+ S0(U) (4.7)

où

U =



ρ̄

ρ̄ũ

ρ̄ṽ

ρ̄ẽt

ρ̄k

ρ̄ω


(4.8)

Les vecteurs des flux eulérien et visqueux F et Fυ sont donnés dans la direction x

par :

F =



ρ̄ũ

ρ̄ũũ+ p∗

ρ̄ũṽ

(ρ̄ẽt + p∗)ũ

ρ̄ũk

ρ̄ũω


et Fυ =



0

σ̃xx

σ̃xy

σ̃xxũ+ σ̃xyṽ − q̃x
σ̃kx

σ̃ωx


(4.9)
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Les vecteurs des flux eulérien et visqueux G et Gυ sont donnés dans la direction y

par :

G =



ρ̄ṽ

ρ̄ṽũ

ρ̄ṽṽ + p∗

(ρ̄ẽt + p∗)ṽ

ρ̄ṽk

ρ̄ṽω


et Gυ =



0

σ̃xy

σ̃yy

σ̃xyũ+ σ̃yyṽ − q̃y
σ̃ky

σ̃ωy


(4.10)

Le vecteur des termes sources S0 est donné par :

S =



0

0

0

0

Hk

Hω


(4.11)

Avec :

σ̃xx = (µ+ µt)

(
4

3

∂ũ

∂x
− 2

3

∂ṽ

∂y

)
σ̃yy = (µ+ µt)

(
4

3

∂ṽ

∂y
− 2

3

∂ũ

∂x

)

σ̃xy = (µ+ µt)

(
∂ũ

∂y
+
∂ṽ

∂x

)
p∗ = p̄+

2

3
ρ̄k

q̃x = −γ
(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂ẽin
∂x

q̃y = −γ
(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂ẽin
∂y

σ̃kx =

(
µ+

µt
Prk

)
∂k̃

∂x
σ̃ky =

(
µ+

µt
Prk

)
∂k̃

∂y

σ̃ωx =

(
µ+

µt
Prω

)
∂ω̃

∂x
σ̃ωy =

(
µ+

µt
Prω

)
∂ω̃

∂y
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Dans le cas d’un modèle de turbulence (k− ε) à bas-Reynolds, les termes sources sont

donnés par :

Hk = P − ρ̄ε∗ − 2µ

(
∂
√
k

∂y

)2

Hε = cε1
ε

k
P − cε2ρ̄fε

εε∗

k
+ 2νµt

(
∂2ũ

∂y2

)2

4.2 Méthode des volumes finis

La discrétisation des problèmes de la mécanique des fluides peut être entamée avec

diverses méthodes numériques que nous choisissons la façon la plus appropriée en fonc-

tion de critères multiples tels que le coût, la complexité de la programmation informa-

tique, la souplesse nécessaire pour être en mesure d’aborder des géométries complexes

et de l’adéquation de la formulation discrète pour des formulations mathématiques.

La résolution numérique du système des équations aux dérivées partielles peut être ef-

fectuée en utilisant différentes techniques numériques : méthodes spectrales, éléments

finis, différences finies et volumes finis. L’approche adoptée dans cette étude pour

résoudre les équations de Navier-Stokes dans le cas des écoulements turbulents est de

type volumes finis. L’équation aux dérivées partielles est résolue d’une manière ap-

proximative à l’aide d’un maillage volumes finis composé de petits volumes qui sont

disjoints (3D, 2D surfaces, les segments en 1D) qui, ensemble, forment le domaine

d’études. Le volume fini peut être construit autour d’un point de maillage de départ,

mais ce n’est pas une nécessité. Les méthodes de volumes finis ont été initialement

mises au point pour des lois de conservation hyperboliques, mais des développements

récents permettent à présent de les utiliser pour des équations elliptiques et parabo-

liques. Les équations aux dérivées partielles contiennent des termes de divergence. En

utilisant le théorème de flux de divergence, les intégrales de volume d’un terme de di-

vergence sont converties en des intégrales de surface et les termes de flux sont ensuite

évalués au niveau des interfaces entre les volumes finis. On utilise une fonction de
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flux numérique pour construire une approximation des flux au niveau des interfaces.

Le flux entrant dans un volume donné est égal au flux sortant du volume adjacent,

ces méthodes sont conservatives, donc parfaitement adaptées à la résolution des lois

de conservation. Un autre avantage de la méthode des volumes finis est qu’elle est fa-

cilement utilisable avec des maillages non-structurés car, en matière de discrétisation

des lois de conservation, sa formulation ne tient aucun compte de la complexité du

maillage. En revanche, les caractéristiques géométriques du maillage peuvent jouer

un rôle prépondérant lorsque des flux diffusifs entrent en jeu.

Dans le cas d’une intégration sur un volume élémentaire V de frontière S, les

différentes variables seront évaluées au centre des volumes de contrôle et considérées

constantes durant l’incrémentation en temps que constitue une itération, d’où :

∂U

∂t
+

1

V

∫
S

−→
F ·
−→
dS − 1

V

∫
S

−→
Fν ·
−→
dS = S0 (4.12)

où
−→
dS est le vecteur de surface,

−→
F = F

−→
i x + G

−→
i y,
−→
Fν = Fν

−→
i x + Gν

−→
i y. avec(−→

i x,
−→
i y

)
est une base du repère cartésien (x, y). le volume V ij représente un qua-

drilatère centré aux indices (i, j) (voir figure 4.1 ).

En appliquant le théorème de la divergence, l’équation se ramène alors à effectuer

un bilan de flux de surfaces entrant et sortant du volume élémentaire de contrôle. Les

vecteurs de surface sur chaque côté du volume de contrôle sont donnée par :

⇀

S
i−1

2
= (yi,j+1 − yi,j)

−→
ix − (xi,j+1 − xi,j)

−→
iy = (

⇀

S ix
−→
ix +

⇀

S iy
−→
iy )i− 1

2

⇀

S
i+

1
2

= (yi+1,j+1 − yi+1,j)
−→
ix − (xi+1,j+1 − xi+1,j)

−→
iy = (

⇀

S ix
−→
ix +

⇀

S iy
−→
iy )i+ 1

2

⇀

S
j−1

2
= − (yi+1,j − yi,j)

−→
ix + (xi+1,j − xi,j)

−→
iy = (

⇀

Sjx
−→
ix +

⇀

Sjy
−→
iy )j− 1

2

⇀

S
j+

1
2

= − (yi+1,j+1 − yi,j+1)
−→
ix + (xi+1,j+1 − xi,j+1)

−→
iy = (

⇀

Sjx
−→
ix +

⇀

Sjy
−→
iy )j+ 1

2

L’équation (4.12) s’écrit alors :
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Figure 4.1. Volume d’intégration

∂Uij
∂t

+ a+ b = c+ d+ e (4.13)

avec



a = 1
Vi,j

{
(Fmx +Gmy)i+ 1

2
,j |
−→
S i+ 1

2
| − (Fmx +Gmy)i− 1

2
,j |
−→
S i− 1

2
|
}

b = 1
Vi,j

{
(Fnx +Gny)i,j+ 1

2
|
−→
S j+ 1

2
| − (Fnx +Gny)i,j− 1

2
|
−→
S j− 1

2
|
}

c = 1
Vi,j

{
(Fνmx +Gνmy)i+ 1

2
,j |
−→
S i+ 1

2
| − (Fνmx +Gνmy)i− 1

2
,j |
−→
S i− 1

2
|
}

d = 1
Vi,j

{
(Fνnx +Gνny)i,j+ 1

2
|
−→
S j+ 1

2
| − (Fνnx +Gνny)i,j− 1

2
|
−→
S j− 1

2
|
}

e = S0i,j

On notera que Uij et S0j représentent les valeur moyennes dans le volume de

contrôle élémentaire V ij,
⇀

F i+ 1
2
estlefluxmoyenàtarverslasurface

⇀

Si+ 1
2
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Dans le volume de contrôle élémentaire V ij les composantes des vecteurs de sur-

face 1 unitaire sont données par :

(mx)i+ 1
2

= 1

|
−→
S
i+ 1

2
|

−→
i x
−→
S
i+

1
2

(nx)j+ 1
2

= 1

|
−→
S
j+ 1

2
|

−→
i x
−→
S
j+

1
2

(my)i+ 1
2

= 1

|
−→
S
i+ 1

2
|

−→
i y
−→
S
i+

1
2

(ny)j+ 1
2

= 1

|
−→
S
j+ 1

2
|

−→
i y
−→
S
j+

1
2

avec

√
m2
x +m2

y = 1 ,
√
n2
x + n2

y = 1

L’équation (4.7) sans termes sources (S0 = 0) est la forme stricte des équations de

Navier-Stokes bidimensionnelles utilisées pour le calcul des écoulements turbulents ou

laminaire. Un modèle avec un système complet ne peut plus se mettre sous une forme

strictement conservative (équation 4.7) à cause de la présence des termes sources dans

les équations du modèle de turbulence. En fait, le contenue de la matrice des termes

sources a une nature plus complexe que celui de F ou G, en particulier la linéarité de

S0 en fonction de U n’est plus assurée et le jacobien ∂S0

∂U
n’est pas aisé à déterminer

d’où en considère que les termes sources du modèle de turbulence sont linéairement

dépendants uniquement de leurs variables conservatives correspondantes .

Tous ce que nous avons exposé jusqu’ici, est une méthode valable et destinée à la

résolution des équations de Navier-Stokes compressibles sur un maillage rectangulaire.

Ceci peut être appliquer pour une couche limite sur plaque plane, ou encore pour le

calcul d’interaction onde de choc-couche limite pour des tuyères à section droite

constante.

Le flux eulérien passant par la surface
−→
S i+ 1

2
est exprimé par :

Fξi+ 1
2
,j = (Fmx +Gmy)i+ 1

2
,j (4.14)

1. Vecteur surface est l’aire de la surface mulitiplié par le vecteur unitaire normal à la surface
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De même à travers les autres surfaces :

Fξi− 1
2
,j = (Fmx +Gmy)i− 1

2
,j

Gηi,j+ 1
2

= (Fnx +Gny)i,j+ 1
2

Gηi,j− 1
2

= (Fnx +Gny)i,j− 1
2

(4.15)

les flux visqueux à travers les surfaces
−→
S j+ 1

2
et
−→
S i+ 1

2
sont donnés par :

G
νηi,j+

1
2

= (Fνnx +Gνny)i,j+ 1
2

F
νξi+

1
2
,j

= (Fνmx +Gνmy)i+ 1
2
,j

(4.16)

L’injection de ces expressions dans (4.13) donne :

∂U i,j

∂t
+

1

Vi,j

(
Fξi+ 1

2
,j|
−→
S i+ 1

2
| − Fξi− 1

2
,j|
−→
S i− 1

2
|
)

+
1

Vi,j

(
Gηi,j+ 1

2

∣∣∣−→S j+ 1
2

∣∣∣−Gηi,j− 1
2
|
−→
S j− 1

2
|
)

=
1

Vi,j

(
Fνξi+ 1

2
,j|
−→
S i+ 1

2
| − Fνξi− 1

2
,j|
−→
S i− 1

2
|
)

+
1

Vi,j

(
Gνηi,j+ 1

2
|
−→
S j+ 1

2
| −Gνηi,j− 1

2
|
−→
S j− 1

2
|
)

+ S0i,j

(4.17)

4.3 Linéarisation en temps

les flux sont évalués à l’instant t = n+1 (méthode implicite), l’équation précédente

s’écrit :
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∆t

(
∂Ui,j
∂t

)n
+

∆t

Vi,j

(
Fξi+ 1

2
,j|
−→
S i+ 1

2
| − Fξi− 1

2
,j|
−→
S i− 1

2
|
)n+1

+
∆t

Vi,j

(
Gηi,j+ 1

2
|
−→
S j+ 1

2
| −Gηi,j− 1

2
|
−→
S j− 1

2
|
)n+1

+
∆t

Vi,j

(
Fνξi+ 1

2
,j|
−→
S i+ 1

2
| − Fνξi− 1

2
,j|
−→
S i− 1

2
|
)n+1

+
∆t

Vi,j

(
Gνηi,j+ 1

2
|
−→
S j+ 1

2
| −Gνηi,j− 1

2
|
−→
S j− 1

2
|
)n+1

+ ∆t S
n+1
0i,j

(4.18)

pour la suite, nous posons :

∆t

(
∂Ui,j
∂t

)n
= δUn

i,j (4.19)

la linéarisation en temps des flux eulériens est faite de la manière suivante :∣∣∣∣∣∣ F
n+1
ξ = F n

ξ +
(
∂Fξ
∂U

)n
δUn = F n

ξ + Anξ δU
n

Gn+1
η = Gn

η +
(
∂Gη
∂U

)n
δUn = Gn

η +Bn
η δU

n
(4.20)

où Aξ et Bη représentent respectivement les matrices jacobiennes de Fξ Gη par

rapport à U

la matrice Aξ est diagonalisée grâce à la marice Sx et faite d’une transformation de

variables conservatives δU en variables non-conservatives δV puis une transformation

de ces dernières en variables caractéristiques δUcar telle que :

Aξ = S
−1
X Λξ SX (4.21)

la matrice SX se décompose de la manière suivante :

SX = Sξ RξNc (4.22)

Nc est la matrice de passage entre les variables non-conservatives et conservatives,

obtenue à partir de V et de U :
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V =



ρ̄

ũ

ṽ

p∗

k

ω


U =



ρ̄

ρ̄ũ

ρ̄ṽ

ρ̄ẽt

ρ̄k

ρ̄ω


(4.23)

a) passage de δV en δU :



δ (ρ̄)

δ (ρ̄ũ)

δ (ρ̄ṽ)

δ (ρ̄ẽt)

δ (ρ̄k)

δ (ρ̄ω)


Nc→



δ (ρ̄)

δ (ũ)

δ (ṽ)

δ (p∗)

δ (k)

δ (ω)



où

δV = NcδU (4.24)

l’expression de Nc est donnée par :

Nc =



1 0 0 0 0 0

− ũ
ρ̄

1
ρ̄

0 0 0 0

− ṽ
ρ̄

0 1
ρ̄

0 0 0

αβ −βũ −βṽ β −Γβ 0

−k
ρ̄

0 0 0 1
ρ̄

0

−ω
ρ̄

0 0 0 0 1
ρ̄


(4.25)
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où 
β = γ − 1

α = 1
2

(ũ2 + ṽ2)

Γ = 1− 2
3β

Rξ est la matrice de passage du repère (x,y) au repère (ξ, η) lié à la surface
−→
S i+ 1

2

ou
−→
S i− 1

2

b) passage de δV en δUcar :



δ (ρ̄)

δ (ũ)

δ (ṽ)

δ (p∗)

δ (k)

δ (ω)


Sξ→



δ (ρ̄)− 1
c∗2
δ (p∗)

δ (p∗) + ρ̄c∗δ (ũ)

δ (ṽ)

δ (p∗)− ρ̄c∗δ (ũ)

δ (k)

δ (ω)


δUcar = SξδV (4.26)

où la matrice Sξ est définie par :

Sξ =



1 0 0 − 1
c∗2

0 0

0 ρ̄c∗ 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 −ρ̄c∗ 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


c) passage de δU en δUcar :

le passage des variables conservatives en variables caractéristiques se fera par la

matrice SX et après multiplication par la matrice de rotation Rξ
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SX =



1− αβ
c∗2

βũ
c∗2

βṽ
c∗2

− β
c∗2

Γβ
c∗2

0

ρ̄c∗
(
− ũ
ρ̄
mx − ṽ

ρ̄
my

)
+ αβ c∗mx − βũ c∗my − βṽ β −Γβ 0

ũ
ρ̄
my − ṽ

ρ̄
mx −1

ρ̄
my

1
ρ̄
mx 0 0 0

−ρ̄c∗
(
− ũ
ρ̄
mx − ṽ

ρ̄
my

)
+ αβ −c∗mx − βũ −c∗my − βṽ β −Γβ 0

−k
ρ̄

0 0 0 1
ρ̄

0

−ω
ρ̄

0 0 0 0 1
ρ̄


avec

Rξ =



1 0 0 0 0 0

0 mx my 0 0 0

0 −my mx 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


où c∗ est la vitesse du son turbulente donnée par :

c∗
2

=
γp∗

ρ̄
=
γ
(
p̄+ 2

3
ρ̄k
)

ρ̄
(4.27)

la matrice inverse de SX soit SX
−1 est obtenue soit par l’inversion de la matrice

SX ou par :

S−1
X = R−1

ξ N−1
c S−1

ξ

d’où
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S−1
X =



1 1
2c∗2

0 1
2c∗2

0 0

ũmx − ṽmy
1

2c∗2
(ũmx − ṽmy) + mx

2c∗
−ρ̄my

ũmx−ṽmy
2c∗2

− mx
2c∗

0 0

ũmy + ṽmx
1

2c∗2
(ũmy + ṽmx) + my

2c∗
ρ̄mx

ũmy+ṽmx
2c∗2

− my
2c∗

0 0

α + Γk α+Γk
2c∗2

+ ũ
2c∗

+ 1
2β

ρ̄ṽ α+Γk
2c∗2
− ũ

2c∗
+ 1

2β
ρ̄Γ 0

k k
2c∗2

0 k
2c∗2

ρ̄ 0

ω ω
2c∗2

0 ω
2c∗2

0 ρ̄


avec

R−1
ξ =



1 0 0 0 0 0

0 mx −my 0 0 0

0 my mx 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


N−1
c est la matrice de passage de variables non-conservatives en variables conser-

vative telle que :

δU = N−1
c δV (4.28)

N−1
c =



1 0 0 0 0 0

ũ ρ̄ 0 0 0 0

ṽ 0 ρ̄ 0 0 0

α + Γk ρ̄ũ ρ̄ṽ 1
β

ρ̄Γ 0

k 0 0 0 ρ̄ 0

ω 0 0 0 0 ρ̄


et encore S−1

ξ est donnée par :
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S−1
ξ =



1 1
2c∗2

0 1
2c∗2

0 0

0 1
2ρ̄c∗

0 − 1
2ρ̄c∗

0 0

0 0 1 0 0 0

0 1
2

0 1
2

0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


la matrice diagonale Λξ recherchée est :

Λξ =



Λξ1 0 0 0 0 0

0 Λξ2 0 0 0 0

0 0 Λξ3 0 0 0

0 0 0 Λξ4 0 0

0 0 0 0 Λξ5 0

0 0 0 0 0 Λξ6


avec



Λξ1 = ũmx + ṽmy

Λξ2 = ũmx + ṽmy + c∗

Λξ3 = ũmx + ṽmy

Λξ4 = ũmx + ṽmy − c∗

Λξ5 = ũmx + ṽmy

Λξ6 = ũmx + ṽmy

(4.29)

on peut suivre une démarche analogue pour diagonaliser la matrice jacobienne

Bη, qui fera apparâıtre les matrices suivante :

Bη = S−1
Y ΛηSY (4.30)

la matrice SY est donnée par :
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SY = SηRηNc (4.31)

Sη =



1 0 0 − 1
c∗2

0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 ρ̄c∗ 1 0 0

0 0 −ρ̄c∗ 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


et

Rη =



1 0 0 0 0 0

0 ny −nx 0 0 0

0 nx ny 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


(4.32)

SY =



1− αβ
c∗2

βũ
c∗2

βṽ
c∗2

− β
c∗2

Γβ
c∗2

0

−1
ρ̄

(ũny − ṽnx) ny
ρ̄

−nx
ρ̄

0 0 0

−c∗ (ũnx + ṽny) + αβ c∗nx − βũ c∗ny − βṽ β −Γβ 0

c∗ (ũnx + ṽny) + αβ −c∗nx − βũ −c∗ny − βṽ β −Γβ 0

−k
ρ̄

0 0 0 1
ρ̄

0

−ω
ρ̄

0 0 0 0 1
ρ̄


la matrice inverse S−1

Y est donnée par :

S−1
Y = N−1

c R−1
η S−1

η (4.33)

avec
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R−1
η =



1 0 0 0 0 0

0 ny nx 0 0 0

0 −nx ny 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


et

S−1
η =



1 0 1
2c∗2

1
2c∗2

0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1
2ρ̄c∗

− 1
2ρ̄c∗

0 0

0 0 1
2

1
2

0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



S−1
Y =



1 0 1
2c∗2

ũ ρ̄ny
1

2c∗2
(ũ+ c∗nx)

ṽ −ρ̄nx 1
2c∗2

(ṽ + c∗ny)

α + Γk ρ̄ (ũny − ṽnx) α+Γk
2c∗2

+ ũnx+ṽny
2c∗

+ 1
2β

k 0 k
2c∗2

ω 0 ω
2c∗2

1
2c∗2

0 0

1
2c∗2

(ũ− c∗nx) 0 0

1
2c∗2

(ṽ − c∗ny) 0 0

α+Γk
2c∗2
− ũnx+ṽny

2c∗
+ 1

2β
ρ̄Γ 0

k
2c∗2

ρ̄ 0

ω
2c∗2

0 ρ̄


la matrice diagonale Λη a pour valeur :
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Λη =



Λη1 0 0 0 0 0

0 Λη2 0 0 0 0

0 0 Λη3 0 0 0

0 0 0 Λη4 0 0

0 0 0 0 Λη5 0

0 0 0 0 0 Λη6


avec

Λη1 = ũnx + ṽny

Λη2 = ũnx + ṽny

Λη3 = ũnx + ṽny + c∗

Λη4 = ũnx + ṽny − c∗

Λη5 = ũnx + ṽny

Λη6 = ũnx + ṽny

(4.34)

Enfin, comme Fξ et Gη sont homogène par rapport à U [15], on peut écrire :

Fξ = AξU

Gη = BηU
(4.35)

4.4 Fractionnement des flux eulériens

4.4.1 Fractionnement des flux eulériens au premier ordre

En tenant compte de la direction de propagation des informations, les flux eulériens

sont décomposés en une partie dépendante des conditions amont (proposition de Ste-

ger et Warming [16]), notée F+
ξ , et une partie dependante des conditions aval, notée

F−ξ :

Fξ = F−ξ + F+
ξ (4.36)
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de même pour Gη

Gη = G−η +G+
η (4.37)

Avec comme notation δU = Un+1−Un, la linéarisation des flux Eulériens est faite

à travers la surface
−→
S i+ 1

2
de la façon suivante :

Fξ
n+1
i+ 1

2
,j

= Fξ
+n
i+ 1

2
,j

+Aξ
+n
i+ 1

2
,j
δUn

i,j +Fξ
−n
i+ 1

2
,j

+Aξ
−n
i+ 1

2
,j
δUn

i+1,j (4.38)

On peut écrire à partir de l’expression (4.35) :

Fξ
n+1
i+ 1

2
,j

= Aξ
+n
i+ 1

2
,j U

n
i,j +Aξ

+n
i+ 1

2
,j
δUn

i,j +Aξ
−n
i+ 1

2
,j U

n
i+1,j +Aξ

−n
i+ 1

2
,j
δUn

i+1,j (4.39)

de la même façon,la linéarisation en temps des flux Eulériens est faite à travers la

surface
−→
S j+ 1

2
s’écrit :

Gη
n+1
i,j+ 1

2

= Gη
+n
i,j+ 1

2

+Bη
+n
i,j+ 1

2

δUn
i,j +Gη

−n
i,j+ 1

2

+Bη
−n
i,j+ 1

2

δUn
i,j+1

= Bη
+n
i,j+ 1

2
Un
i,j +Bη

+n
i,j+ 1

2

δUn
i,j +Bη

−n
i,j+ 1

2
Un
i,j+1 +Bη

−n
i,j+ 1

2

δUn
i,j+1

(4.40)

Steger et Warming [16] proposent d’évaluer les matrices jacobiennes aux mêmes

points que U , cette méthode est présentée sous la forme suivante :

Fξ
n+1
i+ 1

2
,j

= Aξ
+n
i,j U

n
i,j +Aξ

+n
i,j δU

n
i,j +Aξ

−n
i+1,j U

n
i+1,j +Aξ

−n
i+1,j δU

n
i+1,j

Gη
n+1
i,j+ 1

2

= Bη
+n
i,j U

n
i,j +Bη

+n
i,j δU

n
i,j +Bη

−n
i,j+1 U

n
i,j+1 +Bη

−n
i,j+1 δU

n
i,j+1

(4.41)

MacCormack [17] suggère d’évaluer les matrices jacobiennes aux mêmes points

que U , alternativement entre i et i + 1, c’est le schéma prédicteur- correcteur de

MacCormack :



143

Fξ
n+1
i+ 1

2
,j

= Aξ
+n
i+l,j U

n
i,j +Aξ

+n
i+l,j δU

n
i,j +Aξ

−n
i+l,j U

n
i+1,j +Aξ

−n
i+l,j δU

n
i+1,j

Gη
n+1
i,j+ 1

2

= Bη
+n
i,j+l U

n
i,j +Bη

+n
i,j+l δU

n
i,j +Bη

−n
i,j+l U

n
i,j+1 +Bη

−n
i,j+l δU

n
i,j+1

(4.42)

Où l = 0 dans l’étape prédicteur et l = 1 dans l’étape correcteur, et l’inverse pour

l’itération suivante

4.4.2 Fractionnement du flux eulérien au deuxième ordre

le flux passant par la surface
−→
S i+ 1

2
est calculé en fonction des grandeurs sur les

mailles i− 1, i, i+ 1 et i+ 2.

Figure 4.2. Mailles en i− 1, i, et i+ 1

Le flux est traité exhaustivement suivant l’indice i, au sens de Steger et Warming

[16] le flux à dans le sens croissant travers la surface en i+0.5 est exprimé en fonction

des mailles en i− 1 et i, on a :

δF+
ξ i+ 1

2
,j

= 3
2 A

+
ξ i,j δU i,j −1

2 A
+
ξ i−1,j δU i−1,j

F
+
ξ i+ 1

2
,j

= 3
2 A

+
ξ i,j Ui,j −1

2 A
+
ξ i−1,j Ui−1,j

(4.43)

Le flux eulérien est écrit de la même manière dans sens décroissant de i à travers

la surface i+ 0.5 entre les mailles i+ 1 et i+ 2 :
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δF−
ξ i+ 1

2
,j

= 3
2 A
−
ξ i+1,j δU i+1,j −1

2 A
−
ξ i+2,j δU i+2,j

F
−
ξ i+ 1

2
,j

= 3
2 A
−
ξ i+1,j Ui+1,j −1

2 A
−
ξ i+2,j Ui+2,j

(4.44)

Le flux dans la direction croissante-décroissante de i s’écrit :

F
n+1
ξ i+ 1

2
,j

=
(

3
2 A
−n
ξ i+1,j U

n
i+1,j −1

2 A
−n
ξ i+2,j U

n
i+2,j

)
+
(

3
2 A

+n
ξ i,j U

n
i,j −1

2 A
+n
ξ i−1,j U

n
i−1,j

)
+
(

3
2 A
−n
ξ i+1,j δU

n
i+1,j −1

2 A
−n
ξ i+2,j δU

n
i+2,j

)
+
(

3
2 A

+n
ξ i,j δU

n
i,j −1

2 A
+n
ξ i−1,j δU

n
i−1,j

)
(4.45)

Le flux Gη dans la direction j à tarvers la surface j + 0.5 est donné de la même

façon par :

G
n+1
η i,j+ 1

2

=
(

3
2 B
−n
η i,j+1 U

n
i,j+1−1

2 B
−n
η i,j+2 U

n
i,j+2

)
+
(

3
2 B

+n
η i,j U

n
i,j −1

2 B
+n
η i,j−1 U

n
i,j−1

)
+
(

3
2 B
−n
η i,j+1 δU

n
i,j+1−1

2 B
−n
η i,j+2 δU

n
i,j+2

)
+
(

3
2 B

+n
η i,j δU

n
i,j −1

2 B
+n
η i,j−1 δU

n
i,j−1

)
(4.46)

Le flux est fractionné au sens de MacCormack [17], [18], [19], les équations (4.45)

et (4.46) seront données par :

F
n+1
ξ i+ 1

2
,j

= A
−n
ξ i+l,j

(
3
2 U

n
i+1,j −1

2 U
n
i+2,j

)
+ A

−n
ξ i+l,j

(
3
2
δUn

i+1,j −1
2
δUn

i+2,j

)
+ A

+n
ξ i+l,j

(
3
2 U

n
i,j −1

2 U
n
i−1,j

)
+ A

+n
ξ i+l,j

(
3
2
δUn

i,j −1
2
δUn

i−1,j

) (4.47)

et

G
n+1
η i,j+ 1

2

= B
−n
η i,j+l

(
3
2 U

n
i,j+1−1

2 U
n
i,j+2

)
+ B

−n
η i,j+l

(
3
2
δUn

i,j+1−1
2
δUn

i,j+2

)
+ B

+n
η i,j+l

(
3
2 U

n
i,j −1

2 U
n
i,j−1

)
+ B

+n
η i,j+l

(
3
2
δUn

i,j −1
2
δUn

i,j−1

) (4.48)

Le schéma de MacCormack donne de bons résultats dans les couches limites mais

peut conduire à des instabilités dans les zones à forts gradients de pression. L’expres-

sion proposée par Steger et Warming est beaucoup plus dissipative et permet alors
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de conserver la stabilité du schéma dans ces zones. Dans la pratique, une pondération

est donc utilisée entre ces deux types de décomposition :

Fξi+ 1
2
,j = Wp

(
Fξi+ 1

2
,j

)
MacCormack

+ (1−Wp)
(
Fξi+ 1

2
,j

)
Steger et Warming

Gη i,j+ 1
2

= Wp

(
Gηi,j+ 1

2

)
MacCormack

+ (1−Wp)
(
Gηi,j+ 1

2

)
Steger et Warming

(4.49)

Où Wp est une fonction de poids associée au saut de pression entre deux mailles

voisines :

Wp =
1

1 + ∆p ·∆p
pour le flux passant par la maille i+ 0.5, ∆p est donné par :

∆p =
pi+1,j − pi,j

min (pi+1,j, pi,j)

dans le cas du flux passant par j + 0.5, ∆p est donné par :

∆p =
pi,j+1 − pi,j

min (pi,j+1, pi,j)

Les matrices jacobiennes des flux fractionnés sont donnés en basant sur l’expression

(4.34), A+
ξ est donné par :

A+
ξ = S−1

X Λ+
ξ SX (4.50)

avec

Λ+
ξ =



Λ+
ξ1 0 0 0 0 0

0 Λ+
ξ2 0 0 0 0

0 0 Λ+
ξ3 0 0 0

0 0 0 Λ+
ξ4 0 0

0 0 0 0 Λ+
ξ5 0

0 0 0 0 0 Λ+
ξ6
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Λ+
ξ1 = 1

2
(Λξ1 + |Λξ1|)

Λ+
ξ2 = 1

2
(Λξ2 + |Λξ2|)

Λ+
ξ3 = 1

2
(Λξ3 + |Λξ3|)

Λ+
ξ4 = 1

2
(Λξ4 + |Λξ4|)

Λ+
ξ5 = 1

2
(Λξ5 + |Λξ5|)

Λ+
ξ6 = 1

2
(Λξ6 + |Λξ6|)

(4.51)

A+
ξ est donné par :

A−ξ = S−1
X Λ−ξ SX (4.52)

Λ−ξ =



Λ−ξ1 0 0 0 0 0

0 Λ−ξ2 0 0 0 0

0 0 Λ−ξ3 0 0 0

0 0 0 Λ−ξ4 0 0

0 0 0 0 Λ−ξ5 0

0 0 0 0 0 Λ−ξ6


Λ−ξ1 = 1

2
(Λξ1 − |Λξ1|)

Λ−ξ2 = 1
2

(Λξ2 − |Λξ2|)

Λ−ξ3 = 1
2

(Λξ3 − |Λξ3|)

Λ−ξ4 = 1
2

(Λξ4 − |Λξ4|)

Λ−ξ5 = 1
2

(Λξ5 − |Λξ5|)

Λ−ξ6 = 1
2

(Λξ6 − |Λξ6|)

(4.53)

De la même façon pour les expressions de B−η et B+
η :

B+
η = S−1

Y Λ+
η SY

B−η = S−1
Y Λ−η SY

(4.54)
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avec

Λ+
η =



Λ+
η1 0 0 0 0 0

0 Λ+
η2 0 0 0 0

0 0 Λ+
η3 0 0 0

0 0 0 Λ+
η4 0 0

0 0 0 0 Λ+
η5 0

0 0 0 0 0 Λ+
η6


Λ+
η1 = 1

2
(Λη1 + |Λη1|)

Λ+
η2 = 1

2
(Λη2 + |Λη2|)

Λ+
η3 = 1

2
(Λη3 + |Λη3|)

Λ+
η4 = 1

2
(Λη4 + |Λη4|)

Λ+
η5 = 1

2
(Λη5 + |Λη5|)

Λ+
η6 = 1

2
(Λη6 + |Λη6|)

(4.55)

et

Λ−η =



Λ−η1 0 0 0 0 0

0 Λ−η2 0 0 0 0

0 0 Λ−η3 0 0 0

0 0 0 Λ−η4 0 0

0 0 0 0 Λ−η5 0

0 0 0 0 0 Λ−η6


Λ−η1 = 1

2
(Λη1 − |Λη1|)

Λ−η2 = 1
2

(Λη2 − |Λη2|)

Λ−η3 = 1
2

(Λη3 − |Λη3|)

Λ−η4 = 1
2

(Λη4 − |Λη4|)

Λ−η5 = 1
2

(Λη5 − |Λη5|)

Λ−η6 = 1
2

(Λη6 − |Λη6|)

(4.56)

On conserve les indices sur Aξ et Bη tels qu’ils sont donnés par les expressions

(4.39) et (4.40), utilisant la pondération donnée par (4.49), l’équation (4.18) devient :
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(4.57)

4.5 Termes de flux visqueux

Les termes à l’instant (n+1) de flux visqueux peuvent être approximés par :

F n+1
νξ = F n

νξ + δF n
νξ Gn+1

νη = Gn
νη + δGn

νη (4.58)

Par l’utilisation de l’hypothèse de couche mince, les gradients suivant ξ sont faibles

devant les gradients suivant η, d’où :

δG
νη i,j+

1
2
− δG

νη i,j+
1
2
>> δF

νξ i+
1
2
,j
− δF

νξ i−1
2
,j

(4.59)

Les flux visqueux dont donnés suivant (x, y), il faut donc évaluer δGνη en fonction

des coordonnées dans le plan (ξ, η). Le vecteur du flux visqueux Gνη est donné par :
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Gνη =
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µef

(
4
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∂ũ
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3
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)
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∂ṽ
∂y
− 2

3
∂ũ
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(ṽnx + ũny) +

µef

(
4
3
∂ṽ
∂y
− 2

3
∂ũ
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(4.60)

Où µef = µ+ µt, λef = γµ
Pr

+ γµt
Prt

, µkef = µ+ µt
Prk

et µωef = µ+ µt
Prω

Le flux visqueux implicite δGνη a pour expression :

δGνη ≈

∣∣∣∣−→S j+
1
2

∣∣∣∣
Vi,j
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(4.61)

Le vecteur δGνη devient pour la surface |
−→
S
j+

1
2
| :

δGνη ≈
|
−→
S
j+

1
2
|

Vi,j
Mη1

∂

∂η
(δρ, δũ, δṽ, δẽ, δk, δω)t (4.62)

où Mη1 est donné par :
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Mη1 =
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(4.63)

Soit N ′′′c la matrice de passage des variables conservatives aux variables non-

conservatives :



δρ̄

δũ

δṽ

δẽ

δk

δω


= N ′′′c



δρ̄

δρ̄ũ

δρ̄ṽ

δρ̄ẽt

δρ̄k

δρ̄ω


(4.64)

N ′′′c =



1 0 0 0 0 0

− ũ
ρ̄

1
ρ̄

0 0 0 0

− ṽ
ρ̄

0 1
ρ̄

0 0 0

α−ẽ
ρ̄
− ũ
ρ̄
− ṽ
ρ̄

1
ρ̄
−1
ρ̄

0

−k
ρ̄

0 0 0 1
ρ̄

0

−ω
ρ̄

0 0 0 0 1
ρ̄


(4.65)

Où α = 1
2
(ũ2 + ṽ2), δGνη s’écrit sous la forme :
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δGνη ≈
|
−→
S
j+

1
2
|

Vi,j
Mη1

∂

∂η
N ′′′c δU ≈

|
−→
S
j+

1
2
|

Vi,j
Mη

∂δU

∂η
(4.66)

Où Mη =Mη1N
′′′
c

4.6 Traitement des termes sources

L’intégration sur un volume élémentaire conduit à l’équation simplifiée ∂U
∂t

= S.

U et S sont supposés constants et égaux à leur valeur au centre de ce volume. Les

termes sources peuvent être linéarisés de la façon suivante :

Sn+1
i,j = Sni,j +

(
∂S

∂U

)n
i,j

δUn
i,j = Sni,j +Hn

i,jδU
n
i,j (4.67)

Les termes sources pour k et ω sont de nature complexes et le jacobien H =

∂S
∂U

n’est pas aisé à déterminer. Une procédure simple couramment utilisée a été

mise en place, on suppose que les termes sources Sk et Sω linéairement dépendants

d’uniquement leurs variables conservatives correspondantes. Il résulte une matrice

Hn
i,j diagonale, qui peut se mettre sous la forme :

H =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Hk
ρ̄k

0

0 0 0 0 0 Hω
ρ̄ω


(4.68)

La dominance diagonale de l’opérateur implicite est d’avantage renforcée en ne

prenant en compte que la contribution négative des termes sources.

Dans le cas d’une configuration axisymétrique, l’expansion de volume dans la di-

rection radiale contribue à changer le comportement d’un écoulement axisymétrique

par rapport à celui d’un écoulement bidimensionnel. Cette modification est apportée
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par les flux supplémentaires liés aux contraintes de pression et aux contraintes vis-

queuses normales aux surfaces θ = Cste du volume élémentaire, qui contribuent à la

modification du bilan de la quantité de mouvement dans la direction radiale.

Le terme source Sθ = p∗+σ̃θ
r

où σ̃θ est la contrainte visqueuse tangentielle :

σ̃θ = µ

(
−2ṽ

r
+

2

3

∂ũj
∂xj

)
(4.69)

La matrice Hn
i,j est donnée par :

H =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

βα
r
−βũ

r
−βṽ

r
β
r
−βΓ

r
0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Hk
ρ̄k

0

0 0 0 0 0 Hω
ρ̄ω


(4.70)

où α = 1
2
(ũ2 + ṽ2), β = γ − 1, Γ = 1− 2

3β

4.7 Opérateur implicite

Les accroissements implicites δU sont regroupés par indices, après avoir introduit

les matrices H et M dans l’équation (4.57), on aura le système suivant :

Âi,jδU
n
i,j + B̂i,jδU

n
i,j+1 + Ĉi,jδU

n
i,j−1 + D̂i,jδU

n
i+1,j + Êi,jδU

n
i−1,j = ∆Un

i,j (4.71)

Les termes d’accroissement explicite ∆Un
i,j sont donnés par :
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(4.72)

Les matrices Âi,j, B̂i,j, Ĉi,j, D̂i,j et Êi,j sont données par :
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La résolution de l’équation (4.71) s’effectue à l’aide de l’algorithme de Thomas

généralisé. Une relaxation de Gauss-Seidel est utilisée dans la direction ξ en faisant
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deux boucles sur les valeurs de i (la première boucle avec i décroissant et la deuxième

avec i croissant). En pratique, deux itérations suffisent pour assurer la convergence

de la relaxation de Gauss-Seidel [18].
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Chapitre 5

RÉSULTATS

” Il est plus important qu’une équation soit belle qu’en accord avec l’expérience ”

[Paul Dirac, Prix Nobel de physique 1933]

Champ de Mach dans une tuyère TOC (Thrust Optimized Contour).

décollement restreint RSS (Restricted Shock separation)
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5.1 Introduction

La mécanique des fluides et le transfert de chaleur dans un écoulement turbu-

lent accélérée sont différents du cas de non-accélération. L’étude des écoulements un

peu complexes, tel que une zone de recirculation, un décollement sur une rompe de

compression, une couche de mélange, ou encore l’écoulement à travers des tuyères su-

personiques, ont mis en évidence l’intérêt dans la conception et le développement et

dans la recherche fondamentale. Cette étude numérique est réalisée pour acquérir une

meilleure compréhension des effets de plusieurs paramètres sur ce genre d’écoulement

et sur le transfert thermique dans des tuyères supersoniques coniques ou galbées.

Des efforts considérables ont été consacrés à la prédiction de la dynamique des

gaz et au transfert de chaleur par convection à travers les tuyères supersoniques

[1], mais relativement il existe peu de connaissance sur l’écoulement réel et sur les

phénomènes de transfert de chaleur par convection qui peuvent se produire dans les

tuyères de différentes configurations et à diverses conditions d’exploitation, l’étude

est issue d’un intérêt croissant pour la compréhension de transfert de chaleur par

convection provient de l’accélération de la couche limite turbulente.

En régime établi, tous les facteurs susceptibles de modifier les caractéristiques de

l’écoulement au voisinage de la paroi agiront sur la position du point de décollement ;

parmi ceux-ci, notons les échanges thermiques entre la paroi et les gaz, les perturba-

tions de profil de la paroi, la nature de l’écoulement de proche paroi (laminaire ou

turbulente), ainsi que les perturbations de pression atteignant la couche limite (que

celles-ci viennent de la partie amont ou aval de l’écoulement).

Des facteurs complexes sont rencontrés dans ce type d’écoulement influençant le

transfert de chaleur, il est extrêmement difficile de clarifier d’une façon pertinente

la situation pour permettre d’obtenir des résultats de validité générale. L’investi-

gation numérique des couches limite turbulentes dans une tuyère à paroi refroidie

ont généralement été associées à un écoulement supersonique, dans lesquels les effets
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d’échauffement par frottement deviennent importants et un refroidissement externe

est parfois nécessaire pour maintenir l’intégrité de la surface ([2],[3]), le transfert de

chaleur du gaz chaud à la paroi devrait être aussi faible que possible.

Quelques auteurs ont déjà travaillés sur ce problème ([4]-[8]). Pour combler en

partie cette lacune nous avons mis en évidence numériquement, le transfert de cha-

leur associé à un écoulement turbulent d’air chaud comprimé à travers une tuyère

convergente-divergente refroidie. Les objectifs de notre étude est de clarifier l’effet de

certains paramètres importants, tels que :

– L’effet de la température de la paroi sur la position du point de séparation,

sur la répartition de la pression statique pariétale et sur le taux de transfert de

chaleur.

– L’effet du rapport de la chaleur spécifique γ sur la pression statique pariétale

pour le cas adiabatique et isotherme et sur le transfert de chaleur.

– Dans le cas d’un décollement libre FSS (Free Shock separation) ou restreint RSS

(Restricted Shock separation) dans les tuyères galbées, tuyère TIC (Truncated

Ideal Contour) ou une tuyère TOC (Thrust Optimized Contour).

Ainsi, l’intérêt de simuler numériquement le décollement de jet et le transfert ther-

mique dans une tuyère de moteur fusée est issu de plusieurs facteurs :

– Ce domaine n’a pas fait l’objet d’examen précis jusqu’à ce jour.

– Quoiqu’anciens, les résultats expérimentaux disponibles permettent des compa-

raisons valables.

– D’un point de vue industriel, une meilleure prédiction du transfert thermique

et des charges latérales thermiques dans les tuyères est nécessaire.

La complexité des phénomènes physiques nous a conduit à procéder par étapes.

Ainsi, l’étude a débuté avec la réalisation de simulations d’écoulements axisymétriques

dans diverses géométries et dans différentes conditions. Ces simulations permettent

d’étudier différents paramètres qui influencent le décollement et le transfert thermique

pariétal.
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5.2 Validation du modèle de turbulence SST-V Menter

Afin de valider l’influence et la robustesse du modèle utilisé sur le comportement

du champ turbulent et ses conséquences sur le champ moyen, les résultats numériques

seront confrontés aux valeurs expérimentales de Cuffel et al [5] et Back et al ([1],[4]).

Cuffel et al [5] ont utilisé dans leur expérimentation une tuyère conique, qui a

un demi angle de convergence et de divergence de 45o et 15o (figure 5.6), respective-

ment, avec rc/rth = 0.625. La pression statique a été calculée dans tout le champ

d’écoulement. Le fluide employé est de l’air compressé qui entre à une pression

P0 = 4.82 bar et T0 = 300K. Un paramètre important influant l’écoulement isen-

tropique dans la région transsonique d’une tuyère avec un col circulaire est le rapport

de l’arc de rayon et le rayon du col rc/rth.

Pour des valeurs de rapport rc/rth considérablement supérieur à l’unité, c’est-à-

dire un écoulement unidimensionnel avec le contour progressif du col. Avec la diminu-

tion du rapport rc/rth les effets d’écoulement bidimensionnel deviennent importants.

Dans le cas où rc/rth supérieur ou légèrement inférieur d’environ 2, il existe des

théories analytiques pour une prédiction adéquate de l’écoulement bidimensionnel

dans la région transsonique de la tuyère ([9]-[11]) comme il est indiqué par le calcul

et la mesure de la pression statique sur la paroi [4].

Cependant, pour des tuyères avec (rc/rth < 1), comme l’on trouve dans certains

moteurs fusées, ces théories ne s’appliquent pas. Cette configuration présente des flux

internes dans la région transsonique d’une tuyère avec un petit rapport de rc/rth =

0.625.

Les résultats numériques seront comparés aux résultats de l’expérimentation menée

par Cuffel et al [5].
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Figure 5.1. Géométrie de la Tuyère JPL de Cuffel et al [5] en (m)

Figure 5.2. Maillage structuré multi blocs

Le maillage adopté est du type curviligne avec une technique multibloc. La fi-

gure 5.2 montre le maillage de la tuyère de la figure 5.1. L’avantage de cette tech-

nique est qu’elle autorise des domaines de calcul plus étendus avec une grande facilité

de programmation sur des machines massivement parallèles. Notre code de calcul

utilise une approche de parallélisation à mémoire distribuée en faisant appel à la
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bibliothèque d’échanges de messages MPI (Message Passing Interface). Bien qu’elle

ne puisse simplement optimiser les performances des boucles de calcul, elle présente

l’intérêt de pouvoir repartir les taches sur un nombre important de processus.

Figure 5.3. Strioscopie numérique de la tuyère [5] (Simulation avec le
modèle SST-Menter). NPR=3.12

Figure 5.4. Champ de nombre de Mach de la tuyère [5] NPR=3.12
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Figure 5.5. Champ de pression avec NPR=3.12

Figure 5.6. Comparaison de champ de Mach dans la région transso-
nique pour un rapport de pression NPR=4.82 avec les mesures de Cuffel
et al [5] (les alphabets représentent l’expérimentation)
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Figure 5.7. distribution axiale de la pression sur la paroi, NPR=4.82
(les alphabets représentent l’expérimentation de [5])

Figure 5.8. distribution axiale de la pression à une distance égale à 4.7
cm de l’axe , NPR=4.82 (les alphabets représentent l’expérimentation
de [5])
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Figure 5.9. distribution axiale de la pression à une distance
égale à 4.32 cm de l’axe, NPR=4.82 (les alphabets représentent
l’expérimentation de [5])

Figure 5.10. distribution axiale de la pression à une distance
égale à 3.81 cm de l’axe, NPR=4.82 (les alphabets représentent
l’expérimentation de [5])
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Figure 5.11. distribution axiale de la pression à une distance
égale à 2.54 cm de l’axe, NPR=4.82 (les alphabets représentent
l’expérimentation de [5])

Figure 5.12. distribution axiale de la pression à une distance
égale à 1.27 cm de l’axe, NPR=4.82 (les alphabets représentent
l’expérimentation de [5])
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Figure 5.13. distribution axiale de la pression sur l’axe, NPR=4.82
(les alphabets représentent l’expérimentation de [5])

Figure 5.14. Champ de vorticité dans la tuyère [5]

Quant à l’écoulement sur ce genre de tuyère nous permettra plus particulièrement
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d’évaluer l’influence des choix numériques (schémas de discrétisation, stratégie de

limitation) et du modèle de turbulence, retenus dans cette étude pour le cas bien

spécifique d’un écoulement turbulent instationnaire dont les flux internes de recir-

culation dans la région transsonique sont réputées relativement difficiles à capturer

en raison de l’existence d’un écoulement bidimensionnel associé à cette géométrie.

L’étude de l’écoulement turbulent dans la région transsonique avec un profil de tuyère

où rc/rth < 1 est un cas de validation classique pour les codes de calcul utilisant une

approche RANS.

Il est important de souligner, que la modélisation de la turbulence pour la simula-

tion de l’interaction choc/couche-limite reste encore un sujet de recherche ouvert. Les

travaux de Liou et al [12] comparent par exemple des calculs menés sur une bosse en

régime d’écoulement transsonique, une interaction entre une onde de choc oblique et

une couche limite turbulente ainsi qu’une rampe de compression en régime superso-

nique, pour une modélisation de la turbulence par le modèle k−ε dans la formulation

proposée par Chien, ce même modèle avec ajout d’une non linéarité faible de type

”réalisabilité”, le modèle de Spalart-Allmaras [13] et le modèle SST de Menter [14].

Ces travaux mettent en évidence que, quel que soit le modèle de turbulence utilisé,

la prédiction correcte du coefficient de frottement s’avère plus délicate que celle des

distributions de vitesse en une abscisse donnée.

Nous pouvons à notre tour donner quelques éléments de comparaison entre le

modèle de turbulence disponible (SST Menter [14]) implanté durant nos travaux.

Nous comparons en premier lieu les résultats obtenus avec le cas de validation retenu.

On examine le contour du nombre de Mach sur toute la région transsonique ainsi que

la pression statique dans différentes régions radiales.

La variation de la pression statique radiale est large (figure 5.7 à figure 5.13),

avec des valeurs de la pression statique le long de l’axe allant jusqu’à trois fois à

ceux près de la paroi proche du col de la tuyère. Le gradient de la pression radiale

est sensiblement le même que le gradient de la pression axiale. Le fluide se détend
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plus rapidement le long de la paroi, et en conséquence de fortes variations radiales du

nombre de Mach (figure 5.6) calculé pour un écoulement isentropique avec (γ = 1, 4).

Dans le plan du col, le nombre de Mach est de l’ordre de 0,8 sur l’axe et 1,4 sur le

bord de la couche limite.

L’augmentation de la pression statique observée le long de la paroi, juste en posi-

tion aval de la tangente entre le col et l’arc du cercle de la partie conique du divergent,

est considérée associée à une compression de l’écoulement tournant. La forte rotation

angulaire acquise par l’écoulement dans la région du col de faible rayon de courbure

(figure 5.14) peut conduire à un renversement de l’écoulement de telle sorte que les

lignes de courants près de la paroi deviennent inclinées à la paroi conique aval, comme

indiqué par les calculs. La région où les lignes de Mack commencent à converger, ce

qui présente le début de la formation de choc associé à la compression de l’écoulement

tournant à devenir parallèle à la paroi. Une faible onde de choc oblique se forme par

la suite et s’étende en aval, coupant l’axe à une distance x=0,8 cm, il est raisonnable

de supposer que l’écoulement est isentropique dans toute cette région.

5.3 Etat de l’art sur le décollement stationnaire

Au col la tuyère est amorcée et rien n’est modifié au débit q quand la pression pa

baisse en dessous de Pasup (figure 5.15), un amorçage d’un écoulement supersonique

se produit en aval du col dans le divergent de la tuyère. L’écoulement est entièrement

supersonique dans tout le divergent avec une pression en aval qui doit être inférieure

ou égale à la pression Painf . Dans ce cas la tuyère est complétement amorcée et la

pression le long de la paroi du divergent est indépendante des conditions aval. Un

choc vient se positionner en une abscisse précise lorsque la pression en aval prend une

valeur entre Pasup et Painf .

Suivant le régime et les conditions de fonctionnement d’une tuyère, la pression am-

biante dans laquelle la tuyère débouche son écoulement en sortie peut considérablement
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Figure 5.15. Fonctionnement d’une tuyère convergente-divergente par
l’approche monodimensionnelle d’un fluide parfait

varier (niveau d’altitude), ce qui entrâıne des variations importantes du taux de

détente. Les différents types de fonctionnement d’une tuyère sont présentés dans

la figure 5.16.

– La pression de l’écoulement en sortie de tuyère est plus forte que la pression am-

biante, dans ce cas il s’agit d’un jet sous-détendu. La structure de l’écoulement

est schématisée dans la (figure 5.16a), il apparait à la lèvre de sortie de la tuyère

un faisceau de détente centré suivi par un choc de focalisation issu de la ligne

isobare entourant le jet. La distribution de la pression pariétale est non per-

turbée par la pression extérieure pa. La détente des gaz est incomplète dans

la tuyère, ce régime hors adaptation est appelé régime de ous-détente. Dans

lequel, l’écoulement de la tuyère se détend de la pression PE à la pression Pa

lorsqu’il quitte la lèvre E, traduit par un éventail de détentes quasi centrées à
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a

Sous détente Pa < PE

b

Adaptation Pa = PE

c

Surdétente sans effet de décollement avec

Pa > PE

d

Réflexion régulière sur l’axe, Surdétente

avec décollement Pa >> PE

e

Réflexion avec effet de Mach, Surdétente

avec décollement Pa >> PE

Figure 5.16. Régimes de tuyère (Pa : Pression ambiante à l’aval, PE :
Pression à la lèvre de la tuyère fonctionnant dans le vide)

la lèvre E.

– La pression du jet est égale à la pression ambiante, dans ce cas il s’agit d’un

jet adapté (voir figure 5.16b). En pratique, ce type d’écoulement est difficile

à obtenir sauf pour des tuyères destinées à des conditions de fonctionnement

spécifiques. La pression le long de la paroi de la tuyère suit une distribution

décroissante depuis la pression chambre jusqu’à la pression de sortie PE qui
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est égale à la pression ambiante Pa. Au voisinage de la lèvre E, les lignes de

courant moyennes du jet quitte le divergent sans subir aucune différence de

pression statique. En quittant la lèvre E la couche limite du jet entre en contact

avec le fluide ambiant et l’entrâıne dans son sillage, ce qui forme une couche de

mélange.

– La pression du jet est plus faible que la pression ambiante, dans ce cas il s’agit

d’un jet surdétendu (voir figure 5.16d). La ligne isobare, séparant le jet super-

sonique et l’écoulement ambiant, est déviée vers l’axe de la tuyère ce qui induit

une forte compression de l’écoulement conduisant ainsi à la formation d’un choc

de compression initié à la sortie de la tuyère.

Des charges latérales dans une tuyère de révolution sont le résultat d’une dis-

symétrie du décollement de la couche limite 1 On s’intéresse plus particulièrement au

décollement symétrique et stationnaire, ce qui n’est généralement pas vérifié lorsque

la tuyère est fortement surdétendue, c’est-à-dire que la pression aval Pa est légèrement

inférieure à Pasup (voir figures 5.15, 5.16).

La surdétente peut avoir un caractère :

– Permanent : des moteurs fusée munis de tuyères adaptées à haute altitude et

fonctionnant à basses altitudes (au sol lors d’essais ou à basse altitude durant

l’ascension d’un lanceur)

– Transitoire : lors de la séparation d’étages ou lors du démarrage correspondant

à la montée en pression dans la chambre de combustion.

1. La dissymétrie du décollement peut être engendré par :

– Lorsque la section de sortie de la tuyère est tronquée d’une manière non perpendiculaire à

l’axe (Scarfed nozzle).

– Un obstacle solide ou liquide extérieur à la tuyère.

– Un gradient élevé de pression adverse traduisant le fonctionnement de la tuyère en régime de

surdétente.
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Ce genre de décollement a fait l’objet de plusieurs recherches expérimentales, en

vue de préconiser une similitude permettant la prédiction de la distribution de la

pression le long de la paroi en fonction des paramètres bien connus (la géométrie

de la tuyère, la nature du gaz de combustion, le rapport des pressions amant et

val). Citons les expériences menées par M.V. Herbert et R.J. Herd [15] puis par R.H

Schmucker [16] et d’autres, qui ont montré que plusieurs expériences ont été faites

dans des conditions mal définies (la nature de la couche limites, grandes incertitudes

des niveaux de pression au décollement) cette incertitude, traduite par une grande

dispersion des points expérimentaux, est principalement due aux techniques et aux

moyens de mesure rudimentaires utilisés à l’époque. Les premières expériences concer-

nant le décollement dans les tuyères propulsives fonctionnant avec des gaz chauds ont

été faites par Forster et Cawles [1949] à l’Institut de Technologie de Californie.

Si la tuyère est amorcée (état sonique au col), l’écoulement est supersonique au di-

vergent et ne dépend que du rapport entre la pression ambiante Pa (supposée variable)

et la pression statique en sortie Pe. On distingue, pour ces régimes de fonctionnement,

les écoulements non-décollés et des écoulements décollés.

– A) Ecoulement non-décollé :

Dans le cas d’une tuyère amorcée et que l’écoulement dans le divergent reste

attaché à la paroi, le profil de pression pariétale n’est pas influencé par la pression

ambiante externe mais dépend principalement de la pression chambre, Pc, et de la

géométrie de la tuyère employée. Ce type d’écoulement se rencontre lorsque le moteur

fonctionne à et au-delà d’une altitude pour laquelle il a été adapté. En terme de

rapport de pression, cela correspond à :

- Pa = Pe = 1 : tuyère adaptée à la pression ambiante ou extérieure.



174

Figure 5.17. Tuyère bidimensionnelle en régime sous-détendu
(Pa/Pe = 0, 66). Notez la présence des faisceaux de détente à la lèvre
de sortie de la tuyère (photo tirée de [17])

- Pa/Pe < 1 : régime de sousdétente, dans ce cas, un faisceau de détente apparait

à la lèvre de sortie de la tuyère (voir figure 5.17)

– B) Ecoulement avec décollement naissant :

Dans ce cas la tuyère fonctionne en régime de surdétente et le rapport de pression

Pa/Pe > 1, un choc de recompression ou de décollement se forme à la lèvre de la

tuyère, à cause de l’existence d’un gradient de pression adverse, la couche limite

s’épaissit et reste attachée à la paroi jusqu’au sortie de la tuyère (voir figure 5.18).
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Figure 5.18. Tuyère bidimensionnelle en régime surdétendu avec
réflexion de Mach pour un rapport de pression (Pa/Pe > 2, 5)(photo
tirée de [17])

Différentes structures de choc (réflexion régulière, réflexion de Mach et choc en

chapeau [18]), décrites plus en détails par la suite, peuvent être observées dans le jet

comme en témoignent les figures 5.19, 5.20.

a

Réflexion régulière à Pc/Pa = 3, 84 fig13a

b

Réflexion de Mach à Pc/Pa = 3.54 fig13b

Figure 5.19. Jet supersonique avec réflexion régulière et réflexion de
Mach. Pc désigne la pression chambre (photos tirées de [19])
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– C) Ecoulement avec décollement :

Quand la pression aval continue à augmenter et dépasse un certain seuil 2. (Pa/Pe >>

1, régime de forte surdétente), la couche limite décolle au moment où elle ne peut plus

contrer le gradient de pression adverse qui devient trop important (voir figure 5.20).

Soulignons, à ce niveau, que la prédiction de seuil de pression est un enjeu impor-

tant pour les motoristes, qui souhaitent souvent éviter ou maitriser la position de

décollement. Les critères de décollement ont pour objectif d’estimer ce seuil.

Figure 5.20. Décollement effectif lors d’un amorçage rapide - tuyère
Amann [20]

2. En pratique, Pe = Pa ≈ 0.4− 0.8 [21]
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a

Réflexion régulière

b

Réflexion de Mach

c

Choc en chapeau

d

Réflexion de Mach

e

Choc en chapeau

Figure 5.21. Représentation schématique de la réflexion régulière, de
la réflexion de Mach et du choc en chapeau. I : choc incident, IS : choc
de focalisation, IR : choc réfléchi, J : jet, SL : ligne de glissement, TP
point triple, D : point de décollement, V : tourbillon (en haut). Moteur
Vulcain au banc d’essai - Photos Snecma (en bas)



178

les différents types et structures de choc dans les tuyères de révolution sur-

détendues sont récapitulées dans les figures ci-dessus. Comme évoqué précédemment

plusieurs types de structure de choc peuvent être observés dans le jet. Lorsque

l’évolution du profil de la tuyère est doucement gradué (cas des tuyères de moteurs

fusée de type TIC), le choc de décollement se réfléchit sur l’axe de symétrie. Deux

types de réflexion peuvent se produire :

- l’une dite ”régulière” 3 mais il arrive que le disque de Mach soit si petit que la

réflexion est apparemment régulière (figure 5.21a) ou le choc incident I se réfléchit

directement sur l’axe de symétrie en un choc oblique réfléchi IR.

- l’autre dite ”singulière” ou ”de Mach” ou le choc incident I se réfléchit en formant

un choc normal a l’axe appelé disque de Mach (figure 5.21b). Du point triple TP, ou

se rencontrent le choc incident, le choc réfléchi et le disque de Mach, émane une ligne

de glissement SL. Cette discontinuité isobare sépare la poche subsonique en aval du

choc fort de la région supersonique en aval du choc réfléchi IR.

On note que l’obtention de l’une des réflexions citées au-dessus dépend fortement

du rapport de pression (PC/Pa) et du profil de la tuyère. D’autre part, le phénomène

de transition entre ces réflexions peut faire intervenir un effet d’hystérésis ([22],[23]).

Lorsque le profil de la tuyère est fortement optimisé en poussée (TOC et TOP),

il se forme alors un choc interne de focalisation (IS). Ce choc est dû à l’évolution de

la courbure du profil de la paroi au niveau du col. L’interférence du choc interne avec

le choc de décollement (I) peut conduire à une structure de choc complexe dite ”en

chapeau” (figure 5.21c). Cette structure est le résultat de l’interférence entre le choc

de décollement et la réflexion de Mach inverse du choc interne sur l’axe de symétrie.

Là encore, l’obtention de l’une ou l’autre de ces structures dépend du profil de la

tuyère, du rapport de pression et fait également intervenir un effet d’hystérésis [24].

En dernier lieu, concernant le décollement lui-même, deux types de configurations

3. Ce type de réflexion est théoriquement impossible dans les tuyères axisymétriques [22]
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ont été observés expérimentalement (voir figure 5.21), puis confirmés numériquement.

5.3.1 Différente topologies de décollement :

L’écoulement dans un divergent comprend en réalité des effets turbulents et vis-

queux, prépondérants près de la paroi. Pour un jet surdétendu, la couche limite

développée est soumise à un gradient de pression adverse plus ou moins intense selon

le rapport de pression, au-delà d’une certaine grandeur, la couche limite décolle à

cause du manque d’énergie (i.e. la couche limite décolle avant d’atteindre la lèvre

de la sortie de la tuyère). La compression de l’écoulement aura lieu en amont du

divergent, au travers un choc de décollement s’est formé par focalisation d’ondes de

compression. En aval du point de décollement situé derrière ce choc, nâıt une couche

de mélange entre une zone de retour et le jet décollé (voir figure 5.22). La topologie

générale de l’écoulement n’est donc plus gouvernée par le processus eulériens mais

avec des effets visqueux et turbulents intervenant au niveau de la couche limite ; ces

derniers plus complexes, rendent la prédiction théorique du décollement extrêmement

délicate. L’analyse montre l’existence de deux régions dans un écoulement décollée :

-La première zone se situe entre le point * et S (zone de décollement libre).

-La largeur de cette zone est très faible (environ trois l’épaisseur de la couche

limite), une augmentation très rapide est observée de la pression pariétale au pied de

décollement *.

-La pente de la courbe de pression pariétale est la même pour cette région quel que

soit l’obstacle provoquant le décollement, confirmée par les expériences de Chapman

[25] et Mager [26] pour le décollement devant des rompes de compression et des

marches de grandes dimensions, et ceci reste valable pour les décollements dans des

tuyères surdétendues.

- Carrière [27] a généralisé la théorie de Chapman [25] (pour des écoulements

plans et uniformes) au cas d’un écoulement de révolution non uniforme. Cette théorie

généralisée corrélait bien les résultats expérimentaux pour des tuyères coniques ou
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profilées (cette région est appelée ainsi ”zone d’interaction libre”. En réalité, l’écoulem-

ent est provoquée seulement par le processus d’interaction entre couche limite et le

choc de décollement. En revanche, il dépend essentiellement de la couche limite in-

cidente. L’annulation du frottement pariétal correspond à la fin de cette zone ainsi

au point de décollement. L’expérience [28] montre que l’augmentation de la pression

statique s’effectue en grande partie (80 %) dans cette région.

Figure 5.22. Schéma de principe d’un décollement libre. Les indices *
et S font réréférence, respectivement, au pied de décollement (point de
séparation naissante), au point de séparation effective
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5.3.2 Décollement libre

Le décollement dans une tuyère amorcée aura lieu dans le divergent en amont de

la lèvre (la sortie de la tuyère) sous l’effet d’un gradient de pression adverse, le jet

décollé libre débouche dans une atmosphère au repos. Dans le cas d’un écoulement

surdétendu (figures. 5.23, 5.24, 5.25, 5.26), la couche limite décolle et s’étendre

librement jusqu’à la lèvre de sortie de la tuyère, la zone juste en aval est alors ali-

mentée par l’air ambiant aspiré dans le divergent et se mélangeant par la suite avec

le jet. La pression pariétale atteinte à la sortie est souvent légèrement inférieure à

la pression ambiante (figure 5.27). La première déviation de la pression pariétale est

appelée pression de la séparation naissante notée P ∗ 4, La pression pariétale augmente

ensuite rapidement jusqu’à une pression dite ”plateau” généralement plus faible que

la pression ambiante Pa, ces variations de pression pariétale sont induites par l’inter-

action choc/couche limite. Le décollement effectif a lieu plus en aval, un peu avant le

plateau. L’augmentation de pression entre Pp et Pa, due à la zone de recirculation,

est beaucoup moins marquée. Une distribution typique pour le décollement libre est

schématisée sur la figure 5.22. Nous remarquons que le décollement fait intervenir

deux zones distinctes, l’une est régie par le saut de la pression P ∗/Pp et l’autre par

le saut Pp/Pa lié à l’écoulement ambiant aspiré dans la zone de recirculation.

4. Parfois notée Pi dans la littérature (pression au pied de décollement)
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Figure 5.23. Distribution du champ de vitesse dans le divergent dans
une tuyère TIC pour un rapport de pression PC/Pa = 25, la température
de la paroi est maintenue à TW = T0/2, T0 = 843K

Figure 5.24. Décollement libre FSS (Free Shock separation) dans une
tuyère TIC Nombre de Mach (min = 0.0, max = 4.97) pour un rapport
de pression PC/Pa = 25, TW = T0/2, T0 = 843K
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Figure 5.25. Représentation schématique du décollement libre FSS IS :
choc interne, SJ : jet supersonique, SP : point de séparation, MD :
disque de Mach, TP : point triple

Figure 5.26. structure de Réflexion de Mach dans une tuyère idéale
tronquée avec PC/Pa = 25, TW = T0/2, T0 = 843K)

La figure 5.23 montre le champ de vitesse dans la tuyère et agrandie sur la région

de la paroi du divergent. On observe très nettement dans cette figure une structure

d’un décollement libre, d’où le rapport de détente est supérieur de celui de l’adap-

tation, une compression s’exerce sur la couche limite du jet où un choc se forme

en un point qui correspond au point du pied de décollement (le point * sur la fi-

gure 5.22) dans le divergent de la tuyère, dans ce cas le gradient de pression adverse

n’atteint pas la valeur nécessaire au décollement de la couche limite, et ne permet pas
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au jet extérieur de pénétrer à l’intérieur de la tuyère (figure 5.24 à figure 5.27). Par

conséquent, l’écoulement continu sa détente jusqu’au point s (dite point de séparation

ou de décollement figure 5.22) où l’intensité du choc devient de plus en plus impor-

tante et suffisante pour faire décoller la couche limite de la paroi sur laquelle elle

s’était développée. La distribution de la pression pariétale dans ce cas (figure 5.27)

est non-perturbée, qui atteint dans ces conditions d’une tuyère refroidie ( PC/Pa = 25,

TW = T0/2 et T0 = 843K) un asymptote correspond à la pression plateau (Pp voir

figure 5.22) caractéristique de l’écoulement étendu. Le schéma représentatif de la

structure de décollement libre obtenue par les calculs des équations de Navier-Stokes

dans une tuyère idéale tronquée (figure 5.25) qui correspond à une réflexion de Mach,

cette structure de choc est déjà expliquée précédemment sur la figure 5.21.
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Figure 5.27. Décollement libre dans une tuyère TIC refroidie. Nombre
de Mach (min = 0.0, max = 4.97) pour un rapport de pression
PC/Pa = 25, distribution de la pression pariétale (en haut), le champ
de Mach (en milieu), Strioscopie numérique (en bas)
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5.3.2.1 Etude de l’effet de la réalisabilité sur la position du point de

décollement

Cette analyse est faite pour un écoulement compressible dans une tuyère à contour

optimisé TOC de LEA de Poitier, car ce type de tuyère présente beaucoup de phéno-

mènes complexes. La pression génératrice dans la chambre de combustion choisie

est PNR=22 qui devance légèrement le commencement d’avoir un comportement de

décollement restreint dans ce type de tuyère, cette situation nous permet de dégager

une conclusion peut être pertinente sur l’effet des coefficients prises dans l’équation

limitant cµ pour éviter d’avoir un tenseur normal négatif.

Dans une première analyse, nous avons vu que juste près de la paroi de la tuyère

(voir figure 5.28), le rapport entre la déformation sans dimension S sur la vorticité

Ω, égale presque
√

2. Cette remarque, nous ont conduit de faire un petit changement

sur l’équation de cµ, et de proposer l’équation simplifiée suivante :

cµ = min

{
cµ,lim,

1

A0 + AsSa
(
1 + AΩ

ra

)1/a

}
(5.1)

avec r = S/Ω

Figure 5.28. Rapport r = S/Ω sur la paroi de la tuyère LEA-TOC
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Figure 5.29. Validation de l’équation de la réalisabilité (5.1) proposée
dans la présente étude pour l’amélioration de la prédiction de la pres-
sion pariétale )

A0 As AΩ a r

CAS N1 0 2.20 0 1 1.4138

CAS N2 0 2.48 0 1 1.4138

CAS N3 0 1.73 1 2 1.4138

CAS N4 0 1.63 1 2 1.4138

CAS N5 (équ.5.1) 0 1.63 1 2.1 S/Ω

Menter 0 3.23 0 1 1.4138

Rodi (ARSM) 2.85 1.77 1 2 1.4138

Table 5.1. coefficients dans l’équation de cµ

Les coefficients dans l’équation de cµ sont optimisés avec le calcul numérique (voir

tableau 5.1), les résultats obtenus sont présentés sur la figure 5.29, la comparaison

avec l’expérience et les modèles de littérature montre que l’équation5.1 prédire avec

précision la position du point de décollement. Notons ici, que plus le coefficient As

diminue, plus que le point de décollement se déplace en aval. Ce qui est essentiel dans
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cette paragraphe, c’est que les coefficients dans l’équation de la réalisabilité, ont un

effet non-négligeable sur la position du point de décollement, cette partie nécessite

une étude toute entière, qui prend en considération l’assurance de la réalisabilité,

et la bonne prédiction du position de point de séparation. Car nous avons vu que

la production de l’énergie cinétique turbulente est impliquée par la limitation de

cµ et par conséquent dans l’apparition d’un tenseur négatif. Dans la figure 5.46, la

comparaison avec l’expérience dégage d’un accord très satisfaisant, la pression plateau

est bien calculée avec des rapports de pression 15 et 16.

Figure 5.30. Décollement libre, comparaison avec l’expérience sur
LEA-TOC pour des rapports de pression NPR = P0/Pa égal à 15 et
16
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5.3.3 Décollement restreint

Quand on observe le jet supersonique de sur-détente provenant d’une tuyère de

moteur-fusée fonctionnant au sol, on y voit des régions lumineuses qui traduisent

l’existence de chocs intenses associés à un régime non-adapté de l’écoulement. Cette

luminosité est due au rayonnement thermique des gaz portés à haute température

lorsqu’ils sont décélérés lors de la traversée des chocs intenses. Grâces aux simulations

numériques nous permettons des tracer des schémas appropriés décrivant l’ensemble

de l’écoulement et les structures de chocs. Jusqu’à ici le décollement libre s’avère

être le type ou la configuration la plus commune. Un autre régime stationnaire de

sur-détente, autre que le décollement libre, peut intervenir spécifiquement dans les

tuyères qui exigent l’existence d’un choc interne naissant près du col, ou un type

de décollement engendrant une structure de chocs en chapeau comme les tuyères

TOC. C’est le régime de décollement restreint (Restricted Shock Separation ou RSS,

en anglais), ainsi dénommé lorsque le recollement de la couche limite intervient sur

le divergent juste après le décollement (figure 5.31, 5.32). Ce type de décollement

(décollement restreint) a été identifié expérimentalement pour la première fois lors

des essais sur une maquette de tuyère optimisée du moteur J-2S [29]. L’existence

d’un choc interne dans le divergent de la tuyère est lié à un changement brusque de

la courbure, ce choc interne est généralement rencontré dans les tuyères fortement

optimisées en poussée, au niveau du raccordement entre l’arc circulaire formant le

col et le profil adopté pour rejoindre la section de sortie (figure 5.33). La détente

initiale jusqu’au raccordement augmente avec l’angle de l’arc circulaire (rc/rth), dont

la valeur est conditionnée par le profil adopté ensuite, et le nombre de Mach souhaité

en sortie.
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Figure 5.31. Distribution du champ de vitesse dans le divergent
dans une tuyère TOC pour un rapport de pression Pc/Pa = 25, la
température de la paroi est maintenue à TW = T0/2, T0 = 843K

Figure 5.32. Décollement restreint RSS (Restricted Shock Separation)
dans une tuyère TOC Nombre de Mach (min = 0.0, max = 5.26) pour
un rapport de pression PC/Pa = 25, TW = T0/2, T0 = 843K
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Figure 5.33. Représentation schématique du décollement restreint RSS
IS : choc interne, SJ : jet supersonique, SP : point de séparation, MD :
disque de Mach, TP : point triple

L’examen de la distribution de la pression pariétale obtenue pour les conditions

(Pc/Pa = 25, Tw = T0/2, T0 = 843K) fait clairement apparâıtre des pics de pres-

sion dépassant la valeur de la pression ambiante (Pa) (figure 5.34) a été interprétée

comme associée à un régime de décollement restreint, où la couche limite recolle sur

le divergent immédiatement après avoir traversé un premier choc (figure 5.35). Il

est à noter ici que les distributions de la pression pariétales de la tuyère TOC sont

différentes suivant la nature du décollement, libre ou restreint. Pour un rapport Pc/Pa

correspondant à un décollement restreint (dans notre cas, pour une tuyère TOC re-

froidie et avec les conditions de travail déjà citées) la couche limite recolle après avoir

subi un décollement sous l’effet de choc, c’est le cas d’un décollement restreint ca-

ractérisé à la paroi par un point de décollement suivi d’un point de recollement. Le

décollement restreint est associé à une allure très perturbée du profil de pression,

après une brusque élévation de pression à la traversée du pied de choc, on observe

tout d’abord une courte région de plateau correspondant à la poche de fluide décollé,

suivie d’une succession rapide d’augmentation et de diminution de la pression qui
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traduit les ondes de choc et de détente présentes dans le jet supersonique annulaire

qui a recollé à la paroi.

Figure 5.34. confrontation du schéma de principe de RSS dans le cas
théorique (en haut) et calcul numérique (en bas) i1 choc interne, i2 choc
incident, r choc de réfléchi, TP point triple, S ligne de glissement



193

Figure 5.35. Décollement restreint dans une tuyère TOC refroidie.
Nombre de Mach (min = 0.0, max = 5.26) pour un rapport de pression
Pc/Pa = 25, distribution de la pression pariétale (en haut), le champ
de Mach (en milieu), Strioscopie numérique (en bas)
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En particulier, la pression en aval du point de séparation a montré un comporte-

ment instable avec de fortes oscillations, et, enfin, grimpé à des valeurs très supérieures

à la pression ambiante. Les chercheurs ont attribué ce comportement au recollement

de l’écoulement séparé à la paroi de la tuyère, et en raison de l’extension limitée de

cette région séparée, ils l’ont appelé la séparation de choc restreint (RSS). Ces cal-

culs ont révélé un tourbillon piégé derrière le choc de ré-compression (figure 5.37).

Plus tard Nasuti et Onofri ([30]-[33]) ont souligné le rôle joué par le tourbillon sur

la génération des charges latérales et ont suggéré une explication possible de sa for-

mation principalement basée sur le rôle clé joué par les gradients de l’écoulement

en amont du disque de Mach dans la tuyère. Selon cette explication, un mécanisme

non-visqueux est la principale cause de la génération de la vorticité. En particulier, le

rôle de conduite est joué par l’écoulement non-uniforme impactant le disque de Mach.

Et à cause de cet écoulement non-uniforme en amont et à cause de la pression tout à

fait uniforme en aval (figure 5.38), la force de choc ne peut pas être constante le long

de sa surface et sa forme prend un profil courbé, au lieu d’un plat. En conséquence,

un écoulement rotationnel se produit derrière le disque de Mach (figue 5.42) avec

des gradients de vitesse et d’entropie, qui deviennent plus grands pour augmenter

la non-uniformité d’écoulement en amont et peuvent produire ainsi des structures

tourbillonnaires. Le tourbillon d’axe, dont sa grandeur et son taux de croissance sont

principalement contrôlés par les effets visqueux, agit comme un obstacle épuisant pour

le jet principal, qui dévie donc vers la paroi. En conséquence, une composante radiale

d’écoulement s’est produite derrière le choc, qui tend à ré-attaché la région séparée

de la paroi, en changeant ainsi la structure de l’écoulement de la région séparée du

type FSS (décollement libre) au RSS (décollement restreint). Derrière le point de re-

collement, et en raison de l’impact du jet sur la paroi, une augmentation soudaine de

la pression pariétale se produite. En résumé, la non-uniformité de l’écoulement peut

produire un profil de choc courbé avec un tourbillon piégé en aval (aussi appelé ”choc

en chapeau”) qui agit comme un conducteur pilote pour la transition FSS à RSS
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produisant les plus haut pics de pression pariétales. Cette conclusion est prouvée en

grande partie par les expériences [34]-[40]. Concernant les causes de la génération de

la région de recirculation, une différente interprétation a été donnée par Hagemann et

Frey [37], qu’ils l’ont indiqué comme une conséquence de la réflexion directe ou inverse

de Mach du choc interne qui caractérise typiquement le champ de l’écoulement dans

les tuyères à profil optimisé. Suite à ce point de vue, ils ont suggéré que les tuyères

idéales à contour tronqué seraient un meilleur choix pour éviter les charges latérales

intenses [36],[41],[42]. Cependant, des expériences récentes [43],[44] ont montré que

même dans les tuyères TIC, à des régimes de basse pression, une grande amplitude

de charges latérales peut notamment se produire.

accélération convective dans la diréction

axiale

accélération convective dans la diréction

radiale

Figure 5.36. Accélération convective représentée par ∂
∂xj

(ρũiũj)

Tuyère TOC Tuyère TIC

Figure 5.37. Comparaison par striscopie numérique entre la tuyère
TOC et TIC, mêmes conditions opératoires



196

Champ de pression flux massique ρV

Figure 5.38. tuyère TOC(en haut) et TIC(en bas)

flux massique ρũ flux massique ρṽ

Figure 5.39. Champ de flux massique ρũ, ρṽ

Figure 5.40. Structure de décollement RSS (Schlieren image) et lignes
de courant pour la tuyère LEATOC , référence [45], avec un un schéma
au second ordre MUSCL
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Figure 5.41. Structure de décollement RSS (Schlieren image) et lignes
de courant pour la tuyère LEATOC , référence [45], avec un un schéma
WENO à l’odre 5

Figure 5.42. Structure de décollement RSS (Schlieren image) et lignes
de courant pour la tuyère LEATOC , présente étude

La comparaison des résultats obtenus avec le modèle SST-V Menter figure 5.42

contre la figure 5.41, donne un accord très satisfaisant, la structure de choc est bien

capturée, la référence [45] utilise un schéma WENO à l’ordre 5. On peut conclure

qu’un schéma au second ordre en temps et en espace peut être suffisant pour le calcul

de l’ensemble de structure de l’interaction turbulence/choc dans de telle situation,

mais il est incapable de prédire la totalité des phénomènes, comme par exemple, le

schéma WENO présente légèrement le petit vortex derrière le point triple, contraire-

ment au schéma au deuxième ordre, alors un schéma d’ordre supérieur est préférable.
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Figure 5.43. Transition FSS/RSS
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Figure 5.44. Transition FSS/RSS (suite)
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Figure 5.45. Transition décollement libre/décollement restreint de la
tuyère LEATOC avec NPR = 24.9558 et T0 = 276.282K (suite)
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Figure 5.46. Décollement restreint, comparaison avec l’expérience sur
LEA-TOC pour des rapports de pression NPR = P0/Pa égal à 25, 33
et 37
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Pour la validation de l’évolution de la pression pariétale pendant le phénomène

RSS, en réalité la capture de ce phénomène est déjà un bon signe pour valider le

modèle et les schémas numériques utilisés, même avec des méthodes sophistiqués telle

que la LES, la comparaison n’est plus toujours satisfaisante, est-ce dû à la nature

complexe de l’écoulement dans de telle situation. La figure 5.46 donne un accord

satisfaisant en comparaison avec l’expérience. Pour le cas de NPR=25, l’origine de la

zone d’interaction onde de choc/couche limite débute à une distance x = 0, 098m. Le

choc induisant la séparation se déplace en amont, ce qui provoque une montée brusque

de la pression pariétale superposée sur le niveau correspondant à l’écoulement de la

tuyère non perturbée. AFAQUE [45] a montré les fluctuations de pression le long

de la paroi, les pics positifs des signaux correspond au temps d’intermittence de la

présence de choc de séparation dans la région tranquille attachée. Les fluctuations

de pression présentent un comportement plus aléatoire lorsque le seuil de séparation

est presque atteint dans la zone de recirculation à une distance (x = 0, 108m). Près

de la région de recollement, où s’effectue l’interaction de la région visqueuse et le

choc de recollement, les signaux de pression indiquent un comportement similaire à

celui observé dans l’interaction primaire x = 0, 098m, avec des pics positifs distincts.

La seule différence est que, ces pics se produisent à présent par intermittence, en

plus de signaux aléatoires de base dans la zone de recirculation. En aval de cette

interaction secondaire, le signal de pression semble être plus aléatoire en raison de

l’interaction successive des ondes de choc et de la détente dans le jet supersonique

annulaire fixé à la paroi de la tuyère (x = 0, 138m). à une distance x = 0, 159m, qui se

trouve dans la troisième zone d’interaction (avant l’endroit de séparation secondaire),

le même comportement intermittente de signaux de pression est observé. Dans ce cas,

l’interaction, au niveau des signaux de pression en amont aléatoires est relativement

élevée et la présence de pics positifs semble être moins dominant par comparaison

avec les cas précédents, x = 0,098 m et 0,01183 m, respectivement.

Pour la visualisation du phénomène complexe de décollement restreint RSS, nous
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avons créé une vidéo pour monter l’interaction de la turbulence et les ondes de

chocs dans la tuyère et dans le jet supersonique, car les vidéos de ce phénomène

sont rares, et pour bien comprendre la création et la propagation des ondes de

chocs, et ainsi l’ensemble de l’écoulement dans la tuyère LEA-TOC, notons que

les conditions de fonctionnement dans la chambre de combustion pour cette vidéo

sont, P0 = 25bars et T0 = 276K. Le lien de la vidéo sur youtube est https :

//www.youtube.com/watch?v = DN0j76r8LbA.

5.4 Etude paramétrique du décollement

5.4.1 Influence de la forme de la tuyère

l’influence de l’angle de la tuyère sur le point de séparation est une question qui

a été étudiée depuis le début des mesures de la séparation. La figure 5.47 donne la

position du décollement AD/Ac en fonction de la pression de chambre sur pression

aval Pc/Pa. Cette figure est relative à des tuyères coniques de 20o et 6o (angle du

divergent), avec un rapport de section fixe des deux tuyères (As/Ac = 6), telle que

As est la section de sortie et Ac représente la section au col. Il est difficile de prendre

un jugement nette est clair de l’influence de l’angle du divergent sur la position du

point de décollement. Le décollement est légèrement précoce plus que l’angle est

plus grand. Ce résultat est en accord avec l’expérience, qui montre qu’il n’y a pas

d’influence nette de l’angle du divergent dans des tuyères coniques de rapport de

section 10. La simulation numérique donne aussi des résultats identiques pour des

tuyères coniques de rapport de section 40. Nos résultats sont aussi en accord avec les

résultats compilés dans [16] présentés sur la figure 5.48, pour des angle du divergent

10o,15o, 20o et 30o, ces résultats montre que pour un nombre de Mach au pied du

décollement égal d’environ 3, la tuyère de 10o se sépare plus tard que celle de 20o ce

qui signifie un rapport de pression de séparation inférieur que celui du 20o. La tuyère

de 15o d’angle du divergent est en accord avec cette tendance, les résultats pour 30o
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se trouve situés entre 10o et 20o, les données pour un nombre de Mach au pied de

décollement d’environ 4 ne montrent aucune influence à la variation de l’angle du

divergent. Cela conduit à la conclusion que l’effet d’angle du divergent sur le point

de séparation est faible.

Figure 5.47. Corrélation PC/Pa = f(AD/AC) influence de l’angle du
divergent dans des tuyères coniques de 200 et 60 avec un rapport de
section égale à 6
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Figure 5.48. Corrélation Pi/Pa = f(Mi) (l’indice i correspond au point
au pied de décollement ou point de séparation naissante) (photo tirée
de [16])

5.4.2 Influence du rapport des chaleurs spécifiques γ

Afin d’analyser l’effet de γ sur la position de séparation, en fait, il est difficile

de prendre en compte le seul effet du rapport des chaleurs spécifiques γ, car de

nombreuses variables sont impliquées ; deux gaz avec le même γ peuvent avoir des

différentes chaleurs spécifiques Cp et Cv, de masses molaires et de chimies différentes.

Et pour approcher l’effet de γ, une température froide T0 = 300K est nécessaire

pour éviter la dépendance des chaleurs Cp et Cv de la température. Le tableau 5.2

ci-dessous résume les différents paramètres des gaz choisis. Dans la figure 5.49, la

position de séparation indiquée par le rapport Asep/Ath en fonction du rapport de

pression de stagnation sur la pression de sortie de la tuyère P0/Pa. Pour éviter aussi

l’effet de la viscosité, une loi de puissance est utilisée pour calculer la viscosité de

chaque gaz µ/µ0 = (T/T0)n. Il est clair d’après les résultats obtenus d’observer l’effet

combiné de γ et Cp et Cv, et pour tirer une comparaison valable, il semble intéressant

d’en prendre cette comparaison entre l’AIR et le N2O, parce que ces deux gaz ont des
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chaleurs spécifiques proches. On observe que lorsque γ diminue, le point de séparation

se déplace en aval avec une légère augmentation de pression de séparation. Cette

observation est plus prononcée avec P0 croissante. Ces résultats confirment l’influence

de γ sur la position de séparation comme indiqué dans [15]. La figure 5.50 présente

la distribution de la pression statique le long de la paroi de la tuyère, cette figure

montre que la pression de paroi augmente avec la diminution de γ

Gaz γ R[m2s−2K−1] Cv[JKg
−1K−1] n

Air 1.4 287 717.5 0.67

Cl2 1.34 117 344.1 1

CH4 1.32 518 1618.7 0.87

N2O 1.31 189 609.6 0.89

Table 5.2. Les propriétés physiques des différents gaz

Figure 5.49. effet de γ sur la position de séparation, P0/Pa =
f(Asep/Ath)
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Figure 5.50. effet de γ sur la distribution de la pression pariétale,
Pw/P0 = f(x)

5.4.3 Influence de la pression génératrice

Avec le changement de pression dans la chambre (pression génératrice, P0) ou

la pression ambiante, la région de séparation modifie sa position. La répartition de

la pression de paroi Pw normalisée par la pression de la chambre est présentée sur

les figures 5.51 et 5.52 l’expérience et le calcul numérique montrent que le rapport

Pw/P0 présente le même profil dans la région non séparée. A une pression génératrice

qui donne une pression de paroi à la sortie plus faible que la pression ambiante, une

séparation de la couche limite est établie. une augmentation de la pression génératrice

P0 déplace la région de séparation en aval vers la sortie de la tuyère. La zone de

mélange diminue tandis que la longueur d’interaction de la zone de séparation devient

plus importante depuis l’épaisseur de couche limite se développe le long de la paroi.

La position de la première montée en pression est une fonction du rapport de pression

Pc/Pa.
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Figure 5.51. comparaison calcul-expérience de rapport Pw/P0,
cas test 262 (P0=51.8 N/cm2,T0=843 k),cas test 311 (P0=174.9
N/cm2,T0=572 k)

Figure 5.52. comparaison calcul-expérience de rapport Pw/P0, cas test
262 (P0=51.8 N/cm2,T0=843 k),cas test 266 (P0=30.8 N/cm2,T0=835
k)
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5.4.4 Influence de la température de la paroi

La figure 5.53 montre les pressions pariétales dans une tuyère surdétendue. Le rap-

port de pression au pied de décollement P ∗ adimensionnée par la pression génératrice

P0 en fonction de l’abscisse longitudinale de l’origine d’interaction x∗ adimensionnée

par le diamètre du col Dth à une température de paroi variable (Tw/T0 = 0.3 et

Tw/T0 = 0.6) pour une tuyère conique de la référence [1]. La pression p∗ présente la

pression de la première déviation du cas non séparé. la pression en amont P0 étant

variée de 3, 4, 5 et 6 bars, tandis que la pression en aval est constante et égale à

la pression ambiante Pa. Les résultats montent que plus la pression génératrice P0

est importante plus que la position x∗ au pied de décollement se déplace en aval

vers la sortie de la tuyère. Dans les mêmes conditions, à rapport de pression P ∗/P0

fixé, 6 bars par exemple, la position x∗ est plus précoce avec l’augmentation de la

température de la paroi. Toutefois, la variation de la pression obéisse à une loi de

similitude qui peut être donnée par :

P ∗

P0

= A

(
x∗

Dth

)
+B

avec A = −0.13 et B = 0.22
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Figure 5.53. Corrélation P ∗/P0 = f(x∗/Dth), influence de la
température de paroi Tw et de la pression génératrice P0 sur la pression
P ∗ et l’abscisse x∗ du pied de décollement

Il semble que cette variation avait une pente d’environ (A = −0.13), cette répar-

tition linéaire est bien marqué, des augmentations plus P0, la différence entre les

deux positions axiales successives diminue, nous pouvons voir que la position x∗ ne

se comportent pas exactement linéairement avec la pression de stagnation, c’est à

dire si en fait nous augmentons la pression de 1 bar la position de la séparation

ne devrait pas suivre l’expression linéaire, de sorte que nous ne pouvons pas dire

que cette relation linéaire dégage une similitude cohérente. Les figures 5.54 et 5.55

montrent la même tendance de la figure 5.53, lorsque la pression de stagnation (P0)

augmente, la position de séparation augmente. A la même pression de stagnation de

la position de Xsep de séparation augmente avec la diminution de la température Tw

paroi. La même pente d’environ (−0, 17) est observée à la fois pour la température

de la paroi.
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Figure 5.54. Corrélation Psep/P0 = f(xsep/Dth), influence de la
température de paroi Tw et de la pression génératrice P0 sur la pression
Psep et l’abscisse xsep de séparation

Psep
P0

= A1

(
xsep
Dth

)
+B1

avec A1 = −0.177 et B1 = 0.30

Figure 5.55. Corrélation P ∗/Psep = f(xsep/Dth), influence de la
température de paroi Tw sur le rapport de la pression P ∗/Psep
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5.4.5 Influence de la géométrie du divergent

A même rapport de section et de pression, la tuyère avec un divergent profilé donne

une détente plus importante (pression faible) que la tuyère avec un divergent conique,

ce qui peut exposer au risque de décollements précoces ; le nombre de Mach résultant

est important, favorisant la formation de phénomènes de disque de Mach. En réalité,

la tuyère profilée offre, dans des conditions de fonctionnement nominales, plus de

poussée. En régime transitoire (allumage et extinction), il apparâıt un décollement

important sur le divergent accompagné d’un disque de Mach de grande taille. Ces

phénomènes dégradent considérablement les performances propulsives de la tuyère.

5.4.6 Influence de l’état de surface

Figure 5.56. Corrélation P ∗/Pa = f(M∗), influence de l’état de surface
sur la position de décollement

L’influence de l’état de surface d’après la figure 5.56 de la référence [16] n’est pas

bien marquée. Deux types de paroi sont considérés, une paroi constituée de tubes
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juxtaposés destinés au refroidissement par passage d’un fluide cryogénique et une

paroi lisse. Ces deux types de paroi engendrent des états de surface différents. A

rapport de pression P ∗/Pa constante, on observe une très légère tendance pour les

parois tubées à engendrée un décollement en aval, ou autrement dit, un décollement

précoce pour les parois lisses.

5.4.7 Influence de l’état de la couche limite

Les premières analyses expérimentales et théoriques du décollement supersonique

de la couche limite [27] avaient clairement mis en évidence l’effet de la nature de la

couche limite sur la transition de la pression pariétale. Les calculs réalisés sur une

tuyère conique pour un rapport de pression P0/Pa = 20, montrent un décollement

plus rapide avec une couche limite laminaire (voir hadjadj [46]). L’expérience montre

qu’une couche limite laminaire, moins énergétique, peut se transitionner vers la tur-

bulence [27], Reijasse [35] a montré pour une tuyère décollée, l’apparition d’un fort

gradient de pression dans la zone décollée. Carrière [27] a distingué deux autres formes

d’évolution de pression correspondant à des cas transitionnels. La transition de la

couche limite au voisinage du point de décollement a un rôle important sur la posi-

tion du point de décollement. A l’échelle des moteurs réels, le nombre de Reynolds

est assez élevé pour considérer un décollement du type IV pleinement turbulent. Il

est donc nécessaire, lors d’essais, de faire déclencher la transition près de la région

du col. En plus, le déclenchement n’est pas toujours symétrique et pourrait être une

source de décollement dissymétrique.



214

Figure 5.57. Distribution de la pression pariétale, photo tirée de [46]

Figure 5.58. Types de décollement libre [27]
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5.5 Étude du transfert thermique dans les tuyères

La tuyère permet d’accélérer les gaz résultant de la combustion portés à des

pressions et des températures très élevés en leur imprimant une vitesse suivant l’axe

de la fusée. La tuyère a la forme d’un convergent puis divergent qui permet aux gaz

de franchir la vitesse du son ; en amont du col la vitesse du gaz est subsonique et

en aval supersonique. En présence d’atmosphère la poussée est optimale lorsque la

pression des gaz en sortie de tuyère est égale ou inférieure à la pression ambiante.

Les parois de la chambre de combustion ainsi que celles de la tuyère sont portées

à des températures très élevées et doivent être refroidies car il n’existe aucun alliage

pouvons résister à de telles températures. De nombreux moteurs fonctionnent avec

au moins un ergol stocké à très basse température pour qu’il reste sous forme li-

quide. Ces ergols, dits cryotechniques, sont l’oxygène, l’hydrogène et le méthane. La

méthode la plus courante pour maintenir la paroi de la chambre de combustion à

une température acceptable consiste à faire circuler un de ces ergols à l’intérieur de

la paroi de la chambre qui à cet effet est creuse ou constitué de tubes jointifs. Se-

lon l’architecture du moteur l’ergol utilisé pour le refroidissement peut être réinjecté

dans la chambre de combustion (cycle fermé ou régénératif) ou moins performant

être éjecté en extrémité de la tuyère (cycle ouvert, refroidissement par fluide perdu).

L’espace dans lequel circule l’ergol refroidissant est constitué de fines canalisations,

soit fraisées dans paroi ou circulant dans les conduits assemblés au moteur. Le but

est recouvert d’une enveloppe généralement faite d’acier ou d’un alliage de titane.

Afin d’assurer l’intégrité des tuyères des moteurs fusées à propergol solide, des

calculs précis de flux thermiques pariétaux s’avèrent nécessaires. Ils permettent d’op-

timiser le dimensionnement thermo-ablatif des matériaux isolants et protecteurs dont

sont revêtues les parois des tuyères. Les tuyères des moteurs fusées à propergol so-

lide sont soumisses à des flux thermiques très intenses, qui résultent des conditions

thermodynamiques sévères auxquelles se produit la combustion. Les parois sont at-
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taquées chimiquement par les gaz éjectés (phénomène d’ablation) et subissent une

érosion mécanique par impact de particules d’alumine issues de la combustion. Afin

d’assurer leur intégrité, les tuyères sont revêtues de matériaux isolants et protec-

teurs. Il est donc nécessaire de calculer avec précision les flux thermiques pariétaux

pour le dimensionnement thermo-ablatif. De plus, dans les programmes actuels, le

développement des propulseurs à propergol solide doit s’effectuer à coût réduit. Le

nombre d’essais de mise au point est limité et les itérations sur la définition sont

quasiment impossibles : il faut faire bon du premier coup. Ce contexte se traduit par

une double conséquence :

– D’une part les architectures des propulseurs sont extrapolées de l’existant en

mâı trisant au mieux les risques de développement, ce qui limite les sauts tech-

nologiques.

– D’autre part la modélisation numérique prend une part de plus en plus impor-

tante dans la justification du dimensionnement en compensation de la diminu-

tion du nombre des essais.

Il apparâıt donc clairement que pour les programmes futurs, l’utilisation intense

de modèles numériques décrivant de mieux en mieux les phénomènes physiques, sera

un des éléments indispensables à la réalisation de sauts technologiques en propulsion

solide.

La prédiction exacte du transfert thermique de parois dans les chambres de com-

bustion et les tuyères est l’un des principaux défis pour les concepteurs de moteurs

fusées. Dans le cas de combustion refroidie (régénération ou circuit de décharge),

le calcul de transfert thermique peut être encore plus complexe dans le cas des

phénomènes de changement de phase se produisent à parois métalliques sur le liquide

de refroidissement et/ou sur le côté gaz chaud. Eventuels phénomènes de changement

de phase peut être triée en tenant compte des conditions locales de fonctionnement.

Actuellement, il y a un intérêt largement répandu de la fusée en plein cycle

nucléaire utilisée comme un dispositif de propulsion pour les véhicules spatiaux. Une
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étude préliminaire de conception de refroidissement de tuyères de fusée nucléaire avec

de l’hydrogène en tant que fluide de travail est présentée en référence [47]. Cette étude

a montré qu’un flux de chaleur très élevé peut être attendu dans la région du col de

la tuyère. Cette analyse préliminaire a également montré que l’hydrogène, qui est

attrayant en tant que liquide de refroidissement en raison de sa haute conductivité

thermique et la capacité calorifique importante, peut avoir une capacité de refroidis-

sement marginale lorsqu’il est utilisé comme liquide de refroidissement régénératif. Il

est donc impératif que, pour des conditions marginales, des estimations précises du

flux de chaleur local ou le coefficient de transfert thermique globale est prévisible tout

au long de la tuyère.

Dans l’étude de l’écoulement et la conception des tuyères, une théorie unidi-

mensionnelle est couramment utilisée ([48],[49]). Cette théorie n’est pas satisfaisante

lorsque la solution exacte de l’écoulement est nécessaire, ou si la géométrie de la tuyère

est caractérisée par un faible rayon de courbure et de grands angles d’expansion et

de contraction [50]. Dans de tels cas, les effets radiaux doivent être pris en compte.

Toutes les techniques de prédiction n’ont pas réussi à produire un accord satisfai-

sant avec les pics prédit expérimentalement des coefficients de transfert de chaleur.

Les résultats expérimentaux indiquent que la loi de puissance 1/7 pour une couche

limite turbulente n’a pas décrit la couche limite thermique dans la partie superso-

nique de la tuyère. La plupart des analyses classiques de la couche limite turbulente

en écoulements supersoniques accélérés utilisent l’empirisme provenant d’études avec

accélération près de zéro. Cependant, diverses analyses donnent des prédictions lar-

gement divergentes du développement de la couche limite turbulente des écoulements

supersoniques dans une tuyère, surtout si ces écoulements concernent le transfert de

chaleur.

Les résultats de la référence [51] ont indiqué que les extrêmes différences dans

l’épaisseur de la couche limite de la vitesse à l’entrée de la tuyère ont produit une

différence négligeable dans le transfert de chaleur au niveau de col. En revanche, les
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différences dans l’épaisseur de la couche limite thermique à l’entrée de la tuyère ont eu

comme conséquence différents taux de transfert de chaleur du col. Afin de fournir une

prévision simple de transfert de chaleur une analyse différentielle a été développée ;

cette méthode échouée dans la partie subsonique de tuyère et exige, dans la sortie

de la tuyère, le calcul complet de la couche limite. La théorie intégrale de la couche

limite turbulente [47] est la méthode la plus souvent utilisée pour prédire le transfert

de chaleur dans les écoulements en tuyères ; cette méthode fournit des prévisions

raisonnables de transfert de chaleur lorsque l’épaisseur de quantité de mouvement est

remplacée par l’épaisseur d’énergie.

5.6 Formulation de transfert de chaleur

Les distributions de transfert de chaleur calculées dans les écoulements compres-

sibles supersoniques dans les tuyères sont présentées en termes de coefficient de trans-

fert de chaleur basé sur la différence d’enthalpie qui est donnée par l’équation sui-

vante :

h =
qw

(Iaw − Iw)
(5.2)

On considère que le cp est constant sur la gamme de température, puis (Iaw−Iw) ∼=

cp(Taw − Tw). Là où la valeur de la température adiabatique de la paroi peut être

exprimée en fonction du facteur de récupération (recovery factor) égal à 0.9 et au

nombre de Mach de bord de la couche limite par la relation suivante :

Taw = T0

1 + r γ 1
2
M2

e

1 + γ 1
2
M2

e

(5.3)

Taw est la température adiabatique de la paroi pour un flux thermique nul, qw

est le flux thermique local normal à la paroi de la tuyère. Le facteur de récupération

dépend de plusieurs paramètres [3] et pour une couche limite turbulente est égal au

Pr1/3.
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Pour étudier les effets des entrées non refroidies avec différents rapports de section,

deux types de conduites d’entrée ont été employées. L’entrée 2 est la plus grande et a

eu un diamètre de 16.51 cm et de 43 cm de longueur, qui a fourni un rapport nominal

de contraction de section de l’ordre de 18.8. Pour un rapport de section réduit, le

diamètre a été réduit à 7.8 cm, cette entrée 1 fourni un rapport de contraction de

section d’environ 4.2 et un longueur de 45 cm ( voir figure 5.59).

Figure 5.59. Géométrie de la tuyère et configurations des deux entrées
1 et 2, référence [51]

Figure 5.60. La distribution de la pression statique le long de la paroi
(entrée 2)

Le rapport de la pression statique sur la pression génératrice P0 dans la chambre le

long de la paroi de la tuyère est montré sur la figure 5.60, à la température génératrice



220

T0 = 539K et pression génératrice P0 = 20.8 bars, le rapport des chaleurs spécifiques

γ = 1.382 est utilisé dans ce cas, la pression d’échappement (milieu ambiant) de

l’ordre de Pa = 1.4N/cm2, était suffisante pour empêcher la séparation de la couche

limite de la paroi. Les calculs prédisent exactement l’évolution de la pression statique

sur la paroi de la tuyère. Aussi bien, le nombre de Mach de paroi calculé est en

excellent accord avec les mesures expérimentales (voir figure 5.61)

Figure 5.61. La distribution du nombre de Mach le long de la paroi
(entrée 2)

La prédiction avec exactitude du coefficient de transfert thermique dépend direc-

tement de la connaissance exacte et précise de la température adiabatique Taw de la

paroi, de la température de la paroi Tw, et du gradients températures (qw) le long

de la paroi, comme l’indique l’équation 5.2. Etant donné que le taux de transfert de

chaleur (qw) dépend de la couche limite turbulente et thermique avec une température

de paroi prescrite, la précision dans la calcul de h est proportionnelle à la prédiction

avec exactitude de la température adiabatique de la paroi Taw et le rapport approprié

de Tw/T0. Afin d’assurer une interprétation précise et d’isoler l’effet de Taw sue la

prédiction du taux de transfert thermique, la température adiabatique Taw calculée à

partir de l’équation 5.3 avec r = 0.9 a été comparée avec les données expérimentales
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disponibles dans la référence de Back et al [31], comme présenté sur la figure 5.62, ce

résultat montre que Taw est en excellent accord avec les mesures et n’est pas sensible

aux conditions d’entrée avec l’utilisation d’une conduite refroidie ou non refroidie

placé en amont de l’entrée de la tuyère.

Figure 5.62. Température de la paroi adiabatique calculée

Une condition essentielle est de posséder une modélisation empirique ou ana-

lytique de la température de la paroi Tw en fonction des variables calculables du

problème, pour éviter à chaque fois d’avoir un besoin de la possession d’un profil

expérimental de Tw. Tong [52] et autres chercheurs ont examiné l’effet de l’utilisation

d’une température de paroi constante Tw = 0.5T0 contre un profil expérimental de

Tw . Les conclusions importantes constatées sont :

– Le pic maximum du coefficient de transfert de chaleur avec l’utilisation d’un

profil expérimental de température de paproi est inférieur de l’ordre de 30 % le

pic avec Tw = 0.5T0.

– Les détails dans le calcul du transfert de chaleur ont une sensibilité importante

au profil de la température de la paroi.

En fait, il est difficile de séparer l’effet combiné de température de paroi sur le

taux de transfert de chaleur. Les mesures expérimentales du rapport Tw/T0 dans des
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tuyères avec différentes conditions d’exploitation sont variables de 0.3 à 0.9 ; on peut

conclure à partir de ces larges variations que le choix du rapport Tw/T0 approprié

est très important pour une prévision numérique précise des taux de transfert de

chaleur le long d’une paroi d’une tuyère supersonique. Ce rapport est déterminé sur

la base d’optimisation de calcul numérique ; notons que trois rapport de 0.4 et 0.45

et de 0.5 ont été examinés dans cette comparaison. Une comparaison entre résultats

expérimentaux et le calcul du coefficient de transfert de chaleur en fonction de la

distance axiale le long de la paroi de la tuyère pour l’entrée 2 avec des rapports de

température de paroi à la température totale Tw/T0 de 0,4, 0,45 et 0,5 sont représentés

sur les figures 5.64, 5.65 et 5.66 respectivement.

Figure 5.63. Iso-contours calculés, en haut : nombre de Mach et en
bas : débit massique

Le coefficient de transfert de chaleur est bien déterminé aves les trois rapports de

Tw/T0, le maximum du pic du taux de transfert de chaleur est bien localisé juste en

amont du col de la tuyère, ce qui est expliqué avec le maximum du débit massique
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(figure 5.63).

Figure 5.64. Coefficient de transfert de chaleur pour l’entrée 2 avec
Tw/T0 = 0.4

Figure 5.65. Coefficient de transfert de chaleur pour l’entrée 2 avec
Tw/T0 = 0.45

L’erreur maximum dans la prédiction du coefficient de transfert de chaleur ce qui

s’est produite en amont du col était approximativement 4%, 7% et 13% pour les

rapports Tw/T0 0.4, 0.45 et 0.5 respectivement pour l’entrée 2 ; et 1%, 18% et 25%
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Figure 5.66. Coefficient de transfert de chaleur pour l’entrée 2 avec
Tw/T0 = 0.5

respectivement pour l’entrée 1 présentés sur les figures 5.67, 5.68 et 5.69. Sur les

figures 5.67 à 5.69, le coefficient de transfert de chaleur à l’entrée de la tuyère est

surestimé par rapport aux résultats expérimentaux, il s’agit en vérité en raison d’une

augmentation de pression provenant d’une rotation de l’écoulement et est censé être

associé au changement de direction de quantité de mouvement de l’air en passant de

l’entrée de la conduite circulaire juste dans la zone convergente à travers un angle

aigu, alors une rotation plus progressive de l’écoulement est nécessaire pour empêcher

l’augmentation de la pression et donc la température. Pour développer et valider le

modèle de turbulence et la procédure numérique pour des tuyères galbées (courbées),

des données expérimentales disponibles ont été présentées dans la référence [53], les

conditions de fonctionnement ont été fixées à 266.8N/cm2 pour la pression génératrice

et 888.88k pour la température génératrice (voir Bensayah et al 2014 [64]), le gaz

(l’air) pourrait être traité comme un gaz caloriquement parfait avec un rapport des

chaleurs spécifiques γ = 1.345, la tuyère a un rayon de courbure égal à deux fois

le rayon au col, la tuyère est refroidie par un bain d’eau en quantité suffisante, la

pression à la sortie de la tuyère est d’environ 1.4N/cm2 pour éviter la séparation
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de l’écoulement, les prédictions sont comparées avec le cas de non-perturbation de

l’écoulement en amont de la tuyère. Le rapport Tw/T0 dans cette expérimentation est

variable de 0.43 à 0.82.

Figure 5.67. Coefficient de transfert de chaleur pour l’entrée 1 avec
Tw/T0 = 0.4

Figure 5.68. Coefficient de transfert de chaleur pour l’entrée 1 avec
Tw/T0 = 0.45

La distribution de la pression statique de la paroi adimensionnée par la pression
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Figure 5.69. Coefficient de transfert de chaleur pour l’entrée 1 avec
Tw/T0 = 0.5

totale génératrice de la tuyère galbée pour le cas de non-perturbation de l’écoulement

en amont de la tuyère est présentée sur la figure 5.70.

Figure 5.70. Rapport Pw/P0 le long de la paroi de la tuyère citée dans
la référence [53]

Les prédictions numériques sont en excellent accord avec les données expérimen-

tales. Dans la figure 5.71, le débit massique calculé sur le bord de la couche limite est

présenté, la valeur maximale du débit de masse a eu lieu à x = 3mm en amont du
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col de la tuyère. Cet endroit correspond à l’intersection du contour de la paroi de la

tuyère et la ligne sonique ainsi illustré sur la figure 5.63.

Figure 5.71. La distribution de débit massique au bord de la couche
limite de la tuyère citée dans la référence [53]

Une forte décroissance du débit massique a eu lieu juste en aval du col de la

tuyère. La prédiction numérique est en bon accord avec les mesures expérimentales.

Le rapport TWmax/T0 expérimental est de l’ordre de 0.8125 qui représente le double

du rapport que nous avons utilisé. Il est intéressant de noter que la distribution du

coefficient de transfert de chaleur prédit numériquement montrée sur la figure 5.72

est en bon accord avec les données expérimentales, cette distribution est bien calculée

dans les trois zones de la tuyère (la partie convergente, le col et la partie de divergent),

le maximum du coefficient de transfert de chaleur h est localisé juste en amont du

col de la tuyère. L’erreur dans la prédiction du pic de h est d’environ 3%. Peu de

résultats obtenus à proximité du col sont légèrement dispersés que dans le reste de

la tuyère. Bartz a cité en référence [49] que la courbe moyenne présentée dans la

référence originale de [53] est omis, en raison de l’incertitude dans la région du col de
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la tuyère.

Figure 5.72. Distribution du coefficient de transfert de chaleur le long
de la paroi de la tuyère citée dans la référence [53]

L’erreur maximale obtenue est 30% à environ 4cm en aval du col, ceci peut être

expliqué par le fait que le contour expérimental est non lisse, et qui présente une cer-

taine rugosité et qui est bien capturé par nos calculs sur la figure 5.73, la figure 5.73a

est une strioscopie numérique basée sur la dérivation de la densité (∂ρ/∂xj) et la

figure 5.73b représente la divergence de la vitesse calculée sur l’ensemble de la tuyère.

Deux ondes de choc internes sont localisées, la première onde se situe juste en aval

du col à x = 4cm et coupant l’axe à x = 24cm, et la seconde démarre à x = 9cm

coupant l’axe à x = 40cm.

Le flux de chaleur est en ordre de grandeur plus faible dans les sections conver-

gentes et divergentes qu’au col de la tuyère. Les valeurs plus basses du flux de chaleur

dans les sections convergentes et divergentes rendent ces sections faciles à refroidir,

lorsque l’ensemble de la tuyère est refroidie par régénération, plusieurs situations

peuvent exister qui nécessitent une prédiction précise tout le long de la tuyère. Tout
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Figure 5.73. En haut : strioscopie numérique et en bas : divergence de
la vitesse

d’abord, la quantité de chaleur transférée au liquide de refroidissement n’est plus pe-

tite dans la partie divergente de la tuyère en raison de grandes surfaces impliquées.

L’énergie totale transférée à la paroi par unité de longueur de passage de liquide

de refroidissement, dans la partie divergente peut être égale à environ 25 à 50% de

l’énergie transférée au niveau du col, si le rapport de surface est suffisamment grand.

Il est donc possible d’utiliser le divergent comme échangeur de chaleur. D’autre part,

dans une tuyère régénérativement refroidie, la température du liquide de refroidisse-

ment dans n’importe quelle position axiale dépend de la quantité de chaleur totale
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précédemment ajoutée au liquide de refroidissement. Ainsi, il est possible que des

erreurs dans la prédiction du flux thermique dans la section divergente soient mani-

festées dans les régions de la tuyère qui sont plus difficiles à refroidir

5.7 Effet de la température de paroi

Figure 5.74. Géométrie de la tuyère de la référence [1]

Figure 5.75. Effet de la température de paroi et du rapport de la chaleur
spécifique γ sur la distribution du coefficient de transfert de chaleur le
long de la tuyère de la figure 5.74
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L’effet de la température de paroi sur le transfert de la chaleur a été évalué en

faisant varier la distribution axiale ou la valeur de la température de la paroi (Tw)

tout en fixant tous les autres paramètres. Trois valeurs de température de paroi 337K,

421K et 505K ont été considérées. Les résultats de cette comparaison sont présentés

dans la figure 5.75 comme des distributions axiales du coefficient de transfert de

chaleur. L’effet sur le coefficient, une diminution de la température de paroi de 505K

à 337K entrâıne une augmentation du coefficient de transfert thermique de l’ordre

de 11% au niveau du pic de h juste en amont du col de la tuyère.

5.8 Effet de nombre de Prandtl turbulent

le Prt est le nombre de Prandtl turbulent, Moin et al. (1991) [54] ont réalisé

des simulations numériques directes de THI (Turbulence Homogène Isotrope), de

cisaillement homogène et de canal turbulent pour étendre le modèle de Smagorinsky

dynamique de Germano et al. (1991) [55] à des cas compressibles. Ils calculent le

nombre de Prandtl de sous-maille dans ces trois configurations et montrent qu’il

ddépend fortement de l’écoulement considéré. Les valeurs sont globalement entre

0.4 et 0.6 pour les écoulements de THI et de cisaillement homogène. Dans le canal

turbulent, le Prandtl de sous-maille varie en fonction de la distance à la paroi. Au

centre du canal, il est d’environ 0.5 ; au paroi, il atteint des valeurs de l’ordre de

1 pour un nombre de Prandtl laminaire de 0.7. Ainsi, une procédure dynamique est

recommandée pour l’évaluation de Prt. En pratique, Prt est souvent considéré comme

étant constant avec des valeurs comprises entre 0.6 et 1.1 selon les applications. Sa

valeur est fixée à 0.9. Si cette valeur est discutable pour les écoulements libres, nous

nous intéressons à l’écoulement proche d’une paroi. En conséquence, nous avons gardé

cette valeur de Prt = 0.9. Dans ce calcul nous essayons de tester l’effet de variation

de Prt sur le coefficient de transfert thermique à la paroi, ces calculs sont menés

pour illustrer seulement l’effet de Prt, car une valeur constante de Prt n’est plus une
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valeur appropriée pour l’ensemble de l’écoulement. La figure 5.76 montre l’évolution

axiale des coefficients de transfert de chaleur, on peut voir clairement que le Prandtl

turbulent a eu un effet significatif sur le transfert de chaleur, spécialement sur la région

subsonique, peut être observée avec un Prt égal à 0.7 le maximum du coefficient de

transfert chaleur est mieux calculé, ce qui est cohérent avec l’étude numérique de

Xiao et al [8] et de l’écoulement supersonique sur une plaque plane faite par Sommer

et al [56] et [57] qui ont atteint une valeur de Prt proche de 0.5 sur la paroi et qui

augmente à 1.6, puis atteint une valeur asymptotique d’environ 0.9. Le nombre de

Prandtl turbulent a un comportement très variable dans la région très proche de

paroi. Il augmente à partir d’une valeur d’environ 0.5 à un maximum d’environ 1.6

mur, puis diminue à environ 0.75 avant de revenir à une valeur de 0.9 à y+ = 200.

Par la suite, Prt reste assez constant à une valeur de 0.9.

Figure 5.76. Effet du nombre de Prandtl turbulent sur la distribution
du coefficient de transfert de chaleur le long de la tuyère de la figure 5.74

Pour un nombre de Prandtl turbulent variable dans tout le domaine de calcul à

partir de l’équation :

Prt = 0.67
1 + 0.67f

1 + 0.5f
(1 + 0.167f) (5.4)
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avec

 f = min
(

Rt
3.72Rk

, 1
)

Rt = k2l
εµ
, Rk =

√
kyl
µ

Cette équation est utilisée comme développée par Ljuboja et Rodi [59] à partir

d’une analyse de l’équation de ṽ′′T ′′. Dans une couche limite f → 1 ce qui donne

un Prt ≈ 0.86 Prt ≈ 0.86 tel qu’il est utilisé dans la plupart des calculs. Dans

la région extérieure de la couche limite f → 0 conduit à Prt ≈ 0.67 ce qui est

cohérent avec certaines mesures ( Towsend [60]). L’équation de Prt a été utilisée sans

modification dans la présente étude bien que d’autres mesures (Fielder [61], Chambers

[62]) indiquent que le nombre de Prandtl turbulent dans une couche de mélange

turbulent devrait être encore inférieur de Prt ≈ 0.5 appelant à un changement des

constantes dans la formule de Prt.

Figure 5.77. Effet du nombre de Prandtl turbulent variable sur la dis-
tribution du coefficient de transfert de chaleur le long de la tuyère de
la figure 5.74

La figure 5.77 représente la distribution du coefficient de transfert de chaleur
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Figure 5.78. Variation du nombre de Prandtl turbulent près de paroi,
à l’intérieur et à l’extérieur de la couche limite

pariétale, le nombre de Prandtl turbulent est variable selon l’équation 5.4. Dans la

partie subsonique de la tuyère un petit changement se produit, car la région de la

couche limite n’est pas affectée que par une légère diminution du nombre de Prandtl

turbulent tout en avançons vers le col. La plus grande différence est observée en

amont du col de l’ordre de 5% qui commence vite à diminuer en entrant dans le

divergent, ce changement est traduit par une diminution de Prt plus qu’en s’éloigne

de la paroi jusqu’à Prt = 0.7 qui remonte à une valeur constante très loin de la

couche limite (voir figure 5.78). La partie supersonique est affectée similairement

que celle subsonique. On peut conclure que la formule 5.4 telle qu’elle est ne peut pas

donner le nombre Prt souhaiter pour une interaction couche limite turbulente/onde

de choc. En fait, il est difficile de donner une formulation consistante qui peut traduire

la variation réelle du nombre de Prandtl turbulent définit par Prt = νt/αt , car la

diffusion turbulente αt reste une autre variable à définir avec précision de plus la

difficulté de la viscosité turbulente νt. Une formulation basée sur l’introduction d’une

nouvelle échelle thermique turbulente Rt = t2/εt en plus de l’échelle dynamique de
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turbulence Rd = k/ε, présente un outil de puissance dans la formulation du nombre

de Prt, la diffusion turbulente dans ce cas est donnée par :

αt = Cλfλk (k/ε)−1
(
t2/εt

)2

Où t2 est la variance de la température ou d’enthalpie et εt son taux de dissipation

(voir Bensayah et al [63]).

5.9 Effet du facteur de récupération r

La température adiabatique a été calculée en prenant le facteur de récupération

r = 0, 89 et avec un facteur de récupération calculé dans le cas d’une tuyère avec

paroi adiabatique en utilisant la formule 5.2, comme indiqué dans la figure 5.79.

Figure 5.79. Facteur de récupération le long de la paroi de la tuyère
de la figure 5.74

Le facteur r de récupération est connu pour être en fonction de nombreux pa-

ramètres [3]. Dans la partie subsonique de la tuyère le facteur de récupération dimi-

nue légèrement et affiche un minimum juste après le col de la tuyère, cette position

correspondant à la position du choc interne qui se trouve juste en aval du col, et
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Figure 5.80. Effet du facteur de récupération sur le transfert thermique
pariétal

augmentant rapidement (ceci peut être interpréter par une détente plus importante

en dehors de la couche limite qu’à l’intérieure) jusqu’à une valeur moyenne qui est

en conformité avec la corrélation bien connue. La figure 5.80 montre le coefficient de

transfert de chaleur le long de paroi de la tuyère dans des conditions génératrices (

P0 = 5.18bars, T0 = 843.33K) et avec un facteur de récupération calculé et prescrit, le

coefficient de transfert de chaleur est légèrement différent juste après le choc interne

dans la partie supersonique, donc on peut noter qu’avec ces mêmes conditions de

fonctionnement que l’utilisation de la formule de r en fonction du nombre de Prandtl

r = Pr1/3 donne de bon résultats pour le calcul du coefficient du transfert thermique

pariétal.
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Figure 5.81. Effet de γ sur le transfert thermique pariétal, h[W/m2] =
f(x[m])

5.10 Effet de γ

gaz P0 T0 Cp Cv R γ µ

AIR 7 bars 500 k 1029.5 742.4 287 1.387 Sutherland

CO2 7 bars 500 k 1014 825 189 1.229 µ = A+BT + CT 2

Avec A = 11.811E − 7, B = 4.9738E − 8 et C = −1.0851E − 11

Pour tenter de simuler l’effet de la nature de gaz sur le taux de transfert thermique

à la paroi de la tuyère, tel que l’effet du rapport des chaleurs spécifiques Cp et Cv ;

pour cela nous avons choisi deux gaz de différent γ et qui ont des chaleurs spécifiques

proches, ces deux gaz sont l’air et le dioxyde de carbone CO2, la viscosité de l’air est

prise variable suivant la loi de Sutherland tandis que celle de CO2 suive une loi de

puissance comme le montre le tableau ci-dessus. Les conditions génératrices à l’entrée

de la tuyère de référence [1] sont P0 = 7bars et T0 = 500K, la température de la

paroi est prise égale à Tw = 300K. La figure 5.81 montre que la différence entre
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Figure 5.82. Effet de γ sur la pression pariétale

les coefficients de transfert thermiques est minimale dans la partie subsonique de la

tuyère de l’ordre de 9%, cette différence commence à être appréciable juste en amont

du col de la tuyère, qui correspond à la position du maximum du taux de transfert

thermique pariétal, et au maximum du flux massique qui est de l’ordre de 15%. La

différence suivre son augmentation jusqu’à un point d’inflexion qui correspond à la

position du choc interne (position de connexion du col avec le divergent) la pression

augmente et diminue rapidement dans cette position, la différence est égale à environ

21%, qui continue à augmenter légr̀ement et graduellement jusqu’à 24% de différence

comme le montre la figure 5.83. La figure 5.82 montre que la pression pariétale n’est

pas affectée par le changement de γ dans la partie subsonique de la tuyère, mais il y

a plus de détente tout en augmentant γ ceci est bien clair avec un cas de décollement

de la couche limite, où la pression de séparation augmente avec la diminution de γ.

On peut conclure mais pas définitivement que le rapport des chaleurs spécifiques γ
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a un effet clair sur le taux de transfert thermique dans le cas traité, le coefficient

de transfert thermique pariétal augmente avec la diminution de γ, cette constatation

est claire à certain pourcentage. Cependant, cette analyse numérique est incomplète

car le niveau d’enthalpie peut induire des effets de gaz réels avec notamment des

variations locales de γ. L’effet de la température de la paroi est ainsi en combinaison

avec l’effet de γ, car dans la pratique, la distribution de la température de la paroi

n’est plus la même que celle retenue.

Figure 5.83. Effet de γ sur la pression pariétale

5.11 Effet de la température de stagnation T0

L’effet de la température de stagnation (T0) à l’entrée de la tuyère sur le transfert

de la chaleur n’est pas bien clair, avec les tendances fonction de plusieurs paramtres.

Même les simulations faites en gardant la même pression de stagnation de l’ordre

de P0 = 7bars, et avec le même rapport de température Tw/T0 = 0.6. Ceci im-

plique une combinaison de l’effet de plusieurs paramètres telles que la température
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Figure 5.84. Effet de la température de stagnation sur le transfert ther-
mique pariétal pour l’AIR

Figure 5.85. Effet de la température de stagnation sur le transfert ther-
mique pariétal pour le CO2

de paroi qui égale Tw = 600k pour T0 = 1000k et Tw = 300k pour T0 = 500k,

aussi l’effet du rapport des chaleurs spécifiques γ est présent, avec γ = 1.336 pour
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T0 = 1000k et γ = 1.376 pour T0 = 600k. Notons qu’avec l’effet multiple de plu-

sieurs variables essentiellement (Tw, γ), nos calculs trouvent une même tendance des

mesures expérimentales de Back et al [1], qui montre que le coefficient de transfert

thermique pariétal diminue avec l’augmentation de la température de stagnation T0

comme le montre la figure 5.84 avec l’air, et cet effet est similaire pour le dioxyde

de carbone CO2 comme le montre la figure 5.85. On note que l’écoulement est plus

énergétique pour le dioxyde de carbone CO2, et qui possède un γ plus faible que l’Air.

5.12 Effet de la pression de stagnation P0

Des effets intéressants résultant d’une variation dans le nombre de Reynolds ont

été observés dans l’étude de transfert thermique dans les tuyères propulsives. Pour une

même géométrie et température totale T0, le nombre de Reynolds peut être contrôlé en

ajustant la pression totale à l’entrée de la tuyère. Le coefficient du transfert thermique

(figure 5.86) augmente, avec l’augmentation de la pression totale P0 en raison de

l’augmentation du flux de masse (figure 5.87). La valeur maximale du coefficient de

transfert thermique h se produit juste en amont du col de la tuyère.
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Figure 5.86. Effet de la pression P0 sur le transfert thermique pariétal,
h[W/m2] = f(x[m]), expérimental de la référence [1]

Figure 5.87. Effet de la pression P0 sur le flux de masse au bord de la
couche limite, expérimental de la référence [1]
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5.13 Effet de l’angle du convergent

La comparaison des résultats expérimentaux compilés dans [58], dans cette référence

l’étude est menée sur deux tuyères d’angle de convergent différent de 30o-15o et 60o-

15o. Pour des conditions de fonctionnement identiques, la pression génératrice est

de P0 = 207N/cm2 et la température de stagnation T0 = 538K, avec une conduite

d’entrée de longueur 43.2cm non refroidie. La figure 5.88 montre l’évolution axiale le

long de la paroi de la tuyère, la valeur maximale du coefficient de transfert de chaleur

pour la tuyère 60o-15o est d’environ 50% plus élevée que celle de la tuyère 30o-15o.

Figure 5.88. Distributions expérimentales du coefficient de transfert de
chaleur dans les tuyères 30o-15o et 60o-15o avec une conduite d’entrée
non refroidie de 43.2 cm de longueur, réf [58].
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Chapitre 6

CONCLUSION

Le travail de cette thèse porte essentiellement sur la simulation numérique des

écoulements turbulents compressibles dans différents types de tuyère, que soit co-

nique, à contour idéal, ou à contour optimisé. Le modèle de turbulente utilisé pour

cet effet est le modèle k− ω SST de Menter, développé pour l’étude des écoulements

avec un fort gradient de pression, pour simuler des écoulements avec décollement de

la couche limite de la paroi. Ce modèle en ce sens permet de calculer l’interaction de

la couche limite et les ondes de choc au sein d’un écoulement compressible. L’exten-

sion au modèle SST-V (limitation du terme de production de l’énergie cinétique de

turbulence k) donne un modèle assez équilibré reproduisant assez correctement les

écoulements interne de couche limite en présence d’un gradient de pression adverse.

L’objectif principal après un bon choix et validation du modèle retenu, était d’exa-

miner par voie numérique les écoulements turbulents compressibles dans les tuyères

dans le but d’appréhender la physique des différents paramètres qui gouvernent ces

écoulements.

De plus, afin de pouvoir traiter le transfert thermique dans une tuyère à paroi

refroidie, un traitement implicite de la condition à la paroi initialement adaptée pour

le cas adiabatique, a été implanté pour tenir en compte une température ou un flux

de chaleur imposés à cette frontière de surface.

Avant de passer à l’étude de la physique d’écoulements compressibles avec ou

sans présence de transfert de chaleur, le modèle a été testé sur un type d’écoulement

présentant des flux internes dans la région transsonique derrière le col. le cas test re-

tenu est celui de Cuffel et al qui contient de nombreuses données pour la tuyère avec

un rapport rc/rth = 0.625. L’analyse des résultats de comparaison obtenus montre
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une grande robustesse du modèle de turbulence retenu pour le calcul des interac-

tions turbulence/onde de choc. Notons que les écarts entre le calcul numérique et

l’expérience ne sont cependant pas forcément imputables au modèle de turbulence.

Le maillage et la méthode numérique, des effets tridimensionnels de l’écoulement,

peuvent être responsables de certains écarts enregistrés.

Les écoulements avec décollement de la couche limite induites par chocs jouent un

rôle fondamental dans la conception et le fonctionnement des navettes aérospatiales à

grande vitesse et des systèmes de propulsion, dans les configurations aérodynamiques

internes et externes. Ils provoquent des interactions complexes entre les ondes de

choc ou les ondes de détente avec des couches limite et de cisaillement, qui peuvent

conduire à des modifications spectaculaires de leur topologie globale, selon les condi-

tions d’entrée ou de sortie. Ils donnent un comportement instable à basse fréquence

qui peut induire une pression dangereuse et charges thermiques. Malgré tels types

d’écoulements ont été le domaine d’intérêt depuis plusieurs décennies, les mécanismes

physiques qui entrâınent cette instabilité demeurent toujours un problème alors qu’une

prédiction totalement fiable de leurs caractéristiques instables échappe encore à la

communauté de la recherche. La complexité des phénomènes mis en jeu nous ont

conduit d’acquérir et de développer des outils de calculs fiables et des modèles adéquats

pour tenir en compte de la physique réelle de ces écoulements.

La première partie de cette thèse s’est focalisée sur l’analyse physique des fac-

teurs influençant la position du point de décollement et la distribution de la pression

pariétale dans un écoulement décollé libre (régime FSS), les résultats essentiels sont

résumés ci-dessous :

– Le décollement est légèrement précoce plus que l’angle de divergent est plus

grand. Cette tendance est plus visible pour de grands rapports de section.

– Le rapport des chaleurs spécifiques γ a peu d’influence sur la position du point

de décollement, les calculs montent que lorsque γ diminue, le point de séparation
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se déplace en aval avec une légère augmentation de pression de séparation. Cette

observation est plus prononcée avec P0 croissante.

– Le point de séparation se déplace plus en aval avec l’augmentation de la pres-

sion dans la chambre ou par la diminution de la pression à l’extérieur.

– Pour une tuyère sur-détendue, à des conditions de fonctionnement identiques,

la position de décollement se déplace légèrement en aval avec une diminution

de la température de la paroi (Tw).

– Pour l’influence de la forme du divergent de la tuyère que soit conique ou galbée,

il s’est trouvé que cette forme affecte la distribution de la pression. Pour un di-

vergent à contour profilé, la détente est plus importante, donc un nombre de

Mach plus important, il apparâıt une structure avec un disque de Mach.

– En ce qui concerne l’influence de l’état de la surface sur la position du point de

séparation, la différence n’est pas bien marquée. La comparaison entre une pa-

roi lisse et paroi constituée de tubes juxtaposés, montre un décollement précoce

pour la paroi lisse.

– L’état de la couche limite amont (laminaire, turbulente ou presque turbulente)

et le niveau de l’intensité de la turbulence à l’entrée de la tuyère jouent un rôle

prépondérant sur le point de décollement et peuvent conduire à une dissymétrie

du jet surtout en régime transitionnel. La transition de la couche limite au voi-

sinage du point de décollement a un rôle important sur la position du point de

décollement (une couche limite laminaire moins énergétique est plus instable

qu’une couche limite turbulente).
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– Les coefficients de la formule de la réalisabilité joue aussi un rôle sur la position

du point de décollement, on a remarqué essentiellement l’influence du coefficient

As sur la limitation de la viscosité turbulente et par conséquent sur le niveau

d’énergie cinétique dans les zones fortement cisaillées, cette tendance est plus

que As diminue, la position du point de décollement se déplace plus en aval. .

L’étude du transfert de la chaleur en situation d’écoulements turbulents compres-

sibles a ensuite été abordée en détail dans le cas des tuyères refroidies, avec contours

coniques ou profilés.

Les résultats obtenus sont comparés avec les données expérimentales d’où on

trouve un accord très satisfaisant. Les principales conclusions de ce travail sont

résumées comme suites. Tout d’abord, en l’absence de choc induit par séparation de

l’écoulement, l’effet de la température de la paroi sur la répartition de la pression sta-

tique pariétale se trouve être négligeable. Dans ce cas, l’utilisation d’une température

fixe appropriée de paroi est une bonne approximation pour prédire le coefficient de

transfert thermique. Deuxièmement, les résultats ont révélé que la diminution de la

température de paroi conduire à une augmentation du flux de masse, dont la valeur

est prononcée en amont du col de la tuyère. Ce qui est important, le coefficient de

transfert de chaleur dans la tuyère ayant un grand diamètre de la conduite d’entrée

non refroidie s’avère plus faible qu’avec une conduite ayant un diamètre plus petit. Un

examen attentif des coefficients de transfert de chaleur, par rapport à leurs rapports

respectifs de température de paroi sur la température totale, montrent que le coeffi-

cient de transfert de chaleur augmente en ordre de grandeur avec la diminution de la

température de paroi et par conséquent avec augmentation de nombre de Mach près

de la paroi. Le maximum du coefficient de transfert thermique est situé juste en amont

du col de la tuyère, qui correspondent à l’endroit où le flux de masse est maximum.

Cette étude montre également qu’une simple relation linéaire entre la température

de la paroi et la température totale est capable de prédire avec une précision accep-
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table la distribution du coefficient de transfert thermique dans les tuyères ayant des

conduites d’entée non refroidie avec différents diamètres. En outre, le rapport des

températures Tw/T0 d’environ 40 pour cent donne un bon accord pour la prédiction

du pic du coefficient de transfert thermique.

Il devrait être évident, d’après le résumé très succinct des différents résultats men-

tionnés ci-dessus que l’étude de tous les paramètres influençant le transfert de chaleur

est extrêmement difficile, malgré les progrès remarquables dans le calcul numérique

et de l’expérimentation. Des travaux supplémentaires sont nécessaires pour obtenir

des informations sur les couches limites thermiques et de vitesse dans une tuyère

convergente-divergente et dans la mesure qu’ils soient prévisibles par une simple ana-

lyse ou similitude. Sur la base de ce qui précédemment mentionné, des suggestions sont

faites là où peuvent se concentrer les efforts futurs sur l’investigation des écoulements

compressibles de tuyères.

– Il reste encore beaucoup d’effort à faire sur la recherche des phénomènes d’ondes

de choc comportant différents types d’interaction de choc dans les tuyères. D’un

intérêt particulier, le taux transfert thermique dans les tuyères coniques ou

galbées présentant un choc interne résultant de la montée en pression juste en

aval du col de la tuyère.

– L’utilisation d’une relation simple de la température de la paroi en fonction de

la température totale donne de bons résultats pour les tuyères ont un ratio Ru

supérieure ou égale à l’unité, selon les résultats expérimentaux, la température

de la paroi prend une forme similaire à celle du transfert de chaleur de pa-

roi, donc une formulation analytique précis est nécessaire, il est proposé ici,

après les résultats préliminaires obtenus pour modéliser cette quantité selon la

température du premier point proche de la paroi ou en fonction du coefficient

de frottement qui en résulte ainsi que certains théorie suggère.

– La recherche d’une formulation adéquate pour tenir en compte de réelles varia-

tions de nombre de Prandtl turbulent dans l’ensemble de l’écoulement.
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– Une autre tâche est celle liée à l’étude de transfert thermique dans des situations

et des configurations plus complexes, comme pour une structure d’un choc in-

duisant un écoulement séparé, et dans des tuyères qui montrent un basculement

de choc libre de séparation (FSS), dans lequel la couche limite se sépare de la

paroi de la tuyère et ne se rattache jamais, à un décollement restreint (RSS),

caractérisé par une bulle de recirculation fermée, en aval du point de séparation

, avec ré-attachement à la paroi et un taux de transfert élevé dans la région

de paroi entre la séparation et le recollement. Et dans la situation lorsque la

séparation a eu lieu et à l’intérieur de la tuyère, juste en aval du col, lorsque

les ondes de choc réfléchies sont incidents sur la paroi, le transfert de chaleur

dans la région de séparation dépasse parfois la valeur du col lorsque la couche

limite est laminaire au niveau du col. Cela est censé être causé par l’interaction

entre de multiples ondes de choc (pseudo-choc) et l’écoulement près de la paroi.

Cette interaction augmente le mélange entre l’air ambiant frais et le courant

chauffé, et a augmenté le transfert de chaleur.

– La validation est nécessaire également pour l’étude de la variation du transfert

de chaleur selon la structure de la couche limite à l’entrée de la tuyère et sur

la façon que l’accélération affecte cette structure. A une basse pression de stag-

nation, lorsque la couche limite est laminaire et le transfert de chaleur étaient

identiques à ceux trouvés avec une épaisse couche limite turbulente. Une lami-

narisation s’est produite près de la paroi de la tuyère avec une basse pression de

chambre. Toute modification du gradient de vitesse local modifierait le gradient

de température dans cette région. Cependant, la stabilisation de la couche de

vitesse inhiberait la convection des tourbillons turbulents dans le jet libre. En

théorie, la perte ou la diminution de cette source de turbulence auraient ten-

dance à réduire le niveau de turbulence dans l’écoulement libre. La diffusivité

thermique turbulente est liée au niveau de la diffusivité de quantité de mouve-

ment tourbillonnaire dans l’écoulement à l’extérieure de la couche limite. On
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peut donc conclure que les régions près de la paroi et d’extérieure contribuent

à la réduction du transport turbulent de chaleur lorsque la relaminarisation de

la couche de vitesse survient.

– Il serait très instructif de simuler le transfert thermique conjugué à travers les

parois d’une tuyère, et cela nécessite l’étude complète de l’interaction fluide/stru-

cture ou fluide/paroi, pour prendre en compte les effets de l’épaisseur et le

type du matériau de la tuyère, l’épaisseur et la nature du fluide de refroidis-

sement, qui se révèlent être d’une importance capitale pour la compréhension

et la prédiction du transfert thermique et pour une meilleure conception de ces

organes de propulsion.



Annexe A

A.1 Coordonnées généralisées

La formulation des opérateurs implicites en coordonnées généralisées se fonde sur

le calcul effectué en cartésien. Le passage des opérateurs cartésiens aux opérateurs

en coordonnées généralisées se fait en introduisant une matrice de rotation. Notons

(x, y) (resp. (ξ, η)) les coordonnées cartésiennes (resp. généralisées)

Soit T la transformation associant un point de coordonnées x et y du plan (x, y)

à un point de coordonnées ξ et η du plan (ξ, η) :

(x, y)
T−→

 ξ = ξ(x, y)

η = η(x, y)

T−1

−−→ (x, y)

Le système à résoudre s’écrit en coordonnées cartésiennes :

∂U

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= S (A.1)

soit
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où
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de même : 
∂

∂ξ
∂

∂η

 =

 ∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η




∂

∂x
∂

∂y

 = T−1


∂

∂x
∂

∂y

 (A.4)

il vient alors :
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où J = ∂x
∂ξ

∂y
∂η
− ∂y

∂ξ
∂x
∂η

est le déterminant de la matrice jacobienne.

les dérivées suivant x et y peuvent alors s’écrit sous la forme :
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La discrétisation aux dérivées partielles s’effectue selon la surface à travers laquelle

le flux est évalué. Nous donnant ici le cas de ∂ũ
∂ξ

et ∂ũ
∂η

Sur la surface
−→
S
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1
2 (

∂ũ
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)
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2
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(A.9)
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∂ũ

∂η

)
i+

1
2
,j

=
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Pour trouver l’expression pour le vecteur δGνη, on applique l’opérateur δ à (4.61).

En compte tenue de l’hypothèse de la couche mince, et par conséquence, les dérivées

croisées dans le bilan des flux visqueux en implicite sont négligées. On obtient finale-

ment :
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Par l’introduction des termes sources et des flux visqueux dans l’équation 4.57,

on obtient le système suivant :
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En groupant les accroissements implicites δU par indices dans l’équation (A.12),

il vient :
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i,j+1

)
|
−→
S
j+

1
2
|

+
∆t

Vi,j

(
B+n

η i,j−1
2

Un
i,j−1 +B−n

η i,j−1
2

Un
i,j

)
|
−→
S
j−1

2
|

+
∆t

Vi,j

(
F n

νξ i+
1
2
,j
|
−→
S
i+

1
2
| − F n

νξ i−1
2
,j
|
−→
S
i−1

2
|
)

+
∆t

Vi,j

(
Gn

νη i,j+
1
2

|
−→
S
j+

1
2
| −Gn

νη i,j−1
2

|
−→
S
j−1

2
|
)

+ ∆tS0
n
i,j

(A.13)

où I est la matrice identité



Annexe B

B.1 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont primordiales pour pouvoir résoudre

numériquement le système différentiel. Les équations d’Euler forment un système

hyperbolique que l’on peut exprimer sous forme caractéristiques. Ce formalisme est

exprimé par l’existence des invariants le long des caractéristiques, le système complet

de Navier-Stokes est confronté à des conditions mixtes (parabolique, hyperbolique,

elliptique) suivant la nature de l’écoulement. 1

La zone visqueuse occupe en général une faible partie de l’écoulement dans la

majorité des problèmes, par conséquent, on peut sans commettre une erreur trop

importante supposer une condition d’un écoulement non-visqueux. Le système est

parabolique dans les couches limites, on peut étendre le formalisme d’Euler dans

cette zone en imposant une condition qui permet l’assurance de la cohérence de la

condition de raccordement.

B.1.1 Conditions d’entrée

Leur choix est fortement lié à la nature de l’écoulement, selon qu’il est subsonique

ou supersonique, il autorise une remontée ou non de l’information aval amont.

En termes des variables caractéristiques le système suivant ξ peut être écrit sous

la forme suivante :

1. Pour un cas instationnaire, le système est soit hyperbolique, ou parabolique.
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δρ̄− 1
c∗2
δp∗

ρ̄c∗δũξ + δp∗

δṽξ

−ρ̄c∗δũξ + δp∗

δk

δw


= SX



δρ̄

δρ̄ũ

δρ̄ṽ

δρ̄ẽt

δρ̄k

δρ̄w


(B.1)

où ũξ = ũmx + ṽmy et ṽξ = −ũny + ṽnx. L’équation de propagation d’une onde

unidimensionnelle s’écrit :

∂θ

∂t
+ λ

∂θ

∂ξ
= 0 (B.2)

où θ est l’invariant transporté par la caractéristique de vitesse de propagation

λ. En fait appel à la matrice (4.29) qui donne les vitesses de propagation des ca-

ractéristiques (B.1), on peut écrire :

∂ρ̄

∂t
− 1

c∗2
∂p∗

∂t
= −ũξ

(
∂ρ̄

∂ξ
− 1

c∗2
∂p∗

∂ξ

)
∂p∗

∂t
+ ρ̄c∗

∂ũξ
∂t

= − (ũξ + c∗)

(
∂p∗

∂ξ
+ ρ̄c∗

∂ũξ
∂ξ

)
∂ṽξ
∂t

= −ũξ
∂ṽξ
∂ξ

∂p∗

∂t
− ρ̄c∗∂ũξ

∂t
= − (ũξ − c∗)

(
∂p∗

∂ξ
− ρ̄c∗∂ũξ

∂ξ

)
∂k

∂t
= −ũξ

∂k

∂ξ
∂w

∂t
= −ũξ

∂w

∂ξ

(B.3)

On notera que les grandeurs de k et ω sont figées à l’entrée. La valeur de la vitesse

ṽ est déduite à partir de la pente à l’entrée par :
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ṽξ = ũξ tanΘ (B.4)

L’expression (B.2) est discrétisée dans le plan d’entrée de la manière suivante :

θn+1
1,j − θn1,j = −λn1,j(θn2,j − θn+1

1,j )
∆t

∆ξ

= −λn1,j(θn2,j − θn+1
1,j )

∆t

V1,j

|
⇀

S
1+

1
2
|

(B.5)

On pose λ̂n1,j = λn1,j
∆t
V1,j
|
⇀

S
1+

1
2
|, il vient alors :

δθn1,j = θn+1
1,j − θn1,j = −

λ̂n1,j

1− λ̂n1,j
(θn2,j − θn1,j) (B.6)

B.1.1.1 Cas supersonique

Ce cas est le plus simple, toutes les caractéristiques sont dites descendantes,

l’écoulement amont ne peut en aucun cas être modifié par son comportement aval,

ce qui signifie que l’information se propage uniquement de l’amont vers l’aval. Il se

trouvera donc entièrement dépendant de ces conditions d’entrée et de la géométrie.

Dans ce cas, une prescription stricte des variables suffira pour établir les conditions

à l’entrée.

B.1.1.2 Cas subsonique

Lorsque l’écoulement est subsonique, l’aval influe sur le comportement du fluide en

amont. Il y a une remontée d’information de l’aval vers l’amont (associée à la valeur

propre ũξ − c∗). Nous supposerons que la pression totale p0 est figée. On néglige

l’influence de la turbulence et l’on considère que l’écoulement est isentropique.
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L’équation caractéristique correspond à la vitesse de propagation ũξ−c∗ est donnée

par :

∂p̄

∂t
− ρ̄c̃∂ũξ

∂t
= − (ũξ − c̃)

(
∂p̄

∂ξ
− ρ̄c̃∂ũξ

∂ξ

)
(B.7)

Où c̃ =

√
γrT̃ . A partir de (B.6), on peut écrire :

δp̄n1,j − ρ̄n1,j c̃n1,jδũnξ 1,j = Rn
1,j (B.8)

Avec

Rn
1,j = −

λ̂n1,j

1− λ̂n1,j

(
p̄n2,j − p̄n1,j − ρ̄n1,j c̃n1,j

(
ũnξ 2,j − ũnξ 1,j

))
λ̂n1,j =

(
ũnξ 1,j − c̃n1,j

) ∆t

V1,j

|
⇀

S
1+

1
2
|

(B.9)

Pour un écoulement isentropique à pression constante, on peut écrire :

p0 = p̄

(
1− γ − 1

γ + 1

(
1 + tan2Θ

) ũ2
ξ

c̃2
c

) −γ
γ−1

(B.10)

où c̃c est la vitesse du son critique (quand le nombre de Mach égal à 1)

c̃c =

√
2γ
γ − 1

γ + 1
cvT0 (B.11)

où T0 est la température totale (condition de réservoir). L’équation (B.10) est

donnée sous forme différentielle par :
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δp̄+
2γ

γ + 1

p0 (1 + tan2Θ) ũξ
c̃2
c

(
1− γ − 1

γ + 1

(
1 + tan2Θ

) ũ2
ξ

c̃2
c

) 1
γ−1

δũξ = 0

δp̄+ ψδũξ = 0

(B.12)

L’équation (B.12) discrétisée sur le plan d’entrée s’écrit :

δp̄n1,j + ψn1,jδũξ
n
1,j = 0 (B.13)

avec

ψn1,j =
2γ

γ + 1

p0 (1 + tan2Θ) ũξ
n
1,j

c̃2
c

(
1− γ − 1

γ + 1

(
1 + tan2Θ

) ũξn1,j2

c̃2
c

) 1
γ−1

(B.14)

La résolution de (B.14) en utilisant l’expression (B.8). Ainsi on a :

δũξ
n
1,j =

−Rn
1,j

ρ̄n1,j c̃
n
1,j + ψn1,j

ũξ
n+1
1,j = ũξ

n
1,j + δũξ

n
1,j

(B.15)

On aura pour les autres variables :

ṽξ
n+1
1,j = ũξ

n+1
1,j tanΘ

p̄n+1
1,j = p̄n1,j +

Rn
1,jψ

n
1,j

ρ̄n1,j c̃
n
1,j + ψn1,j

T̃ n+1
1,j = T0

(
1− γ − 1

γ + 1

(
1 + tan2Θ

) ũξn+1
1,j

2

c̃2
c

)
ρ̄n+1

1,j = p̄n+1
1,j /rT̃

n+1
1,j

kn+1
1,j = kn1,j

ωn+1
1,j = ωn1,j

(B.16)
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B.1.2 Conditions à la frontière supérieure

La frontière supérieure peut représenter une ligne de glissement ou une frontière

libre ou encore une paroi :

B.1.2.1 Cas d’une ligne de glissement

On fixera ∂U/∂η = 0 sauf pour la composante ṽ

ũη
n
i,JL = ũη

n
i,JL−1

ṽη
n
i,JL = −ṽηni,JL−1

p̄ni,JL = p̄ni,JL−1

ρ̄ni,JL = ρ̄ni,JL−1

T̃ ni,JL = T̃ ni,JL−1

kni,JL = kni,JL−1

ωni,JL = ωni,JL−1

(B.17)

Elles peuvent être données aussi par :

δUn
i,JL = T ′′δUn

i,JL−1 (B.18)

T ′′ =



1 0 0 0 0 0

0 n2
y − n2

x −2nxny 0 0 0

0 −2nxny n2
x − n2

y 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
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En regroupe les matrices d’accroissements implicites en JL avec celles liées aux

accroissements en JL − 1, avec l’utilisation de l’équation (4.71), la discrétisation

causée par le changement pour tel type de condition au limite est donnée par :

Âi,JL−1 = Âi,JL−1 + B̂i,JL−1T
′′ (B.19)

B.1.2.2 Cas d’une frontière libre

Cette condition se traduit par :

Un
i,JL = Un

i,JL−1 et donc δUn
i,JL = δUn

i,JL−1

avec U = (ũ, ṽ, ρ̄, p̄, T̃ , k, ω)

d’où

Âi,JL−1 = Âi,JL−1 + B̂i,JL−1 (B.20)

Le cas d’une paroi sera étudié séparément.

B.1.3 Conditions de sortie

L’équation (B.2) discrétisée dans le plan de sortie s’écrit :

θn+1
IL,j − θ

n
IL,j = −λnIL−1,j(θ

n+1
IL,j − θ

n
IL−1,j)

∆t

∆ξ

= −λnIL−1,j

∆t

VIL,j
|
⇀

S
IL−1

2
|(θn+1

IL,j − θ
n
IL−1,j)

(B.21)

on pose λ̂nIL−1,j = λnIL−1,j
∆t
VIL,j
|
⇀

S
IL−1

2
|, on obtient :

δθnIL,j = θn+1
IL,j − θ

n
IL,j = −

λ̂nIL−1,j

1 + λ̂nIL−1,j

(θnIL,j − θnIL−1,j) (B.22)
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B.1.3.1 Sortie supersonique

Les valeurs propres sont alors toutes positives, donc toutes les informations

viennent de l’amont, une condition de gradient nul est alors suffisante dans ce cas.

ũξ
n+1
IL,j = ũξ

n
IL−1,j

ṽξ
n+1
IL,j = ṽξ

n
IL−1,j

p̄n+1
IL,j = p̄nIL−1,j

ρ̄n+1
IL,j = ρ̄nIL−1,j

T̃ n+1
IL,j = T̃ nIL−1,j

kn+1
IL,j = knIL−1,j

ωn+1
IL,j = ωnIL−1,j

B.1.3.2 Sortie subsonique

Si on suppose qu’il n’y a pas d’écoulement rentrant, l’information vient seule

de l’extérieur. Cette grandeur est en général la pression (c’est parfois le nombre de

Mach). Dans ce cas, deux caractéristiques viennent du domaine de calcul, reliées aux

valeurs propres ũξ et ũξ + c, et une vient de l’extérieur, associée à la valeur propre

ũξ − c. la pression du plan de sortie est imposée, p̄n+1
IL,j = p̄nIL,j = pe.

On pose :

λ̂n1 IL−1,j = ũξ
n
IL−1,j

∆t

VIL,j
|
⇀

S
IL−1

2
|

λ̂n2 IL−1,j = (ũξ
n
IL−1,j + c∗IL−1,j

n)
∆t

VIL,j
|
⇀

S
IL−1

2
|

(B.23)

Le système correspondant est alors :
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δρ̄nIL,j −
1

c∗n2
IL−1,j

δp∗nIL,j = R1
n
IL,j

δp∗nIL,j +ρ̄nIL−1,j c
∗n
IL−1,j δũξ

n
IL,j = R2

n
IL,j

δṽξ
n
IL,j = R3

n
IL,j

δknIL,j = R4
n
IL,j

δωnIL,j = R5
n
IL,j

(B.24)

Avec

R1
n
IL,j = −

λ̂n1 IL−1,j

1 + λ̂n1 IL−1,j

(
ρ̄nIL,j − ρ̄nIL−1,j −

1

c∗n2
IL−1,j

(
p∗nIL,j − p∗

n
IL−1,j

))

R2
n
IL,j = −

λ̂n2 IL−1,j

1 + λ̂n2 IL−1,j

(
p∗nIL,j − p∗

n
IL−1,j +ρ̄nIL−1,j c

∗n
IL−1,j

(
ũξ

n
IL,j − ũξnIL−1,j

))
R3

n
IL,j = −

λ̂n1 IL−1,j

1 + λ̂n1 IL−1,j

(
ṽξ
n
IL,j − ṽξnIL−1,j

)
R4

n
IL,j = −

λ̂n1 IL−1,j

1 + λ̂n1 IL−1,j

(
knIL,j − knIL−1,j

)
R5

n
IL,j = −

λ̂n1 IL−1,j

1 + λ̂n1 IL−1,j

(
ωnIL,j − ωnIL−1,j

)
(B.25)

La pression à la sortie est fixée à pe, l’incrément δp∗nIL,j devient nul, les deux

premières équations du système (B.24) s’écrivent :

δρ̄nIL,j = R1
n
IL,j

δũξ
n
IL,j =

R2
n
IL,j

ρ̄nIL−1,j c
∗n
IL−1,j

A l’instant n+1 les variables en sortie sont données par :
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ũξ
n+1
IL,j = ũξ

n
IL,j + δũξ

n
IL,j

ṽξ
n+1
IL,j = ṽξ

n
IL,j + δṽξ

n
IL,j

kn+1
IL,j = knIL,j + δknIL,j

ωn+1
IL,j = ωnIL,j + δωnIL,j

p̄n+1
IL,j = pe

ρ̄n+1
IL,j = ρ̄nIL,j + δρ̄nIL,j

T̃ n+1
IL,j =

pe

rρ̄n+1
IL,j

(B.26)

B.1.4 Conditions de paroi

Elles sont de deux types, cinématique et thermodynamique. Les premières sont

imposées pour les vitesses et les secondes sont liées aux conditions imposées sur le

transfert de chaleurs.

Pour les conditions cinématiques, il existe deux types de conditions de parois, une

que l’on qualifiera de fluide parfait, et l’autre de fluide visqueux (réel). La particularité

de la condition du fluide parfait est d’imposer une non-pénétration de la matière

(appelée aussi condition de glissement), soit
−→
U · −→n = 0, alors que pour un fluide

visqueux une condition d’adhérence est imposée à la paroi (
−→
U = 0). La technique de

discrétisation utilisée est de type volume fini, ceci se traduit par :

−→
U · −→n i,1 = −

−→
U · −→n i,2 condition de glissement

Ui,1 = −Ui,1 condition de non− glissement
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Figure B.1. maillage à la paroi

La condition d’adhérence est utilisée dans cette étude pour décrire un écoulement

visqueux avec couche limite près des surfaces solides (parois), la maille fantôme (fic-

tive) en j = 1 sert à imposer la condition associée à la paroi située réellement au

niveau de la surface
−→
S
i,1+

1
2

entre les mailles j = 1 et j = 2. Le vecteur de vitesse

projeté sur le repère lié à la surface s’écrit :

ũη = ũny − ṽnx

ṽη = ũnx + ṽny

(B.27)

Les conditions d’adhérence sur une paroi adiabatique se traduisent dans la maille

fictive j = 1 par :

ũnη i,1 = −ũnη i,2

ṽnη i,1 = −ṽnη i,2

p̄ni,1 = p̄ni,2

ρ̄ni,1 = ρ̄ni,2

T̃ ni,1 = T̃ ni,2

kni,1 = −kni,2

ωni,1 = −ωni,2

(B.28)
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L’opérateur implicite nécessite quelques aménagements à la fois sur sa partie

eulérienne et sa partie visqueuse. L’équation (4.71) est discrétisée pour la maille en

j = 2 pour l’obtention du flux eulérien à travers cette surface (paroi) qui peut se

mettre sous la forme.

−B−n
η i,1+

1
2

δUn
i,2 −B+n

η i,1+
1
2

δUn
i,1 (B.29)

Comme il n’y a pas de flux qui traverse la surface de la maille en (j = 1), l’ex-

pression précédente se réduit à :

−B−n
η p i,1+

1
2

δUn
i,2 (B.30)

B−n
η p i,1+

1
2

=
∂

∂U



0

p∗nx

p∗ny

0

0

0


(B.31)

Avec

p∗ = β (ρẽt − ρα− ρΓk) (B.32)

et
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∂ (p∗nx)

∂ (ρẽt)
= βnx

∂ (p∗nx)

∂ (ρk)
= −βΓnx

∂ (p∗ny)

∂ (ρẽt)
= βny

∂ (p∗nx)

∂ (ρk)
= −βΓny

(B.33)

On obtient :

B−n
η p i,1+

1
2

=
∂

∂U



0

p∗nx

p∗ny

0

0

0


=



0 0 0 0 0 0

0 0 0 βnx −βΓnx 0

0 0 0 βny −βΓny 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


(B.34)

où α = ũ2+ṽ2

2
, β = γ − 1 et Γ = 1− 2

3β

Sur la même surface, le flux visqueux s’écrit :

Mn

η 1+
1
2

(
δUn

i,2 − δUn
i,1

)
(B.35)

Suite aux relations (B.28), on peut écrire :

δUn
i,1 = T ′δUn

i,2 (B.36)

aussi sous la forme :
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δ(ρ)

δ(ρũ)

δ(ρṽ)

δ(ρẽt)

δ(ρk)

δ(ρω)



n

i,1

=



1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1





δ(ρ)

δ(ρũ)

δ(ρṽ)

δ(ρẽt)

δ(ρk)

δ(ρω)



n

i,2

(B.37)

L’expression (B.35) devient :

Mn

η p 1+
1
2

δUn
i,2

Mn

η p 1+
1
2

=Mn

η 1+
1
2

(I − T ′)
(B.38)

Mn

η p 1+
1
2

=



0 0 0 0 0 0

0 2
µef
ρ̄

(
4
3
n2
x + n2

y

)
2
µef
ρ̄

1
3
nxny 0 0 0

0 2
µef
ρ̄

1
3
nxny 2

µef
ρ̄

(
n2
x + 4

3
n2
y

)
0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2
µkef
ρ̄

0

0 0 0 0 0 2
µωef
ρ̄



Dans le cas d’écoulement avec transfert thermique à la paroi, les modifications

proposées considèrent le cas d’une paroi isotherme de température fixée Tw. On peut

écrire :

p̄1 = p̄2 → ρ̄1 = ρ̄2
T̃2

2Tw − T̃2
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Les conditions de non glissement et d’équilibre thermique de paroi imposent :



ρ̄1 = rρ̄2

(ρ̄ũ)1 = −r(ρ̄ũ)2

(ρ̄ṽ)1 = −r(ρ̄ṽ)2

(ρ̄k)1 = −r(ρ̄k)2

(ρ̄ω)1 = −r(ρ̄ω)2

(B.39)

avec

r =
ẽ2

ẽ1

=
ẽ2

(2ẽw − ẽ2)
=

T̃2

2Tw − T̃2

d’où

ρ̄1ẽt1 = ρ̄2ẽt2 + (r − 1)ρ̄2α2 − (r + 1)ρ̄2k2 (B.40)

En utilisant les relations différentielles :

δ

(
ẽ2

ẽ1

)
= δr =

−r2

ẽ2

δẽ1 +
r

ẽ2

δẽ2 (B.41)

La condition de l’énergie interne sur la paroi s’écrit :

ẽ1 = 2ẽw − ẽ2 → δẽ1 = −δẽ2 (B.42)

On obtient :

δ

(
ẽ2

ẽ1

)
= δr =

r

ẽ2

(r + 1)δẽ2 = bδẽ2 (B.43)
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Le traitement est similaire, nous utilisant l’expression (B.37), nous montrons un

exemple de traitement pour la détermination de la première ligne de la matrice T ′.

(δρ)1 = (T ′1,L)(δρ)2 et L = 1 à 6

nous avons


ρ1 = rρ2

(δρ)1

(δρ)2

=
δr

δρ2

ρ2 + r
δρ2

δρ2

Dans ce cas on a besoin d’écrire r en fonction des variables (ρ, ρũ, ρṽ, ρẽt, ρk, ρω)2,

nous avons aussi δr = bδẽ2 et δẽ2 doit être ainsi exprimée en fonction des mêmes

variables.

nous avons (ρẽ)2 = (ρẽt)2 − (ρα)2 − (ρk)2, la différentiation de cette expression

est donnée par :

δẽ2 =
1

ρ̄2

(aδρ̄− ũδ(ρ̄ũ)− ṽδ(ρ̄ṽ) + δ(ρ̄ẽt)− δ(ρ̄k))2 (B.44)

On aura pour ρ̄1 = rρ̄2 :

δρ̄1

δρ̄2

= r + bρ̄2
(α− ẽ)2

ρ̄2

= r + ab

a = (α− ẽ)2

on déduit :
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T ′ =



r + ab −bũ2 −bṽ2 b

−abũ2 bũ2
2 − r bũ2ṽ2 −bũ2

−abṽ2 bũ2ṽ2 bṽ2
2 − r −bṽ2

α(1− r + c)− ẽ2c −ũ2(1− r + c) −ṽ2(1− r + c) 1 + c

−abk2 bũ2k2 bṽ2k2 −bk2

2ωw(r + ab)− abω2 bũ2(ω2 − 2ωw) bṽ2(ω2 − 2ωw) b(2ωw − ω2)

−b 0

bũ2 0

bṽ2 0

−(r + 1 + c) 0

−r + bk2 0

b(ω2 − 2ωw) −r



avec a = α− ẽ , c = b(α− k) et ωw = 60ν/β1y
2
2

Dans le cas d’un écoulement sur paroi adiabatique, le calcul est rendu plus aisé :

ẽ1 = ẽ2 d’où r = 1 et δr = 0 et donc b = c = 0


