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Introduction générale 

La cinématique est concernée par le mouvement des corps matériels et, pour cette raison, elle 
est parfois appelée la géométrie du mouvement. Mais le mouvement n'a de sens que 
lorsqu'elle est mesurée par rapport à un système de référence, ce qui nécessite un système bien 
défini de coordonnées et une mesure du temps. En mécanique newtonienne, on suppose qu'il 
existe un espace absolu qui est euclidien et un temps absolu dont l'écoulement est indépendant 
de l'espace. Puisque l'espace euclidien est homogène et isotrope, nous devons conclure qu'il 
n'y a pas de position ou d'orientation préférée, donc pas de favori système de coordonnées. 

La première étape vers la mise de l'étude de la dynamique sur une base vraiment scientifique a 
été prise par Galileo. La principale contribution de Galileo pour le développement de la 
science de la physique repose sur des mesures spécifiques plutôt que sur des principes 
métaphysiques et formelles logiques. Il a mis l'étude du mouvement des corps sur la bonne 
voie en développant le concept de l'accélération. La recherche de Galilée de la chute d'objets 
lui a permis de constater qu'il est faux de croire que partout où il ya un mouvement il doit y 
avoir une force. En effet, il a conclu que la force provoque un changement de vitesse, mais ce 
n'est pas nécessairement la force qui maintient le mouvement dans lequel l'amplitude et la 
direction de la vitesse ne changent pas. C'est la déclaration de base de Galilée sur la loi 
d'inertie.  

La mesure de la tendance d'un corps à résister à un changement dans son mouvement 
uniforme est connue comme étant la masse ou inertie du corps. Galilée a également observé 
que si l'accélération est constante, la vitesse varie avec le temps pour les organismes relevant, 
de sorte que la déviation d’un état de repos ou de mouvement uniforme doit être attribuée à 
l'influence d'autres corps. Il reconnaît que les lois du mouvement ne sont pas affectées par le 
mouvement uniforme, de sorte que non seulement il n'y a pas de position naturelle dans 
l'espace, mais il n'y a pas de vitesse favorisée dans le référentiel naturel. 
Ainsi la référence Galilée a montré qu'il existe en effet des systèmes de référence privilégiées 
dans lesquels un élément se déplaçant avec une vitesse uniforme ou rester dans un état de 
repos, sauf s'il est influencé par des forces extérieures. Un tel référentiel homogène et isotrope 
est appelé un espace inertiel ou Repère galiléen. Le système inertiel est au repos ou se déplace 
avec une vitesse uniforme par rapport à un espace fixe. Les propriétés de l'espace et le temps 
sont les mêmes et les lois de la mécanique sont identiques dans tous les référentiels inertiels. 
C'est le principe de Galilée de la relativité. 

Les relations entre les coordonnées de deux systèmes inertiels en mouvement relatif uniforme 

à une vitesse sont connues comme les transformations de Galilée: 

                                                                 tt

trr ii

=
−=

'

v'
                                                            (1.1)   

Le dernier travail de Galileo, publié à Leyde en 1638, revu et redéfini ses premières études sur 
le mouvement et les principes de la mécanique en général. Le livre a ouvert une voie qui 
mènerait à la loi de la gravitation de Newton qui établit le lien entre les lois de la physique 
mathématique planétaires de Kepler et Galilée. Newton a élargi les idées de Galilée et vers la 
fin du XVII ème siècle, il a formulé ce qui a fini par être connu comme la loi du mouvement 
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de Newton. En fait la première loi est tout simplement la loi de Galilée de l'inertie. Si nous 
insistons sur le traitement des phénomènes mécaniques dans les systèmes accélérés, nous 
devons introduire des forces fictives qui sont des forces centrifuges et de Coriolis. 

Ces forces fictives sont strictement de nature cinématique et apparaissent lorsque le 
mouvement est une rotation des systèmes de coordonnées. Selon Newton, le temps est le 
même dans tous les systèmes inertiels. Étant donné que le temps est le même pour toutes les 
trames d'inertie, la notion de simultanéité ne présente aucune difficulté et les événements se 
produisent simultanément pour tous les observateurs inertiels. 

Le principe de la relativité énonce que toutes les lois de la physique, sont identiques dans tous 
les référentiels galiléens. On y joint un postulat conforme à l'électromagnétisme de Maxwell : 
« la valeur de la vitesse de la lumière dans le vide est la même dans tous les référentiels 
galiléens ». Cela s'avère être en conflit avec les résultats prédits par des observateurs dont les 
mouvements sont liés par des transformations de Galilée. Ceci, cependant, est en 
contradiction avec le résultat expérimental. Les expériences faites par les célèbres Michelson 
et Morley ont montré que la vitesse de la lumière est la même dans toutes les directions et ne 
dépend pas de mouvement relatif de l'observateur et la source. Il faut donc conclure que les 
transformations galiléennes peuvent ne pas être correctes et doivent être remplacées par des 
transformations préservant la constance de la vitesse de la lumière dans tous les systèmes. 
Cette transformation,  connue comme la transformation de Lorentz, est applicable à la fois 
aux phénomènes mécaniques et électromagnétiques. 
 
Dans la dernière partie du 19ème siècle, la théorie ondulatoire de la lumière a été créée sur une 
base solide faite par les recherches de Faraday, Maxwell et Hertz en théorie des champs 
électromagnétiques. Selon cette théorie, les ondes lumineuses sont simplement des ondes 

électromagnétiques se propageant dans le vide à une vitesse constante 
00

1

µε
=c  par rapport 

à un espace absolu. Mais, contrairement aux équations de la mécanique newtonienne qui sont 
invariantes à la transformation de la vitesse qui est dérivé de (1.1):  
                                                                 

                                                                    vV'V −=  

Les équations de Maxwell ont été démontrés de ne pas être invariantes sous les 
transformations de Galilée. 

Maxwell a insisté sur le fait que les équations de base de l'électrodynamique étaient valides 
dans une référence privilégiée appelée "éther" qui est un milieu élastique qui permet aux 
ondes électromagnétiques à se propager. Ce milieu élastique est censé d’être une référence 
absolue pour les phénomènes électromagnétiques de la même manière que l'espace absolu qui 
décrit la mécanique de Newton. Que l'éther était seulement une hypothèse, la nécessité de 
trouver des preuves concrètes de son existence restait. Étant donné que la terre a été supposé 
se déplacer par rapport à l'éther à une vitesse v, et étant donné que la vitesse de la lumière c 
par rapport à l'éther, qui est supposée être constante, il est prévu qu'au moins la vitesse de la 
lumière par rapport à la terre doit être différente de c. Afin de prouver l'existence du 
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mouvement de la terre par rapport à l'éther, en 1881 Michelson réalise une expérience à l'aide 
d'un interféromètre capable de mesurer la vitesse de la lumière dans le milieu prétendue 
(éther) et basé sur la loi classique de l'addition de vitesses. Sachant que cette expérience 

permet de détecter le moindre changement de vitesse possible plus petit que ( )2v c  mais il ne 

pouvait trouver aucun effet. En 1887, Michelson et Morley ont répété l'expérience, mais 
l'expérience a de nouveau réussi à détecter l'existence de l'éther. Cependant, ils ont démontré 
avec un grand degré de précision que la vitesse de la lumière est la même dans toutes les 
directions, indépendamment du mouvement de la source. C'est ainsi que l'expérience de 
Michelson-Morley, en 1880, avait défié les postulats de la physique classique en prouvant que 
la vitesse de la lumière est la même pour tous les observateurs, indépendamment de leur 
mouvement relatif. 

Dans une tentative pour expliquer l'échec de l'expérience nécessaire pour détecter le 
mouvement de la terre par rapport à l'éther. Fitzgerald et Lorentz, tous les deux 
indépendamment l’un de l'autre, avaient avancé une hypothèse de la notion de la contraction 
d'un objet le long de la direction de son mouvement par rapport à un observateur, mais les 
dimensions dans les autres directions ne sont pas contractées. Lorentz et Fitzgerald ont tenté 
de préserver les concepts classiques en montrant comment la contraction faite par l'appareil de 
mesure permettrait de réduire la constance de la vitesse apparente de la lumière. L'hypothèse 
de contraction a été généralisée par Lorentz en introduisant un ensemble de transformations 
qui rendent les phénomènes électromagnétiques et optiques indépendant du mouvement 
uniforme du système. En particulier, il a présenté un temps variable, connue sous le nom de 
temps local, car elle diffère de système à un autre. La différence entre la l les transformations 

de Lorentz et celles de Galilée est de l'ordre( )2v c . Bien que Lorentz a réalisé que pour tenir 

compte de la constance de la vitesse de la lumière une nouvelle cinématique appelé la 
cinématique de Lorentz était nécessaire. Il n'a pas contesté la validité du principe classique de 
la relativité, et il n'a pas abandonné l'idée de l'éther. En fait, le but de ses transformations était 
de sauver le concept d'éther en fournissant une explication de l'échec de l'expérience de 
Michelson et Morley. 

À peu près au même moment, Poincaré a également développé un ensemble de 
transformations semblables aux transformations de Lorentz et la réalisation de l'objectif est de 
rendre l'électromagnétique et les phénomènes optiques indépendants du mouvement uniforme 
de cadre de référence. Les deux Lorentz et Poincaré ont réalisé que, à la suite de ces 
transformations, les équations de Maxwell pourraient être exprimées dans un nombre infini de 
systèmes inertiels, mais Lorentz a continué de croire que l'un de ces systèmes représentait 
l'éther au repos. Poincaré, cependant, est allé plus loin en reconnaissant que l'équivalence 
mathématique des systèmes inertiels pour les phénomènes électromagnétiques représente un 
nouveau principe de relativité. En fait, il a proposé ce principe comme une loi générale de la 
nature et a suggéré que les lois de la mécanique doivent être modifiées pour se conformer à 
cette loi. Cependant, il n'a jamais compris l'implication physique complète de ce principe de 
la relativité et il considérait que les transformations sont purement comme un dispositif 
mathématique. Il n'a pas pris la décision importante de faire du principe de la relativité 
indépendant de sa dérivation à partir des équations de Maxwell. 
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Lorentz et Poincaré ont fait un pas de géant vers la fourniture d'une nouvelle description du 
monde physique; Mais ils ont tous deux manqué d'apprécier les implications considérables de 
leurs transformations. Il restait à Einstein pour démontrer que le principe de la relativité et les 
transformations de Lorentz ont soulevé des questions sur les concepts très fondamentaux, tels 
que l'éther et de l'espace absolu, qui étaient supposés. Einstein a proposé en 1905 de 
construire de nouveaux principes fondés sur des données expérimentales. Il a avancé deux 
postulats: 

1) Les lois de la nature (y compris les lois de la mécanique et de l'électrodynamique) sont les 
mêmes dans tous les référentiels inertiels.  
2) La vitesse de la lumière a la même valeur pour tous les systèmes d'inertie indépendamment 
de la source. 

Les deux postulats sont à la base de la théorie spéciale de la relativité d'Einstein. Bien que les 
postulats semblent contradictoires, Einstein a montré qu'ils peuvent coexister si la notion de 
temps absolu est éliminée et le temps est ajouté comme quatrième coordonnée aux trois 
coordonnées spatiales euclidiennes. Einstein a fait retenir la transformation de Lorentz, mais il 
faut souligner qu'il a tiré les équations correspondantes du point de vue général du principe de 
la relativité. En 1907, Minkowski réalisé que le travail de Lorentz et Einstein pourrait être 
mieux compris dans un espace plat, déjà introduit par Poincaré en 1905 et dispose d'une 
pseudo-métrique qui est un "continuum espace-temps" en quatre dimensions. Cet espace-
temps continu appelé maintenant l'espace de Minkowski. C'est un espace pseudo-euclidien. 
Un tel espace pour Einstein est un espace sans gravité (sans accélération de l'observateur). 
D'autre part, par la révision du concept de temps et le mouvement relatif des référentiels 
inertiels au moyen de transformations de Lorentz, Einstein a réussi à fournir une base 
commune pour le traitement de ces deux phénomènes mécaniques et électromagnétiques. 

Dans la mécanique relativiste d'Einstein la notion de simultanéité nécessite un examen plus 
approfondi. Il renonce alors à la notion de simultanéité absolue entre deux événements qui se 
produisent dans deux endroits différents. Si la vitesse de la lumière est finie et constante et si 
deux événements se produisent simultanément, pour un observateur dans un système inertiel 
généralement ne se produit pas simultanément pour un observateur dans un autre système 
inertiel. Einstein a montré qu'il est possible de définir par rapport à une simultanéité relative 
de deux événements qui se produisent en différents points d'un système d'inertie donné. 

En mécanique newtonienne, la masse constante est une propriété du corps. Elle est 
indépendante du mouvement par rapport dans un espace inertiel ou à l'écoulement du temps. 
Dans la mécanique relativiste, le concept de la masse constante doit également être révisé, à la 
suite de la nouvelle cinématique. En particulier, une masse relativiste est fonction de la 
vitesse. 

Les lois de la mécanique s'écrivent sous une forme classique et simple quand on se réfère à un 
système inertiel. Un observateur voyageant dans un  référentiel en rotation pourra détecter les 
forces de Coriolis et les forces centrifuges. Ces forces, qui sont directement proportionnelles à 
la masse, sont cinématique et peuvent être éliminés en se référant à un système de Galilée. 
Mais certaines forces très importantes dans la mécanique classique, à savoir, les forces 
gravitationnelles sont également proportionnelles à la masse. 
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En revanche, les forces gravitationnelles ne peuvent pas être éliminées par une transformation 
qui conserve le concept plat de l'espace, comme dans la relativité restreinte. De plus, en 
présence de la gravité, la constance de la vitesse de la lumière est maintenue mais elle 
s'oppose formellement à l'hypothèse d'un temps absolu. Le premier postulat (principe de 
relativité dit) toutes les lois de la physique sont les mêmes dans les référentiels galiléens. En 
effet, nous savions que les lois de la mécanique conservent leur forme dans les systèmes de 
coordonnées qui sont appelés galiléen. Einstein avait généralisé cette hypothèse en 
l'appliquant à toutes les lois de la physique (mécanique, optique et électrodynamiques). Un 
autre éclair de génie, Einstein a abandonné l'espace de Minkowski en faveur d'un espace de 
Riemann à quatre dimensions dans lequel les forces gravitationnelles disparaissent. Cet 
espace possède une courbure et devient minkowskien localement. La nouvelle géométrie 
comprend l'espace, le temps et  la matière ainsi que les équations du champ de gravitation qui 
rapporte la courbure en un point de l'espace au tenseur impulsion-énergie en ce point. Ce 
tenseur est une mesure de la densité de  matière et de l'énergie. La nouvelle théorie est 
appelée la théorie générale de relativité d'Einstein [2].  

En relativité générale, la présence de matière peut déformer localement l'espace-temps lui-
même et pas seulement les chemins, de sorte que les trajectoires ne sont plus des lignes 
droites, elles sont appelés les géodésiques et l'espace est dit espace de Riemann. 

La trajectoire des particules libres comme celle des photons est une ligne droite dans un 
repère inertiel local. Une fois ces lignes sont prolongées au-delà de la référence locale, ils ne 
semblent plus directement, ils sont connus comme géodésique. Première loi de Newton doit 
être remplacée par la loi de l'équation géodésique. 

Le travail de thèse présent est présenté dans le contexte d'étendre l'idée de la géométrie 
multisymplectique faite aux champs de types de « jauge de Yang-Mills » par la construction 
d'un faisceau de fibres plus particulier que celui déjà donné dans le travail [40], à la 
mécanique relativiste. Nous nous intéressons, en particulier, à la propagation des champs sans 
influence gravitationnelle. 

Ce travail se compose de quatre chapitres. Le premier chapitre est une introduction rapide de 
la mécanique analytique. Le sujet comporte deux parties principales: formalisme lagrangien et 
formalisme hamiltonien.  

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons quelques concepts de base de la géométrie de 
Riemann. Nous avons commencé par l'introduction de la notion d'espace-temps. Nous nous 
sommes focalisés sur les coordonnées curvilignes, la dérivée covariante, le transport parallèle, 
les géodésiques ... etc. Autres sujets sont expliqués plus attentivement afin de clarifier les 
définitions les plus importantes que: courbure de Riemann, le tenseur de torsion, la connexion 
de Levi-Civita ... Etc. Et nous trouvons quelles sont les conditions qui rendent l'espace de 
Riemann à devenir un espace de Minkowski. 

Dans le troisième chapitre, nous avons donné quelques définitions de ce qui est le faisceau de 
jet, les champs multivecteurs et les champs de jet dans les faisceaux de jet. Nous nous 
sommes focalisés en particulier sur des formalismes de Lagrange et de Hamilton qui sont tous 



15 

 

deux définis dans les géométries suivantes: k-symplectique, k-cosymplectique et 
multisymplectique. 

Dans le quatrième chapitre, d'abord nous prolongeons la géométrie multisymplectique déjà 
réalisée pour les théories des champs à la mécanique relativiste par l'introduction d'une 
configuration d'un faisceau appropriée. En particulier, nous avons développé le modèle pour 
obtenir les équations de Hamilton-De Donder-Weyl (HDW) pour le mouvement d'une 
particule chargée relativiste immergée dans un champ électromagnétique. Deuxièmement, 
nous avons trouvé une relation directe entre la géométrie  multisymplectique et la structure  k-
cosymplectique d'un système physique. 
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1. Mécanique analytique 
 
La mécanique analytique est un terme utilisé pour une forme mathématique élégante de la 
mécanique classique [1]. Souvent, la forme vectorielle de la mécanique classique est 
appliquée à la formulation basée sur l'œuvre de Newton. Une autre façon d'analyser le 
mouvement de la mécanique classique est d'utiliser la mécanique analytique où deux quantités 
scalaires du mouvement sont utilisées: les énergies cinétiques et potentielles au lieu des 
forces. 
La mécanique analytique comprend deux parties principales: le formalisme lagrangien et le  

formalisme hamiltonien, les deux sont équivalents.  

La mécanique analytique [2, 3] a été développé principalement pour étendre la portée de la 
mécanique classique pour résoudre des problèmes en utilisant le concept de contraintes sur le 
système et les intégrales de chemin. Toutefois, les concepts conduisent les théoriciens au 
développement de la mécanique quantique, et son amélioration est la théorie des champs 
quantiques. Applications et extensions ont donné lieu à la relativité générale d'Einstein.  
Les contraintes introduisent deux difficultés dans la formulation de Newton car les 
coordonnées ne sont plus indépendantes et les forces derrières les liaisons ne sont  pas 
connues. La première difficulté est  surmontée en introduisant les coordonnées généralisées 
tandis que  la seconde est en  reformulant le problème en éliminant les forces de  liaison. 

Une liaison  est appelée holonome si elle peut être représentée par une relation  f entre les 
coordonnées et le temps par la formule: 

                                                                

Dans le cas contraire la liaison est dite  non-holonome.   

La mécanique analytique donne un aperçu sur certaines caractéristiques de la mécanique 
classique. En particulier, elle permet d'établir une relation entre la symétrie et la loi de  
conservation. 

1.1 La loi de Newton et les équations de Lagrange  
 
1.1.1 Coordonnées généralisées  
 
Le nombre de degrés de liberté d'un système est le nombre de coordonnées nécessaire pour 
spécifier sa configuration. Une particule se déplacant dans l’espace, elle a trois degrés de 
liberté. Si elle doit se déplacer sur  une surface, elle a deux degrés de liberté.  Si elle devrait 
continuer à se déplacer sur une courbe, elle a seulement un degré de liberté. Le fait de se 
déplacer dans une surface, la particule est donc  soumise  à une contrainte mais si elle doit se 
déplacer sur  une courbe, il ya deux contraintes. Pour un système constitué de  N particules et 
est soumis aux k contraintes, il a donc  f = 3N-k  degrés de liberté. 
Le nombre de coordonnées généralisées est égal au nombre de degrés de liberté du système. 
Les coordonnées généralisées sont indépendant l’un de l’autre. Ils définissent un espace de 
configuration. 
Le vecteur de  position est une fonction du temps et  de coordonnées généralisées )( iq :  

 

( ) 0,....,, 21 =trrf
rr
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                                                                                                      (1.1.1.1)                                                     

où l'indice i identifie une particule dans le système. 

 
1.1.2 Déplacement virtuel 
 
Un déplacement virtuel découle des variations  infinitésimales des coordonnées qui sont  
dues à des liaisons imposées sur le système à un moment donné.  
Pour éviter la confusion entre le déplacement virtuel et le déplacement réel de la particule i, 
nous notons le premier  et le second . Le déplacement virtuel est indépendant du temps 

que nous pouvons écrire: 

                                                                                                             (1.1.2.1)     

où  représente des changements dans les coordonnées généralisées qui correspondent au 

déplacement virtuel.La somme est naturellement sur tous les degrés de liberté du système.  

Le déplacement réel de la particule i est :  

                                                                                               (1.1.2.2)                                                                                

La vitesse étant donné par  , l’équation (1.1.2.2) donne :  

                                                                                                      (1.1.2.3) 

Où    la vitesse généralisée.  

Les vecteurs de position sont indépendants des vitesses généralisées, la dérivée de l’équation 
(1.1.2.3) par rapport à  donne: 

                                                                                                        (1.1.2.4)                                                              

Comme les vitesses généralisées sont indépendantes, nous avons: 

                                                             (1.1.2.5)  

dans (1.1.2.4), seulement le terme pour qui k = j n'est pas nul, alors  

( )tqqqrr fii ,,....,, 21

rr =

ir
rδ ird

r

k

f

k k

i
i q

q

r
r ∑

= ∂
∂

=
1

δδ
r

r

kqδ

dt
t

r
qd

q

r
rd i

k

f

k k

i
i ∂

∂
+

∂
∂

=∑
=

rr
r

1

dt

dr
r i
i == &rr

iv

t

r
q

q

r i
k

f

k k

i
i ∂

∂
+

∂
∂

=∑
=

r

&

r
r

1

v

dt

dq
q k

k =&

kq&

j

k
f

k k

i

j

i

q

q

q

r

q &

&
r

&

r

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∑
=1

v

jk
j

k

q

q δ=
∂
∂
&

&



19 

 

                                                                                                                       (1.1.2.6) 

Par conséquent: cette relation sera utile plus tard. 

La dérivée partielle du vecteur  de position par rapport à une coordonnée généralisée est elle-
même une fonction de coordonnées généralisées et du temps. Sa dérivée totale par rapport au 
temps donne:                                                                        

                                                                                (1.1.2.7) 

i.e:                                                                            (1.1.2.8)                                                                         

Le terme (1.1.2.8) correspond à .                                                                                                               

1.1.3 Le travail virtuel et le principe de D'Alembert  
 
Par définition le travail virtuel fait sur une particule est le produit scalaire de la force agissant 
sur la particule  par le déplacement virtuel: 

                                                                                                                 (1.1.3.1) 

Nous obtenons le travail virtuel fait sur le système en prenant la somme des travaux sur toutes 
les particules. À l’équilibre, le travail virtuel fait sur le système est nul:  

                                                       (1.1.3.2)  

la somme est étendue à toutes les particules du système. 

La force totale agissant sur chaque particule du système peut être considérée comme la somme d'une 
force exercée exterieure   et de la force de liaison entre les particules .  

                                                                                                                   (1.1.3.3) 

En substituant (1.1.3.3) dans l'équation (1.1.3.2), nous obtenons: 

                                                                                            (1.1.3.4) 

Dans la suite, nous supposons que le travail virtuel des forces de liaison est nul. Cette 
condition est écrite sous la forme : 
                                                                                                                  (1.1.3.5) 
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C'est ainsi que les forces de liaison sont éliminées de la formalisme de Lagrange.  
Lorsque le système n'est pas en équilibre, une particule peut être accélérée et la loi de Newton peut 
etre écrite par: 
                                                                                                                     (1.1.3.6) 

i.e:                                                                                                       (1.1.3.7) 

Le terme  ( ) représente une force d'inertie, le travail virtuel de toutes les forces est nul, 

nous déduisons: 

                                                                                                       (1.1.3.8) 

Cette relation reflète le principe de D'Alembert. En tenant compte des équations (1.1.3.5) et 
(1.1.3.7), nous obtenons: 
                                                                                                    (1.1.3.9) 

cela ne signifie pas que chaque parenthèse est nulle. En effet, les déplacements virtuels ne 
sont pas indépendants car ils doivent être compatibles avec les liaisons imposées au système. 
Parce que les coordonnées généralisées peuvent varier  indépendamment l'une de l'autre, la 
relation (1.1.3.9) doit être exprimée en termes de variations virtuelles des coordonnées 
généralisées ( ). 

1.1.4 Force généralisée 
 
Compte tenu de la relation (1.1.2.1), le travail virtuel des forces appliquées peut être écrit 
comme: 
                                                                                 (1.1.4.1)    

 
où l' indice i est utilisé pour identifier une particule et l'indice k est utilisé pour identifier un 
degré de liberté.  
L'expression d’une force généralisée associée à la coordonnée généralisée : 

                                                                              (1.1.4.2) 

Le travail virtuel de forces appliquées peut être écrit comme: 

                                                                                              (1.1.4.3) 

On  note que la force généralisée n'a pas nécessairement la dimension d'une force ordinaire. 
Elle est exprimée en Newton si  la coordonnée généralisée dans (1.1.4.3) a la dimension 

d’une longueur.  
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Un cas particulièrement intéressant est celui du champ conservateur. Il est alors possible de  
définir une énergie potentielle V  et la force agissant sur la particule i par l'expression: 
                                                        
                                                                                                           (1.1.4.4) 

où l'indice i signifie que les dérivés impliqués dans le gradient sont calculés à partir des 
coordonnées de la particule. 

En utilisant la définition (1.1.4.2) de la force généralisée, nous obtenons: 

                                                                                              (1.1.4.5)                 

où 
                                                                                                     (1.1.4.6) 

Ce qui est équivalent à :  
                                                                                                                  (1.1.4.7) 

1.1.5 Equations de Lagrange 
 

Nous transformons maintenant la deuxième somme qui apparait dans l'équation (1.1.3.9). En 
utilisant l’équation (1.1.2.1) et la définition de l'impulsion 

iii rmp &rr = , nous obtenons: 

                                                                                    (1.1.5.1) 

Nous notons en outre que:  
                                                                (1.1.5.2) 

En utilisant l’équation (1.1.2.6), le premier terme à droite se lit comme suit:  

                              (1.1.5.3) 

 
où  est l'énergie cinétique de la particule i.     

De la  même façon, en utilisant l'équation (1.1.2.8) et la définition de l'impulsion, le deuxième 
terme dans (1.1.5.2) peut etre écrit comme suit: 

                             

k

i
ii

kk

i
ii

k

i
ii q

T
m

qq
m

q

r

dt

d
m

∂
∂

=








∂
∂=

∂
∂

=








∂
∂

⋅ 2v
2

1v
vr

r
r

r
&r

                           (1.1.5.4) 

VdgraF i
a

i

vr
−=

∑
= ∂

∂
⋅−=

N

i k

i
ik q

r
VdgraQ

1

rv

∑
= ∂

∂
⋅

∂
∂−=

N

i k

i

i
k q

r

r

V
Q

1

r

r

k
k q

V
Q

∂
∂−=

k
k

i
N

i

N

i

f

k
iiii q

q

r
rmrp δδ

∂
∂

⋅=⋅∑ ∑∑
= = =

r
&&rr&r

1 1 1










∂
∂

⋅−








∂
∂

⋅=
∂
∂

⋅
k

i
ii

k

i
ii

k

i
ii q

r

dt

d
rm

q

r
rm

dt

d

q

r
rm

r
&r

r
&r

r
&&r










∂
∂

=
















∂
∂=









∂
∂

⋅=








∂
∂

⋅
k

i
ii

kk

i
ii

k

i
ii q

T

dt

d
m

qdt

d

q
m

dt

d

q

r
rm

dt

d
&&&

r
r

r
&r 2v

2

1v
v

iT



22 

 

En portantles résultats (1.1.5.3) et (1.1.5.4) dans l'équation (1.1.5.1) et prendre en 
considération que l'énergie cinétique est additive, nous obtenons:  

                                                                            (1.1.5.5) 

 
où    est l'énergie cinétique totale du système.  

 
Les équations (1.1.4.3) et (1.1.5.5) permettent d'exprimer la relation (1.1.3.9) reflétant le 
principe de D'Alembert en termes de coordonnées généralisées: 

                                                                                  (1.1.5.6) 

Comme les coordonnées généralisées peuvent  variér indépendamment  les un des autres, le 

terme entre crochet de l'équation (1.1.5.6) doit s'annuler pour chaque valeur de k : 

  

                                                                                                     (1.1.5.7) 

 Dans le cas d'un champ conservateur, l'identification des expressions (1.1.4.7) et (1.1.5.7) de 
la force généralisée permet  d'écrire: 

                                                                                         (1.1.5.8) 

Dans le cas particulier où l'énergie potentielle est indépendante des vitesses généralisées, 
l'équation (1.1.5.8) est équivalente à: 

                                                                                       (1.1.5.9) 

Où nous définissons une nouvelle fonction dite la fonction de Lagrange ou lagrangien du 
système qui est donné par : 

                                                                L=T-V                                                           (1.1.5.10) 

Tout système mécanique de degrés de liberté f est caractérisé, à chaque instant t, par une 
fonction  L  définie par les coordonnées et les vitesses généralisées, elle est dite  le 
Lagrangien :   
                                          ( ) ( )tqqLtqqqqqqL nn ,,,,....,,,,....,, 2121 &&&& =  

Donc L est une notation condensée pour une fonction à 2f  coordonnées indépendants:  f 
coordonnées généralisées et  f  vitesses généralisées. 
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Les équations (1.1.5.9) sont dites équations de  Lagrange (ou  équations d'Euler-Lagrange), 
elles décrivent le mouvement du système. 

Le Lagrangian est déterminé à une constante additive. Nous pouvons toujours ajouter, au 
Lagrangien, une dérivée totale par rapport au temps d'une fonction arbitraire sans changer les 
équations du mouvement.  

Ainsi, si L est le Lagrangien d'un système, défini par l'équation:                                                                                                        
                                                                                                   (1.1.5.11)                                                                    

L’ est aussi un Lagrangien du système. 
Le moment conjugué d'une coordonnée généralisée est défini par: 

 
                                                                                                    (1.1.5.12) 

L'équation de Lagrange (1.1.5.9) peut être écrite comme:  

                                                                                                                (1.1.5.13) 

Une coordonnée généralisée 
iq  qui ne paraît pas explicitement dans le Lagrangian  

                                                            
0=

∂
∂=

k
k q

L
p&

                                               (1.1.5.14) 

iq  est appelée une coordonnée cyclique. Le moment conjugué 
ip   est conservé selon 

(1.1.5.14). Il est dit une constante du mouvement. 

1.2  Formalisme lagrangien  

1.2.1 Principe de Hamilton 

Les équations de Lagrange peuvent être obtenues à partir du principe de d'Alembert, c'est à 
dire en tenant compte des variations infinitésimales de mouvement du système à un moment 
donné. Il est également possible d'obtenir, à partir d'un autre principe qui estime le 
mouvement complet du système entre les instants t et t’  et des petites des variations du 
mouvement virtuel autour du mouvement réel. 
Il est nécessaire de définir ce que signifie « le mouvement du système entre les temps 

21 et t t . 

On peut décrire la configuration instantanée d'un système par les f valeurs  de coordonnées 
généralisées .,..,.. , 21 fqqq   Cet espace de dimension f  est appelé " espace de configuration ". 

Comme le temps varie, le système évolue et le point représentatif décrit une courbe, dans 
l'espace de configuration, appelée la trajectoire. On peut considérer le temps comme un 
paramètre de la courbe. 

L′

( )tqF
dt

d
LL ,+=′

k
k q

L
p

&∂
∂=

k
k q

L
p

∂
∂=&



24 

 

Aux temps  et , le système occupe des positions spécifiques )2()1( qet   q  dans l’espace de 

configuration  respectivement. Entre ces deux positions, nous définissons l'action intégrale    
par:  
                                                                                              (1.2.1.1)  

En d'autres termes, parmi tous les chemins possibles le long desquels le système pourrait se 
déplacer de sa position )1(q   à l'instant   à une nouvelle position )2(q  à l’instant , il va 

vraiment se déplacer le long d’un chemin pour lequel l'intégrale ci-dessus est extrémal. Cela 
se traduit par le principe de Hamilton appelé encore le principe de Lagrange-Hamilton qui 
postule l’existence d'une trajectoire parmi d'autres qui réalise 

                                                                                                                           (1.2.1.2)                                    

Ce principe est appellé souvent le principe de moindre action. 

Le signe  indique un changement arbitraire (virtuel) de la trajectoire dans l'espace de  
configuration. est le changement dans  résultant des changements dans )(tqδ  et ).(tq&δ  

) est le chemin  pour lequel  est minimum.  

1.2.2  Principe variationnel de Hamilton 

Dans cette partie, nous présenterons la méthode pour le calcul  variationnel, parce que l’un 
des principaux problèmes de ce calcul est de trouver la courbe pour laquelle l’action est 
extremal.    
 

La variation de l'action aura lieu en déformant la trajectoire dans l'espace de configuration 
entre les instants  en fixant les points des extrémités i.e . On dit 

que l'action est une fonction de la trajectoire.  

Dans un principe variationel, c’est le chemin mais  pas une variable indépendante qui est 
changée. Cependant, les techniques de calcul de la dérivée ordinaire peuvent être appliquées à 
un tel problème si elles parviennent à définir le chemin. Pour cela, nous introduisons un 
paramètre α  tel que:  
                                                                                      (1.2.2.1)                                  

Où  est une fonction arbitraire qui indique le changement imposée sur chaque 

coordonnée généralisée dans la déformation de la trajectoire. La trajectoire réelle du système 
correspond naturellement à . Le Lagrangian et par conséquent l'action deveniennent des 
fonctions de . La variation de l'action associée à une variation de la trajectoire est donnée 
par: 
       

                                                                                                                                        (1.2.2.2)                                  
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La variation d'une coordonnée généralisée impliquée dans la déformation d'une trajectoire est 
donnée par:                                                                                                                   
                                                                                                                  (1.2.2.3)  

nous savons aussi que 
                                                                                (1.2.2.4)  

car les opérateurs différentiels et

dt

d  sont indépendants. 

En intégrant par partie le deuxième terme de l'équation  (1.2.2.2), on obtient:  
                                  (1.2.2.5)                                  

Etant donné que les points extrêmes sont fixés, les variations des coordonnées généralisées 
disparaissent pour les temps  i.e ( ): 

 Le premier terme de l'équation (1.2.2.5) est nul. Utiliser (1.2.1.2) et (1.2.2.5), la relation 
(1.2.2.2) devient 
                                                                      (1.2.2.6)                                                               

Sachant quet les coordonnées généralisées sont indépendantes, nous concluons que 
l’expression entre parenthèse dans l'équation (1.2.2.6) doit disparaître pour chaque valeur de i. 
Nous trouvons ainsi les équations de Lagrange: 
 
                                                         

0=
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ii q

L

dt

d

q

L
&

                                               (1.2.2.7)   

L'équation (1.2.2.7) est un système de  f  équations différentielles independantes de deuxième 
ordre pour  i = 1, 2..,f.   

Il a été mentionné que l’addition au Lagrangian d’une dérivée totale par rapport au temps 
d'une fonction arbitraire (1.1.5.11) n'affecte pas les équations de mouvement selon le principe 
de Hamilton. Il est clair que:   
                                                                                   (1.2.2.8) 

Les deux Lagrangiens L et L’ mènent aux mêmes équations de mouvement. Maintenant, le 
dernier terme est nul car la trajectoire n'est pas déformée aux points extrémités.  
Le principe variationnel est formulé à partir des scalaires (T et V) et il est évident que les 
équations de mouvement (1.2.2.7) sont valables quelque soit le système de coordonné. 

 
1.3 Formalisme hamiltonien 
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1.3.1 Variables canoniques 
 
Le formalisme Hamiltonnien (ou La formulation de Hamilton) a le même contenu physique 
que celui du formalisme Lagrangien ( la formulation de Lagrange). 
Pour un système mécanique avec  f degrés de liberté, la dimension de l'espace de 
configuration est f et la formulation de Lagrange fournit autant d'équations de mouvement. 
Ces équations sont de second ordre alors il faut 2f conditions initiales pour déterminer 
complètement l'état du système à l’instantt.  

Les variables q et p sont appelés variables canoniques, dans la formulation de Hamilton. Ils 
définissent un espace de dimension 2f  appelé l'espace des phases. Le système de  f  équations 
différentielles de deuxième ordre dans le formalisme de Lagrange est remplacé par un 
système de 2f  équations différentielles de premier ordre dans la formulation de Hamilton. Les 
variables intervenantes sont  au lieu de . Un tel changement de variable peut 

être fait par une transformation de Legendre. 

1.3.2  Transformation de Legendre 
 

Soit  une fonction de deux variables avec la différentielle totale: 

                                                                                                                (1.3.2.1) 

avec 

                                                
x

f
u

∂
∂=      et       

y

f

∂
∂=v                                                   (1.3.2.2) 

nous définissons une fonction  par l'équation: 

                                                                                                                      (1.3.2.3) 

 
La différentielle de cette fonction est écrite:                                                     

                                                                                                        (1.3.2.4) 

En  prennant en considération (1.3.2.1), (1.3.2.4) devient :                                                     

                                                                                                                (1.3.2.5)  

cette relation nous permet d'écrire:     

                                                 
y

g

∂
∂=v et      

u

g
x

∂
∂−=                                                 (1.3.2.6)     

alors la variable x apparaissant dans la fonction f est remplacée, en utilisant la transformation 
de Legendre, par un nouveau paramètre u dans la fonction g. Les fonctions f et g sont duales.   

1.3.3 Equations de Hamilton  
 

( )tpq ,, ( )tqq ,, &

( )yxf ,

vdyudxdf +=

( )uyg ,

uxfg −=

xduudxdfdg −−=

xdudydg −= v
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Nous définissons une nouvelle fonction des coordonnées, impulsions et de temps par la 
relation: 
                                                                                       (1.3.3.1) 

 
Cette fonction dans (1.3.3.1) est appelée hamiltonien du système en mouvement. La 
différentielle totale de H est donnée par la formule: 

                                                                             (1.3.3.2) 

D’autre part, la différentielle du terme (1.3.3.1) est: 

                                          (1.3.3.3) 

En utlisant (1.1.5.12), les coefficients de dans (1.3.3.3) disparaissent. L’equation (1.3.3.3) 

s’écrit: 
                                                                                  (1.3.3.4) 

 
En identifiant les termes des équations (1.3.3.2) et (1.3.3.4), on trouve: 
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                       (1.3.3.5) 

 
Ces équations sont obtenues pour chaque valeur de i, car les coordonnées de l’espace de phase 
sont indépendantes. Lorsque le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, il est de 

même pour l’hamiltonien. 

Les équations de mouvement (1.3.3.5) sont de  premièr ordre. Il existe 2 f équations pour  f 
degrés de liberté. Ce sont les équations canoniques de Hamilton. Les positions et les 
impulsions sont dites variables conjuguées. 
 
1.3.4  Action et hamiltonien 
  
Le lien entre la fonction de Lagrange et la fonction de Hamilton nous permet d’écrire l’action 
sous la forme: 
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L’accroissement de l’action s’écrit simplement: 
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L’accroissement de H entre la trajectoire reelle et la trajectoire variée s’écrit simplement: 
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                                    (1.3.4.3) 

On peut donc mettre Iδ sous la forme: 
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On peut intègrer par parties pour faire apparaitre )(tqδ au lieu de )(tq&δ  dans le premier terme 
de la deuxième intégrale : 
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(1.3.4.5) 

Iδ  ne s’annulera quels que soient les accroissements des positions et impulsions que si les 
termes entre crochets dans chaque intégrale s’annulent identiquement sur la trajectoire 
effectivement suivie. 
On montre bien que cette trajectoire obéit effectivement aux équations de Hamilton dont nous 
avons parfaitement pu établir par ce raisonnement. 

On peut écrire les équations entre crochets de (1.3.4.5) sous une autre forme algébrique : 
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                                                       (1.3.4.6) 
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1

,   est le crochet de Poisson des deux fonctions A et B. 

Remarque  
 
En présence d'un champ conservateur et quand l'énergie cinétique est une fonction 
quadratique homogène des vitesses généralisées, l'équation (1.3.3.1) donne:  

                                                              VTLTH +=−= 2                                           (1.3.4.7)  
 
L'hamiltonien est alors l'énergie totale du système. 

2. Principe variationnel pour les champs 

2.1 Formalisme lagrangien  
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Soit le champ défini sur l’espace à 4-dimension                                             

( ) ( ) ( )





=

=
=Φ=Φ

= xx

tt
xxxt

ii 3,1

0
où, µµ  

L’évolution du champ est complètement caractérisèe par la densité lagrangienne L
~

qui 

produit le Lagrangien par une simple intégration : 

                                           
( )∫ Φ∂∂Φ∂Φ= 3,..,,

~
dxLL AAA

νµµ                                   (2.1.1)
 

Comme nous l'avons étudié en mécanique analytique, l'action (1.2.1.1) sera écrite, pour les 
champs,  plus naturellement: 

                                         ( )∫ Φ∂∂Φ∂Φ= 4,..,,
~

dxLI AAA
νµµ                                   (2.1.2)

 

Où 321
4 dxdxdxdtdx =   et  321

3 dxdxdxdx =  

Le principe de moindre action s’écrit sous la forme suivante : 
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La variation AΦδ  est quelconque, on obtient l'équation d'Euler-Lagrange pour le champ AΦ :
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(2.1.4)
 

C'est l'équation fondamentale du mouvement pour le champ AΦ  [4]. 
 
2.2  Formalisme hamiltonien  
 
En analogie avec (1.1.5.12), on définit le champ ( )xAΠ  l'impulsion conjuguée au champ 

( )xAΦ  par la formule 
                                                   

( ) ( )AAA

LL

Φ∂∂
∂=

Φ∂
∂=Π

0

~~

&

                                                
(2.2.1)

 

 En analogie avec (1.3.3.1), La densité hamiltonienne  ( ) ( ) ( )( )xxxH A
i

AA Φ∂ΠΦ ,,
~

 est alors 

définie par 

                                                          LH A ~~ −ΦΠ= &
                                                        (2.2.2)

 

L'Hamiltonien du système est une fonctionnelle des champs A
i

AA Φ∂ΠΦ ,,  

                                         
( ) ( ) ( )( )∫ Φ∂ΠΦ= xxxHdxH A

i
AA ,,

~3

                                       (2.2.3)
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En analogie avec avec la mécanique, on définit alors les crochets de Poisson pour des 
fonctionnelles  [ ]AA ΠΦ ,A

~
  et [ ]AA ΠΦ ,B

~
 par 

                                          { } ∑
=
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∂−
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N
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1

~~~~
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                                   (2.2.4)
 

On a alors les relations canoniques suivantes : 

                                              ( ) ( ){ } ( ) ( )yxxtxt AA rrrr −=ΦΠ 3,,, δ                                         (2.2.5)
 

Les équations du mouvement [4] sont alors 
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Chapitre 2 

 

Géométrie Riemannienne et la géodésique 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 



 

2.1 Espace ponctuel pre-

2.1.1 Exemple d’un espace pré

L'étude des phénomènes physiques nécessite d'abord pour leur représentation, dans l'espace 
de la géométrie euclidienne classique, une dimension temporelle et un nombre quelconque de 
dimensions spatiales.  
Les vecteurs (tenseurs d'ordre 1) et tenseurs (de tout ordre) 
pour relier chaque point de l'espace
vecteurs et / ou tenseurs. Cela nécessite la définition d'espaces formés de points, appelé 
"espace ponctuel".  
Etudions d'abord le cas particulier de l'espace
dérivent directement de l'espace géométrique classique 

Soit les triplets de nombres notés

                                                  

Appelons  l'ensemble de tous les éléments {

Pour tout couple (A, B) de deux éléments de 

correspondre un vecteur    appartenant à un espace vectoriel  

est défini par un triplet de nombres

                                                            

Nous avons donc: 

                                                            

Si nous associons à cet élément
trouvons dans une théorie des ensembles

La correspondance que l’on établit 

vecteur d'un espace vectoriel 

P1.  

P2. Associativité relative à l’addition

P3. Si O est un élément arbitraire 

point M et un seul tel que 

Lorsque nous avons équipé l'ensemble

les trois propriétés ci-dessus, nous disons que 
espace  

3E′

x
r

32 

-Euclidien 

pré-Euclidien 

L'étude des phénomènes physiques nécessite d'abord pour leur représentation, dans l'espace 
de la géométrie euclidienne classique, une dimension temporelle et un nombre quelconque de 

Les vecteurs (tenseurs d'ordre 1) et tenseurs (de tout ordre) [5, 6, 9] peuvent tous être utilisés 
pour relier chaque point de l'espace-temps à un référentiel et ainsi former des champs de 

rs. Cela nécessite la définition d'espaces formés de points, appelé 

Etudions d'abord le cas particulier de l'espace-temps formé par des triplets de nombres qui 
dérivent directement de l'espace géométrique classique dans les trois dimensions

nombres notés par: 

                                                                                  

ensemble de tous les éléments {A, B, ...} formés par des triplets de nombres. 

Pour tout couple (A, B) de deux éléments de , pris dans cet ordre, nous pouvons 

appartenant à un espace vectoriel  . Ce vecteur est noté 

est défini par un triplet de nombres tel que: 

                                                            ,                                            

                                                                                            

cet élément, l’addition et la multiplication par un scalaire,
trouvons dans une théorie des ensembles avec une structure d'espace vector

que l’on établit entre chaque paire (A, B) de deux éléments de 

, vérifie les propriétés suivantes: 

Associativité relative à l’addition : .CBACAB +=  

arbitraire sélectionné de 3E′  , à tout vecteur x
r

 de 

. 

l'ensemble 3E′  de cette loi de correspondance avec 

, nous disons que l'ensemble des triplets de nombres

3E′

 

L'étude des phénomènes physiques nécessite d'abord pour leur représentation, dans l'espace 
de la géométrie euclidienne classique, une dimension temporelle et un nombre quelconque de  

peuvent tous être utilisés 
temps à un référentiel et ainsi former des champs de 

rs. Cela nécessite la définition d'espaces formés de points, appelé 

temps formé par des triplets de nombres qui 
dans les trois dimensions. 

                                (2.1.1.1)  

A, B, ...} formés par des triplets de nombres. 

, pris dans cet ordre, nous pouvons 

. Ce vecteur est noté ,et  

                                (2.1.1.2)  

                            (2.1.1.3)  

par un scalaire, nous nous 
riel. 

de deux éléments de 3E′  et un 

, il correspond un 

avec  satisfaisant 

de nombres est un 

BA
r



 

ponctuel noté par 3E  . Les éléments de 

vecteurs. L'ensemble 3E′   est dit

 Définition d'un espace ponctuel

On peut généraliser à tout support

considérons un ensemble nE′ d

B) d'éléments denE′ , pris dans cet ordre, 

espace  vectoriel  de dimensions
P1, P2et P3 ci-dessus de, nous disons que 

ponctuel de dimension n que nous désignons

points. 

L'espace vectoriel  est appelé 

tangent de nE . Lorsque l'espace vecto

ponctuel pré-Euclidien. 

 
Références d'un espace ponctuel

Considérons un point O d'un espace

vectoriel associé . Nous appelons un référentiel de l’espace 

point O et la base . Ce référenti
de la référence. 

Coordonnées d'un point 

Les "coordonnées" d'un point 

référence , sont les composantes 

( )nET  par rapport à la base

Soit deux points M et M' de E

avons: 

                                             

En utilisant les propriétés P1 et
 

                             

Les composantes du vecteur 
qui sont les différences des coordonnées des points

( )nET
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Les éléments de 3E  et  sont appelés repectivement 

est dit le support des espaces3E  et . 

ponctuel  

à tout support nE′  la notion d'espace ponctuel

d’éléments, notés A, B, etc., et il est supposé que

dans cet ordre, nous pouvons associer un vecteur 

de dimensions n. Si la correspondance ainsi obtenue satisfait les axiomes
, nous disons que l'ensemble nE′  avec cette structure 

que nous désignons par nE . Les éléments de E

appelé l'espace associé à nE  et est noté par ( nET

Lorsque l'espace vectoriel associé est pré-Euclidien, alors E

ponctuel pré-Euclidien 

d'un espace ponctuel  pré-Euclidien nE  et une base

. Nous appelons un référentiel de l’espace nE  l’ensemble formé par le

. Ce référentiel sera désigné par , le point O est appelé 

d'un point M d'un espace ponctuel  pré-Euclidien , par rapport à la

sont les composantes contravariant   du vecteur 

. 

nE  définis par leurs coordonnées respectives

                                                                                   

P1 et P2: 

                      

, par rapport à la base , sont les n quantités
coordonnées des points M et M.' 

nE

repectivement des points et 

ponctuel. Pour cela, nous 

il est supposé que toute paire (A, 

un vecteur x
r

 noté BA
r

 d'un 

satisfait les axiomes 
avec cette structure est un espace 

nE sont appelés des 

).Il est l'espace 

nE  est un espace 

base  de l’espace 

l’ensemble formé par le  

est appelé l'origine  

par rapport à la 

 de l’espace 

 et , nous 

                               (2.1.1.4)  

                      (2.1.1.5)  

quantités 



 

Changement de référence 

Soit ( )ieO
r

,  et ( )ieO
r′′,  tous deux références de

                                     

Pour donner la relation entre

références cités çi dessus, d’abort on donne l'expression
à chacune de ces bases de (ET

                                        
Sachant que les vecteurs: 

                                      
En revanche, nous avons: 

                       

Identifiant les composantes du vecteur

nous obtenons: 

                                                              
 

De même, les composantes du 

              

Distance entre deux points 

Soit nE  un espace ponctuel

définition, la norme du vecteur

                                   
dis

 

Si les deux points et  

référence( )ieO, , d'après Eq.

quantité ( )ii xx −′ . Le carré de la
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tous deux références denE  liés par la relation générale

                                             

la relation entre les coordonnées d'un point M de nE  par rapport aux

cités çi dessus, d’abort on donne l'expression des vecteurs et
)nE : 

 

                                     

u vecteur OM dans les expressions (2.1.1.8) et

                                               

du vecteur 'OM  sur la base ( )je'  

               

ponctuel pré-Euclidien, et deux points dans cet espace

norme du vecteur 'MM est la distance entre les deux points 

'''t MMMMnormMMancedis ==
     

                   

 ont respectivement les coordonnées et 

Eq. 2.1.1.5 le vecteur 'MM  possède comme composantes la

Le carré de la distance est donné par: 

                                                                     

la relation générale:  

                                             (2.1.1.6)  

par rapport aux deux 

et  par rapport 

(2.1.1.7)

                                     (2.1.1.8)  

 
(2.1.1.9) 

) et (2.1.1.9),  

            
(2.1.1.10) 

 

(2.1.1.11)

points dans cet espace. Par 

et : 

           (2.1.1..12) 

 relatives à une 

comme composantes la 

         (2.1.1.13)  



 

Si le point  est infiniment près 

vecteur dMMM ='  possède 

distance entre les points et
distance entre ces points sous forme

                                                           

Pour un espace-temps pré-Euclidean

                          

et le terme (2.1.1.14) devient: 

                                                      

Dérivée d'un vecteur 

Considérons un vecteur  appartenant

une base( )ie , sont des fonctions à un

                                                                 

Par définition, la dérivée du vecteur
par ( )αx′  défini par :  

                                                                
On appele la différentielle du

                                                                    

Si un vecteur  de ( )nET  

dérivée partielle du vecteur 

                                                 

dont les composantes sont les dérivées 

                                                   

La différentielle totale du vecteur
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infiniment près du point ,  ses coordonnées sont dénotées 

possède comme composantes la quantité idx . Désignons par 

et . La relation (2.1.1.13) donne l’expression du
sous forme: 

                                                                                               

Euclidean où les vecteurs de la base sont orthonormés

                                                                               

 

                                                                                                                 

appartenant à un espace Euclidien( )nET  dont les 

sont des fonctions à un paramètreα , on note ce vecteur par x
r

                                                                  

vecteur , par rapport à au paramètreα , est un vecteur

                                                                 
du vecteur , le vecteur désigné par xd

r
 tel que:

                                                       

 dépend de plusieurs paramètres indépendants 

 par rapport à la variableα , par exemple, est 

                  ou                                                          

sont les dérivées partielles des composantes de , soit

                                                                                                                

du vecteur  peut être écrite: 

sont dénotées ii dxx +  et le 

ésignons par ds la 

donne l’expression du carré de la 

                                   (2.1.1.14) 

orthonormés, nous avons: 

                                                         (2.1.1.15)   

                                                  (2.1.1.16)   

les composantes sur 

)(αx
r

, ainsi on a: 

(2.1.1.17) 

st un vecteur désigné 

(2.1.1.18)

que:  

                                       (2.1.1.19) 

indépendants γβα ,, ,… , la 

est un vecteur noté: 

                                               (2.1.1.20)  

soit: 

                                                       (2.1.1.21)    



 

                         

Considérons maintenant un espace

une référence( )ieO
r

, , tout point 

vecteur  dépend d'un paramètre

Montrons que le vecteur dériv
point M considéré. En effet, si

                                                       

Puisque le vecteur  est fixé et ne dépend pas 

                                                     
alors 

                                               
 

On peut ainsi écrire la dérivée du vecteur 
peut écrire : 

                                                  

La différentielle de OM  s’écrit 

                   
 

Si le vecteur 

vecteur  OM :  

                                                                 

Pour simplifier les expressions

variables, nous allons utiliser
fonction à  variables, nous dénotons 
 

                                                               

          Les dérivées secondes par rapport aux 
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un espace vectoriel ( )nET  associé à un espace 

tout point de nE  est associé à un vecteur   tel que

dépend d'un paramètre  et a une dérivée ( )αx′ , il en est de même avec

dérivé  ne dépend pas de l'origine O mais seulement
En effet, si O ' est une autre origine, nous avons: 

                                                                                                   

fixé et ne dépend pas de , nous avons: 

                                                                                                                     

                                               

la dérivée du vecteur OM en mentionnant seulement le point 

                                                                                   

écrit alors: 

                                                                    

,  par rapport à une référence( )ieO
r

, , les dérivées

                                                                                                                     

les expressions des dérivations partielles des fonctions dépendant de 

utiliser plus tard les notations suivantes. Si 
, nous dénotons les dérivations partielles sous la forme suivante

                                                                                                                    

par rapport aux variables et  seront écrites comme:

                                   (2.1.1.22)              

 ponctuel nE . Dans 

que .  Si le 

même avec OM . 

mais seulement sur le 

                           (2.1.1.23)   

                                                                (2.1.1.24)   

                                              (2.1.1.25)     

seulement le point M, et on 

                                 (2.1.1.26)  

                                                 (2.1.1.27)   

les dérivées partielles du  

                                                    (2.1.1.28)                                                               

onctions dépendant de  

 est une 
sous la forme suivante: 

                                                     (2.1.1.29)                                                                                                                   

comme: 
 



 

                                                                  

Quand  est un vecteur tel qu

variables  : 

                                                  

Les dérivées partielles du vecteur

                                                   
 

2.1. 2 Coordonnées curvilignes
 
Systèmes coordonnés 
 

est équipé d'un système de coordonnées, un point 

scalaires qui sont appelées coordonnées de 
Pour un système donné de coordonnées,
M  où une seule coordonnée varie

Donné, les lignes secroisent

 

Coordonnées rectilignes 
 
Les lignes de coordonnées sont
coordonnées sont appelées
 
Coordonnées curvilignes 
 
Considérer un espace-tempsE

coordonnées rectilignes d'un

Un système de coordonnée arbitraire

arbitraires if  dont les paramètres
 

                                        
Il est supposé que les  fonctions suivantes
 
1 - Elles sont continûment différentiables jusqu'à un 
deux.   
Les dérivations de ces fonctions sont permutante
                                                                        

nE
iu

37 

                                                                                                       

un vecteur tel que  et dont les composantes sont des fonctions à 

                                                

du vecteur  seront notées en utilisant la convention de 

                                  

curvilignes 

est équipé d'un système de coordonnées, un point M, dans cet espace, est basée sur 

qui sont appelées coordonnées de M dans le système considéré. 
de coordonnées, on appele la ligne coordonnée : le lieu 

varie, les autres étant égales à des constantes. En 

croisent. 

 

ont droites dans une référence fixe et pour cette 
des coordonnées rectilignes. 

nE  et une référence fixe ( )0, ieO
r

 de cet espace. 

d'un point M de nE  par rapport à 

arbitraire , ,…., , est obtenu en donnant

paramètres sont , tel que: 

 
fonctions suivantes  satisfont les propriétés suivante

continûment différentiables jusqu'à un certain ordre supérieur ou égal 

Les dérivations de ces fonctions sont permutantes:  
                                                                         

if

                            (2.11.30) 

des fonctions à  

                                             (2.1.1.31)                                                                  

a convention de sommation: 

                            (2.1.1.32)                                                                     

, dans cet espace, est basée sur n  

dans le système considéré.  
le lieu des points de  
En un point M  

et pour cette raison; ces  

espace. Soit ix  les 

 cette référence. 

en donnant  fonctions 

(2.1.2.1)

les propriétés suivantes: 

certain ordre supérieur ou égal à  



 

                                                                 
 
2 - Ces fonctions sont telles que nous pouvons résoudre le système de 

par rapport aux variables et sont exprimées comme des fonctions de 
suivante: 
 

                                          
3 - quand les variables  varient
Jacobien des fonctions i fx =

 
Le Jacobien des fonction

les Jacobiens existent, ils ne sont p
dessus. 

Si les paramètres sont fixés en variant un paramètre, 

les coordonnées d'un ensemble de points

En général, les lignes de coordonnée ne sont pas droites mais courbées; ces coordonnées
pour cette raison, sont appelées des 

se croisent. 
 
2.1.3  Repère naturel 
 
Système de coordonnées Cartésien
 
Tout espace  vectoriel pré-Euclidie

En formant une reference ( ,eM
r

système de coordonnées Cartésien

un système de coordonnées Cartésien

vecteur OM  dans un système c
 
Base naturelle 

La dérivée et la différentielle d'un vecteur 

référence donnée. Si nE  est lié à 

référons aux ke
r

 les vecteurs suivants:

( )k
iuD ∂

( )1−n

( )1
ix
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Ces fonctions sont telles que nous pouvons résoudre le système de -équations (2.1.1.31) 

et sont exprimées comme des fonctions de  

 
 
                              

varient dans un domaine , les variables  varient
( )ni uuu ,..., 21  est donné par: 

 

 

fonctions ( )nkk xxxgu ,..., 21=  est l'inverse du Jacobie

ns existent, ils ne sont pas nuls comme conséquence de l'ypothèse

sont fixés en variant un paramètre, par exemple, nous

d'un ensemble de points M de nE  qui constitue une ligne 

coordonnée ne sont pas droites mais courbées; ces coordonnées
sont appelées des coordonnées curvilignes. Au point M 

Cartésiennes 

Euclidien ( )nET  a une base orthonormée  { }0
ie
r

 et  

)0
ie
r

 de l'espace-temps ; nous disons que cette référence

Cartésiennes. Il peut, en particulier, attacher à chaque

Cartésiennes ( )0, ieM
r

. On désigne par  les coordonnées du

système cartésien. 

d'un vecteur  OM  sont indépendantes du point 

est lié à un système de coordonnées curvilignes

les vecteurs suivants: 

 

                               (2.1.2.2) 

équations (2.1.1.31)  

 de la façon 

                              (2.1.2.3) 

varient dans . Le 

(2.1.2.4)

est l'inverse du Jacobien ( )i
k xD ∂ . Si 

as nuls comme conséquence de l'ypothèse (2) citée ci-

par exemple, nous obtenons 

ligne de coordonnée. 

coordonnée ne sont pas droites mais courbées; ces coordonnées  , 
 de nE , les n lignes 

 un point origine O. 

cette référence est un 

à chaque point M de nE  

les coordonnées du 

du point O d'une 

, nous nous 

(2.1.3.1)



 

Soit  les coordonnées curvilignes du point 

Cartésien( )0, ieM
r

. Dans cette référence,

Cartésiennes sont (ii uuxx ,1=
 

À partir des composantes k x∂

qui est précisément le Jacobien 
différent de zéro, il en résult que les 

Ces n vecteurs  définis par la relation 
l'espace vectoriel associé ( nET

où ils sont définis. 
 
Référence naturelle 
 
En associant au point  M de nE

naturelle, cette référence est appelée la 
coordonnée ( )ku qui sera noté 

l'espace tangent ( )nET .  

 

La différentielle du vecteur OM
 
                                                          

 

Les quantités kdu  sont par conséquent

la référence naturelle ( )keM
r

, générée par

 
Changement des coordonnées 
 

Considérer deux systèmes de coordonnées
 

                                  

où les fonctions sont u

differentiables par rapport à 

coordonnées . Lors du passage d'un système 
changement de coordonnées curvilignes
Les coordonnées données p
système de coordonnées curvilignes et on suppose que les jacobiennes 

 sont différents de zéro. 
puisque la relation 

 

                                    

( )ku

( )kj uxD '∂∂
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coordonnées curvilignes du point M  par rapport à un système 

référence,  le vecteur 
0
i

i exOM
r=  où les coordonnées 

)nuu ,...2 . Le vecteur ke
r

 défini dans (2.1.3.1) est exprimé 

 

i du vecteur ke
r

, nous pouvons former un déterminant 

n (2.1.2.4) des fonctions . Etant donné que ce déterminant est 
que les n-vecteurs ke

r
sont linéairement indépendants.

vecteurs  définis par la relation (2.1.3.1) sont appelées la base naturelle
)n . Ils sont colinéaires aux n lignes qui se croisent au point 

n une référence formée par le point M et le vecteur de la base 

appelée la référence naturelle en M associée au
 par la suite par ( )keM

r
, . On l’appelle aussi repère

OM est exprimée: 

                                                          
k

k
k

k dueduMMd
rrr

=∂=                                  
 

nt par conséquent les composantes contravariant du vecteu

générée par le système de coordonnées( )ku . 

coordonnées curvilignes  

de coordonnées curvilignes  et  liés

( )nii uuuuu ',....,',' 21=  sont supposés être

differentiables par rapport à  et de même pour les fonctions 

. Lors du passage d'un système de coordonnées à l'autre,
changement de coordonnées curvilignes. 

données par rapport à une référence fixe sont également liées à chaque 
système de coordonnées curvilignes et on suppose que les jacobiennes 

ents de zéro. Dans ce cas, le jacobien 

                                  

( iuD ∂

système de coordonnées 

où les coordonnées 

) est exprimé par:  

(2.1.3.2)

ous pouvons former un déterminant   

que ce déterminant est 
linéairement indépendants. 

naturelle au point M de 
lignes qui se croisent au point M 

et le vecteur de la base 

au système de 
repère naturel de 

                                      (2.1.3.3)           

du vecteur Md
r

  dans 

 

s par les relations: 

               (2.1.3.4)

être continuellement 

 par rapport aux 

de coordonnées à l'autre, on l’appelle  un 

sont également liées à chaque 
système de coordonnées curvilignes et on suppose que les jacobiennes et 

est non nul, 

                                  (2.1.3.5) 
 

( )i
k xD ∂

( )ij uxD ∂∂
)ku'∂



 

Changement de base naturel
 
Chaque système de coordonnées
respectivement avec une base
 

                                   
Le calcul de la relation entre les vecteurs des deux bases
de dérivation des fonctions composées
 
 

                                           
 

En revanche, le développement 

                                                                   
Ainsi, lors d’un passage système

base ( )ie
r

 de l'espace vectoriel

relation d'un changement du vecteur 

                                             

( )k

i
k
i AA 1' −= est l'élément matriciel 

appartiennent à ( ).,RnGL  À partir de l'Eq. 

que les éléments 
i
kA  de 

En comparant les expressions
les coefficients des vecteurs de 

                                           
En conclusion, tout système de coordonnées curvilignes 

au même point M denE , les références naturelles

sont liées par les relations (2.1.3.7) et (2.

est un changement base donné par

repère mobile. 
 
2.2 Connexions 
 
2.2.1 Connexions et symboles de Christoffel

(nGL ,
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naturelle 

système de coordonnées curvilignes  et donné par (2.1.3.4) 
base naturelle, tel que: 

                       

 
                              
 

les vecteurs des deux bases est effectué en utilis
composées, à savoir: 

                        

, le développement de la dérivée du terme 
iu

M

∂
∂

 mène à la relation:

                                                                   
                                                 

système de coordonnées curvilignes à une autre, 

iel nTE  par une autre base ( )ke'
r

du même espace 

changement du vecteur de base d'un espace vectoriel à un autre

 

matriciel de ( est la matrice inverse de A)

À partir de l'Eq. (2.1.3.7), nous pouvons faire la remarque 

 agissent par la droite sur la base ( )ie
r

 [7, 8

expressions (2.1.3.7) et (2.1.3.8) avec la relation (2.1.3.9
de base, on obtient: 

 
conclusion, tout système de coordonnées curvilignes et  est associé

, les références naturelles ( )ieM
r

,  et ( )kéM
r

,  dont les

(2.1.3.7) et (2.1.3.8). Tout changement de coordonnées

donné par les formules (2.1.3.9) et (2.1.3.10).

 

Connexions et symboles de Christoffel 

1−A 1−A

)R,

 est associé  

                                  (2.1.3.6)                   

utilisant la formule 

                                (2.1.3.7) 

à la relation: 

                                                (2.1.3.8)

, nous substituons la 

du même espace vectoriel. La 

à un autre est: 

(2.1.3.9)

). Les deux matrices 

la remarque suivante 

[7, 8, 9]. 

(2.1.3.9) et en identifiant 

(2.1.3.10)

est associé respectivement, 

dont les bases naturelles 

changement de coordonnées curviligne 

). ( )kéM
r

,  est dit le 



 

Maintenant, on suppose que E

une référence naturelle ( eM
r

,

vectoriel nTE . 

Le champ du tenseur est une fonction

une fonction seulement de M, le
une fonction d'un ou plusieurs 

disons que le champ est variable

Une difficulté survient en essayant

coordonnées curvilignes. En effet, les
M par rapport un repère naturel

variation élémentaire ( )MU −
'infiniment voisin, peut être 

( )MU  et , nous sommes 

système donné de coordonné
infiniment voisin. 
Un problème fondamental d

variation du tenseur lors d'un passage d'un repère mobile

repère mobile ( )ieM ','
r

defini en 

connexion. 

Tout d’abord, le point M'’ est

comme MdMM
r

=' . Pour les coordonnées 

élémentaire Md
r

 est donné par la

                                                      
où les quantités  sont les composantes
naturelle( )ke

r
. 

En revanche, les vecteurs 

vecteurs , relatif à un repère naturel 
                                          
                                                                 

Le calcul des vecteurs est alors l

Pour résoudre le problème du calcul de variations élémentaires
naturel( )ke

r
, nécessite l'introduction d'un

 
 
Symboles de seconde espèce 

U

( )MU ′
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nE  soit un manifold. À chaque point M de nE

)ie
r

  dont les vecteurs Me ii ∂=r
forment une base

est une fonction du point M que l’on note ( )MU . 

M, le champ considéré est appelé un champ fixe
ieurs paramètres α , autre que les coordonnées de 

variable, on le note par ( ).,αMU  

essayant de calculer la dérivée du tenseur (MU

En effet, les composantes du tenseur sont définies
turel qui varie d'un point à un autre. En conséquence

( )MU ′− , lors du passage du point M à un autre point 

peut être fait si on utilise la même base. Pour Comparer les tenseurs  

nous sommes amenés à considérer comment varie un repère

coordonnées, lors du déplacement d’un point M à 

fondamental de l’analyse tensoriel se pose c’est comment 

du tenseur lors d'un passage d'un repère mobile ( )ieM
r

, défini au 

defini en M’ infinement voisin. On dit alors qu’on  cherche

est bien défini  par rapport à M, si on d étermine le 

les coordonnées curvilignes ku , la décomposition du 

onné par la relation qu’on a  précédemment montrée 

                                                            
k

k
k

k dueduMMd
rrr

=∂=                                       

les composantes  contravariantes du vecteur

 seront déterminés en calculant les variations élémentaires

, relatif à un repère naturel , quand on passe de M à M’
                                         

                                                                     kkk edeé
rrr

+=                                              

est alors le problème essentiel à résoudre. 

le problème du calcul de variations élémentaires des 
l'introduction d'un nouveau type  de dérivé. 

 

, on peut associer  

forment une base de l'espace 

. Si le tenseur U  est  

fixe. Si U est aussi 
coordonnées de M, alors nous 

)M  par rapport aux 

définies en chaque point 
En conséquence, le calcul de la 

à un autre point M’ 

Pour Comparer les tenseurs   

repère naturel pour un 

 un autre point M’  

comment déterminer la 

défini au point M, un autre  

On dit alors qu’on  cherche une 

étermine le vecteur Md
r

 

la décomposition du vecteur  

 dans (2.1.3.3) 

                             

du vecteur Md
r

 sur la base 

les variations élémentaires des 

M’ , alors nous avons: 

                                        (2.2.1.1)  

 vecteurs du repére 



 

Pour tout système de coordonnées curvilignes

naturelle est écrite sur cette base
 

                                                     
 

Dans ce cas, la différentielle 

quantités j
kiΓ  sont les symboles 

continues de coordonnées curvilignes

contravariantes du vecteur d

muni d'une métrique,  sont appelés 

Symboles de première espèce

Le manifold nE  possède une métrique 

nous conduit à introduire un 

composantes covariantes qui sont défini
 

                                                              

Les composantes covariantes 

peuvent être écrites comme: 

                                                                 

Les quantités kjiΓ sont appelées

Les composantes covariantes

relations: 

                                                        

j
iω et ijω

 
sont appelées les connexion

On obtient une expression reliant

                                                                         
Inversement, en écrivant l’expression 
covariantes, on obtient:      

                                                                    
 
Notation des symboles de Christoffel

j
iω
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coordonnées curvilignes iu , la différentielle du vecteur

base par: 

                                                       j
kj

kij
j

ii edueed
rrr Γ== ω

                                       

la différentielle ied
r

est appelée la dérivée absolue du vecteur

symboles de Christoffel de seconde espèce qui sont des

de coordonnées curvilignes  et  sont appelés 

ied
r

. Lorsque  est un manifold qui n'est pas nécessairement 

sont appelés connexions.  

de première espèce 

possède une métrique ( ijg ), le calcul des quantités jkiΓ en fonction des 

introduire un autre type de symboles de Christoffel

qui sont définies par : 

                                                                jiij eed
rr ⋅= ω                                                      

es ijω
 
sont des combinaisons linéaires de la différentielle

                                                                 
l

kjiji duΓ=ω
                                               

ppelées les symboles Christoffel de première espèce

es ijω  sont liées aux composantes contravariant

                                                        
kl

kijl
l
ijlji dugg Γ== ωω                                      

connexion 1-formes. 

e expression reliant les symboles de Christoffel de chaque espèce

                                                              
l’expression des composantes contravariantes

                                                                                                   

Christoffel  

j
iω

nE

vecteur ie
r

de la base 

                                            (2.2.1.2)         

u vecteur ie
r

mais les 

qui sont des fonctions 

 les composantes 

est un manifold qui n'est pas nécessairement 

en fonction des ijg  

Christoffel ijω  appelées les 

                         (2.2.1.3) 

différentielle kdu qui 

                                                  
(2.2.1.4) 

espèce. 

contravariant  j
iω  par les 

                        (2.2.1.5) 

espèce à l’autre : 

                           (2.2.1.6) 

es en fonction des 

                                            (2.2.1.7) 



 

 
Diverses notations sont utilisées
courantes sont: 
 
Symboles de premiere espèce:

                                                                                                                             

Symboles de seconde espèce :   

Détermination des symboles de Christoffel

Le calcul des symboles de Christoffel est 

la définition de ces quantités [6
 

                                                                                
 
En différenciant la dernière relation, 
 

                                                     

L'insertion de (2.2.1.2) dans (2.2.1.10

 

                                        ijdg =
 
En tenant compte de (2.2.1.4) et (2.2.1.5
être écrite: 
 

                                                  
 
D’autre part, la différentielle de 

 

                                                                
L’identification des coefficients
 

                                                       

Puisque on a (
( )

2

1+nn
) quantités

Eq. 2.2.1.14 a ( ) équations

 
 
Symétrie des symboles de Christoffel

( )
2

12 +nn
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notations sont utilisées pour représenter les symboles de Christoffel

:
 

[ ]jkikji ,=Γ  

                                                                                                                             

:   { }ik jj
ki =Γ  

Détermination des symboles de Christoffel 

Christoffel est effectué à partir des 
( )

2

1+nn
quantités 

[6, 9]: 

                                                                                jiij eeg
rr
.=                                                 

relation, on obtient: 

                                                            ijjiij edeededg
rrrr

.. +=
                                         

de (2.2.1.2) dans (2.2.1.10), on trouve: 

( ) ( ) l
ijl

l
jil

l
ilj

l
jli ggeeee ωωωω .... +=+= rrrr

                         

En tenant compte de (2.2.1.4) et (2.2.1.5), La différentielle  donnée par l’Eq.

                                                  
( ) k

kjikijjlijij dudg Γ+Γ=+= .. ωω
                              

, la différentielle de la fonction ijg (2.2.1.9) s’écrit egalement: 

                                                                
( ) k

ijkij dugdg ∂=
                                       

coefficients de la différentielle kdu dans les deux dernières expressions

                                                                                   

uantités de ijg et k=1,…, n, le système d'équations donné par  

équations. 

Christoffel  

Christoffel. Les plus 

                                                                                                                                        (2.2.1.8) 

quantités ijg . Basé sur 

                                                 (2.2.1.9) 

                                          (2.2.1.10) 

                (2.2.1.11) 

donnée par l’Eq. 2.2.1.11 peut 

                              
(2.2.1.12) 

 

                                          (2.2.1.13)
 

dernières expressions 

                            (2.2.1.14) 

ations donné par   



 

L'integrability de la différentielle

du vecteur OM  de  doivent 

                                                 

                                                                 
D’autre part, la différentielle
vu (2.2.1.2): 
 

                                         
ed

 
On déduit l’expression de la

a : 
         

                                    
En inversant les indices k et 
                             

                                                 
L'égalité (2.2.1.15) permet d’
 

                                                            
En tenant compte de l'expression (2.2.1.6) et la relation (2.2.1.19
relations entre les symboles de première espèce:
 

                                                         
 

En conclusion, les symboles
extrêmes.  
 
Les symboles de Christoffel en fonction de la  métrique
 
En raison de la symétrie des symboles de Christoffel, 
Christoffel. En effectuant 
obtient: 
 

                                                    
 

                                                     
 
La somme des relations (2.2.1.14) et (2.2.1.21
obtient l'expression des symboles de Christoffel de première espèce en fonction des 
dérivées partielles des composantes

 

nE
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différentielle k
k

k
k dueduMMd

rrr
=∂=  exige que les dérivées secondes

doivent être indépendantes de l'ordre de dérivation 

                                                  

                                                                 
MM jkkj ∂=∂

                                         
différentielle des vecteurs de la base naturelle est donnée

( ) ( ) k
j

j
kij

j
i

k
iki dueeduee

rrrr Γ==∂= ω                 

de la première dérivée j
j

kiik ee
rr Γ=∂  et en utilisant (2.1.3.

 
et j de (2.2.1.17), on obtient: 

                                                  
d’écrire: 

                                                             
compte de l'expression (2.2.1.6) et la relation (2.2.1.19), nous obtenons les 

relations entre les symboles de première espèce: 

                                                               
conclusion, les symboles de Christoffel sont symétriques par rapport à leurs

es symboles de Christoffel en fonction de la  métrique 

En raison de la symétrie des symboles de Christoffel, on a 3n  inconnues symboles de 
 une permutation circulaire des indices de (2.2.1.14

                                                     

                                                      

La somme des relations (2.2.1.14) et (2.2.1.21) et soustraire l'expression (2.2.1.22
l'expression des symboles de Christoffel de première espèce en fonction des 

dérivées partielles des composantesdu tenseur fondamental g. ijg

les dérivées secondes  

de dérivation i.e. 

                                          
(2.2.1.15) 

donnée comme suit, 

                      (2.2.1.16) 

t en utilisant (2.1.3.1), on 

(2.2.1.17) 

(2.2.1.18)

(2.2.1.19)
 

), nous obtenons les 

  
(2.2.1.20)  

par rapport à leurs indices 

inconnues symboles de 
culaire des indices de (2.2.1.14), on 

 (2.2.1.21) 

(2.2.1.22)

oustraire l'expression (2.2.1.22), on 
l'expression des symboles de Christoffel de première espèce en fonction des 

  

 



 

                                            
Ceux de seconde espèce sont obtenus à partir des 
savoir: 

                                     
Les expressions (2.2.1.23) et (2.2.1.24
pour une métrique donnée. 
 
Changement de base 
 

Considérons deux systèmes

respectivement aux bases naturelles 

Par exemple, la différentielle

 

                                                       
 

Ecrivons autre expression différentielle des vecteurs 

naturelles, il vient: 
 

                              ( ) da

 
L'identification des relations (2.2.1.25) et (2.2.1.
(2.2.1.26) (b) et (2.1.3.9) (b) dans l'équation (2.2.1.25
 

                          
' k
ij

j
i Ae =ω

 
Par identification des coefficients

 

                                                
 
La forme contractée de (2.2.1.28
 

                              ( ) Ae =rω
 
C'est la règle de transformation de 

base. Elle ne correspond pas à la transformation des composantes d'un tenseur. En 
exprimant les quantités indiquées dans Eq.2.2.1.28
Christoffel, on a : 
 

                                           
Γ

 
D'autre part, on a les expressions de
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Ceux de seconde espèce sont obtenus à partir des relations (2.2.1.7) et (2.2.1.23

 
Les expressions (2.2.1.23) et (2.2.1.24) permettent le calcul des symboles de Christoffel 

 

systèmes de coordonnées curvilignes  et correspondantes

naturelles ie
r

et jé
r

liés par la relation (2.1.3.9).

différentielle du vecteur ie
r

est: 

                                                       j
j
ij

j
ii édAédAed

rrr
'' +=                                 

Ecrivons autre expression différentielle des vecteurs ie
r

et ké
r

sur chacune des bases 

j
j

ii eed
rr ω=    ;         ( ) m

m
kk éédb

rr
ω′=              

fication des relations (2.2.1.25) et (2.2.1.26) (a) et la substitution des relations
9) (b) dans l'équation (2.2.1.25), on obtient: 

( )'' ' j
k

k
i

j
m

m
k

k
ij

j
im

m
k

k
i AdAAAédAé +′=+′ ωω

identification des coefficients du vecteur je
r

dans l'équation (2.2.1.27

                                                 '' j
k

k
i

j
m

m
k

k
i

j
i AdAAA +′= ωω                               

La forme contractée de (2.2.1.28) en optant les indices matriciels est:
 

( ) ( ) dAAAeAAdAAAeA 1111 −−−− −′=+ rr ωω         

C'est la règle de transformation de la connexion 1-forme  lors du changement de 

base. Elle ne correspond pas à la transformation des composantes d'un tenseur. En 
tités indiquées dans Eq.2.2.1.28 en fonction des symboles de 

l
i

j
l

hm
lh

j
m

l
i

kj
ik dAAduAAdu '''' +Γ=Γ

                     

les expressions des différentielles suivantes: 

j
iω

(2.2.1.23)

relations (2.2.1.7) et (2.2.1.23), à 

(2.2.1.24)

) permettent le calcul des symboles de Christoffel 

correspondantes 

). 

                               (2.2.1.25) 

sur chacune des bases 

                (2.2.1.26) 

stitution des relations

    je (2.2.1.27) 

2.2.1.27),  on obtient: 

                               (2.2.1.28) 

             (2.2.1.29)           

lors du changement de 

base. Elle ne correspond pas à la transformation des composantes d'un tenseur. En 
en fonction des symboles de 

                     (2.2.1.30) 



 

                                            
 
En substituant l'expression (2.2.1.31) dans l'équation (2.2.1.30

coefficients de la différentielle 

                                             

C'est la formule pour un changement de base pour les symboles de Christoffel. Dans 
cette formule, un terme apparaît en plus 

Christoffel ne se comportent pas en tenseurs.
 
Vecteurs duaux 
 
Calculer l’expression des 
(reciproque) de la base naturelle 

l'espace cotangent nET ∗ . 

La relation entre les vecteurs 
 

                                               

L'Eq. 2.2.1.33 donne par différentiation:
 

                                           d

 
La relation précédente peut être écrite en utilisant l'expression 

                                   
k

i ede
rr

.

Les quantités k
iω  sont les composantes 

réciproque à la base naturelle

                                                       

Dans ce cas, la différentielle 

Équation géodésique en utilisant le principe de Hamilton

On suppose que l'espace-temps 

 Soit 10 MCM  est une courbe 

( )11 tM  définie par les équations paramétriques:

                                                            

La longueur de la courbe M
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kh

k
hkl

ik
l
i duAduduAdA '';'' =∂=                     

bstituant l'expression (2.2.1.31) dans l'équation (2.2.1.30) et en identifiant les 

coefficients de la différentielle kdu , on obtient:  

                                                           

C'est la formule pour un changement de base pour les symboles de Christoffel. Dans 
cette formule, un terme apparaît en plus l

ik
j

li AA '∂ . Par conséquent, les symboles

Christoffel ne se comportent pas en tenseurs. 

 variations élémentaires ked
r

du vecteur e
r

naturelle ie
r

. Ces vecteurs  reciproques ke
r

 forment

vecteurs réciproques: 

                                                            ik
k

i ee δ=rr
.  

donne par différentiation: 

( ) 0... =+= i
kk

i
k

i edeedeeed
rrrrrr

                                    

La relation précédente peut être écrite en utilisant l'expression j
ii eed
rr ω=

( ) k
ikj

j
ij

j
i

kk ee ωδωω −=−=−= rr
.

                           

composantes contravariantes du vecteur ked
r

 

naturelle{ }ie
r

. Donc, on a finalement: 

                                                       
ijk

ji
ik

i
k edueed

rrr Γ−=−= ω
                          

Dans ce cas, la différentielle ked
r

est appelée la dérivée absolue du vecteur 

Équation géodésique en utilisant le principe de Hamilton  

temps  est doté d'une métrique. 

est une courbe de l'espace  passant par deux points 

définie par les équations paramétriques: 

                                                             

10 MCM  est donnée par l'intégrale: 

nE

nE

                    (2.2.1.31) 

) et en identifiant les 

                     (2.2.1.32) 

C'est la formule pour un changement de base pour les symboles de Christoffel. Dans 
. Par conséquent, les symboles de 

k
 vecteur dual 

ent une base sur 

(2.2.1.33)

         (2.2.1.34) 

je
r

 

              (2.2.1.35) 

 sur la base (ie
r

)

                           (2.2.1.36)
 

du vecteur ke
r

. 

passant par deux points ( )000 =tM  et 

(2.2.1.37)
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                                                 dt
dt

du

dt

du
gI

t ji

ij

2
1

0

1

∫ 







=                                     (2.2.1.38) 

Considérons maintenant une autre courbe infiniment voisine 10 'MCM  passant par les 

deux points 0M  et 1M . On va montrer que si la courbe est une géodésique passant par 

les points 0M  et 1M , ce sera une courbe extrémale parmi toutes les autres courbes

10 'MCM  .  

Pour ce faire, choisissons (s) un paramètre arbitraire comme l'abscisse curviligne de la 
courbe 10 'MCM . Les quations paramétriques des courbes sont alors: 

                                                                  
(2.2.1.39)

L'intégrale (2.2.1.38) s’écrit alors avec les nouveaux paramètres: 

                                             ds
ds

du

ds

du
gI

t ji

ij

2
1

0

1

∫ 







=   (2.2.1.40)

 
Nous cherchons l'extremum de cette longueur par le principe de moindre action. 

Soit 
ds

du
u

i
i =&  et désignons par ( ) ji

ij
jk uuguuL &&& =,  le  Lagrangien, puisque iu&  sont 

les cosinus directeurs du vecteur unitaire porté par la tangente à la courbe. Les courbes

10 'MCM  qui font que l'intégrale (2.2.1.38) soit minimum sont définies par les 

équations d'Euler-Lagrange: 

                                             00 =








∂
∂−

∂
∂

⇒=
ii u

L

ds

d

u

L
I

&
δ                                 (2.2.1.41) 

La métrique ijg
 
ne dépend que de iu , la relation (2.2.1.41) nous donne l'expression de 

l'équation d'Euler-Lagrange : 

      

( )

( ) 0
2

1

2

1

2

1

==∂−∂+∂+=








 ∂−∂+=∂−

kj
jkiikjijk

j

ij

kj
jkiijk

j

ij
kj

jki
j

ij

uuggg
ds

ud
g

uugg
ds

ud
guugug

ds

d

&&
&

&&
&

&&&

  (2.2.1.42) 

             
En utilisant l'expression des symboles de Christoffel du premier type (2.2.1.23), 
l'Eq.2.2.1.42  peut s'écrire: 

                                                      0=Γ+ kj
ijk

j

ij uu
ds

ud
g &&

&
                                   (2.2.1.43) 

La multiplication de l’équation précedente par  nous donne, sachant que ilg jl
il

ij gg δ=



 

et
     

                                                      

On obtient ainsi le système d'équations qui définit les 
les lignes (courbes) dans 

longueur d'un arc joignant deux points 

 
Remarque 

En physique, le Lagrangien d'une particule ponctuelle influencée que par la gravité est:

                                                   

Où m et c sont respectivement la masse au repos de la particule et la vitesse de la 
lumière.  

Le coefficient (-mc) est inutile car en utilisant l'équation d'Euler

il disparaît et l'équation géodésique (2.2.1.44) 

 
2.2.2 Dérivée covariante 

Les expressions des lois de la physique doivent être indépendantes du système de 
coordonnées où ces lois sont traduites en un ensemble d'équations. Ceci conduit 
finalement à définir et utiliser d’un
spécifiquement la  dérivée covariante
entièrement justifié c'est-à-
utilisé. 

Transport parallèle 

Pour déterminer la différence entre deux vecteurs 

 en deux points M et M'  infiniment proche

à lui-même le vecteur V(M’

transport parallèle) [6, 8, 9

coordonnées rectilignes car les références naturelles sont identiques en chaque point

D'autre part, en coordonnées curvilignes, le transport parallèle de V(
c'est une translation le long d'une ligne droite reliant 
la valeur de ses composants dans le repère naturel, il est facile de  voir ceci dans 

nE
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0

2

2

=Γ+
ds

du

ds

du

ds

ud kj
l
jk

l

                              

On obtient ainsi le système d'équations qui définit les géodésiques [5, 6, 8
. Ce sont donc l'extremum de l'intégrale qui mesure la 

longueur d'un arc joignant deux points dans .  

En physique, le Lagrangien d'une particule ponctuelle influencée que par la gravité est:

                                                   
( ) ji

ij
jk uugmcuuL &&& −=,  

sont respectivement la masse au repos de la particule et la vitesse de la 

mc) est inutile car en utilisant l'équation d'Euler-Lagrange (2.2.1.41), 

il disparaît et l'équation géodésique (2.2.1.44) est toujours vérifiée. 

Les expressions des lois de la physique doivent être indépendantes du système de 
coordonnées où ces lois sont traduites en un ensemble d'équations. Ceci conduit 

définir et utiliser d’un nouveau objet mathématique en physique qui 
érivée covariante du tenseur. En ce sens, le calcul tensoriel est 

-dire le tenseur est indépendant du système de coordonnées 

Pour déterminer la différence entre deux vecteurs V(M) et V(M’ ) placés respectivement 

infiniment proche, nous devons d'abord déplacer parallèlement 

M’ ) du point M'  au point M. Au cours de cette 

8, 9], les composantes de  V(M’ ) ne varient pas dans le cas des 

coordonnées rectilignes car les références naturelles sont identiques en chaque point

D'autre part, en coordonnées curvilignes, le transport parallèle de V(M’
c'est une translation le long d'une ligne droite reliant M et M' qui change généralement 
la valeur de ses composants dans le repère naturel, il est facile de  voir ceci dans 

n

nE

                             (2.2.1.44) 

5, 6, 8, 9], qui sont 
. Ce sont donc l'extremum de l'intégrale qui mesure la 

En physique, le Lagrangien d'une particule ponctuelle influencée que par la gravité est: 

sont respectivement la masse au repos de la particule et la vitesse de la 

Lagrange (2.2.1.41),  

Les expressions des lois de la physique doivent être indépendantes du système de 
coordonnées où ces lois sont traduites en un ensemble d'équations. Ceci conduit 

en physique qui est 
. En ce sens, le calcul tensoriel est 

dire le tenseur est indépendant du système de coordonnées 

placés respectivement 

us devons d'abord déplacer parallèlement 

. Au cours de cette translation (ou 

ne varient pas dans le cas des 

coordonnées rectilignes car les références naturelles sont identiques en chaque point.  

M’ ) au point M, 
qui change généralement 

la valeur de ses composants dans le repère naturel, il est facile de  voir ceci dans  Fig.1 



 

                                                                

Notons par ( )M'MV  le vecteur 

difference: 

                                                         

 dV est appelé la différentielle
repère naturel en M, ne coïncident pas en général avec la différence des composantes de 
V (M ') et V (M). On va 
transport parallèle. 

 Variation le long d'une géodésique
 
Dans l'espace euclidien, les géodésiques sont des lignes droites. Un transport parallèle 
est donc un mouvement le long d'une géodésique. On va étudier les variations d'un 
vecteur dans un tel mouvement. L'équ

coordonnées curvilignes

                                                 
où s est l'abscisse d'un point sur la ligne considérée à partir d'une origine 

Les composantes contravariant

n porté par la tangente à la 

un vecteur V  de  de composantes

et n est donné par: 

                                                         
Lors d'un déplacement le long de la géodésique d'un point 
proche, la variation du scalaire (2.2.2.3) donne:

iy

nE
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                                                                Fig.1 

vecteur V (M') transporté  parallèlement au

                                                         ( ) ( ) VVV dMM'M =−                                

la différentielle absolue du vecteur V. Les composants de 
, ne coïncident pas en général avec la différence des composantes de 

On va déterminer l'expression des composants de 

géodésique 

Dans l'espace euclidien, les géodésiques sont des lignes droites. Un transport parallèle 
est donc un mouvement le long d'une géodésique. On va étudier les variations d'un 
vecteur dans un tel mouvement. L'équation des droites, pour tout système de 

 de l'espace-temps  , est donnée par (2.2.1.44

                                                  
est l'abscisse d'un point sur la ligne considérée à partir d'une origine 

contravariants ds
dyi

 
 sont les cosinus directeurs d'un 

 ligne dans chaque référence naturelle ( eM
r

,

omposantes covariantes iv  , le produit scalaire des vecteurs V 

                                    
Lors d'un déplacement le long de la géodésique d'un point M en un point 
proche, la variation du scalaire (2.2.2.3) donne: 

nE

au point M. La 

                               (2.2.2.1) 

Les composants de dV, dans le 
, ne coïncident pas en général avec la différence des composantes de 

composants de dV dans un 

Dans l'espace euclidien, les géodésiques sont des lignes droites. Un transport parallèle 
est donc un mouvement le long d'une géodésique. On va étudier les variations d'un 

ation des droites, pour tout système de 

, est donnée par (2.2.1.44): 

(2.2.2.2)

est l'abscisse d'un point sur la ligne considérée à partir d'une origine donnée. 

 vecteur unitaire

)ie
r

. Considérons 

produit scalaire des vecteurs V 

(2.2.2.3)

en un point M’   infiniment 



 

 

                                            

 
L'expression de la différentielle 

                                                          
 

La deuxième dérivée 

(2.2.2.2), on obtient: 
 

                                          
d

 
L'expression (2.2.2.6) peut s'écrire comme:
 

                                       
(d V

 
Par analogie avec (2.2.1.7),
 

                                         
dv

 
où kdv  est la différentielle absolue
quantités qui apparaissent entre parenthèses dans l'expression (2.2.2.8) que nous notons 

sont la dérivée covariante

( ) ( ) ( )yeyy k
kvV =  :  

                                                           
 
Le produit scalaire V (M').n
 

                                                   

où 

                   
( ) (VnV. M'd M=

On peut écrire la différentielle absolue 
notation plus tard, par: 
 

                                                         
 
Champ uniforme 
 

2 yd

( )
kj V∇

50 

                                            ds
ds

yd

ds

dy

ds

dy
d

k

i

k

k

k

k 2

2

vdvv +=







                           

L'expression de la différentielle apparaissant dans (2.2.2.4) est: 

                                                          
ds

ds

dy
d

j

kk vv j∂=
                                      

 peut être donnée par l'équation de la géodésique 

( ) ds
ds

dy

ds

dy

ds

dy
d

jk

j
i

kik

k

k Γ−∂=







vvv j                       

L'expression (2.2.2.6) peut s'écrire comme: 

) ( )
ds

dy
dy

ds

dy
dn

k
j

j
i

kik

k

k Γ−∂== vvv.V j
               

, nous posons: 

( ) ( ) j

kj
j

j
i

kikk dydy Vvvv j ∇=Γ−∂=
                       

différentielle absolue de la composante covariante
quantités qui apparaissent entre parenthèses dans l'expression (2.2.2.8) que nous notons 

dérivée covariante de ( )ykv  du champ de vecteur cotangent

                                                           
( ) j

i
kikkj Γ−∂=∇ vvV j                           

n comme étant indépendant de toute référence

                                                          (2.2.2.10)

) ( ) ( ) ( ) V..VV.V. dnMM'nMnM' M =−=−

écrire la différentielle absolue dV, pour laquelle nous allons donner une autre 

                                                         
( ) kj

kj edyd VV ∇=
                              

kdv

2ds
yi

                          (2.2.2.4) 

                                      (2.2.2.5) 

peut être donnée par l'équation de la géodésique 

                      (2.2.2.6) 

                (2.2.2.7) 

                       (2.2.2.8) 

composante covariante ( )ykv  et les 

quantités qui apparaissent entre parenthèses dans l'expression (2.2.2.8) que nous notons 
champ de vecteur cotangent 

                            
(2.2.2.9) 

référence, nous avons: 

(2.2.2.10) 
      

nV.
     

(2.2.2.11) 

, pour laquelle nous allons donner une autre 

                                    
(2.2.2.12) 



 

Si toutes les composantes(∇
produit scalaire V.n sont

équipollents. Nous sommes

Propriété de la dérivée covariant

La contraction de (2.2.2.9) par le 

 

                                                
L'équation (2.2.2.13) permet de définir
 

                                                  

Considérons les composantes d'un tenseur de troisième ordre 

dérivée covariante et la contraction sont deux opérations permutables, i.e:

                                                         

                                              
Les relations (2.2.2.13) donnent

                                             

La multiplication de l'équation

composante r
sru : 

 

                                                     

La différentielle absolue commute  

Deuxième dérivée covariant

La dérivée covariante d'un tenseur

(2.2.2.9), nous obtenons: 
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( )
ij V∇ de la dérivée covariante sont nulles, les

sont nulles et par conséquent, les vecteurs champs

Nous sommes en présence d'un champ uniforme.    

covariante 

par le  tenseur contravariant ikg : 

                                                 
permet de définir les quantités: 

              

 

                                                                         (2.2.2.14)

Considérons les composantes d'un tenseur de troisième ordre  par exemple, la 

dérivée covariante et la contraction sont deux opérations permutables, i.e:

                                                          

                                                 
) donnent: 

                                                

de l'équation (2.2.2.15) par donne la différentielle absolue de la 

                                                     ( ) ( )r
sr

r
t

r
st

r
t uddu δδ =                                         

commute  avec la contraction des indices. 

covariante d'un vecteur 

d'un tenseur de composantes  covariantes vj∇

r
stu

kdy

les variations du 

vecteurs champs sont

              (2.2.2.13) 

(2.2.2.14)  

par exemple, la 

dérivée covariante et la contraction sont deux opérations permutables, i.e: 

 
(2.2.2.15)

(2.2.2.16)

différentielle absolue de la 

                                        (2.2.2.17) 

iv
 
données par 

 

        (2.2.2.18) 
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2.2.3 Différentiation covariante 

Différentiation covariante d'un champ de vecteur cotangent 

 
En coordonnées curvilignes, la différentiation ordinaire d'un produit donné par la 

formule (2.2.2.7) peut être  exprimée par le terme de gauche de l'égalité quand il existe 

une relation entre des scalaires. Cependant, la différentiation ordinaire d'un vecteur V, 

exprimé dans une base naturelle ieivV = , ne peut être a priori traitée comme dans le 

cas classique car ii deedd ii vvV += , le  premier terme ied iv  représente la 

différentielle ordinaire du vecteur dans un système de coordonnées fixe : 

 

                                                             
j

j dyd ii vv ∂=                                         (2.2.3.1) 

Le deuxième  terme 
i

i dev  résult de la variation ide  de la base naturelle lors du 

déplacement par translation du vecteur de base ie  d'un point à l’autre.  À partir de 

maintenant, la différentielle kde est appelée la différentiation covariante du vecteur
ke et elle est notée par ke∇  qui est donnée par Eq.2.2.1.36. On l’appelle connexion sur 

le fibré cotangent nET ∗ . Ainsi, la différentielle  dV (2.2.2.12) s’applique à la 

différentielle absolue  dV du vecteur V qui sera notée par V∇ . On l’appelle la 

différentiation covariante du champ tenseur V. 

Quand un système de coordonnées local est choisi: 
 

                                        
ii eed ∇⊗+⊗=∇ ii vvV                                   (2.2.3.2) 

 

De l’Eq.2.2.3.2,  peut être calculé si différentiation covariante  des bases 

 est donnée par (2.2.1.36),  la différentiation covariante du champ de vecteur 

cotangent [6, 7]  :  

 

                                                          ( ) ik
i ed ki vvV ω−=∇                                   (2.2.3.3) 

Connexions linéaires et dérivées covariantes 

Soit nE  un manifold à n-dimensions de classe .∞C  

Une connexion linéaire ∇  [5, 6, 7, 8, 9, 10] est défini comme étant une application qui 
associe à chaque paire de champs de vecteurs lisses  X, Y ( ∞C -champs de vecteurs) 

dans T nE  à un  champ de vecteur lisse, 

V∇ ke∇

( )ke

( ) ( ) ( )yeyyV k
kv=
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               ( ) YYXTETETE Xnnn ∇→→×∇ ,::  

Tel que  ( ) nn TEYXEChf ∈∀∈∀ ∞ ,,,    satisfont   

•       
ZhZfZ YXhYfX ∇+∇=∇ + . 

•       ( ) ZYZY XXX ∇+∇=+∇      

•       ( )fXfX =∇                                                                                      (2.2.3.4) 

et la règle de Leibnitz 

•           ( )YfXYfYf XX +∇=∇                                                                                     

Le champ de vecteurs YX∇ est appelé la dérivée covariante de Y en X. 

Une connexion linéaire sur nE  est souvent appelée simplement une connexion sur nE

(Le  terme connexion affine est également fréquemment utilisé). 

Il est important de noter que ∇  n'est pas un tenseur puisque la règle de Leibniz 
implique qu'il n'est pas linéaire en Y. Cependant, il est considéré comme une 
application 

                                                           YXY X∇→∇ :                                           (2.2.3.5) 
 
linéaire sur le fibré tangent  nTE  , i.e. nn TETE →  

Soit { }ke  la base duale à la base { }ke . Quand un système de coordonnée locale ( )ix  est 

donné, on note la base de coordonnées induite




→

∂→
kk

kk

dxe

e
. Les composantes du champ 

vectoriel YX∇  par rapport à un système de coordonnées locales ( )ix are : 

Étant donné que les vecteurs:  j
j

i
i eYYeXX == ,

 

                                            

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )je
ij

j
j

i
i

jeX

j
j

j
i

i

jX
j

j
j

X

j
j

XX

eXYeYeX

eYeYeX

eYeY

eYY

i

i
i

∇+=

∇+=

∇+∇=

∇=∇

 
 

Si { }ie  une base de coordonnée induite, alors la dérivée covariante par rapport à cette 
base naturelle : 

                                                    j
i

j
e

j
i

kje

YYYe

ee

i

i

∂=∇=

Γ=∇ k
ij  

                                        
(2.2.3.6) 

En utilisant (2.2.3.6), nous avons donc: 
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j
j

ik
ki

i

j
i

k
j

ji

j
i

X

eYX
x

Y
X

eYe
x

Y
XY









Γ+

∂
∂=









Γ+

∂
∂=∇ k

ij

                                  (2.2.3.7) 

Notons que, dans (2.2.3.7), YX∇  est un champ de vecteur. 

Ainsi, on peut exprimer les composantes du champ de vecteur YX∇  dans un système 

de coordonnées locales ( )jx  par : 

                                               
( ) 








Γ+

∂
∂=∇ kj

iki

j
ij

X Y
x

Y
XY

                                 
(2.2.3.8) 

Si X est en particulier le vecteur je  , alors on désigne la dérivée covariante de Y le long 

de je  par: 

                                                          
YY jej

∇=∇
                                                

(2.2.3.9) 

En utilisant (2.2.3.9), Eq. 2.2.3.8 devient: 

                                                

( )

i
j

si
jsj

i

si
rsr

i
r
j

i
j

YY
x

Y

Y
x

Y
Y

∇=Γ+
∂
∂=









Γ+

∂
∂=∇ δ

                               (2.2.3.10)

 

Dans un système de coordonnées locales ( )ix , Eq.2.2.3.10 peut  être également 

désignée par: 

                                              
( ) {

44 344 21
321

tensora

tensoranot

si
js

tensoranot

j
i

j
ii

j YYYY Γ+==∇ ,;                           (2.2.3.11) 

C'est la dérivée covariante des composants iY du champ de vecteur i
ieYY =  et 

j

i

j
i

x

Y
Y

∂
∂=, . 

Remarque 

La connexion est appelée euclidienne s'il existe des coordonnée telles que tous les 

coefficients k
jsΓ  sont égales à zéro et donc 

j

i

j
i

x

Y
Y

∂
∂=;  (cas de n

n RE = ).   

Soit ∇  une connexion linéaire. Si ω~  est une 1-forme (i.e. vecteur champ cotangent 
i

i dxωω ~~ =  ) et X un champ de vecteur, L'expression de coordonnées pour ω~X∇  est : 

                                          ( ) ik
jik

j
ij

j
X dxXX Γ−∂=∇ ωωω ~~~

                               (2.2.3.12) 
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Notons que, dans (2.2.3.12), ω~X∇  est une 1-forme. 

Différentiation covariante d’un  champ de vecteur tangent 
 

Pour un champ de vecteurs V, lorsque le repère local est choisi, 

( ) ( ) ( ) k
k

k
k yeyy ∂== vvV  

La différenciation covariante d'un  champ vecteur tangent V par rapport à un referentiel  

naturel ( )kM ∂,  est : 

                                 ii eed ∇⊗+⊗=∇ ii vvV                                        
 

                                             ( ) k
j

j
k

i edyd Γ+=∇ ik vvV                 

En utilisant le résultat (2.2.3.11) 

                                              k
j

j dy ∂⊗=∇ ;
kvV

                                            (2.2.3.13) 

Notons que, dans (2.2.3.13), V∇  est un tenseur de type (1, 1) dont les composantes 
sont j;

kv  . 
 

Différentiation covariante d'un tenseur  
 

Une dérivée des composantes de n'importe quel champ de tenseur peut être définie de 
la même façon que pour le champ de vecteur. Par exemple, la dérivée covariante du 

tenseur de type (1, 1) a
ba

b ee ⊗Κ=Κ , en utilisant la règle de Leibnitz est: 

 

                                        ( ) a
br

b
a
ir

a
r

r
ib

a
bi ee ⊗ΚΓ+ΚΓ−Κ∂=Κ∇ i                       (2.2.3.14) 

La dérivée covariante d'un champ de tenseur de type (1,1)  dans un référentiel naturel : 

                                        ( ) a
ib

r
b

a
ir

a
r

r
ib

a
b

a

bi ;i Κ=ΚΓ+ΚΓ−Κ∂=Κ∇                        (2.2.3.15) 

La différentiation covariante peut être étendue de façon naturelle à tout champ de 

tenseurs, ce qui signifie que, si est un tenseur de type (q, p) [5, 6] i.e. n
p

q ETK ∈
 

                                                 

                                       q

pq

p ii
jjii

jj eeee ⊗⊗⊗⊗⊗= ........KK
1

11

1

.......
.....                       (2.2.3.16) 

alors K∇  définit un champ de type de tenseur (q + 1, p) exprimée dans une carte locale 
de la façon suivante: 
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                          ( )n

termesq

nn

termesp

nn ECTETEETET ∞∗∗ →×××××∇
44 344 2144 344 21

........:K  

                         ( ) ( )q
p

Xq
p YYXYY ,.....,~,.....,~K,,.....,~,.....,~K 1

1
1

1 ωωωω ∇=∇         (2.2.3.17) 

Le tenseur K∇  est appelé aussi la dérivée covariante totale de K. Les composants de la  
dérivée totale du  champ tensoriel de type (q, p), par rapport à un système de 
coordonnées, sont données par : 

            

( )
indices).lower  all(K

indices)upper  all(KKKK

.......
.....

.......
.....

.......
,.....

.......
;.....

.......

.....

1

21

2

1

11

1

1

1

1

1

−Γ−

+Γ+==∇

q

p

q

p

q

p

q

p

q

p

ii
jjk

k
js

iik
jj

i
sk

ii
sjj

ii
sjj

ii

jjs

     

(2.2.3.18) 

 
2.2.4 Géodésiques et Transport Parallèle 
 
Champs de vecteurs le long des courbes 
 
Soit  γ: I → nE  une courbe et nE  un manifold. A tout moment  t ∈ I,  la vitesse  γ˙ (t) de 

γ  est définie 

                                                        ( ) ( )( )
dt

tfd
ft

γγ o
& =

                                    (2.2.4.1)
 

 
la représentation des coordonnées de  γ  comme ( ) ( ) ( )( )ttt nγγγ ,...,1=  alors 
       

                                             ( ) ( ) ( ) ( )
dt

td
ttt

i
i

i
i γγγγ =∂= &&& /

                      
(2.2.4.2) 

 
Un champ de vecteur le long d'une courbe  γ : I → nE  est une application V : I → T nE

tel que V (t) ∈ ( ) ∀nt ETγ  t ∈ I. Soit ( )γχ  désigne l'espace des champs de vecteurs le long 

de  γ. L'exemple le plus évident d'un champ de vecteur le long d'une courbe  γ  est le 
vecteur vitesse: γ˙ (t) ∈ ( ) nt ETγ  et l'expression de coordonnées (2.2.4.2) montre que  γ

est lisse [6].  
 
Dérivées covariantes le long des courbes 
 
Soit ∇ une connexion linéaire sur nE .  A chaque courbe  γ : I → nE , ∇ détermine un 

opérateur unique 

                                                        ( ) ( )γχγχ →:tD  

 
Choisir les coordonnées à proximité de ( )0tγ , et écrire ( ) ( ) i

i tt ∂= VV  au voisinage de 

,0t                            

                                      jt
j

j
j

t tttD ∂∇+∂= )(000 0
)(V)(V)V( γ&

&
                         

(2.2.4.3) 

puisque k∂  est extensible, 
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( ) k

k
k

k
ij

ijk
t tttttD ∂=∂Γ+= V

~
))(()()(V)(V)V( 00000 γγ&&

         
(2.2.4.4) 

alors pour toute extension V
~

de V, ( ) .V
~

)V( tt tD γ∇=
 

pour tout  V ∈ ( )γχ , VtD  est appelé la dérivée covariante de V le long de  γ. 

 
Transport parallèle le long d'une courbe 
 
Dans l'espace courbe, le résultat du transport parallèle d'un vecteur (ou tenseur) 

d'un point à un autre dépend du chemin parcouru. 

Nous disons qu'un vecteur (ou un tenseur) T est parallèlement transporté par 
rapport au vecteur X si 

                                                         0=∇ TX                                                 (2.2.4.5) 

Soit ( )tγ  une courbe et ( ){ }txµγφ =o  est l’image de .dans nIRγ  Alors T est 

transporté parallèlement le long de la courbe  γ  if  0=∇ TX  avec  X  étant le 
vecteur tangent à la courbe, tel que 

                                          

( )









∂
∂









== µ

µ

xdt

tdx

dt

d
X

                                   
(2.2.4.6)

 

Alors 0=∇ TX  devient 

                                                0==∇








dt

DT
T

dt

dx
µ

µ

                                      
(2.2.4.7) 

En particulier, pour un champ de vecteurs V, ceci donne : 

                                           

0V
VV =Γ+= β

α
µ
βα

µµ

dt

dx

dt

d

dt

D

                         
(2.2.4.8)

 

C'est l'équation de transport parallèle pour un champ de vecteur. La dérivée 

(2.2.4.8) est appelée la dérivée absolue de la composante µV  le long de la courbe 
( ).tγ  

Equation géodésique  

Une géodésique dans l'espace plat est une ligne droite; elle est la plus courte 
distance entre deux points. Dans un espace courbe, les géodésiques sont les 
chemins qui transportent parallèlement leur propre vecteur tangent. 
 
Dans l'espace courbe avec une connexion linéaire ∇, une géodésique est définie 
comme suit: 

Le vecteur tangent à la trajectoire( ) ( ))( txt µγ =  est simplement le vecteur vitesse 

( ) ( ))( txt µγ && = .  

 



 

L'accélération de γ est le champ de vecteur 

appelée une géodésique par rapport à 

Ces composants doivent satisfaire l'équation de transport 
 

                                           

 
Eq. 2.2.4.9 signifie que la courbe 

transporte parallèlement son 
la courbe ( )tγ . C'est l'équation géodésique et la courbe est appelée la géodésique 

[6, 9]. Notons que nous avons également spécifié un point de départ

direction de départ ( )0γ&  
.0=∇ γγ &&  

 
2.2.5  Théorème de Ricci

La différentiation des composantes du tenseur fondamental

                            iij edg =
 

                                             
 
En explicitant les composantes 

 

                            ijdg ∂=

 
En identifiant les coefficients de
 

                                              

Relations (2.2.5.4) est la différentielle covariante des composants 

                                    
g∇

La formule (2.2.5.5) est la différentielle 
tenseur métrique  ijgg =
 
 

                                              

Il s'agit de la première partie
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est le champ de vecteur γ&tD  le long de γ. Une courbe 

appelée une géodésique par rapport à ∇ si son accélération est nulle: D

Ces composants doivent satisfaire l'équation de transport parallèle, de sorte que

                                           0
2

2

=Γ+
dt

dx

dt

dx

dt

xd βα
µ
βα

µ

                                 

Eq. 2.2.4.9 signifie que la courbe ( ) ( ) ( )( )txtxt n,...,1=γ  devrait être de sorte qu'elle 

transporte parallèlement son propre vecteur tangent( ) ( ) (( xtxt n&&& ,...,1=γ
C'est l'équation géodésique et la courbe est appelée la géodésique 

Notons que nous avons également spécifié un point de départ

 sorte que, localement, il existe une solution unique pour

Ricci 

des composantes du tenseur fondamental , nous 

( ) ( ) k
ikj

k
jkiijji eeeeeee ωω .... +=∇+∇

                 

                                             
k
ijk

k
jikij ggdg ωω .. +=

                                      

En explicitant les composantes en fonction des symboles de Christoffel:

kl
kjil

kl
kijl

k
ijk dugdugdug Γ+Γ=∂

                   

les coefficients de la différentielle kdy , on obtient: 

                                               

Relations (2.2.5.4) est la différentielle covariante des composants ijg :

k
ijk

k
jikijij ggdgg ωω .. −−=

                     
(2.2.5.5)

La formule (2.2.5.5) est la différentielle covariante des composantes du 
ji ee ⊗
 
qui peut être écrite par 

                                              
( ) 0=∇=⊗∇ geeg ji

ij                    (2.2.5.6)

la première partie du théorème de Ricci. 

jiij eeg .=

k
iω

Une courbe γ  est 

0≡γ&tD . 

parallèle, de sorte que 

                                 
(2.2.4.9) 

devrait être de sorte qu'elle 

( ))t  le long de 
C'est l'équation géodésique et la courbe est appelée la géodésique 

Notons que nous avons également spécifié un point de départ ( )0γ  et une 

sorte que, localement, il existe une solution unique pour 

, nous donne:  

                 
(2.2.5.1) 

                                      
(2.2.5.2) 

en fonction des symboles de Christoffel: 

                   (2.2.5.3) 

            
(2.2.5.4) 

:
  

(2.2.5.5) 

variante des composantes du 

(2.2.5.6)
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2.2.6 Torsion 

On définit un autre opérateur [6, 7, 8] qui est bilinéaire par rapport à X, Y: 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXTYXETETETT nnn ,,:: →→×  

                                                              

( ) [ ]YXXYYXT YX ,, −∇−∇≡

        
(2.2.6.1) 

Satisfaisant 

                                             (2.2.6.2)
 

T est un champ tensoriel  de type (1,2), et est appelé tenseur de torsion. 

Quand un choix de la base { }ae est donné,  Eq. 2.2.6.1 devient : 

                                       ( ) [ ] c
c

abbaaebeba eTeeeeeeT
ba

=−∇−∇= ,,                    (2.2.6.3)
 

sachant que 

                                                        
[ ] l

l
jkkj efee =,

                                              (2.2.6.4)
 

où { }c
abT  sont les coefficients du tenseur de torsion dans le référentiel mobile. De la 

définition de la connexion (2.2.3.6), et en utilisant Eq.2.2.6.3, les composants c
abT  du 

tenseur torsion sont : 
                                                      c

ab
c
ba

c
ab

c
ab fT −Γ−Γ=                                        (2.2.6.5) 

Étant donné que les coefficients du commutateur c
abf   sont antisymétrique par rapport 

aux indices inférieurs, les composantes c
abT   du tenseur de torsion sont également 

antisymétrique par rapport aux indices inférieurs [ ]
c
baT .  Par conséquent, une torsion 2-

forme cτ  peut être construite à partir de c
abT   

                                                    
[ ]

bac
ba

c eeT ∧=
2

1τ
                                            (2.2.6.6) 

Mettre Eq.2.2.6.5 dans Eq.2.2.6.3, le tenseur de torsion 

                                            
[ ] ( )ba

c
c

bac
c eeeTeT ∧==

2

1τ
                                    (2.2.6.7) 

La torsion 2-forme peut être écrite 

                                                    
b

a
ccc ede ∧+= ωτ                                           (2.2.6.8) 

 
L'équation (2.2.6.8) est appelée la première équation de structure de Cartan pour la 
torsion sur un manifold.  
Dans une base de coordonnées induite, la connexion est symétrique, 0=c

abf  et la 

torsion sur un manifold est supposée être zéro. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )nECgfXXTgfYgXfT

XYTYXT
∞∈=

−=
,,,,

,,,
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2.2.7 Connexion métrique et  Symboles de Christoffel   

On a vu que, sur un manifold arbitraire, une connexion satisfait (2.2.3.6). Toutefois, si 
le manifold est doté d'une métrique, il ya un choix unique pour la connexion c'est la 

connexion de Levi-Civita. 

Théorème (Le théorème fondamental de la géométrie de Riemann): Si un manifold 
possède une métrique g, il existe une connexion sans torsion unique tel que
     
                                                                 0=∇g                                                  (2.2.7.1) 

Preuve du Théorème 

En supposant 0=∇g , nous prouvons l'existence et l'unicité en construisant 

explicitement la connexion unique. Soient X, Y, Z des champs de vecteurs. Alors 
 

                               ( ) ( ) ( ) ( )ZYgZYgZYgZYgX XXX ∇+∇=∇= ,,,,  
 

                                ( ) ( ) ( ) ( ),,,,, XZgXZgXZgXZgY YYY ∇+∇=∇=               (2.2.7.2) 

De même,                          

                                ( ) ( ) ( ) ( ).,,,, YXgYXgYXgYXgZ ZZZ ∇+∇=∇=  

 
En combinant (2.2.7.2),  
 

   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )ZYgXZg

YZXgXZYg

YXgYXgXZg

XZgZYgZYgYXgZXZgYZYgX

XY

ZYZX

ZZY

YXX

,
2

1
,

2

1

,
2

1
,

2

1

,
2

1
,

2

1
,

2

1

,
2

1
,

2

1
,

2

1
,,,

2

1

∇+∇+

∇−∇+∇−∇=

∇−∇−∇+

∇+∇+∇=−+

          
                                                                                                                              (2.2.7.3) 

puisque g est forme bilinéaire. En supposant que la torsion s'annule, 
 

                                       
( ) [ ]

[ ].,

0,,

YXXY

YXXYYXT

YX

YX

=∇−∇⇒

=−∇−∇=

                                
(2.2.7.4) 

 
Alors l'expression (2.2.7.3) ci-dessus donne 

              

( ) ( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( )YXYZgZYg

ZYXgZXYgYXgZXZgYZYgX

XX ,,
2

1
,

2

1

,,
2

1
,,

2

1
,,,

2

1

−∇+∇+

+=−+
 

Enfin, on obtient 
                                



 

                         ( ) =∇ ZYg X ,

 
En utilisant (2.2.3.6), (2.2.1.9) et (2.2.6.4), on obtient

( ) ( )kl
l
jikji eegeeg Γ=Γ=∇ ,,

 
                                                                                                 
Dans une base de coordonnée
 

                                              

Ceci est le symbole de Christoffel. Il est parfois 

                                                           

 
Si 0=∇g  on dit que la métrique est compatible avec la connexion
 
Le symbole de Christoffel dont l'expression est unique et est donnée par (2.2.7.7), sont 
les composants de la connexion de Levi
 

                                  
ik

m =Γ

Remarque 
 
La connexion de Levi-Civita est dite aussi 
 
2.3  Courbure 
 
2.3.1  Forme courbure 

Le calcul du déplacement associé à un cycle élémentaire permet d'exprimer la rotation 
subie par un vecteur après un transport 
suivante a été inventée par Elie

Soit deux systèmes de différentiation

quelconque M d'un espace de Riemann muni de coordonnées 

 dont les coordonnées sont 

Le vecteur 1MM définit un déplacement élémentaire

2M
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( ) ( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )







−−
+−+

=
ZYXgZXYgYXZg

YXgZXZgYZYgX

,,,,,,

,,,

2

1

En utilisant (2.2.3.6), (2.2.1.9) et (2.2.6.4), on obtient 

( )
( ) ( ) ( )

[ ]( ) [ ]( )
( ) ( ) ( )( l

ijijkkijjki

kijjik

ijkkijjki

lk
l
jikl

l
ji

gfgegege

eeegeeeg

gegege

geeg

+−+=








−−+

−+
=

Γ=Γ

2

1

,,,,2

1

,

                                                                                                                              
Dans une base de coordonnée induite, le commutateur s'annule alors 

                                              
( ) jikkijjkiijklk

l
ji gggg Γ=−+=Γ ,,,2

1

                   
Ceci est le symbole de Christoffel. Il est parfois écrit 

                                                           [ ]kjijik g ,2

1=Γ
                                              

la métrique est compatible avec la connexion. 

Le symbole de Christoffel dont l'expression est unique et est donnée par (2.2.7.7), sont 
les composants de la connexion de Levi-Civita [6, 10] et peut être écrit comme

( )ikjkjiijk
mj gggg

ik

m
∂−∂+∂=









=
2

1

                        

Civita est dite aussi la connexion riemannienne.

Le calcul du déplacement associé à un cycle élémentaire permet d'exprimer la rotation 
subie par un vecteur après un transport par  equipollence le long d'un cycle. La méthode 
suivante a été inventée par Elie-Cartan. 

différentiation identifiés par les symboles d et 

d'un espace de Riemann muni de coordonnées  ; soit 

ées sont ( )ii duu +  et ( )ii uu δ+  respectivement. 

un déplacement élémentaire 1d  et le vecteur MM






          
(2.2.7.5) 

 

[ ]( )
l
jkjl

l
ikkl

kji

gfgfg

eeeg

−−








− ,,

                             (2.2.7.6) 

                   

(2.2.7.7) 

                                              
(2.2.7.8) 

Le symbole de Christoffel dont l'expression est unique et est donnée par (2.2.7.7), sont 
et peut être écrit comme 

                        (2.2.7.9)
 

 

Le calcul du déplacement associé à un cycle élémentaire permet d'exprimer la rotation 
le long d'un cycle. La méthode 

. Soit un point 

; soit les point et 

 

2MM est associé à 

1M



 

un déplacement élémentaire

élémentaire  nous obtenons

                                   
i duu +

En effectuant de la même manière sur 

un point  de coordonnées:

                                   iu δ+

Nous voyons que le point 

                                                             

Si f ( ) est deux fois continûment différentiable

                          i ff δδ ∂=

Un calcul semblable pour δ

                                                             

Nous supposons alors que les deux
Considérez maintenant un cycle

constitué de quatre côtés (Fig.2
cycle est parcouru dans l'ordre indiqué par la notation.

                                                  

                                                             
Développer les deux chemins

l'autre est 32MMM .  D'abord, nous

associons une référence Euclid

infiniment proche du point

                                         dM

Où les composantes ( )dk
iω  sont

De la même façon, le développement

2d

3M ′

M
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n déplacement élémentaire 2d . Effectuons, maintenant, au point 1M un déplacement

nous obtenons un point de coordonnées: 

( ) iiiiiii duuduuduudu δδδ +++=++                  

En effectuant de la même manière sur un déplacement élémentaire 

de coordonnées: 

( ) iiiiiii ududuuuudu δδδδ +++=++                  

coïncidera avec le point  si l’on a: 

                               
ii udud δδ =                                           

continûment différentiable, nous avons: 

i
i

ji
ij

i udfduuffdu δδδδ ∂+∂=et
             

dfδ donne, en supposant l'égalité (2.3.1.3): 

                               fddf δδ =                                              

que les deux différentiations sont considérées interchangeables
un cycle élémentaire MMMMM 231 d'un espace 

Fig.2) formant un parallélogramme. Nous supposons que ce 
dans l'ordre indiqué par la notation. 

                                                   

                                                             Fig.2
 

deux chemins du point  au point 3M , on a le cycle 

D'abord, nous développons le côté 1MM du cycle. 

associons une référence Euclidienne  au pointM ;  lors du déplacement 

 , nous avons les changements fondamentaux suivants:

k
k edudM =   ;   ( ) k

k
ii edde ω=                                   

sont des combinaisons linéaires de la différentielle

De la même façon, le développement du chemin 2MM  donne les variations

3M

2M

3M 3M ′

M

( )ieM ,

1M

un déplacement

                 (2.3.2.1) 

un déplacement élémentaire pour donner 

                 (2.3.2.2) 

                               (2.3.2.3) 

             (2.3.2.4) 

                                             (2.3.2.5) 

interchangeables.
espace Riemannien

) formant un parallélogramme. Nous supposons que ce 

on a le cycle 31MMM et 

cycle. Ainsi, nous

lors du déplacement 

, nous avons les changements fondamentaux suivants: 

                                  (2.3.1.6) 

différentielle .kdu  

donne les variations: 

1d
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                                        k
k euM δδ =   ;   ( ) k

k
ii ee δωδ =                                 (2.3.1.7) 

 
Le développement du chemin 31MM  sera étudié par rapport à l'espace euclidien dont la 

référence est ( )( )., 11 ieM  .Pour ce faire, nous devons appliquer l'opération  définie par 

les formules (2.3.1.7), mais au lieu de considérer les coordonnées , ils seront 

remplacés par ii duu +   car le mouvement est du point  au point d'extrémité  et 

la référence sera  tel que: 

 

                                  
 et                                                                                                                          (2.3.1.8) 

                                                 ( ) ( )iiiii deedeee +++= δ3  

 
Le développement du chemin 32MMM  donne un point d'arrivée 3'M  et une référence 

 ( )( )33 ,' ieM ′  en ce point tel que: 

 

                                 ( ) MdMdMMMdMMM δδδδ ++=++=′3  
et                                                                                                                           (2.3.1.9) 
 

                                                ( ) ( )iiiii eedeee δδ +++=′
3  

 
Par conséquent, pour passer de ( )( )33, ieM  à ( )( )33 ,' ieM ′ , nous devons faire un 

mouvement donné par les formules: 

  

                                            MdMdMMMM δδ −=−′ 33                                (2.3.1.10) 
 

                                               ( ) ( ) iiii ededee δδ −=−′
33                                  (2.3.1.11) 

 
Substituer (2.3.1.6) et (2.3.1.7) dans (2.3.1.10), nous obtenons: 
   

     ( ) ( )[ ] [ ] 0

    --

=Γ−Γ=−=

==−

i
sri

rs
i
sri

i
k

ki
k

k

k
k

k
k

k
k

k
k

euudeuddu

eudedueudeudMdMd

δδωωδ

δδδδδδ

       

(2.3.1.12) 

 
Les deux développements mènent au même point. Comparer les vecteurs des deux
références qui ont traversé deux chemins différents. Nous avons: 
 

              

( )( ) ( )( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) k

k
ik

k
ik

k
i

k
i

k
k
ik

k
iii

edededd

edededed

δωδωδωδω
ωδδωδδ

−+−=

−=−

         
(2.3.1.13) 

 
Relations (2.3.1.6) et (2.3..7)  nous donnent: 
 

               

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] j

j
k

k
i

j
k

k
i

j
i

j
i

k
k
ik

k
iii

edddd

edededed

δωωωδωδωδω
ωδδωδδ

−+−=

−=−

   

(2.3.1.14) 

1M 3M

( )( )33 , ieM

( ) dMMdMdMMdMMM δδδ ++=++=3



 

 
Où on pose : 

                               ωj
i d=Ω

 
Le déplacement associé au cycle
 

                                                    
 
Les références  

orientations différentes. En conséquence, les quantités 

du passage d'une référence à l'autre.
 
En conclusion, nous voyons que le déplacement associé à un cycle élémentaire laisse 
l'origine fixé pour le cycle et réduit le mouvement à 
 
L'Eq. (2.3.1.15) peut être écrite comme
 

                                                     
 
La forme contractée de l'équation (2.3.1.17) est donnée par:
 
                                                      
 
C'est ce qu'on appelle la forme de courbure
composantes sont déterminées par la connexion selon  (2.3.1.17). Eq.2.3.1.18 est 
appelée la seconde  équation de structure de Cartan
est indépendante du choix des référentiels.
 
2.3.2 Transformation de la forme de courbure

Montrer que les quantités Ω

changement de base de référence naturelle:
Appliquer aux équations (2.1.3.9) le symbole de différentiation, on obtient:
 

                       
j
ii Ade δδ '=

 
En échangeant l'ordre de différentiation d et 

notant que nous avons: dAδ
                                      

                                        
dδ

 
Les quantités ( jj eded ′−′ δδ

je′ . Ces déplacementssont de la forme

 

                                                
 

( )( )33, ieM
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )δωωωδωδωδω j
k

k
i

j
k

k
i

j
i

j
i ddd −+−

cycle est donné  alors par : 

                               j
j
iii eeded Ω=−δδ

                                      

 et  associées aux deux développements ont des 

En conséquence, les quantités  définissent une rotation lors 

du passage d'une référence à l'autre. 

En conclusion, nous voyons que le déplacement associé à un cycle élémentaire laisse 
l'origine fixé pour le cycle et réduit le mouvement à une rotation autour de ce point.

L'Eq. (2.3.1.15) peut être écrite comme : 

                                 
j

k
k
i

j
i

j
i d ωωω ∧+=Ω                                    

La forme contractée de l'équation (2.3.1.17) est donnée par: 

                                ωωω ∧+=Ω d                                           

la forme de courbure [5, 6, 9, 10] qui est une 2
composantes sont déterminées par la connexion selon  (2.3.1.17). Eq.2.3.1.18 est 

la seconde  équation de structure de Cartan pour la forme de courbure qui 
est indépendante du choix des référentiels. 

n de la forme de courbure  

j
iΩ  sont les composantes d'un tenseur. Pour cela, utiliser le 

changement de base de référence naturelle: 
Appliquer aux équations (2.1.3.9) le symbole de différentiation, on obtient:

( ) ( ) ( ) j
j
ij

j
ij

j
ij édAédAdéAdé δδδδ ''' +++

              

En échangeant l'ordre de différentiation d et dans (2.3.2.1), on obtient 
j
idA' = j

iAd 'δ ,  on obtient par soustraction membre à membre:

( )jj
j

iii ededAede ′−′′=− δδδδ
                      

)j′   sont les déplacements géométriques du nouveau vecteur

ssont de la forme: 

                       k
k
jjj eeded ′Ω′=′−′ δδ

                                  

( )( )33 ,' ieM ′
j
iΩ

)         (2.3.1.15) 

                                      
(2.3.1.16) 

associées aux deux développements ont des 

définissent une rotation lors 

En conclusion, nous voyons que le déplacement associé à un cycle élémentaire laisse 
autour de ce point. 

                              (2.3.1.17) 

                              (2.3.1.18) 

qui est une 2-forme dont les 
composantes sont déterminées par la connexion selon  (2.3.1.17). Eq.2.3.1.18 est 

pour la forme de courbure qui 

sont les composantes d'un tenseur. Pour cela, utiliser le 

Appliquer aux équations (2.1.3.9) le symbole de différentiation, on obtient: 

              
(2.3.2.1) 

dans (2.3.2.1), on obtient ied δ  et en 

on obtient par soustraction membre à membre: 

                              
(2.3.2.2) 

du nouveau vecteur

                                         
(2.3.2.3) 



 

Compte tenu de l'expression (2.3.1.16) et en combinant les relations (2.3.2.2) et 
(2.3.2.3), on obtient: 

                                            

En identifiant les coefficients des vecteurs

relation,  on obtient: 

                                                       
Eq.2.3.2.5 montre que les quantités 

tenseur de type (1,1). La forme contractée de Eq.2.3.2.5 est donnée par
 

                                                     
 
2.3.3  Tenseur de courbure de Riemann
 
Nous avons vu que le développement de deux chemins différents, commençant et 
finissant aux mêmes points, fournit des références dont les positions finales 
distinctes. Par conséquent, les composantes de la dérivée seconde d'un vecteur, 
calculées par deux chemins différents, ne sont pas égales dans un espace de Riemann.
Nous pouvons vérifier cela en prenant l'expression (2.2.2.18) de la deuxième dérivée 
covariante d'un vecteur V. Nous calculons la soustraction de deux expressions de la 
dérivée covariante obtenue 
tenseur d'ordre quatre, c'est 
Riemann-Christoffel tenseur
par 

                                        (R

 
Où  X, Y, Z sont des champs de vecteurs et 
de vecteurs X et Y.  
 
Propriétés du tenseur de courbure de Riemann
 

• R(X +W, Y) Z = = R(
• R(X, Y) (Z +W) = R(

• R (fX, Y) Z =f R(X, Y) Z,
  
Pour calculer les composantes du tenseur de courbure de Riemann, en particulier il est 
calculé pour les vecteurs de base 

                                        
(R

En utilisant (2.2.6.4)  
 

65 

Compte tenu de l'expression (2.3.1.16) et en combinant les relations (2.3.2.2) et 

                                                     

coefficients des vecteursle dans les deux derniers membres de cette

                                                        
Eq.2.3.2.5 montre que les quantités  se transforment en tant que composantes d'un 

. La forme contractée de Eq.2.3.2.5 est donnée par 

                                AA Ω=Ω′ −1

                                                   

Tenseur de courbure de Riemann 

Nous avons vu que le développement de deux chemins différents, commençant et 
finissant aux mêmes points, fournit des références dont les positions finales 
distinctes. Par conséquent, les composantes de la dérivée seconde d'un vecteur, 
calculées par deux chemins différents, ne sont pas égales dans un espace de Riemann.
Nous pouvons vérifier cela en prenant l'expression (2.2.2.18) de la deuxième dérivée 
ovariante d'un vecteur V. Nous calculons la soustraction de deux expressions de la 

 en permutant les indices. On obtient une quantité qui est un 
tenseur d'ordre quatre, c'est le tenseur de courbure de Riemann

Christoffel tenseur est un champ tensoriel de type (1,3) défini généralement 

( ) [ ]ZZZZYX YXXYYX ,, ∇−∇∇−∇∇=                       

sont des champs de vecteurs et [X, Y] est le crochet de Lie de deux champs 

Propriétés du tenseur de courbure de Riemann 

(X, Y) Z + R(W, Y )Z. 
(X, Y) Z + R(X, Y) W.                                                 

X, Y) Z, de même pour R(X, Y)(fZ). 

Pour calculer les composantes du tenseur de courbure de Riemann, en particulier il est 
calculé pour les vecteurs de base { }ae  

( ) [ ] ieeijkikjikj eeeeee
kj ,

, ∇−∇∇−∇∇=
                      

l
iΩ

Compte tenu de l'expression (2.3.1.16) et en combinant les relations (2.3.2.2) et 

                      (2.3.2.4)  

derniers membres de cette

(2.3.2.5)

se transforment en tant que composantes d'un 

 : 

                                                   (2.3.2.6) 

Nous avons vu que le développement de deux chemins différents, commençant et 
finissant aux mêmes points, fournit des références dont les positions finales sont 
distinctes. Par conséquent, les composantes de la dérivée seconde d'un vecteur, 
calculées par deux chemins différents, ne sont pas égales dans un espace de Riemann.
Nous pouvons vérifier cela en prenant l'expression (2.2.2.18) de la deuxième dérivée 
ovariante d'un vecteur V. Nous calculons la soustraction de deux expressions de la 

en permutant les indices. On obtient une quantité qui est un 
le tenseur de courbure de Riemann appelé aussi 

défini généralement 

                       (2.3.3.1) 

est le crochet de Lie de deux champs 

.                                                 (2.3.3.2) 

Pour calculer les composantes du tenseur de courbure de Riemann, en particulier il est 

                      (2.3.3.3)
 



 

            

( )
(
( )

( )
( )
( )( m

kij

m
kij

l
kij

l
kij

l
kij

ikjikj

e

ee

ee

e

eeeeR

Γ=

Γ=

Γ=

Γ∇=

Γ∇=

∇∇=,

Nous identifions le terme entre crochets de (2.3.3.4) par

                                   
m
ijkR =

    
Ce sont les composantes
 

Dans une base de coordonnées induites, on a 

 

                                  mijkR

Ce tenseur est antisymétrique sur ses deux derniers indices 

 
Courbure métrique 
 
Si le manifold possède une métrique, les composantes covariantes peuvent être définies 
pour le tenseur de Riemann
 

                                                      

 

 
En Utilisant les relations  
deuxièmes espèces 
 

                                                     

Et remplacer les quantités

(2.3.3.6), on obtient: 
 

                        

La relation (2.2.1.14) donne:

                                                        

Après avoir utilisé les relations (2.3.3.8
obtient: 

( jkgrijrsR ∂=
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) ( )
) ( )

( )
( )

) ( ) ) m
m
li

l
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m
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l
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m
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m
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l
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m
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jkm

m
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l
jim

m
jikm

m
jl

l
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m
m
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l
jkm

m
kl

l
jil

l
jikm

m
jl

l
kil

m
m
li

l
jklk

l
jil

l
jiklj

l
kil

il
l
jkl

l
jikl

iefijki

efe

efeeeee

efeeeee

efeeee

efee

ee
l

l
jk

Γ−ΓΓ−Γ−ΓΓ+

Γ−ΓΓ−Γ−ΓΓ+

Γ−ΓΓ−Γ−ΓΓ+

Γ−∇Γ−Γ∇−∇Γ+

∇−Γ∇−

∇−∇∇−

Nous identifions le terme entre crochets de (2.3.3.4) par 

( ) ( ) m
li

l
jk

m
kl

l
ji

m
jik

m
jl

l
ki

m
kij fee Γ−ΓΓ−Γ−ΓΓ+Γ=

                  

composantesdu tenseur de courbure de Riemann

Dans une base de coordonnées induites, on a [ ] 0,et ⇒=∂→ kjjj eee

m
kl

l
ji

m
jl

l
ki

m
jik

m
kij ΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂=   

Ce tenseur est antisymétrique sur ses deux derniers indices [ ]
m

jkiR  i.e.  m
iR

Si le manifold possède une métrique, les composantes covariantes peuvent être définies 
pour le tenseur de Riemann-Christoffel comme suit: 

                                                      
k
irsjkjirs RgR =

                                       

 suivantes entre les symboles de Christoffel de première 

                                                     k
irjkjir g Γ=Γ  

les quantités ( ) jkjkjk ggpar g r
k
is

k
isr

k
isr ∂Γ−Γ∂Γ∂  dans l'

donne: 

                                                         

les relations (2.3.3.8) et (2.3.3.10) dans l’expression (2.3.3.9

) ( ) ( ) (jljkjk gg sjl
l
irrrjl

l
is

k
irs

k
is ∂−ΓΓ−∂−ΓΓ+Γ∂−Γ

m

m

        (2.3.3.4)

 

                  
(2.3.3.5) 

Riemann.  

0=⇒ l
jkf  

           
(2.3.3.6)

.m
kji

m
jk R−=

   

Si le manifold possède une métrique, les composantes covariantes peuvent être définies 

                                       
(2.3.3.7)

 

Christoffel de première et 
 

(2.3.3.8
) 

dans l'équation 

    (2.3.3.9)
 

(2.3.3.10)

 

dans l’expression (2.3.3.9), on 

)jlgs



 

                                             

Remplacer les symboles de Christoffel par leur expression en termes de coefficients

donc selon la relation (2.2.1.23), 

                                                  
 
En substituant (2.3.3.12) dans (2.3.3.11
  

             
 
Système de coordonnées normal
 
Il est intéressant d’introduire un système de coordonnées locales, pour les espaces de 
Riemann spéciales, appelées 

beaucoup simplifier letenseur

Soit un point d'un espace de Riemann de coordonnées

direction arbitraire en ce point dont les composantes sont
situé proche de , on montre

qu'une géodésique (siz
 
Les coordonnées du point M à proximité 

                                                            
où s est la distance entre M 

appelées des coordonnées normales
 
Pour in   fixe  , l'équation (2.3.3.14
 

                                                   

L'équation géodésique écrite en 
(2.3.3.15), pour toutes les directions en

              

                                                           

Étant donné que
 

i
jkΓ  est symétrique

j, i et k: 0=Γ i
jk en 0M . De plus,

 

0M

0M

67 

                                             skj
k
irrkj

k
isijrsijsrijrsR ΓΓ+ΓΓ−Γ∂−Γ∂=

                 

Remplacer les symboles de Christoffel par leur expression en termes de coefficients

donc selon la relation (2.2.1.23),  on obtient: 

                                                  isrjjirssjriijsr ggg ∂−∂+∂=Γ∂2
                     

En substituant (2.3.3.12) dans (2.3.3.11), on obtient: 

normal 

Il est intéressant d’introduire un système de coordonnées locales, pour les espaces de 
Riemann spéciales, appelées coordonnées normales, car de tels systèmes peuvent 

tenseur de Riemann-Christoffel. 

espace de Riemann de coordonnées et un vecteur unit

ce point dont les composantes sont . Pour chaque point 
on montre qu'il n'y a qu'un seul choix de direction n

)s  solution des équations (2.2.2.2) passe par M.

Les coordonnées du point M à proximité de sont les suivantes: 

                                                             
M et 0M  le long de la géodésique. Les coordonnées

des coordonnées normales du point M. 

équation (2.3.3.14) donne: 

                                                    

écrite en coordonnées iz  devient, en prenant en considération 
les directions en 0M : 

                                                            

ymétrique  par rapport aux  indices j et k.Pour tous les indices 

De plus, on a les relations: 

iy
in

0M

                  (2.3.3.11)
 

Remplacer les symboles de Christoffel par leur expression en termes de coefficients , 

                     (2.3.3.12)
 

    (2.3.3.13) 

Il est intéressant d’introduire un système de coordonnées locales, pour les espaces de 
, car de tels systèmes peuvent 

vecteur unitaire n de 

. Pour chaque point M  
n en 0M de sorte 

solution des équations (2.2.2.2) passe par M.

(2.3.3.14)

coordonnées iz  sont

(2.3.3.15)

 

, en prenant en considération 

(2.3.3.16)

.Pour tous les indices 

ijg



 

                            

Où 0=∂ ijk g , ce résultat est approuvé

La propriété essentielle des coordonnées normales réside dans le fait que, au point
, les symboles de Christoffel du système de coordonnées sont tous nuls.

Symétries du tenseur de Riemann
 
Dans le système de coordonnée
la courbure se simplifie à: 
 

                       
où les composantes du tenseur

normales.  
En permutant les indices, on obtient facilement les propriétés de symétrie suivantes 
qui sont valables pour tout système de coordonnées. Comme la propriété de symétrie 
des indices est un concept indépendant de la référence utilisée. On permute les 
indices i et j dans les relations (2.3.3.18), on obtient:
           

                 
De la même manière, en interchangeant les indices r et s, on obtient: 
 

1) Les deux derniers indices sont 

                                       

Comme conséquence direct

obtient en permutant les indices
 

                                                          
Première identité de Bianchi

En faisant une permutation
(2.3.3.18), on obtient: 

                          

                        

0M
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ce résultat est approuvé par la relation .rj
ij

ri gg δ=
 

La propriété essentielle des coordonnées normales réside dans le fait que, au point
, les symboles de Christoffel du système de coordonnées sont tous nuls.

Symétries du tenseur de Riemann 

coordonnées normales iz , l’expression (2.3.3.13) 
 

 
du tenseur métrique

 
 sont fonctions des

En permutant les indices, on obtient facilement les propriétés de symétrie suivantes 
qui sont valables pour tout système de coordonnées. Comme la propriété de symétrie 
des indices est un concept indépendant de la référence utilisée. On permute les 

dans les relations (2.3.3.18), on obtient: 

 
De la même manière, en interchangeant les indices r et s, on obtient:  

Les deux derniers indices sont antisymétriques: 

  

directe de la symétrie ijg et l'ordre de la dérivation de

les indices i, j et  r, s: 

                                                           
Bianchi 

permutation circulaire sur les indices j, r, s dans l’expression 

 

 

ijg

(2.3.3.17)

La propriété essentielle des coordonnées normales réside dans le fait que, au point
, les symboles de Christoffel du système de coordonnées sont tous nuls. 

 du tenseur de 

(2.3.3.18)

des coordonnées 

En permutant les indices, on obtient facilement les propriétés de symétrie suivantes 
qui sont valables pour tout système de coordonnées. Comme la propriété de symétrie 
des indices est un concept indépendant de la référence utilisée. On permute les 

  
(2.3.3.19)

(2.3.3.20)

l'ordre de la dérivation deijg , on 

(2.3.3.21)

dans l’expression 

(2.3.3.22)

(2.3.3.23)

 



 

En additionnant (2.3.3.18), 
 

                                        
Ceci est souvent écrit 

                                                          

 
Cette identité est appelée la 
 
Deuxième identité de Bianchi
 
La dérivée covariante du tenseur de Riemann
 

                                                   

 

De façon équivalente, (2.3.3.26) est         

 
L'égalité (2.3.3.26) est la deuxième identité de Bianchi.
 
Le nombre total des composantes du tenseur de courbure de Riemann d'un espace de 
dimension n  qui ne sont pas nul et qui sont indépendants l'un de l'autre est égal à 

( ) .12122 −nn    

 
Remarque  

Les composantes du tenseur de Riemann 

Bianchi i.e. [ ] et0=jrs
iR

 
2.3.4 Forme de courbure et 
 
Évaluer les composantes mixtes
 

                             ωj
i d=Ω

 
Compte tenu de la dépendance de 

( )δω j
id  contenu dans le membre droit de l'expression (2.3.4.1) est la suivante: 

 

                                
( )j

id δω

 
Un calcul semblable donne le

donne: 

                             ( )j
id δω −

 
En échangeant les indices de sommation 
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, (2.3.4.22) et (2.3.4.23), on obtient: 

 

                                                         [ ] 0=jrsiR                                         

la première identité de Bianchi. 

Deuxième identité de Bianchi 

La dérivée covariante du tenseur de Riemann-vérifie: 

                                                   0;;; =++ sijkrrijskkijrs RRR               

De façon équivalente, (2.3.3.26) est         [ ] 0; =krsijR  

la deuxième identité de Bianchi.  

Le nombre total des composantes du tenseur de courbure de Riemann d'un espace de 
qui ne sont pas nul et qui sont indépendants l'un de l'autre est égal à 

Les composantes du tenseur de Riemann 
i
jrsR

 
vérifient également les identités de 

[ ] .0; =krsj
iR  

e de courbure et Tenseur de courbure de Riemann   

ixtes du tenseur de rotation infinitésimale: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )δωωωδωδωδ j
k

k
i

j
k

k
i

j
i

j
i ddd −+−             

Compte tenu de la dépendance de j
iω  sur les symboles de Christoffel, la quantité 

contenu dans le membre droit de l'expression (2.3.4.1) est la suivante: 

) ( ) kj
ki

kmj
kim

kj
ki ududuud δδδ Γ+Γ∂=Γ=

                

donne le terme ( )dj
iωδ  où la soustraction de ces deux quantités

( ) kmj
kim

kmj
kim

j
i duuudud δδδω Γ∂−Γ∂=−

              

En échangeant les indices de sommation m et k dans le dernier terme de l'équation 

(2.3.3.24)

                                       (2.3.3.25) 

              (2.3.3.26) 

Le nombre total des composantes du tenseur de courbure de Riemann d'un espace de 
qui ne sont pas nul et qui sont indépendants l'un de l'autre est égal à 

vérifient également les identités de 

            (2.3.4.1) 

sur les symboles de Christoffel, la quantité 

contenu dans le membre droit de l'expression (2.3.4.1) est la suivante:  

                (2.3.4.2)
 

de ces deux quantités

              (2.3.4.3)
 

dans le dernier terme de l'équation 
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précédente,on obtient: 
 

                                                       (2.3.4.4)
 

 
En revanche, les deux derniers termes qui apparaissent dans l’expression (2.3.4.1), ils 
donnent: 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) srj
sk

k
ri

j
rk

k
si

j
k

k
i

j
k

k
i ududd δδωωωδω ΓΓ−ΓΓ=−             (2.3.4.5) 

Finalement, l’expression du tenseur de  rotation peut être écrite par: 

                               ( ) srj
sk

k
ri

j
rk

k
si

j
ris

j
siri

j udu δΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂=Ω                     (2.3.4.6) 

Le tenseur de Riemann-Christoffel 
rs

j
iR  (2.3.3.6) apparaît entre parenthèse de la 

relation (2.3.4.6), l'expression de la forme de courbure (2.3.4.1) devient:  
 

                                              
srj

irsi
j uduR δ=Ω                                                  (2.3.4.7) 

                                 [ ]
srj

rsi
srj

rsii
j uduRuduR δδ ∧==Ω

2

1
                            (2.3.4.8) 

                                                      

i
ji

j eeR ⊗Ω=
                                               (2.3.4.9) 

C'est la relation entre la forme de courbure et tenseur de courbure de Riemann. 
 

La différentiation extérieur de l'équation de structure (2.3.1.18) donne: 

                                                   Ω∧−∧Ω=Ω ωωd                                        (2.3.4.10) 

  De façon équivalente, (2.3.4.10) est 

                                                               0=ΩD  

Où  D  est la différentielle extérieure covariante qui peut agir sur toute forme 
tensorielle ; elle est définie par:  
 

                                                         [ ],ω+= dD  
 
2.3.5  Propriétes de l’espace de Minkowski 
 
Un tenseur métrique g est un (0,2) tenseur tel que  
 

 (i)  l’amplitude du vecteur X est ( ) 2
1

, XXg  

(ii) la longueur de la courbe dont le vecteur tangent est X  entre les temps 1t  et 2t   est 

 

 

( ) ( ) ( ) kmj
mik

j
kim

j
i

j
i ududd δδωδω Γ∂−Γ∂=−



 

                                                   

Dans la base particulière {e

                                                    

 
Dans le cas de l’espace de Minkowski, 

{ e0,e1,e2,e3} dont le produit scalaire vérifie

                              (

Ces conditions peuvent être écrites de manière compacte sous la forme suivante

                                                   

Où les indicesµ et ν varient 

                                           

η

 
L'espace est plat, la métrique

 

 
, et par conséquence

 
2.3.6  Tenseur de Ricci et

 
La contraction du tenseur 

au tenseur: 

     

Le tenseur isR est appelé 

données par: 

                                                 

Prendre en considération les
Christoffel (2.3.3.21), le tenseur d
 

0=








=Γ
ik

m
ik

m

0  
i

=∂∇=∇ ∂ jje e
i
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                                                   ( ) dtXXg
t

t
∫
2

1

2
1

,

 

}µe , le tenseur métreique est donné par :  

                                                    ( ) νµµννµ ggeeg ==,
                                       

Minkowski,  cet espace est muni d'une base orthogonale

dont le produit scalaire vérifie: 

e0)
2 = - (e1)

2 = - (e2)
2 = - (e3)

2 = 1                         

peuvent être écrites de manière compacte sous la forme suivante

                                                   µνµννµ η== gee .                                              

varient sur les valeurs (0, 1, 2, 3) et la matrice η est donné par:



















−
−

−
=

1000

0100

0010

0001

µνη

                                          

métrique est indépendant de x ainsi, Eq.2.2.7.9 donne

conséquence  

Ricci et Courbure scalaire 

tenseur Riemann-Christoffel 
rs

k
iR , par rapport à k 

 le  tenseur de Ricci. Ses composantes mixtes 

                                                  

Prendre en considération les propriétés de symétrie du tenseur de 
le tenseur de Ricci est symétrique: 

.0== ikj
l

ik
l RT

                     (2.3.5.1)
 

cet espace est muni d'une base orthogonale 

                           (2.3.5.2) 

peuvent être écrites de manière compacte sous la forme suivante : 

                            (2.3.5.3)
 

est donné par: 

                            (2.3.5.4)

 

ainsi, Eq.2.2.7.9 donne: 

 et r, mène 

 

 

(2.3.6.1)

mixtes sont 

(2.3.6.2)

de Riemann-

 
 



 

                        
et 

                  

La contraction du tenseur de Ricci donne 
aussi par la courbure de Ricci scalaire
             

                                            
 

Deuxième identité de Bianchi
 
Dans le système coordonné 

rs
l
iR sont tous  nuls mais pas

R, on obtient: 

                                        
Une permutation circulaire 

                                          

                                          

L'addition des trois équations précédentes conduit à:
 

                                         

Une telle relation est appelée la 
tensorielle, la deuxième identité 
coordonnées et en tout point de 
 
Généralement, (2.3.6.9) peut s'écrire
 

                                       
l
irsR

 
Einstein tenseur 
 
La contraction de la première
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La contraction du tenseur de Ricci donne la courbure de Ricci qui est connue 
la courbure de Ricci scalaire, désignée par R: 

                                             

Bianchi 

système coordonné normal, les symboles Christoffel dans l’expression  de

mais pas leurs dérivées. Alors, prendre la dérivée 

 
circulaire des indices t, r et s dans la relation (2.3.6.6)

                                 

                               

L'addition des trois équations précédentes conduit à: 

 

Une telle relation est appelée la deuxième identité Bianchi [6, 7]. D'après leur
la deuxième identité de Bianchi est valide dans tout

en tout point de l'espace de Riemann considéré. 

.9) peut s'écrire 

[ ] 00 ;;;; =⇔=++ l
trsi

l
sitr

l
risttirs RRR

                    

la première identité (2.3.6.10) pour t =l , donne: 

       0;;; =++ l
silr

l
risl

l
lirs RRR  

(2.3.6.3)

(2.3.6.4)

qui est connue 

(2.3.6.5)

dans l’expression  de

, prendre la dérivée  covariant de

(2.3.6.6)

), nous donne: 

                          (2.3.6.7) 

                               (2.3.6.8) 

(2.3.6.9)

D'après leur forme
tout système de 

                    (2.3.6.10)
 

(2.3.6.11)

 



 

En tenant compte de la définition (2.3.6

  ,ls
l
rsl

l
r RR −= on obtient

                                                 
 
En multipliant l'équation (2.3.6
 

                                                     
 

Effectuer une deuxième contraction sur les indices 
 

                                                     

Après la contraction, en changeant l'indice de sommation 
terme de l'équation ci-dessus et en outre on a l'égalité 

                                                       

Cette dernière expression peut être 
 

                                               

L'expression entre parenthèses apparaissant dans (2.3.6
par et dont les composantes covariantes sont données par:
 

                          

Le Tenseur k
rS  est appelé  tenseur 

de Ricci, le tenseur d'Einstein 
tenseur. Ce tenseur intervient dans les quations fondamentales de la re
Selon (2.3.6.17), il vérifie les identités:
 

                                                                

En conséquence de l'invariance de tous les systèmes physiques dans le transport parallèle, 
l'énergie et l’impulsion sont conservés, ce qui peut être exprimé comme suit:
 

                                                              
 
lorsque l'on considère la courbure de l'espace
ordinaire devrait être remplacée par 
 

k
rS
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t compte de la définition (2.3.6.1) du tenseur de Ricci et l'égalité 

on obtient : 

                                
0;;; =+− sirris

l
lirs RRR

                              

En multipliant l'équation (2.3.6.12) par , on obtient: 

                                                     
0;;; =+− k

sr
k

rs
lk

lrs RRR  

Effectuer une deuxième contraction sur les indices k et s, on obtient: 

                                                     
0;;; =+− k

kr
k

rk
lk

lrk RRR
                                 

Après la contraction, en changeant l'indice de sommation k à l'indice l 
dessus et en outre on a l'égalité ,kr

lk
rk

kl RR = on a 

                                                        

peut être écrite dans la formule suivante: 

                                                

nthèses apparaissant dans (2.3.6.16) est un tenseur qui est désigné 
et dont les composantes covariantes sont données par: 

 

tenseur d’Einstein [6, 7]. En raison de la symétrie du tenseur 
de Ricci, le tenseur d'Einstein est aussi symétrique et il est la partie sans trace du Ricci de 
tenseur. Ce tenseur intervient dans les quations fondamentales de la re

.17), il vérifie les identités:  

                                                                 

En conséquence de l'invariance de tous les systèmes physiques dans le transport parallèle, 
l'énergie et l’impulsion sont conservés, ce qui peut être exprimé comme suit:

                                                              
0=∂ kr

kT                                                  

lorsque l'on considère la courbure de l'espace-temps provoquée par la gravité, la dérivée 
devrait être remplacée par la dérivée covariante, Eq. 2.3.6.19 devient

ikg

.1) du tenseur de Ricci et l'égalité 

                              
(2.3.6.12) 

(2.3.6.13)

                                 
(2.3.6.14) 

 

l dans le premier 
 : 

(2.3.6.15)

(2.3.6.16)

.16) est un tenseur qui est désigné 

 
(2.3.6.17)

En raison de la symétrie du tenseur 
est aussi symétrique et il est la partie sans trace du Ricci de 

tenseur. Ce tenseur intervient dans les quations fondamentales de la relativité générale. 

(2.3.6.18 

En conséquence de l'invariance de tous les systèmes physiques dans le transport parallèle, 
l'énergie et l’impulsion sont conservés, ce qui peut être exprimé comme suit: 

                                                 (2.3.6.19) 

gravité, la dérivée 
.19 devient : 
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0=∇ kr

kT                                                 (2.3.6.20) 

 
Pour cette raison, un tenseur qui satisfait aux relations de la forme (2.3.6.20) est un tenseur 
conservateur.  
 
En comparant avec l'identité de Bianchi contractée, Einstein a proposé la célèbre équation : 
 

                                               
µνµνµν π TGRgR

~
8

2

1 −=−
                                (2.3.6.21)  

où G
~

  est la constante gravitationnelle de Newton. 
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Chapitre 3 

 

Multivecteur champs 

La formulation géométrique pour les formalismes 
de Lagrange et de Hamilton 
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3.1 Champs multivecteurs 

3.1.1 Champs multivector dans les variétés différentiables 

Soit M  une variété différentiable de dimension n. Les sections de )(TMmΛ sont les m-

multivecteurs champs dans M [11, 12] (ceux sont les tenseurs antisymétriques 

contravariants d'ordre m dans M). On désigne par )(Mmχ l'ensemble des m-multivecteurs

champs dans M. En général, pour chaque )(MY mχ∈ et  il existe un voisinage 

ouvert MU p ⊂ et )(,....,1 pr UYY χ∈ tel que 

                                               
∑

≤∠∠≤

∧∧=
rii

ii
ii

U
m

m

m

p

YYfY
....1

...

1

1

1 .....  

avec et
 

.dimMrm ≤≤  

Définition  Un m-multivecteur champ )(MY mχ∈  est dit decomposable s'il y a 

)(,...,1 MYY m χ∈ tel que .....1 mYYY ∧∧=  

Le champ multivecteur est dit localement décomposable si, pour chaque 

,Mp∈ il existe un voisinage ouvert MU p ⊂  et )(,...,1 pm UYY χ∈
 
tel que m

U
YYY

p

∧∧= ....1 .  

Soit D une distribution de dimension m dans M  qui est  un sous-fibré de dimension m de 

TM.  Il est évident que les sections de DmΛ  sont des  champs m-multivecteurs dans M.

L'existence d'une section globale non nulle de  est équivalent à l'orientabilité de D. 

Définition Un m-multivecteur champ non nul )(MY mχ∈ et une distribution  m-

dimensionnelle sont associées localement s’il existe un ensemble ouvert et connexe MU ⊆

tel que UY est une section de
U

mDΛ .  

Si )(', MYY mχ∈ sont les multivecteurs  champs non nuls localement associés au  même 

ouvert  connexe U  et la même distribution D, alors il existe une fonction non nulle

)(UCf ∞∈  telle que YfY
U
=' . Ce fait définit une relation d'équivalence dans l'ensemble 

des m-multivecteurs champs dans M dont les classes d’équivalences seront désignées par 

{ } .UY  Par conséquent: 

Théorème Il existe  une correspondance bijective entre l'ensemble de distributions 

orientables TMD ⊂  de dimension m et l'ensemble des classes d'équivalence  des 

champs m-multivecteurs dans M non nuls et localement décomposables.   

Si )(MY mχ∈ est un champ m-multivector non nul et MU ⊆ est un ouvert connexe, alors 

la distribution associée à la classe{ }UY  sera désignée par ).(YDU Si U=M , sera 

désignée simplement par D (Y). 

Définition Soit )(MY mχ∈ un champ multivecteur. 

,Mp∈

)(.....1
p

ii UCf m ∞∈

)(MY mχ∈

DmΛ

TMD ⊂

{ }UY

)(YDU
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1- Une sous-variété ,MS → avec dim S= m, est dit un manifold intégral de Y si pour 

tout pYSp ,∈ engendre .STp
mΛ  

2- Y est dit un champ multivecteur intégrable sur un ensemble ouvert MU ⊆ si pour 

tout Up∈  il existe un manifold intégral US∈ de  Y, avec .Sp∈  

3- Y est dit intégrable s’il est intégrable dans M. 
 

Définition  Soit )(MY mχ∈ un champ multivecteur. 

1- Y est dit involutive sur un ensemble ouvert connexe  s’il est localement 

décomposable dans U et  sa distributios associée est involutive.  

2- Y est dit involutive s’il est involutif dans M. 

3-Y est dit localement involutive si pour tout ,Up∈ il existe un voisinage ouvert connexe

MU p ⊂ tel que Y est involutif  dans .pU  

Proposition Un champ multivecteur non nul et localement décomposable )(MY mχ∈  est 

intégrable sur un ouvert connexe  si et seulement s’il est involutif  sur U. 

(Reformulation du théorème de Frobenius). 

On note que si un multivecteur Y est intégrable, alors il en est de tous les autres dans sa 

classe d’équivalence , et ils appartiennent tous à la même variété intégrale. 

Définition  Un champ multivecteur est dit un champ multivecteur dynamique si  

1- Y est intégrable. 

2- Pour chaque ,Up∈ il existe un voisinage ouvert MU p ⊂ et tel que

[ ] 0, =νµ YY
 
pour toute paire νµ YY ,  et  ......1 mU

YYY
p

∧∧=  

Proposition Soit { }Y une classe de m-multivecteur champ intégrable. Alors, il y a un Y 

représentatif de la classe qui est un champ multivecteur dynamique.  

Les résultats peuvent être résumés comme suit: 

( )
( )

( )

( )trepresen

dynamiquemC

classeinvolutifmC

orientableonDistributiclasse
décomlocmC

nulnonmC
egrablemCOrientable

Integrable

classe

tan

v..

.v..

..v..

v..
intv..

↓

⇔












⇔

 

MU ⊆

)(YDU

MU ⊆

{ },Y

)(MY mχ∈

)(,...,1 pm UYY χ∈
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3.1.2 Jet bundle   

Jets 

Soit un faisceau de fibres dans une catégorie de manifolds et soit  avec 

dim M = m. 

Soit désigne l'ensemble de toutes les sections locales dont les domaines contiennent 

p. Soit  I=  (I (1), I (2),...., I(m)) est un multi-indice (un m-uplet de nombres entiers), alors 

                                                         
∏

∑

=

=

∂
∂=

∂
∂

=

m

i

iI
iI

I

m

i

xx

iII

1

)(

1

)(

)(

 

On définit les sections locales pour )(, πησ Γ∈ avoir le même r-jet  à  p si  

                                          

rI
xx

p

I

I

p

I

I

≤≤
∂

∂=
∂

∂
1,

αα ησ
 

La relation que deux cartes ont le même r-jet est une relation d'équivalence. Un r-jet est 
une classe de l'équivalence associée à la relation citée çi dessus, et le r-jet avec la 

représentation σ  est désigné par σr
pj . Le nombre entier r est aussi appelé l'ordre du jet

[13]. 

p est l'origine de σr
pj  

et
 

)( pσ est la cible de σr
pj .

 

Jets manifolds  
 

Le  jet manifold èmer  de π  est l'ensemble { })(,: πσσ Γ∈∈ Mpj r
p et est désigné par πrJ . 

On peut définir des projections rπ  et 0,rπ  appelés respectivement l'origine  et la cible par : 

                  

                                                       MJ r
r →ππ :  

                                                              
pj r

p →σ  

Et                                                 
EJ r

r →ππ :0,  

                                                             
)( pj r

p σσ →  

Si rk ≤≤1 , alors la projection k-jet est la fonction kr ,π
 
définie par :  

                                                    
πππ kr

kr JJ →:,  

),,( ME π ,Mp∈

)(πΓ
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σσ k

p
r
p jj →  

De cette définition, on a et que si km≤≤0 , alors .,,, krmkmr πππ o=  

La carte d’identité sur πrJ  est identifié avec ππ rJrr id=, et π0J  avec  E. 

Les fonctions rrkr πππ et, 0,,  
sont des submersions surjectives « smooth ». 

                                        
MMMM

EJJJ

MM

rr

idid

rr

rr

→→
↓↓↓↓

→ →

−

−−

.............

.......

11

11 0,11,

ππππ
πππ ππ

 

Un système de coordonnées sur E va générer un système de coordonnées surπrJ . Soit

),( uU une carte de coordonnées adaptées sur E où ).,( αuxu i= La carte de coordonner

induite ),( rr uU sur est définie par : 

                                               

{ }
.,....,1;,....,1),,(

)(:

Nmiuuxu

UpjU

I
ir

r
p

r

===

∈=

α

σσ
αα

 

où 

                                               
))(()(

)()(

puju

pxjx
r
p

ir
p

i

σσ

σ
αα =

=
 

et les fonctions 

                                               RUu k
I →:α  

qui sont spécifiées par   

                                               p

I

I
r
pp

x
ju

∂
∂=

α
α σσ )(  

et sont connues comme les coordonnées dérivatives. 

Donnant un atlas de cartes adaptées (U, u) sur E, la collection correspondante de cartes

),( rr uU est un ∞C -atlas sur πrJ . 

Jet bundles 

Puisque l'atlas sur chaque  définit un  manifold,  les triplets ),,,( , πππ k
kr

r JJ  

( )EJ r
r ,, 0,ππ  et ),,( MJ r

r ππ  définissent tous des manifolds de  fibres. En particulier, si 

),,( ME π est un un faisceau de fibres, le triplet ),,( MJ r
r ππ définit  le èmer jet bundle de

π . 

0,rr πππ o=

πrJ

πrJ
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Si Mp∈ , alors la fibre est dénotée πr
pJ . 

Soit σ  une section locale de avec le domaine MW ⊂ . La prolongation èmer jet de 

est la carte  

                                                   πσ rr JWj →:  

définie par:                                     σσ r
p

r jj ≡)(  

En coordonnées locales, est donné par: 

                                       

rI
x I

I

≤≤













∂
∂

1,
α

α σσ  

On identifie .0 σσ ≡j  

3.1.3 Connexions et Champs multivecteurs dans le je bundle de premier ordre 

Soit ME →:π  est un faisceau de fibres,  is le jet bundle de premier ordre 

[13, 14] et .: 1
0,11 MJ →= ππππ o Soit ( )A

ii
A xt v,,  un système  coordonnées locales

naturelles dans ( )nikAJ ,...,1;,....,11 ==π . 

Définition Une connexion dans π1J  un des éléments équivalents suivants: 

1- Une section globale de ,: 1
0,1 EJ →ππ (qui est une mapping  tel que 

).0,1 EId=ψπ o Il est appelé un jet de champ. 

2- Un sous-fibré  H(E) de TE tel que )()( EHVTE ⊕= π . Il est appelé un sous-fibré 

horizontal qui est noté )(ψD  quand la distribution est associée à .ψ  

3- Une 1-forme π - semibasic ∇ dans E dont les valeurs sont dans TE , tel que αα =∇∗

, pour chaque π - semibasic forme ).(1 EΩ∈α  Elle est appelée la forme de 
connexion ou connexion de Ehresmann. 

 

Soit  un système local de coordonnées dans un ensemble ouvert ,EU ⊂ alors  les 

expressions locales de ces éléments sont :  

                                                
( )









∂
∂Γ+

∂
∂=










∂
∂Γ+

∂
∂⊗=∇

Γ=

i

i
AA

i

i
AA

A

iAiiA

xt
spanEH

xt
dt

xtxt )),(,,( ρψ

 

Définition Soit πψ 1: JE →  est un jet de champ. Une section est dite une 

section intégrale de ψ if φφψ 1j=o  ( où πφ 11 : JMj →  représente la levée canonique de 

)(1 pr
−π

π σ

σ

EJ →ππ 1
0,1 :

πψ 1: JE →

),( iA xt

EM →:φ
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φ ). ψ  est dit un champ de jet intégrable s’il admet des sections intégrales travers chaque 

point de E. 

Si est un système local naturel dans π1J . Dans ce système,  les expressions

locales pourφ  et ψ sont : ( )( )iAAiA xtxt ,,, ρψ Γ=  et ( ),)(, AiiA txt φφ ==  alors est une 

section intégrale de si et seulement si est une solution du système d'équation 

différentielle partielle  suivant : 

                                                     
φφ

oi
AA

i
i
A

t
Γ=

∂
∂=v  

Proposition Un jet de champ πψ 1: JE →  est intégrable si et seulement si ( )ψD  est une 

distribution involutive (i.e. ( )ψD is intégrable). 

Considérons maintenant le second jet bundle Soit 

 un champ de jet π2J  associé à une forme  connexion ∇  de π1J  et un 

horizontal m-fibré ( ).1πJH ( )i
AB

i
A

i
A

iA GFxt ,,v,,  est un système local naturel in ; Ainsi, 

les expressions locales pour les éléments suivants sont : 

                                  

( ) ( )( )

( )








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=










∂
∂+

∂
∂+

∂
∂⊗=∇

=

i
B

i
ABi

i
AA

i
B

i
ABi

i
AA

A

i
A

iAi
AB

i
A

iAi
A

i
A

iA

G
x

F
t

spanJH

G
x

F
t

dt

xtGxtFxt

v

v

v,,,v,,,v,,

1π

ϕ

 

Si est  un champ de jet alors une section πφ 11 : JMj →  est dite une section 

intégrale de  si φφφϕ 211 )( jjjj ==o . ϕ  est dit un champ de jet  intégrable [14] s'il 

admet des sections intégrales. Dans un système local naturel de coordonnées dans 

 est une section intégrale de φ2j  si et seulement si  est 

une solution du système d'équations différentielles  suivant : 

                                             
φφφφ 11 , jG

t
jF

t
i
ABA

i
Bi

AA

i

oo =
∂
∂

=
∂
∂

 

Définition  Un champ de jet ππϕ 21: JJ →  est dit une équation differntielle partielle  de 

deuxième ordre (SOPDE), si elle est une section de la projection 1,2π
 

tel que 

.11,2 πϕπ
j

Id=o  

Proposition Un champ de jet intégrable ππϕ 21: JJ →  est un SOPDE si et seulement si 

ses sections intégrales sont des prolongements canoniques  des sections .: EM →φ  

Définition Un champ de jet ππϕ 21: JJ →  est appelé holonome s’il est intégrable et 

( )i
A

iA xt v,,

φ
ψ φ

.11,2 12 MJJ →→ ππ ππ
ππϕ 21: JJ →

π2J

ππϕ 21: JJ →

ϕ

( ))(),(,, 12 Bi
A

AiA tttjJ φφφπ = φ1j
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SOPDE. 

Le champ de jet ϕ  est un SOPDE, alors 








∂
∂=

A

i
iA

t
tj

φφφ ,,1 est une section intégrale de ϕ , 

i
A

i
AF v=  et 

BA

i

A

i
iAi

AB ttt
tG

∂∂
∂=









∂
∂ φφφ

2

,,  .
 
 

 
3.1.4 Champs multivecteurs et Champs de jet dans les jets bundles 

Définition  Un champ multivecteur non nulle est dit transversal à la projection 

)( transverseor −ππ  si en chaque point ,0)))(((, ≠∈ ∗
yYiEy ωπ  et pour chaque 

)(MmΩ∈ω avec .0))(( ≠yπω   

Théorème Soit )(EY mχ∈ est intégrable. Alors Y est transverse−π  si et seulement si ses 

variétés intégrales sont des sections locales de .: ME →π  

Définition  Un champ de jet πψ 1: JE →  est dit orientable si )(ψD est une distribution  

orientable sur E. 

Théorème  Tout champ de jet orientable πψ 1: JE →  définit une classe de  champs 

multivecteurs localement decomposable et transverse−π { } ),(EY mχ⊂ et inversement. Ils 

sont caractérisés par le fait que ).()( YDD =ψ  De plus, le champ de jet orientable ψ  est 

intégrable si et seulement si pour tout { }.YY ∈  

L’expression locale pour un champ multivecteur représentatif Y de la classe { }Y associé au 

champ de vecteur de jet ψ  

                                                 









∂
∂Γ+

∂
∂∧=∧=

== i
i
AA

k

A
A

k

A xt
YY

11
 

Définition Un  champ multivecteur1π -transverse  vérifie la condition de 

SOPDE. 

Proposition Soit )( 1πχ JX m∈  est 1π -transverse et localement decomposable. Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes: 

1- X est un SOPDE. 
 

2- 0=θXi (où )(,( 0,1
11 πππθ VJ ∗Ω∈ ) est la structure forme canonique dans .1πJ  

3- Si est une carte naturelle dans ,1πJ alors l’expression local de X est  
 

)(EY mχ∈

)( 1πχ JX m∈

( )i
A

iA xtW v,,;
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∂
∂+

∂
∂+

∂
∂∧=∧=

== i
B

i
ABi

i
AA

A
k

A
A

k

A
G

x
F

t
fXX

v11
 

où )( 1πJCf A ∞∈ est  une fonction non nulle. 

La relation entre  les champs mltivecteurs intégrables et SOPDE dans π1J [11, 12, 14] est:  

Théorème Soit )( 1πχ JX m∈ est 1π -transverse et intégrable. X est un SOPDE si et 

seulement ses variétés intégrales sont des prolongements canoniques des sections 

,: EM →φ qui sont des sections .: 1πψ JM →  

DéfinitionUn champ multivecteur est dit holonome  si: 

1- X est intégral. 

2- X est un SOPDE. 

Théorème Tout  champ de jet orientable ππϕ 21: JJ →  définit une classe de  champs 

multivecteurs{ } )( 1πχ JX m⊂ localement decomposables et 1π -transverses et inversement. 

Ils sont caractérisés par le fait que ).()( XDD =ϕ  De plus: 

1- Le champ de jet ϕ  est intégrable si et seulement si pour tout{ }XX ∈ , X est 

integrable. 

2- Le champ de jet ϕ  est SOPDE si et seulement si pour tout{ }XX ∈ , X est SOPDE. 

3- Le champ de jet ϕ  est holonome si et seulement si pour tout{ }XX ∈ , X est 

holonome.  

 

L’expression locale pour un champ multivecteur représentatif X de la classe  associé au 

champ de vecteur de jet  

                                  









∂
∂+

∂
∂+

∂
∂∧=∧=

== i
B

i
ABi

i
AA

k

A
A

k

A
G

x
F

t
XX

v11
 

Siϕ  est un SOPDE, alors un champ multivecteur représentatif de{ }X  peut être choisi tel 

que i
A

i
AF v= . 

Nous avons donc le schéma résumant ce qui suit: 

( )

( )
} ..

.

.

..

....

int.

.

..

..

..

1

)(

holonomejC

orientablejC

SOPDEjC
classe

SOPDEvmC

decomlocvmC

egrablejC

orientablejC
classe

involutifvmC

transversevmC

holonomevmC
classe

















⇔












⇔






 −π

 

)( 1πχ JX m∈

{ }X

ϕ
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3.2 Géométrie k-symplectique 

3.2.1 Manifold k-symplectique  

Définition Une  structure k-symplectic sur une manifold M de dimension N=n+k n est une 

famille ( ),1;, kAVA ≤≤ω  où  chaque Aω  est une 2-forme fermée et V est de  dimension nk

intégrable sur M tel que: 

                                  ( )i { }.0ker)(,0 1 =∩= =×

Ak
AVV

A ii ωω
                           (3.2.1.1)

 

Alors ( )VM A ,,ω   est appelé un manifold k-symplectic [15, 16, 17, 19, 20, 21].  

Théorème Soit ( )kAVA ≤≤1;,ω  est une  structure k-symplectic sur M.  Pour chaque point 

de M, il existe une carte locale de coordonnées( ) ,1,1,, kAnipx A
i

i ≤≤≤≤  tel que  

                      

.1;,,,
,,1

1
kA

pp
Vdpdx

ni

k
ii

A
i

iA ≤≤
∂

∂
∂
∂=∧=

= L

LLω
            (3.2.1.2)

 

 Le modèle canonique pour cette structure géométrique est( )( )VMT A
k ,,1 ω∗

, où M est une

variété différentiable de dimension n et ( ) MTMTMT
k

k
∗∗∗ ⊕⊕= L1  est la somme de 

Whitney de k-copies du  fibré cotangent MT ∗ qui est habituellement  appelé  le bundle des
1k - covelocities de M. On donne les projections canoniques : 

                        ( ) ( ) ,1;:,: 111 kAMMTMTMT MMk
A ≤≤→→ ∗∗∗ ππ        (3.2.1.3) 

( ici Aπ  est la  projection canonique  sur la èmeA - copie MT ∗
de ( ) MTk

∗1 ). Ainsi, si Mx∈

et ),.....,( 1 k
xx pp , nous avons: 

                       kAxppppp k
xxM

A
x

k
xx

A ≤≤== 1;),......,(,),.....,( 111 ππ        (3.2.1.3) (a) 

Si sont les coordonnées locales sur ,MU ⊆  les coordonnées locales induites

 sur ( ) ( ) UTU kM

∗− = 111 )(π  sont donnés par 

                        
A
i

k
xx

A
i

ik
xx

i ppppxxppx == ),......,(,)(),.....,( 11

                       (3.2.1.3) (b) 

La structure  k-symplectique canonique dans ( ) MTk

∗1  est construite comme suit: on définit 

les formes différentiels: 

                                       ( ) ( ) ,1;, kAAAAA ≤≤==
∗∗ ωπωθπθ  

où θ  la 1-forme de Liouville sur et θω d−=  est  la forme symplectique canonique 

sur MT ∗ . Évidemment AA dθω −= . En coordonnées locales, on a 

,1),( nixi ≤≤

( )A
i

i px ,

MT ∗
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                                    .1,, kAdpdxdxp A
i

iAiA
i

A ≤≤∧== ωθ                 (3.2.1.4)         

Le manifold  k-symplectique canonique est  où ker=V ( ∗)
1
Mπ .  

3.2.2 Eléments géométriques 

Fibré tangent de --velocities d'un manifold 

Soit M une variété différentiable de dimension n. Soit  le fibré tangent de 

M. Soit TMTMMT
k

k ⊕⊕= ......1 la somme de Whitney de k-copies de TM, avec projection 

canonique ( ) xMMT
xx kMkM =→ v:,.....v,: 1

111 ττ , où kAMTxAx
≤≤∈ 1,v . 

MTk
1  est appelé le fibré vectoriel k-tangente ou fibré tangent de -velocities de M. MTk

1

est de dimension (n+nk).  

MTk
1  peut être identifié avec le manifold ),(1

0 MRJ k qui est 1-jets MRk →:σ  avec 

origine kRt ∈= 0 donc 

                                        
( )

xx kx

k
k

k

j

TMTMMRJMT

v....,,.........v

........),(

1
1
,0

1
0

1

≡

⊕⊕≡≡

σ
 

où ( ) ( ) .0vet0
0









∂
∂== ∗ AA t

x
x

σσ  

Si )( ix est des coordonnées locales sur MU ⊆ alors  les coordonnées locales induites

( ) nix ii ≤≤1,v,  sur )(1 UTU M
−= τ  est donné par: 

                                          ( ) ( ) ( ) ( )i
xx

ii
x

i xxxx vvv,v ==  

et les coordonnées locales induites )v,( i
A

ix , kAni ≤≤≤≤ 1,1  sur  sont 

données par: 

                               
( ) ( ) ( ) ( )i

Ak
i
A

i
k

i xxxx
xxxxx

vv,.....,vv,v,......v 11 ==  

Champs de vecteurs canoniques 

Soit∆  le champ du vecteur canonique (champ de vecteur Liouville) sur MTk
1 [21]. Ce 

champ de vecteur  est le générateur infinitésimal du flux suivant: 

                                                 
( ) ( )

xxxx k
ss

k

kk

ees

MTMTR

v,.....,vv,.....v,

:

11

11

=

→×

ψ
ψ

 

et en coordonnées locales, il a la forme: 

( )( )VMT A
k ,,1 ω∗

1k

MTMM →:τ

1k

UTU k
M 1

11 )()( ≡−τ

∆
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∑ ∑∑

= ==

≤≤∆=
∂

∂=∆
n

i

n

i
A

k

A
i
A

i
A kA

1 11

.1
v

v  

où chaque  correspond au champ de vecteur canonique sur la èmeA - copie de TM sur

MTk
1 . A∆  est le générateur infinitésimal du flux suivant   

                                     
( ) ( )

xxxxxxx kAA
s

Ak
A

kk
A

es

MTMTR

v,...,v,v,v,...,vv,.....v,

:

1111

11

+−=

→×

ψ
ψ

 

Structure canonique k-tangente  

La structure k-tangente canonique sur est l'ensemble ),........,( 1 kSS de champs des 

tenseurs de type ( )1,1  défini localement par 

                                                      

i
i
A

A dxS ⊗
∂

∂=
v

 

Cette structure est intégrable si et seulement si pour tout { } 0, =BA SS , kBA ≤≤ ,1 , où 

                { } [ ] [ ] [ ] [ ]YXSSYSXSYXSSYSXSYXSS ABBABABABA ,,,,),(, −−+= , 

pour tous champs de vecteur  X, Y sur M. 

Remontées verticales des champs de vecteurs de M à  

Définition 3.2.2 Pour un vecteur MTX xx ∈ et pour kA ,....,1=   on définit la verticale A-

remontée  ( ) AV
xX comme le champ du vecteur local sur la fibre( ) ( ) MTx kk

111 ⊂−τ  donné par 

                        
( ) ( ) ( )

0
111 v,.....,v,v,v,.....v

=
+− +=

s
kAxAAx

V
x xxxxx

A sX
ds

d
wX  

pour tous les points  

En coordonnées locales, si 
x

i

i
x x

aX
∂
∂=

 
alors ( ) ( )

x

A

w

i
A

i
x

V
x awX

v∂
∂= . 

 Si X est un champ de vecteur sur M  alors  on définit la verticale A-remontée  à

kAMTk ≤≤1,1 comme le champ de  vecteur AVX  donné par : 

                      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,
vv

1

xx

A

A

w

i
A

xk
i

w

i
A

i
x

V

x
i

i
x

V wXxXw
x

xXwX
∂

∂=
∂

∂=








∂
∂= τo  

alors  

                                                         
( )

i
A

k
iV XX A

v
1

∂
∂= τo  

A∆

MTk
1

MTk
1

( ) ( ) ( ) .v,.....,v 111
1 MTxw kkkx xx

⊂∈=
−τ
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où   

Champs k-vecteurs et Sections intégrales 

Soit M  une variété  quelconque différentiable. 

Définition Un champ k-vecteur sur M est une section MTMX k
1: → de la projection 1

Mτ . 

Etant donné MTk
1 est la somme Whitney de k-copies de TM, on déduit que pour donner un 

champ k-vecteur X est équivalent à donner une famille de champs  k-vecteurs kXX ,....,1

sur M  obtenus en projetant X sur chaque facteur ; i.e. XX AA oτ= , où TMMTkA →1:τ est 

la projection canonique sur la èmeA - copie TM de MTk
1 . Ces  champs k-vecteurs sont 

dénotés par X= ),....,( 1 kXX . 

Définition Une section intégrale de champ k-vecteur ),,....,( 1 kXXX = qui traverse un 

point Mx∈ , est une application MRU k →⊂0:ψ , définie sur un voisinage 

,00
kRdeU ∈ tel que 

                        
))(()(,)0( tX

t
tx A

t
A

ψψψ =








∂
∂= ∗     pour kAUt ≤≤∈ 1,0  

ou, ce qui est équivalent,  satisfait )1(ψψ =oX , où est le premier prolongement de 

 sur  défini par 

                             

où )()( stst +=ψψ   pour tout Rst ∈, . 

Un champ k-vecteur ),....,( 1 kXXX =  sur M est intégrable s'il y a une section intégrale qui 

traverse chaque point de M. 

En coordonnées locales, on a 

               
nikAtt

t
tttt k

A

i
kik ≤≤≤≤









∂
∂= 1,1,),....(),,....,(),.....,( 111)1( ψψψ

       
(3.2.2.1) 

et est une section intégrale de ),.....,( 1 kXX si et seulement si les équations suivantes sont 

vérifiées: 

                                          
.1,1)( nikAX

t
i

AA

i

≤≤≤≤=
∂
∂ ψψ

o  

.
i

i

x
XX

∂
∂=

ψ )1(ψ
ψ MTk

1




















∂
∂










∂
∂≡=→

→∈

∗∗
t

k
t

t

k
k

t
t

t
tjtt

MTRU

)(,....,)()(

:

1
1
0

)1(

1
0

)1(

ψψψψ

ψ

ψ
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Second-ordre des équations différentielles partielles dans MTk
1 (SOPDE) 

Définition Un  champ k-vecteur sur MTk
1 , est appelé une équation partielle 

de  deuxième ordre (SOPDE) s’il est une section du fibré vectoriel MTMTTT kkkk
1111 )(: →τ                      

i.e.
 

                                                MTkk
k

IdT 1),......,( 1
1 =ξξτ o  

L'expression locale d'un SOPDE  donné par le système de coordonnées )v,( i
A

ix défini 

sur est 

                              ( ) ,1,
v

v)v,( kA
x

x
i
B

i

BAi
i
A

i
A

i
A ≤≤

∂
∂+

∂
∂= ξξ

                            
(3.2.2.2)                          

où ( )i

BAξ sont des fonctions sur .1MTk  

Si MTR k
k 1: →ψ   est une section intégrale de ( ),,......,1 kξξξ =  localement donné  par, 

( ) ( ) ( )( )ttt i
B

i ψψψ ,=  alors à partir de la définition 3.2.2 et Eq.3.2.2.2. on déduit 

                                       

( ) ( ) ( )( )t
t

t
t

i

BA

t

A

i
Bi

A

t

A

i

ψξψψψ =
∂
∂

=
∂
∂

,

                            

(3.2.2.3) 

De (3.2.2.1) et (3.2.2.3), on obtient la proposition suivante : 

Proposition Soit ( )kξξξ ,......,1=  est un SOPDE intégrable (i.e.ξ  est holonome). Si est 

une section intégrale de ξ  alors )1(φψ =  où est  le premier prolongement de 

l’application MMTR k
k →→= τψψτφ 1:o et est la solution du système d’équations 

aux dérivées partielles de second ordre 

                        
( ) ( ) ( ) kBAnit

t
tt

tt C

i
ii

BABA

i

≤≤≤≤








∂
∂=

∂∂
∂

,1;1,)(
2 φφξφ

              
(3.2.2.4) 

Proposition Soit ξ  un champ k-vecteur  intégrable sur .1MTk  La condition nécessaire et 

suffisante pour   pour être une  Équation Differentielle Partielle de Second Ordre 

(SOPDE) est que ses sections intégrales sont les premiers prollongements de l’application
)1(φ .: MRk →φ  

                                          

.1,)())(( )1()1( kA
t

tt
tA

A ≤≤














∂
∂= ∗φφξ  

Ces applications  seront appelés des solutions du SOPDE   est donné localement 

par (3.2.1.4) si et seulement si  

( )kξξξ ,....,1=

ξ
MTk

1

ψ
)1(φ

φ

ξ

φ .ξ φ
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( ) )).(()()),((v)( )1(

2
)1( tt

tt
tt

t
i

BABA

i
i
AA

i

φξφφφ =
∂∂

∂=
∂
∂

                
(3.2.2.5) 

De (3.2.2.5), on déduit que si est un SOPDE intégrable  alors ( ) ( )i

AB
i

BA ξξ =   pour tout 

.,.....,1, kBA =  

3.2.3 Formulation géométrique pour le  formalisme de Lagrange k-symplectique  

Soit ( )MTCL k
1∞∈  une fonction de Lagrange (i.e. RMTL k →1: ).   

 Soit A
Lθ  les 1-formes définis sur ,1,1 kAMTk ≤≤  qui sont introduits en utilisant la structure

de k-tangent de MTk
1 , comme suit 

                                                            ,1 kASdL AA
L ≤≤= oθ  

qui sont localement données par 

                                                         

i
i
A

A
L dx

L

v∂
∂=θ                                                      (3.2.3.1) 

Si on note par ,A
L

A
L dθω −=  en coordonnées locales on a : 

                          j
B

i
i
A

j
B

ji
i
A

ji
A

iA
L ddx

L
dxdx

x

LL
ddx v

vvvv

22

∧
∂∂

∂+∧
∂∂

∂=








∂
∂∧=ω         (3.2.3.2) 

Soit LE  la fonction de Lagrange d'énergie associée à L, ( )MTCE kL
1∞∈ , comme

LLEL −∆= )( . Son expression locale est: 

                                                        
L

L
E

i
A

i
AL −

∂
∂=
v

v                                                  (3.2.3.3) 

L’application de Legendre ( ) MTMTFL kk

∗→ 11:  a été introduite par ntheruG &&  [14] et qui 

est localement donnée par: 

                                                                                 (3.2.3.4) 

De (3.2.1.4) et (3.2.3.4), on obtient que :  

                                                   
AA

L
AA

L FLFL ωωθθ ∗∗ == ,                                  (3.2.3.5) 

où ∗FL  le pull back de FL. 

Définition  Un  Lagrangien L est dit régulier [19] si et seulement si  

                                      
.,1,,1,0

vv
det

2

kBAnji
L

j
B

i
A

≤≤≤≤≠








∂∂
∂

                     
(3.2.3.6) 

ξ

( ) 







=

∂
∂→ i

Ai
A

ii
A

i p
L

xxFL
v

,v,:



90 

 

Proposition Soit ( )MTCL k
1∞∈  est un Lagrangien. Les conditions suivantes sont 

équivalentes: 

1) L est régulier.   2) FL est un diffeomorphisme local.   3)( )VMT A
Lk ,,1 ω , où ( )∗= 1

MKerV τ , 

est un manifold k-symplectique.      

 Une fonction de Lagrange  L est dite hyperregulière si la  correspondante Legendre 

application FL est un diffeomorphisme global. Si L est régulier, ( )LMTk ,1  est dit un  

système Lagrangien k-symplectique. Si L n'est pas  régulier,  est un système 

Lagrangien k-presymlectique. 

Les équations d’Euler- Lagrange pour L sont: 

                                                    
)(1 )(

v t
i

k

A t

i
A

A x

LL

t ψψ ∂
∂=















∂
∂

∂
∂

∑
=

                              

(3.2.3.7) (a) 

avec 

                                          
( )( ) kAni

t
t

A

i
i
A ≤≤≤≤

∂
∂= 1,1,v
ψψ

                     
(3.2.3.7) (b) 

dont les solutions sont des cartes  qui, à la suite du dernier groupe 

d'équations (3.2.3.7), sont les premiers prolongements à des cartes

;  i.e.  sont  holonomes. Cela veut dire que  où 

                                 

( ) ( ) 


















∂
∂










∂
∂=→

→

∗∗
t

k
t

k
k

t
t

t
ttt

MTR

φφφ

φ

,.....,)(

:

1

)1(

1)1(

  

Comme est un manifold k-symplectique, on définit le morphisme de fibré 

vectoriel suivant 

                      
.)(),...,(),....,(

)()(:

1
11

111

∑
=

∗

==Ω→=

→Ω
k

A

A
LX

A
LXkLk

kkkL

AB
iitraceXXXXX

MTTMTT

ωω
         (3.2.3.8) 

On désigne par )( 1MTk
k
Lχ l'ensemble des champs k-vecteurs sur MTk

1  qui 

sont des solutions de l'équation 

                                                      L
k
LLL dE=Ω ),....,( 1 ξξ ,                                           (3.2.3.9) 

 La famille est appelée système Lagrangien  k-symplectique. Si chacun 

est donné localement  par 

                                                 
( ) ( )

i
B

i

B
A
Li

iA
L

A
L x v∂

∂+
∂
∂= ξξξ                                     (3.2.3.10) 

( )LMTk ,1

MTR k
k 1: →ψ

MTk
1

MRk
M →= :1 ψτφ o ψ )1(φψ =

( )VMT A
Lk ,,1 ω

),....,( 1 k
LLL ξξξ =

),,( 1
L

A
Lk EMT ω A

Lξ
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Alors est une solution de (3.2.3.9) si et seulement si ( )iA
Lξ et  satisfont le système 

d'équations: 

                            
( )( ) ( ) ( ) 0

vvvv
v

222

=
∂
∂+

∂∂
∂−

∂∂
∂−

∂∂
∂−

i

j

B
A
Li

A
j
B

i
A

j

jA
Lj

A
i

j
A

jA
L x

LL

x

L

x

L ξξξ  

et                                                                                                                                (3.2.3.11) 

                                           
( ) i

Ai
A

j
B

iA
Li

A
j
B

LL
v

vvvv

22

∂∂
∂=

∂∂
∂ ξ  

Si le Lagrangian est régulier, les équations précédentes sont équivalentes aux équations                  

                         
( ) kAni

x

LL

x

L
i

j

B
A
Lj

B
i
A

j
Ai

A
j

≤≤≤≤
∂
∂=

∂∂
∂+

∂∂
∂

1,1,
vv

v
v

22

ξ
          

(3.2.3.12) (a) 

et 

                                                   ( ) i
A

iA
L v=ξ                                                         (3.2.3.12) (b) 

Le dernier groupe de ces équations (3.2.3.12) (b) est l'expression locale de la condition que 

est un SOPDE  et si elle est intégrable, ses sections intégrales sont les premiers

prolongements MTR k
k 1)1( : →φ des cartes MRk →:φ ,  et en utilisant les systèmes 

d'équations (3.2.3.12) (a) et (3.2.3.7) (b), on déduit que  sont solutions des équations 

d'Euler-Lagrange (3.2.3.7) (a). 

Ainsi, les équations (3.2.3.9) peuvent être considérées comme une version géométrique des 
équations du champ d’Euler-Lagrange: 

                                                  
)(1 )(

)1()1(v t
i

k

A t

i
A

A x

LL

t φφ ∂
∂=















∂
∂

∂
∂

∑
=

                                (3.2.3.13) 

3.2.4  Formalisme hamiltonien k-symplectique  

Considerer le k-manifold ( )( )VMT A
k ,,1 ω∗

 et soit ( )( )MTCH k

∗∞∈ 1  une fonction 

Hamiltonienne. ( )( )HMTk ,1 ∗
 est appelé un  système Hamiltonien k-symlectique [19].  Les 

équations de Hamilton-de Donder Weyl (HDW-équations en abrégé) pour ce système sont 
l'ensemble d'équations différentielles partielles: 

                                                        ∑
= ∂

∂−=
∂
∂ k

A
A

A
i

i tx

H

1

ψ
 

et                                                                             kAni ≤≤≤≤ 1,1                        (3.2.4.1) 

                                                        
A

i

A
i tp

H

∂
∂=

∂
∂ ψ

 

où ( ) ( ) ( ) ( )( )tttMTR A
i

i
k

k ψψψψ ,,: 1 =→ ∗
  est une solution. 

( )A
Lξ ( )i

B
A
Lξ

Lξ

{ }iφ
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On désigne par ( )( )MTk
k
H

∗1χ  l'ensemble des champs k-vecteurs ( )kξξξ ,.....,1=  sur ( ) MTk

∗1

qui sont solutions à l’équation 

                                                         
( )∑

=

=
k

A

A
A dHi

1

ωξ
                                               

(3.2.4.2) 

Dans un système local de coordonnées canonique, chaque est donné  localement par : 

                                       
( ) ( ) kA

px B
i

B

iAi

i
AA ≤≤

∂
∂+

∂
∂= 1,ξξξ                         (3.2.4.3) 

Alors, l’insertion de (3.2.4.1) dans (3.2.4.2), l'équation (3.2.4.2) est équivalent aux 
équations: 

                                                

( )

( )i
AA

i

k

A

A

iAi

p

H

ni

x

H

ξ

ξ

=
∂
∂

≤≤

−=
∂
∂

∑
=

1
1

                              (3.2.4.4) 

Proposition Soit ( )kξξξ ,....1=  est un champ k-vecteur intégrable dans ( ) MTk

∗1  et 

→kR:ψ ( ) MTk

∗1  une section intégrale deξ . Alors  est une solution 

aux équations  HDW (3.2.4.1) si et seulement si alors, 

et                                            

( )

( )A

iBB

A
i

i
BB

i

t

t

ξψ

ξψ

=
∂

∂

=
∂
∂

                                                               

(3.2.4.5) 

Par conséquent, en combinant (3.2.4.4) et (3.2.4.5), on trouve les  équations HDW (3.2.4.1). 

3.3 Géométrie k-Cosymplectique 

3.3.1 Manifold k-cosymplectique  

Définition  Soit M une variété différentiable de dimension k (n + 1) + n. Une structure k-

cosymplectique est une famille ( )kAVAA ≤≤,Ω 1,,η  où ( ),1 MA Ω∈η ( ) VMA et2Ω∈Ω
est une distribution de dimension nk sur M, tel que  

{ } .kerdim,0kerker.2

.0,0,0........1

111

1

k
k

A

A
k

A

A
k

A

A

VV

A

V

Ak

=






 Ω=






 Ω∩








=Ω=≠∧∧

===

×

III η

ηηη

 

3.     Les forms  
Aη  , 

AΩ  sont fermés et V est integrable. 

Aξ

( ) ( ) ( )( )ttt A
i

i ψψψ ,=

( )( )MTk
k
H

∗∈ 1χξ
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Alors  est une variété k-cosymplectique [14, 19, 22, 23]. 

Pour chaque k-cosymplectique structure ( )VAA ,Ω,η  sur M, il existe une famille de champs 

k-vecteurs { } kAAR ≤≤1 qui sont appelés des champs de vecteur Reeb, caracterisés par les 

conditions suivantes : 

                                         
.,1;0, kBAii B

R
B
A

B
R AA

≤≤=Ω= δη  

où les champs de vecteurs Reeb sont  kA
t

R
AA ≤≤

∂
∂= 1, .   

Théorème (de Darboux): Si M est un manifold k-cosymplectique, alors pour tout point de 

M, il  existe une carte locale de coordonnées ( ) nikApxt A
i

iA ≤≤≤≤ 1,1,,, , tel que 

                                   ni

k
ii

A
i

iAAA

pp
Vdpdxdt

,......,1

1
,......,,,

=









∂
∂

∂
∂=∧=Ω=η  

 Le modèle canonique pour ces structures géométriques est ( )( )VMTR AA
k

k ,,,1 Ω× ∗ η . Si 

sont des coordonnées dans kR et ( )ix  sont des coordonnées locales sur MU ⊂ , alors 

les coordonnées locales induites ( )A
i

iA pxt ,,   sur  sont donnés par: 

                  ( ) ( ) ( ) ( ) A
i

k
xx

A
i

ik
xx

iAk
xx

A ppptpxxpptxtpptt === ,...,,,,...,,,,...,, 111  

Si ( ) ( ) ( ) ,,...,,et,,...., 111 MTRpptMxRttt k
kk

xx
kk ∗×∈∈∈= on a 

                  2π ( )k
xx ppt ,...,, 1 = ( )k

xx pp ,...,1   ,  ( ) ( )A
x

k
xx

A pppt =,...,, 1
2π  

                     

( ) ( )

( ) ( ) ( )A
x

Ak
xx

Ak
xx

k

Ak
xx

A
k

k
xxM

ptppttppt

tpptxppt

,,...,,,,...,,

,...,,,,...,,

11

111

==

==

ππ

ππ
 

La  structure canonique k-cosymplectique dans ( ) MTR k
k ∗× 1  est construite par les formes

différentielles suivantes 

                      

Évidemment  En coordonnées locales, nous avons 

                         kAdpdxdxpdt A
i

iAiA
i

AAA ≤≤∧=Ω=Θ= 1,,,η        (3.3.1.1) 

Le manifold canonique k-cosymplectique est ( )( )VMTR AA
k

k ,,,1 Ω× ∗ η  où ( )∗= 0ker πV  et 

( )VM AA ,Ω,,η

( )At

( ) UTR k
k ∗× 1

( ) ( ) ( ) kAdt AAAAAA
k

A ≤≤=Ω=Θ= ∗∗∗
1;,, 22 ωπθππη

.AA dΘ−=Ω
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localement .
1,1 nikA

A
ip

V
≤≤≤≤










∂
∂=  

3.3.2 Formalisme hamiltonien k-cosymplectique  

Considérer le manifold k-cosymplectique ( )( )VMTR AA
k

k ,,,1 Ω× ∗ η  et 

est une funcion Hamiltonienne. ( )( )H,1 MTR k
k ∗×  est appelé un système Hamiltonien k-

cosymplectique. Les équations HDW pour ce système sont l'ensemble d'équations 
différentielles partielles: 

et                                      

A

i

A
i

k

A
A

A
i

i

tp

nikA

tx

∂
∂=

∂
∂

≤≤≤≤
∂

∂
−=

∂
∂

∑
=

ψ

ψ

H

1,1

H

1

         

         (3.3.2.1)                     

où  les solutions   sont des  sections de la projection

. 

 On désigne par  l'ensemble des champs  du k-vecteurs ( )kξξξ ,....,1=  sur 

( ) MTR k
k ∗× 1 qui  sont solutions des équations 

 

                                      
( ) ( ) kARdi A

k

A

k

A
A

A
A ≤≤−=Ω∑ ∑

= =

1,HH
1 1

ηξ
                   

(3.3.2.2) 

Etant donné AA
AA dt

t
R =∂

∂= ηet , ainsi les équations ci-dessus sont  localement écrites 

comme suit : 

                                      
( ) kAdt

t
di

k

A

k

A

A
A

A
A ≤≤

∂
∂−=Ω∑ ∑

= =

1,
H

H
1 1

ξ                      (3.3.2.3) 

Dans un système  de coordonnées locales, est donné par localement par :   

                                       
( ) ( )

B
i

B

iAi

i

AAA pxt ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ξξξ                                            (3.3.2.4) 

et en utilisant (3.3.1.1), les équations (3.3.2.2) sont équivalentes au système d’équations     

                                        

( )

( )i

AA
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k

A

A

iAi
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nikA

x

ξ

ξ

=
∂
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≤≤≤≤

−=
∂
∂

∑
=

H

1,1

H

1

                   (3.3.2.5) 

( )( )MTRC k
k ∗∞ ×∈Η 1

( ) ( ) ( )( )AA
i

AiAA tttt ψψψ ,,=

( ) k
k

k
k RMTR →× ∗1:π

k
Hχ ( )( )MTR k

k ∗× 1

Aξ
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Proposition Soit ( )kξξξ ,....1=  est un champ k-vecteur intégrable dans  et 

 une section intégrale de ξ . Alors  est une 

solution aux  équations HDW  (3.3.2.1) si et seulement si  alors,   

et                                                       

( )

( )A

iBB

A
i

i

BB

i

t

t

ξψ

ξψ

=
∂

∂

=
∂
∂

                                                    (3.3.2.6) 

Par conséquent, en combinant (3.3.2.5) et (3.3.2.6), on trouve les  équations HDW (3.3.2.1). 

3.3.3 Eléments géométriques pour le  formalisme lagrangien k-cosymplectique  

Soit MMTR k
k

M →× 11 :τ  la projection canonique. Si ( )ix  sont les coordonnées locales sur

MU ⊆ , alors les coordonnées locales induits ( )i
A

iA xt v,, sur ( ) ( ) UTRU k
k

M
111 ×=−τ sont: 

              
( ) ( ) ( ) ( ) ( )i

Ak
i
A

i
k

iA
k

A xtxxtxttt
xxxxxxx

vv,.....,v,v,v,......v,,v,......v, 111 ===  

Structure k-tangente canonique  

La structure k-tangente canonique sur MTR k
k 1×  est l'ensemble ),........,( 1 kSS  des tenseurs 

champs de type ( )1,1 défini localement par: 

                                                              

i
i
A

A dx
v

S ⊗
∂
∂=  

Champs de vecteurs canoniques 

Soit ∆  le champ de vecteur canonique (champ de vecteur de Liouville) sur MTR k
k 1× . Ce 

champ de vecteur ∆  est le générateur infinitésimal du flux suivant : 

                                       
( ) ( )

xxxx k
ss

k

k
k

k
k

eetts

MTRMTRR

v,.....,v,v,.....v,,

:

11

11

=

×→××

ψ
ψ

 

et en coordonnées locales, il a la forme  

                                       
∑ ∑∑

= ==

≤≤∆=
∂

∂=∆
n

i

n

i
A

k

A
i
A

i
A kA

1 11

.1
v

v  

3.3.4 Formulation géométrique pour le  formalisme lagrangien k-cosymplectique  

Soit  une fonction Lagrangien (i.e ):L 1 RMTR k
k →× .   

Soit A
LΘ   la 1-forme définie sur ,1,1 kAMTR k

k ≤≤×  est introduite en utilisant la structure 

( ) MTR k
k ∗× 1

→kR:ψ ( ) MTR k
k ∗× 1 ( ) ( ) ( )( )tttt A

i
i ψψψ ,,=

( )( )MTR k
kk ∗×∈ 1

Hχξ

( )MTRC k
k 1L ×∈ ∞
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k-tangent de MTR k
k 1× , comme suit : 

                                                  ,1LL kASd AA ≤≤=Θ o  

qui est donnée localement par : 

                                                  

i
i
A

A dx
v

L
L ∂

∂=Θ                                                             (3.3.4.1) 

Si nous dénotons par en coordonnées locales, on a 

 

Bi
i
A

B
j
B

i
i
A

j
B

ji
i
A

ji
A

iA dtdx
t

ddxdxdx
x

ddx ∧
∂∂

∂+∧
∂∂

∂+∧
∂∂

∂=








∂
∂∧=Ω

v

L
v

vv

L

v

L

v

L 222

L

  
(3.3.4.2)        

Soit LE  la  fonction Lagrangien d'énergie [14, 19] associé à L, ( )MTRC k
k 1

LE ×∈ ∞ , 

comme L)L(EL −∆= , dont l’expression locale est :  

                                                 
L

v

L
vEL −

∂
∂=

i
A

i
A                                                        (3.3.4.3) 

L’application Legendre ( ) MTRMTR k
k

k
k ∗×→× 11:FL  est donnée localement par : 

                                 
( ) 








=

∂
∂→ i

Ai
A

iAi
A

iA pxtxt
v

L
,,v,,:FL

                                        
(3.3.4.4)

A partir de (3.3.1.1) et (3.3.4.4), on obtient 

                                   kAAAAA ≤≤Ω=ΩΘ=Θ ∗∗ 1,FL,FL LL                           (3.3.4.5) 

où est un pull back de FL . 

Le Lagrangian  est régulier si la matrice n'est 








∂∂
∂

j
B

i
A vv

L2

 pas singulière en 

chaque point de MTR k
k 1× . Alors, on déduit la proposition suivante: 

Proposition Soit ( )MTRC k
k 1L ×∈ ∞  est un Lagrangian. Les conditions suivantes sont 

équivalentes: 

1- L est régulier.  
 

2- FL est un diffeomorphism local. 
 

3- ( )VdtMTR AA
k

k ,,, L
1 Ω× , où ( )∗= 0ker τV , est un manifold k-cosymplectic. 

 
 Une fonction Lagrangien L est dite hyperregular si la carte de Legendre  FL associée est 

,LL
AA dΘ−=Ω

∗FL

( )i
A

iA xt v,,LL =
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un diffeomorphisme global. Si L est régulier,( )L,1MTR k
k ×  est dit un  système Lagrangian 

k-cosymplectique. Si L n'est pas   régulier, est un  système Lagrangian k-

precosymlectique. 

Les équations d’Euler-Lagrange sont (3.2.3.13), mais maintenant le Lagrangian est

( )i
A

iA xt v,,LL = , et leurs solutions sont les sections MTRR k
kk 1: ×→ϕ  qui sont les

premiers  prolongements à des sections MRk →=:φ ; c'est à dire,  sont 

holonomes. Cela veut dire que   où 

                            

[ ]

( ) ( ) 


















∂
∂










∂
∂=→

×→

∗∗
t

k
t

k
kk

t
t

t
tttt

MTRR

φφφ

φ

,.....,,)(

:

1
)1(

11

 

En outre, on dénote par )( 1
L MTR k

kk ×χ l'ensemble des champs  k-vecteurs ),....,( L
1
LL

kξξξ =

sur MTR k
k 1×  qui sont solutions aux équations 

                                  
( ) kAdt

t
di A

k

A
A

A
k

A
A ≤≤

∂
∂+=Ω ∑∑

==

1,
L

E
1

LL
1

Lξ
                  

(3.3.4.6)                                             

Dans un système local de coordonnées naturelles, si  

                                             
( ) ( )

i
B

i

B
A

i

iA

A

A

xt vLLL ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ξξξ

                               
 (3.3.4.7) 

Alors  est une solution de (3.3.4.6) si et seulement si ( ) ( )i

B
AiA

LL  and ξξ  satisfont 

                

             

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) 0
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∂∂
∂−−

∂∂
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∂
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i
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i
A

A

xtxx

tt

ξξξ

ξξ

     

 (3.3.4.8) 

Quand L est régulier, on impose que ( ) i
A

iA vL =ξ , et la dernière équation peut être écrite 

comme suit  

                                    ( ) ( )
ii

A
j
B

j

B
A

i
A

j

jA
i
A

A xxt ∂
∂=

∂∂
∂+

∂∂
∂+

∂∂
∂ L

vv

L

v

L

v

L 2

L

2

L

2

ξξ                       (3.3.4.9) 

alors  est un SOPDE, et par conséquent si Lξ  est intégrable, ses sections intégrales sont 

holonomes et elles sont solutions aux équations d’Euler-Lagrange. Si L n'est pas régulier, 
l'existence des solutions aux équations (3.2.3.13) pour L ou à (3.3.4.6) n'est pas assuré en 

général, sauf dans une sous-variété MTR k
k 1× . 

( )L,1MTR k
k ×

MTR k
k 1× ϕ

[ ]1φϕ =

Lξ

Lξ
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3.4 Géométrie multisymplectique 

3.4.1 Manifold multisymplectique et les champs multivecteurs hamiltoniens  

Soit E une variété différentiable de dimension m et notons  par ETk ∗Λ  le bundle des k-

formes extérieures sur E avec la projection canonique EETk
k →Λ ∗:ρ . On note que

ETET ∗∗ ≡Λ1 .     

Une extension directe de la construction de la 1-forme canonique de Liouville sur un fibré 

cotangent est qu’il existe un k-forme canonique  Eθ  et  (k+1) - forme EΩ  sur  le 

multicotangent ETk ∗Λ  défini par [19, 35] 

                                                      EE dθ−=Ω                                                            (3.4.1.1) 

Prenant les coordonnées du bundle ( ) ,.....1,1,, 1....1
miimipx kii

i

k
≤∠∠≤≤≤ sur ETk ∗Λ , on 

a 

                          
k

k

k

k

ii
iiE

ii
iiE dxdxdpdxdxp ∧∧−=Ω∧∧= ....,.... 1

1

1

1 ......θ
           

(3.4.1.2) 

Supposons que E lui-même est fibrée au-dessus d’une variété M, avec la projection

ME →:π . Pour tout r, avec kr ≤≤ 0 , soit  désigne l'ensemble des k-formes sur 

E qui disparaît par l'action de (r) - champs de vecteurs verticaux. De toute évidence, est 

ETk
r

∗Λ  un sous-fibré vectoriel de ETk ∗Λ  et on notera par la carte d'inclusion : 

                                                           

 La restriction de Eθ et à ETk
r

∗Λ   qui sera dénotée par et  respectivement; c'est 

à dire 

                                 
.    and         ,, ,,

r
E

r
EErk

r
EErk

r
E dii θθθ −=ΩΩ=Ω= ∗∗               (3.4.1.3) 

Sur la base des propriétés des (k+1) - formes et , la définition suivante est 

introduite :  

Définition:  Le couple avec ( ),1 Mm+Ω∈Ω est un manifold multisymlectique  si 

est fermé et 1-non dégénéré; autrement dit, pour chaque ,MTXetMp pp ∈∈  on a alors

( ) 0=Ω ppXi  si et seulement si .0=pX  

Bien sûr les manifolds ( ) ( ) ,0,,et , krETET r
E

k
rE

k ≤≤ΩΛΩΛ ∗∗  sont des 

multisymplectiques. 

Si est  manifold multisymplectique, est dit un  champ Hamiltonien k-

multivecteur  si  est un exact ( )km −+1 - forme; autrement dit, il existe

( )Mkm−Ω∈ζ  tel que 

                                                           ( ) ζdXi =Ω                                                   (3.4.1.4) 

ETk
r

∗Λ
π

ETETi kk
rrk

∗∗ Λ→Λ:,

EΩ r
Eθ r

EΩ

EΩ r
EΩ

( ),,ΩM Ω

( )Ω,M ( )MX kΧ∈
( )ΩXi
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Le  champ multivecteur est défini modulo( )km− -formes  fermées. La classe définie 

par est appelée l’Hamiltonien pour X, et chaque élément dans cette classe est dit 

être une forme Hamiltonienne pour X. En outre, X est dit être un  champ Hamiltonien k-

multivecteur  locale si ( )ΩXi  est une (m+1-k)-forme  fermée. Dans ce cas, pour tout point 

,Mx∈   il ya un voisinage ouvert ( )WMW km−Ω∈⊂ ζ et  tel que 

                                                            ( ) ζdXi =Ω               (sur W)                        

Inversement, est dit être une  k-forme  Hamiltonienne (resp. un  Hamiltonien k-

forme local) s’il existe un champ multivecteur  (resp. ( )WX km−Χ∈  tel que 

(3.4.1.4) est verifiée (resp. sur W). En particulier, quand k=0, i.e. si ( )MC∞∈ζ , alors 

l'existence d’un champ  Hamiltonien m-multivector pour ζ  être assuré.   

3.4.2 Formalisme multisymplectique de la théorie de champs     

Multimomentum  bundles  

Les manifolds multisymplectiques particuliers qui se rapportent dans la théorie des champs
sont dits les multimomentum  bundles : soit ME →:π  un faisceau de fibres

( ),dim,dim knEkM +== où M est un manifold orienté dont la forme volume 

et notons par ( )iA xt , , où nkA ≤≤≤ 1,1 , les coordonnées naturelles dans E

adaptées au bundle tel que .....1 tddtdt kk ≡∧∧=ω  Tout d'abord, on a  il 

est le faisceau de k-formes sur E qui disparaît par l'action de deux -champs Verticaux. 
Ceci est appelé le faisceau multimomentum prolongé [19, 30, 35], et ses submersion 
canoniques sont désignés par : 

                                       MMEM →=→ πκπκπκ :;: o  

πM  est un sous-fibré de ETk ∗Λ  qui est le faisceau multicotangent de E d'ordre k (le 
faisceau de k-formes en E). Alors  est doté de formes canoniques. 

Ainsi, la forme multisymplectique 

                                                        ( )πθ Md k 1+Ω∈−=Ω                                          (3.4.2.1) 

Les formes Ωet  θ  sont connues comme  Liouville  multimomentum k et (k+1) - formes. 

Les coordonnées naturelles, introduites dans  adaptées au faisceau ME →:π , sont 

désignées par ( )ppxt A
i

iA ,,,  et .td k=ω  Alors les expressions locales des formesΩet  θ
sont: 

                                          tddptddxdp

tpdtddxp

k
A

kiA
i

k
A

kiA
i

∧−∧∧−=Ω

+∧=

−

−

1

1θ

                                 

(3.4.2.2) 

ζ { }ζ
ζ { }ζζ ∈ˆ

( )MkΩ∈ζ
( )MX km−Χ∈

( ),MkΩ∈ω
,2 πMETk ≡Λ ∗

π

πM

πM
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où   td
t

itd k
AA

k  1









∂
∂=−

 

Considérons  MTET kk ∗∗∗ Λ≡Λ π1 un autre bundle qui est au dessus de E et dont les sections 

sont les π - semibasic  k-formes sur E et notons par ∗π1J  le quotient ./ 12 ETET kk ∗∗ ΛΛ ∗π1J  

est généralement appelé le faisceau de multimomentum restreint associé à l’ensemble

ME →:π . Les coordonnées naturelles dans sont désigné par ( )A
i

iA pxt ,, .  

On fait la remarque suivante que les coordonnées locales définies sur ETk ∗Λ1  sont

( )pxt iA ,,  et les éléments de ETk ∗Λ1  peuvent être écrits par .     

Les submersions naturelles associées à ∗π1J sont : 

                                       MJEJ →=→ ∗∗ πτπτπτ 11 :;: o  

En outre, la submersion naturelle  : 1 ∗→ ππµ JM dote πM  avec la structure d'un faisceau 

affine sur ∗π1J , avec ETm ∗∗Λ1τ  comme le fibré vectoriel associé. 

On a le diagramme suivant: 

                                                             M

E

JM

↓

→ ∗

π
τκ

τκ
ππ µ

NO

1

 

3.4.3 Systèmes hamiltoniens dans ∗ππππ1J  

Systèmes hamiltoniens restreints    

Définition   Considérons le faisceau .: 1 MJ →∗πτ  

1 - Une section ππ MJh →∗1:  de la projection  est appelée une section Hamiltonienne

deµ . 

2 - Les formes différentiables: 

                                                            Ω=−=Ω

=

∗

∗

hd

h

hh

h

θ

θθ

                                          

 (3.4.3.1) 

Ces formes sont appelées k et (k+1) formes de Hamilton-Cartan de  qui sont associés
à la section Hamiltonienne h.  

3 - le couple  est dit être un système Hamiltonien restreint (ou seulement système 

Hamiltonien). 

∗π1J

tdp k

µ

∗π1J

( )hJ ,1 ∗π
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Dans une carte locale de coordonnées naturelles, une section Hamiltonienne est spécifiée 

par une fonction Hamiltonienne locale ( ) ∗∞ ⊂∈ π1, JUUCh  [19, 30], tel que 

                                    ( ) ( )( ).,,,,,,, A
i

iAA
i

iAA
i

iA pxthppxtpxth −=≡   

Les expressions locales des formes de Hamilton-Cartan associées à h sont: 

et                                              

tddhtddxdp

tdhtddxp

k
A

kiA
ih

k
A

kiA
ih

∧−∧∧−=Ω

+∧=

−

−

1

1θ

                       

 (3.4.3.2) 

Remarque  on note que hΩ  est non-dégénérée; alors hΩ  est une forme 

multisymplectique.   

Principe variationnel et Equations de champ  

Définition Soit ( )hJ ,1 ∗π  est un système hamiltonien restreint. Soit ( )∗Γ π1, JM  l'ensemble 

des sections de  Considérons la carte 

                                                  

( )
∫

∗

∗

→

→Γ

hM

RJMH

θψψ

π1,:
 

(où la convergence de l'intégrale est assumée). Le problème variational [33, 34] pour ce 
système hamiltonien restreint est la recherche des sections critiques (ou stationnaires) de la 

fonctionelle H par rapport aux variations de ψ  donné par by  ψσψ ot=t , où { }tσ  est un 

groupe à un-paramètre local avec un support compact  (où 

represente le module des champs de vecteurs verticaux  dans ), cela veut dire: 

                                                    
∫ =∗

=

0
0

htM
tdt

d θψ  

Ceci est dit le principe  de Hamilton-Jacobi du formalisme hamiltonien. 

Il  suit ce théorème fondamental: 

Théorème Soit ( )hJ ,1 ∗π  est un système hamiltonian restreint. Les assertions suivantes sur 

une section  sont équivalentes: 

1.  ψ  est une section critique pour le problème variationnel posé par le principe de 

Hamilton-Jacobi.      

2.  ( ) ( ) ( ). Zpour tout0 1 ∗∗ ∈=Ω πχψ τ JZi V
h  

3.  ( ) ( ) ( ). toutpour 0 1 ∗∗ ∈=Ω πχψ τ JXXi V
h  

4.  Si ( )A
i

iA pxtU ,,;  est un système naturel de coordonnées dans∗π1J , alors satisfait le 

.τ

( ) ( )∗∈ πχ τ 1JZ V ( )( )∗πχ τ 1JV

τ ∗π1J

( )∗Γ∈ πψ 1,JM

ψ
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système d'équations suivant dans U: 

                                               

( )

( )
ψ

ψ

ψψ

ψψ

iiA

A
i

A
i

A
i

A

i

x

h

x

h

t

p

p

h

p

h

t

x

∂
∂−≡

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂≡

∂
∂=

∂
∂

o
o

o
o

                                  (3.4.3.3) 

où h une fonction hamiltonienne locale. Les équations (3.4.3.3) sont connues comme  les  
équations de Hamilton-de Donder-Weyl (HDW) du système hamiltonien restreint. 

( ) 21⇔ On assume que U∂ est un manifold de dimension (k-1) et que ( )( ) UZp ⊂sup τ , 

pour tout support compact ( )( )∗∈ πχ τ 1JZ V . Alors 

 

 

        

( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( ) ( )( )∫ ∫∫

∫∫ ∫

∫∫∫
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∗

→
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=
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=
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U U hhhU

U hU U hhh

U hhhUU h

U

hht

tU ht
t

U ht
t

ZiZiZi

ZidZiZidZi

ZiddZidZiZ

tdt

d

dt

d

0

L

lim
0

00

ψθψψ

θψψθψ

θθψθψθψ

θθσψθσψθψ

 

(A la suite du théorème de stocks et l'hypothèse faite sur les supports des champs 
verticaux).  

Ainsi, en utilisant le théorème fondamental du calcul variationnel, on conclut que 

                                            
( )( ) 00

0

=Ω⇔= ∗∗

=
∫ hhtM

t

Zi
dt

d ψθψ  

pour chaque ( ) ( )∗∈ πχ τ 1JZ V .  

           

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( )( ) ψτψτψ

πχψτπψ

p
V
ppppp XXXXXX

JXVJ

+≡+−=

∈⊕=∈⇔ ∗∗

oo pp

1
pp

1
p

TT  alors            

   si  Donc, .ImTT  alors ,Im p  Si 32
 

et par conséquent 

                          ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0=Ω=Ω+Ω=Ω ∗∗∗∗
hhh

V
h XiXiXiXi ψψ ψψψψ  

Puisque   la condition citée ci-dessus, en outre ( ) ImTp ψψ ∈pX  et( )( ) 0=Ω∗
h

VXiψ
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( ) ( ).  /   Imdim 11 ∗+Ω∈Ω= πψ Jk k
h   Par conséquent, on conclut que ( )( ) 0=Ω∗

hXiψ  pour 

chaque ( )∗∈ πχ 1JX .  

                                  
( ) ( ), If 43 1 ∗∈

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=⇔ πχγβα J

pxt
X

A
i

A
ii

i
A

A   

  en tenant compte de l'expression locale (3) de on a : 

        

 

si alors 
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( ) ( )
td

p

h

t

x
td

x

h

t

p

td
t

h

t

p

p

h

t

x

x

h

t

x

t

p
Xi

k
A
i

B

i
A
i

k
iA

A
ii

k
BA

A
i

A
i

B

i

iB

i

A

A
iB















∂
∂+

∂
∂−+














∂
∂+

∂
∂

+















∂
∂−

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

−=Ω∗

ψψ

ψψ

ψγψβ

ψψψψαψ

oo

oooo

 

comme cela est vrai pour chaque ( )∗∈ πχ 1JX , on conclut que ( )( ) 0=Ω∗
hXiψ , si et 

seulement si, les   équations de Hamilton De- Donder-Weyl maintiennent pour .ψ  

Équations hamiltoniennes pour les champs multivecteurs 

Soit  est un système hamiltonien restreint. Le problème de trouver des solutions 

sections critiques du  principe Hamilton-Jacobi peut être formulé de manière équivalente 

comme suit: pour trouver une distribution ( )∗π1 of JTD  satisfaisant: 

1. D est k-dimensionnel. 
 

2. D estτ - transverse. 
 

3. D est intégrable (il est involutif). 
 

4. Les variétés intégrables de D sont les sections critiques du  principe Hamilton-
Jacobi. 

 
Cependant, ces types de  distributions sont associées aux classes de  champs  multivecteurs 
intégrables (i.e., non nulle, localement décomposables et involutifs) et -transversaux dans

∗π1J . L’expression locale en coordonnées naturelles d'un élément d'une de ces classes est  

, hΩ
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i
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A
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G

x
F

t
fX

1
                               

(3.4.3.4)
                                 

où  f ( )∗∞∈ π1JC   est une fonction non nulle. 

Par conséquent, le problème posé par le principe  de Hamilton-Jacobi peut être énoncé de 
la façon suivante: 

Théorème Soit ( )hJ ,1 ∗π  un système hamiltonien restreint, et{ } ( )∗⊂ πχχ 1Jk  est une 

classe de champs multivecteurs -transversaux et intégrables. Alors, les variétés intégrales

de { }χ  sont des sections critiques pour le problème variationnel posé par le  principe de 

Hamilton-Jacobi si et seulement si [30], 
 

                                                 ( ) { }hhhhi χχχ ∈∀=Ω ,0                                      (3.4.3.5)               

Remarque  La condition de -transversalité pour multivecteurs champs solutions de  

(3.4.3.5) peut être dit en exigeant que En particulier, si on prend

( )( ) 1=∗ωτχhi , on choisit un représentant de la classe des champs multivecteurs -

transversaux  solutions à (3.4.3.5). (Ceci est équivalent à mettre f = 1 dans l’expression
locale (3.4.3.4)). 

Ainsi, le problème posé est de chercher un champ multivecteur  tel que : 

     1.  ( ) 0=Ω hhi χ . 

     2.  ( )( ) 1=∗ωτχhi . 

     3.  est intégrable. 

Des conditions 1 et 2 et en utilisant les expressions locales (3.4.3.2) de hΩ et (3.4.3.4) pour

hχ , on obtient que  f = 1 et 
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A x
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∂−=

∂
∂= ;                                       (3.4.3.6) 

et si  doit être une section intégrale de hχ , alors 
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o

o
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o B
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B
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p
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∂

∂
=

∂
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;                         (3.4.3.7) 

Par conséquent les  équations de Hamilton-de Donder-Weyl (3.4.3.3) pour  sont 

récupérés à partir de (3.4.3.5) [30]. 

Remarque Les classes des champs multivecteurs localement décomposables et -
transversaux sont en correspondance un à un avec des connexions dans le faisceau 

τ

τ
( )( ) .0≠∗ωτχ hi

τ

( )∗∈ πχχ 1Jm
h

hχ

( ) ( ) ( )( )γνγνψ xpxyxx A
A ,,=

ψ

τ
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. Par conséquent, il peut être prouvé que la condition énoncée dans le 

théorème 3.4.3 est équivalente à trouver une intégrable  connexion h∇  dans MJ →∗π1

atisfaisant  l’equation  

                                                    ( ) ( ) hhh mi Ω−=Ω∇ 1  

et dont les sections intégrales sont les sections critiques du problème Hamilton-Jacobi. Bien 

sûr,  est la connexion associée à la  classe { }hχ solution de (3.4.3.5), ethχ  est intégrable 

si et seulement si la courbure  s’anulle  partout. 

 L’expression de  en coordonnées est  
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∂⊗=∇

i
B

i
ABi

i
AA

A
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G
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Définition ( )∗∈ πχχ 1Jm
h  est appelé un  champ multivecteur de Hamilton-de Donder-Wey

l(HDW) pour le système( )hJ ,1 ∗π  s’il est τ - transversal, localement decomposibale et 

vérifie l'équation ( ) 0=Ω hhi χ . Alors, la connexion associée  est appelée une connexion 

de Hamilton-de Donder-Weyl (HDW) pour( )hJ ,1 ∗π . 

Pour les systèmes hamiltoniens restreints l'existence de champs ou de connexions 
multivecteurs de Hamilton-De Donder-Weyl est garantie, bien qu'ils ne soient pas 
nécessairement intégrables. 

3.4.4 Formalisme lagrangien 

Systèmes lagrangiens 

Une théorie de champ classique de premier ordre est décrite par les éléments suivants: En 
premier, on a la   configuration de faisceau de fibres ,: ME →π  avec dim M=k  et  

dim E=n+k  où  M  est un manifold orienté et dont  la forme  volume 

EJ →ππ 11 :  est le jet bundle du premier ordre de sections locales de π . Il est également 

un faisceau au-dessus de M avec la projection ,: 111 MJ →= ππππ o et 

dim .1 knnkJ ++=π On désigne par , où nikA ,...,1;,....,1 == , les coordonnées

naturelles dans π1J  adaptées à la structure du faisceau tel que .....1 xddxdx kk ≡∧∧=ω  
En second, on donne la densité de Lagrange sur  qui est un m-forme semi-basique sur 

 et par conséquent elle peut être exprimée comme( ) ( )πωπ 11 où   ,L JCLL ∞∗ ∈=  est la 

fonction de Lagrange associée à L et ω  [14, 19, 27, 29]. 

Le bundle π1J   est doté d'une structure canonique ( ) ( )( )⊗Γ⊗∈ 111 V, πππν JJ

( )TMJ ∗Γ 11 , ππ  qui est appelé endomorphisme verticale [14, 46] ( ( )1V π désigne ici le sous-

fibré vertical par rapport à la projection 1π  et ( )( )11 V, ππJΓ  l'ensemble des sections dans le 

bundle correspondant). 

MJ →∗πτ 1:

h∇

h∇

h∇

h∇

( ).MkΩ∈ω

( )i
A

iA xt v,,

1π

π1J
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Alors les formes  k et (k+1) de Poincaré-Cartan associées à L sont définies par: 

                             ( ) ( ) ( )πθπνθ 11
LL

1
L :;LL: JdJi kk +Ω∈−=ΩΩ∈+=  

Nous avons les expressions locales suivantes avec : 
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(3.4.4.1) 

Définition ( )L
1 , ΩπJ  est appelé le  système de Lagrange. 

Le système Lagrangien et la  fonction de Lagrange est dit régulier si  une (k+1) - forme 

multisymplectique (i.e.; 1-nondegenerate). Par ailleurs, ils sont singuliers (ou non-
réguliers). 

La condition de la régularité est localement équivalente à: 

                                                  
( ) ∈∀≠
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yy
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j
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i
A

,0
vv

det
2

π1J                               (3.4.4.2) 

Equations de champ de Lagrange 

Les équations du champ Lagrange peuvent être dérivées d'un principe variationnel [32]. 

Définition Soit ( )L
1 ,ΩπJ  un système Lagrangien. Soit ( )EM ,Γ  l'ensemble de sections de 

.π  
Considérons l’application  

                                                     

( )
( )∫

∗
→

→Γ

M Lj

REM

θφφ 1

,         :L
 

(où la convergence de l'intégrale est présumée). Le problème variationnel [14, 28] pour ce 
système de Lagrange est de rechercher les sections critiques (ou stationnaires) de la 

fonctionnelle L , par rapport aux variations de  φ données par ,t φσφ ot=  où { }t σ  est un 

groupe à un paramètre local d'un support compact ( ) ( )EZ V πχ∈  (où  dénote le 

module des  champs du vecteur π -verticaux dans E), autrement dit: 

td
t

itd k
AA

k









∂
∂≡−1

LΩ

( )( )EV πχ
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Ceci est dit le principe de Hamilton du formalisme lagrangien. 

Le Hamilton principe est équivalent à trouver une distribution D dans  tel que : 

1. D est k-dimensionnel. 
 

2. D est 1π - transversal. 
 

3. D est intégrable (D est involutif). 

4. Les variétés intégrales de D sont les liftings canoniques au π1J  des sections 
critiques du principe de Hamilton. 

Une distribution D qui satisfait 1 et 2 est associé à une connexion dans le bundle 

MJ →ππ 11 : (intégrable si 3 est maintenue) dont l’expression locale est : 
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En outre, ces types de distributions intégrables et les connexions correspondantes sont 

associées à des classes de champs k-multivecteurs -transversaux et intégrables (ie, non 

nuls localement décomposables et involutifs) dans π1J . Si le point 2 est vérifié, 
l'expression locale en coordonnées naturelles d'un élément de l'un de ces classes [19] est 
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Si, en plus, les sections intégrales sont holonomes (ce qui signifie qu'elles sont des levées 
canoniques des sections de ), alors les connexions  intégrables et leurs classes 
associées de champs multivecteurs sont appelés holonomes (pour être holonomes est 

équivalent à être intégrable) et dans ce cas, on a   dans les expressions locales ci-

dessus, alors: 

Théorème Soit ( )L
1 ,ΩπJ  un système Lagrangien. Les assertions suivantes sur une section 

sont équivalentes: 

1. φ  est une section critique pour le problème variationnel posé par le principe de 
Hamilton. 

2. ( ) ( ) ( ).,0 1
L

1 πχφ JXXij ∈∀=Ω
∗

 
 

3. φ1j  est une section intégrale d'une classe  de champs  multivecteurs  holonomes 

{ } ( )πχχ 1
L Jk⊂  satisfaisant :  

( )∫ =∗

=

0L
1

0

θφtM
t

j
dt

d

π1J

1π

ME →:π

i
A

i
AF v=

( )EM ,Γ∈φ
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                                            ( ) { }LLLL ,0 χχχ ∈∀=Ωi                             (3.4.4.3) 

4. φ1j   est une section intégrale d'une classe de connexion holonomes dans 
satisfaisant : 

                                                ( ) ( ) LLL 1 Ω−=Ω∇ ki                                      (3.4.4.4) 

5.  Si  est un système naturel de coordonnées dans π1J , a

 dans
  
U  satisfait des équations Euler-Lagrange 

nij
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11 ==
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∂

∂
∂−

∂
∂ φφ oo                  (3.4.4.5) 

Les  champs multivecteurs  holonomes et les connexions qui sont solutions aux équations 
de Lagrange (3.4.4.3) et (3.4.4.4) respectivement sont appelées champs multivecteurs et 

connexions d’Euler-Lagrange de ( )L
1 ,ΩπJ  [19, 28]. 

Remarque Les Champs multivecteurs semi-holonomes (ils ne sont pas nécessairement 
intégrables) localement décomposables sont solutions des équations de lagrange (3.4.4.3) et 
(3.4.4.4). 

Si est régulier, les champs k-vecteurs d’Euler-Lagrange et les connexions 

existent dans π1J , bien qu'ils ne soient pas nécessairement intégrables. Si est 

singulier, dans le cas le plus favorable, ces champs multivecteurs d’Euler-Lagrange  et les 

connexions existent seulement dans certaines sous-variétés  qui peuvent être 
obtenues après avoir appliqué un algorithme de contrainte approprié. 

3.4.5 Formalisme hamiltonien 

Faisceaux multimomentum. Cartes de Legendre 

Il existe différents faisceaux où le formalisme hamiltonien des théories de champ [19, 28, 
29, 30, 31] peut être développé. Ici, nous prenons l'un des choix les plus classiques. 

En premier, ETM k ∗Λ≡ 2π  est l'ensemble des k-formes sur E qui s’annulent par l'action de 

deux - champs de vecteurs verticaux (alors dim = nk + n + k +1), et est 

diffeomorphe à l'ensemble des cartes affines de π1J  à  i.e. Aff (

 est le faisceau des  multitangents de M d'ordre k). Il est appelé le faisceau 
multimomentum prolongé [19, 30], et les submersions canoniques associés sont désignés 
par : 
                                            MMEM →=→ πκπκπκ :;: o  

Comme est un  sous-fibré de  (le faisceau multicotangent de E  d'ordre k), 

alors est doté d'une forme canonique  (la "forme tautologique") qui est 

définie comme suit:  

L∇ π1J

( )i
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iA xtU v,,;

( ) ( )
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Soit ( ) ;etavec,, 22 ETExETx x
kk ∗∗ Λ∈∈Λ∈ αα alors, pour chaque ( )( ),,...., ,1 πα MTXX xk ∈  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kxxk XTXTxXXx κκααθ αα ,1,1 ,....,;:,.....,;, =  

Alors, on définit la  forme multisymplectique ( ).: 1 πθ Md k+Ω∈−=Ω Ils sont connus

comme les multimomentum k et (k+1) – formes de Liouville.  

Les coordonnées naturelles, introduites dans  adaptées au faisceau ME →:π , sont 

désignées par ( ),,,, ppxt A
i

iA  et ,td k=ω   les expressions locales de ces formes sont les 

suivantes: 

et                                         
tddptddxdp

tpdtddxp

k
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kiA
i

k
A

kiA
i

∧−∧∧−=Ω

+∧=

−

−

1

1θ

                             

 (3.4.5.1)  

On désigne par ∗π1J   le quotient MTM k ∗∗Λππ , avec dim .1 knnkJ ++=∗π  On a les su 

bmersions naturelles associées à ∗π1J : 

                                  MJEJ →=→ ∗∗ πτπτπτ 11 :;: o  

En outre, la submersion naturelle  : 1 ∗→ ππµ JM  dote πM  avec une structure  d'un

faisceau affine sur ∗π1J , avec ( ) MTk ∗Λτπ o  comme le fibré vectoriel associé. ∗π1J  est 

appelé  généralement le faisceau de multimomentum restreint associé au faisceau

ME →:π . Les coordonnées naturelles dans sont désignées par ( )A
i

iA pxt ,, .  

Définition Soit ( )L
1 , ΩπJ  un système Lagrangien. La carte de Legendre prolongée 

associée à définie par 

                                           
( )( )( ) ( ) ( )kyk ZZZZy ,....,:,....,L

~
F 1L1 θ=  

Où ( )     .ZZ  que  sont  tel  ,....,et    ,,...., 11
11 1 ααπ ππ =∈∈ yykyk TJTZZETZZ

 

La carte de Legendre restreint associée à .:L
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F:FLest L 11 ∗→= ππµ JJo  
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         (3.4.5.2) 

Alors, on observe que .L
~

F et ,L
~

F LL Ω=Ω= ∗∗ θθ  

Définition ( )L
1 ,ΩπJ  est régulièr (hyper régulièr) si FL est un diffeomorphism local 

πM

∗π1J

, :L
~

F L, 1 ππ MJ →∗
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(global) respéctivement. Par ailleurs il est singulier.  

( )L
1 ,ΩπJ  est quasi régulier si 

1. ( )π1FL: JP =  est une sous-variété fermée de ∗π1J  (intégration naturelle
∗→ π1

0 : JPj ). 

 
2. FL est une submersion sur son image. 

 
3. Les fibres sont des sous-vatiétés de.1πJ . 

 

Systèmes hyper réguliers   

La façon habituelle de définir les systèmes hamiltoniens réguliers dans la théorie des 

champs consiste à considérer le faisceau MJ →∗πτ 1:  et en donnant aux sections 

 de la projection  µ . Celles-ci sont appelées sections hamiltoniennes qui 

portent l'information physique du système. Nous pourrons alors définir les formes 
différentiables :  

                      ( ) ( )∗+∗∗∗ Ω∈Ω=−=ΩΩ∈= πθπθθ 111 , JhdJh k
hh

k
h                 (3.4.5.3) 

Elles sont les  k et (k+1) formes de Hamilton-Cartan de  associé à la section 

Hamiltonienne  h. Le couple est dit systèm  Hamiltonian. 

Dans une locale de coordonnées naturelles, une section Hamiltonienne est spécifiée par une 

fonction Hamiltonienne locale ( ) ,, 1 ∗∞ ⊂∈ πJUUCh tel que 

                                     ( ) ( )( )A
i

iAA
i

iAA
i

iA pxthppxtpxth ,,,,,,, −=≡  

Alors, les expressions locales  des formes de Hamilton-Cartan associées à h sont: 

Et                                          
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On note que hΩ est nondégénéré; c'est une forme multisymplectique.  

Maintenant, nous voulons associer des systèmes hamiltoniens à ceux de Lagrange. D'abord, 
on considère le cas de l'hyper-régulier (le cas régulier est analogue, mais en travaillant 
localement). 

Si  est  un  système  Lagrangien  hyper-régulier [30], alors on a le diagramme : 

( )( ) ,,FLFL 11 πJyy ∈∀−

ππ MJh →∗1:

∗π1J

( )hJ Ω∗ ,1π

( )L
1 ,ΩπJ
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∗→

↓↑

ππ
µ

π

11 JJ

h

M

FL

 

 Il est prouvé que ( )π1L
~

F:
~

JP =  est une sous-variété codimension intégrée de 

( )naturellen intégratiol' désigne 
~

:
~

0 πMPj →  qui est transverse à µ  et est diffeomorphic à
∗π1J . Ce diffeomorphism est ,

~
  à  limitéest      quand ,1 Pµµ −

 et coïncide avec l’application 

,FLL
~

F: -1o=h quand il est restreint sur son image qui est justP
~

 . Ainsi ( )hJh Ω∗ , et 1π  la 

section hamiltonienne et le système hamiltonien associés au système de Lagrange hyper-

régulier  respectivement.  

Localement, la section Hamiltonienne ( ) ( )( )A
i

iAA
i

iAA
i

iA pxthppxtpxth ,,,,,,, −=≡  est 

spécifiée par une fonction Hamiltonienne locale   

                                                                                       (3.4.5.4) 

Les expressions locales pour les  formes  de Hamilton-Cartan sont :  

 

et                                                                    (3.4.5.5) 

De plus, on a 

                                                 .FL and ,FL LhLh Ω=Ω= ∗∗ θθ                                    (3.4.5.6) 

Les équations du champ Hamiltonien peuvent aussi être dérivées d'un autre principe  

variationnel. En fait: 

Définition  Soit ( )hJ Ω∗ ,1π  est un système Hamiltonien. Soit ( )∗Γ π1, JM  l'ensemble de 

sections de  Considérons la carte : 
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(où la convergence de l'intégrale est assumée). Le problème variationnel pour ce système 
Hamiltonien restreint est de chercher les sections critiques (ou stationnaires) de la 

fonctionnelle H par rapport aux variations de { }tt où   ,par   donné σψσψψ ot=  est un 

groupe à un-paramètre local d'un support compact (où dénote 

le module de τ - champs de  vecteurs verticaux dans ), c'est à dire : 
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Ceci est le principe de Hamilton-Jacobi du formalisme hamiltonien. 

Le  principe de Hamilton-Jacobi est équivalent à trouver des distributions D de  tel 
que: 

1.   D est k-dimensionnel. 

2.   D est τ - transversal. 

3.   D est intégrable (elle est involutive). 

4.   Les variétés intégrales D sont des sections critiques du  principe Hamilton-Jacobi. 

Comme dans le formalisme Lagrangian, D sont associés aux classes d'intégrables et τ -

transversal k-champs multivecteurs  qui sont équivalent aux connexions 

définies dans le bundle  dont les expressions sont : 
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Alors on a: 

Théorème  Les assertions suivantes sur une section sont  équivalentes: 

      1.  est une section critique pour le problème variationnel posé par le  principe de 

Hamilton-Jacobi.  

    2.  ( ) ( ).  ,0 1 ∗∗ ∈∀=Ω πχψ JXXi h  

   3.  est une section intégrale d'une classe  de champs multivecteurs  τ
- transversaux et intégrables  qui satisfont  

                                                 ( ) { }hhhhi χχχ ∈∀=Ω ,0                                      (3.4.5.7) 

 4.  est une section intégrale d'une connexion intégrable ∗∇ π1Jdansh  qui satisfait 

l'équation  

                                                 ( ) ( ) hhh ki Ω−=Ω∇ 1  

  5.  Si  est un système naturel de coordonnées dans∗π1J , alors satisfait 

les équations de Hamilton-de Donder-Weyl dans U   

∗π1J

{ } ( )∗⊂ πχχ 1Jk

,: 11 MJ →ππ
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Et                                         
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(3.4.5.8) 

Les champs multivecteurs -transversaux localement decomposables (mais pas 
nécéssairement intégrables) et les connexions qui sont des solutions aux équations de 
Lagrange (3.2.3.7) (a) et (3.2.3.7) (b) sont appelés  les champs multivecteurs  et les 

connexions  de Hamilton-de Donder-Weyl (HDW)  de ( )hJ Ω∗ ,1π . 

Il y a une équivalence entre les formalismes de Lagrange et de Hamilton dans le cas de 
hyper régulier: 

Théorème (théorème de l'Équivalence) Soit ( )L
1 ,ΩπJ  est système Lagrangien hyper 

régulie, ( )hJ Ω∗ ,1π  est le système Hamiltonien associé [27]. 

Si une section est une solution au problème  variationnel du Lagrangien (le  

principe de Hamilton), alors la section  est une solution au 

problème variationnel de l’hamiltonien (le principe de Hamilton-Jacobi). 

Inversement, si ( )∗Γ∈ πψ 1,JM  est une solution au problème variationnel de 

l’hamiltonien, alors la section est une solution au problème 

variationnel de  Lagrange. 
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( )EM ,Γ∈= ψτφ o
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4.1   Multisymlectic Geometry for Classical Field Theories 

4.1.1  Lagrangian formalism 

The field theories are the classical limit [25, 26, 36, 37] of quantum fields’ theories. Those 
are the fields, such as gauge fields of Yang-Mills, which interact with matter fields. A 
geometric description has already been done [40] in building a principal fibre bundle 

2,0SG×  where ≡G Lie group associated in this case to the quantum fields of YM. This 
fibre is above a database the flat space: Minkowski space (k=4) which coincides with the 
form of the Lagrangian of fields that we studied (i.e. Lagrangian which is only explicit on 

fields not on the database coordinates( ) 3,0=µ
µx ). The classical limit of these Lagrangians 

corresponds to the study of fields without constraints (this coincides with the abstraction of 

ghosts which corresponds to the 2,0S group). The favourable principal fibre of 
configuration is )( NGGE ≡= and the structure in this case is four-symplectic (i.e.

)( 1
40 NTL ∈ ). How to use the multisymplectic geometry to such theories? This problem is 

solved in Sec. 4.3. 

In this section, we are going to summarize the multisymplectic geometry given for studying 
the dynamic of field theories [26, 30]. In particular, we are going to concentrate ourselves 
on dynamic of most general case of field theories: theories whose Lagrangians are explicit 

on database coordinates( ) ( )( )3,1
0

3,0 , == == i
ixctxx µ

µ  and are hyper-regular. So, we follow 

the following steps: 

Let π : E→  M be a fibre bundle with M  the base space, that we choose, is a flat manifold 

i.e. the Minkowski space with global coordinates { }.µx  

π  is the pull back of a section φ : M →  E  

                                   ( )( )   , ρµµ φ xyxx AA =→ ;   .,.....,1;3,....,0 dA ==µ  

 where { yA } ≡  physical fields .  

These fields{ }Ay are presented by a fibre above each ()µx of the base space M. The fibre 

bundle E: 

                                                             NRE ×= 4 .                                                   (4.1.1.1) 

Let 1π : J1 π →  E the first-order jet bundle of π . By using (4.1.1.1), 

                                                         NTRJ 1
4

41 ×=π                                                 (4.1.1.2)                            

If )( νx  is a natural local system on M, )v,,( AAyx νν is the induced local coordinates system 

on π1J  where  

                                       =)(1
νφ xj )v,,( AAyx νν = ))(),(,( ρνρν φφ xxx AA ∂             (4.1.1.3)                               

With               
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≡=

∂
∂=∂ A

A
A

x
ννν

φφ v velocity of field                       

By using the natural system of coordinates defined on π1J , the expression of the 
Lagrangian density is:                                 

                                          L = L (x AAy µ
µ v,,  ) 3210 dxdxdxdx ∧∧∧                        (4.1.1.4)                            

And the expressions of LL Ωandθ the Poincaré-Cartan 4 and 5 forms are respectively [28]: 

et                                   ),(

)v
v

(
v

15

1

πθ

θ ν
ν

ν
ν

Jd

xdL
L

xddy
L

LL

kA
A

kA
AL

Ω∈−=Ω

−
∂
∂−∧

∂
∂= −

                          
(4.1.1.5) 

Where xd
x

ixd kk )(1
αα ∂

∂≡− . 

The Lagrangian field equations can be derived from a variational principle called the 
Hamilton principle associated to the Lagrangian formalism which is given by:  

                                                           i )( LX LΩ = 0                                                    (4.1.1.6)                            

where{ } )( 14 πχ JX LL ⊂  is a class of  holonomic multivector fields associated to φ1j  ( LX  is 
1π -transverse, integrable and SOPDE). The local expression of LX  is given by: 

                                            
A

A
A

A
L G

y
F

x
X

ρ
νρνν v∂

∂+
∂

∂+
∂
∂=

                                      
(4.1.1.7)                            

Where .andv
2

ρννρνν xx

y
GF

A
AAA

∂∂
∂==  

 By substituting (4.1.1.7) and (4.1.1.5) in (4.1.1.6), the Euler-Lagrange equations for the 
fields satisfy: 

                                       
0)

v
( 1 =









∂
∂

∂
∂−

∂
∂ φ

ν
ν j

L

xy

L
AA

o dA ,1=∀                              (4.1.1.8)                            

In this case 0
vv

2

≠
∂∂

∂
BA

L

νµ

π1)( Jy ∈∀ , the Lagrangian is hyper-regular (regular globally), so 

we can associate a Hamiltonian formalism equivalent to the Lagrangian one. 

 
4.1.2  Hamiltonian formalism 

Because ),( 1
LJ Ωπ  is hyper-regular, it is equivalent to a Hamiltonian system ),( 1

hJ Ω∗π by 
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a  global diffeomorphism FL called the restricted Legendre map associated at L . Let ∗π1J

be the restricted multimomentum bundle associated at ME →:π , so,

NTRJ ∗∗ ×= )( 1
4

41π  where NT ∗)( 1
4  is the Whitney sum of 4-copies of the cotangent space 

NT ∗  at N spawned by ),( AA py ν  

Let the natural submersion ∗→= ππ 11: JJFL .  

The coordinates of both bundles are related by: 

                                     
A

AAA L
pFLyyFLxxFL

ν
ν

νν

v
,,

∂
∂=== ∗∗∗

                              
(4.1.2.1)             

Where ),,( AA pyx νν is a natural coordinate system defined on∗π1J .  

We associate a section h to 
∗π1J . Locally, the Hamiltonian section 

)),,(,,,(),,( ρρνννν
B

B
A

A
A

A pyxhppyxpyxh −==  is specified by the Hamiltonian function  

                                            
A

A FLpLFLh ν
ν v)()( 11 ∗−∗− −=                                           (4.1.2.2)                   

On ,1 ∗πJ  the local expressions of the Hamilton-Cartan 4 and 5 forms are defined by: 

                                       xddhxddydpd

xdhxddyp

kkA
Ahh

kkA
Ah

∧−∧∧−=−=Ω

+∧=

−

−

ν
ν

ν
ν

θ

θ

1

1

             (4.1.2.3)                     

By substituting (4.1.2.1) in (4.1.2.3), we obtain (4.1.1.5): 

                                                LhLh FLFL Ω=Ω= ∗∗ ,θθ  

In order to obtain the Hamiltonian fields’ equations equivalent to those obtained by the 
Lagrangian formalism (4.1.1.8), we use the Hamilton-Jacobi principal: 

                                                              0)( =ΩhhXi                                                  (4.1.2.4)             

Where hX  the HDW multivector field (i.e.HDW multivector field is a class of  integrable 

and −τ transverse multivector fields{ } )( 14 ∗⊂ πχ JX h ) 

                                             
ρ

ρ
ννν

A
AA

A
h p

G
y

F
x

X
∂

∂+
∂

∂+
∂
∂=                                     (4.1.2.5)                          

With       

                                                
AA

A

A

y

h
G

p

h
F

∂
∂−=

∂
∂= ν

ννν ,  

and MJ →∗πτ 1:  pull back of  an integral sectionΨ associated at φ  such that:  
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∗→Ψ= πφ 11 :: JMJFL o                                          (4.1.2.6) 

 Finally, in a natural system of coordinates ),,( νν
A

A pyx  in ∗π1J , Ψ satisfies the following 

system of equations: 

                                                   Ψ

Ψ

∂
∂≡Ψ

∂
∂−=

∂
Ψ∂

∂
∂≡Ψ

∂
∂=

∂
Ψ∂

AA
A

AA

A

y

h

y

h

x

p

p

h

p

h

x

y

o
o

o
o

ν

ν

ννν

)(

)(

                             

(4.1.2.7) 

These equations are known as the HDW equations of the restricted Hamiltonian system.  

We define the vector ),(and),( µ
µ

A
A pyz

T
A

A pyZ ∂∂≡∇≡   for 0,3and,1 == µdA

where both the components { }Ay  and { µ
Ap } are unconstrained in ∗π1J . Having regards to 

the choice of the configuration bundle E and the Lagrangian of fields, if we explicit the 
Hamiltonian equation fields (4.1.2.7), we obtain: 

                                        (4.1.2.8) 

The system (4.1.2.8) can be contracted naturally [39] in:  

                                                            hZJ Z

J

∇=∂
∂

321
)( µ

µ

                                          

(4.1.2.9) 

The equation (4.1.2.9) is the contracted form of the HDW equations for fields whose 
components are independents (i.e. unconstrained).   

The explicit matrices { } 3,0=µ
µJ  [41] associated to the operator ∂J  are obtained naturally, 
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where µJ  are 55×  skew-symmetric constant matrixes for “A” fixed. The partial 

differential µ∂
 
appearing in ∂J  is associated to the coordinates ()µx of the flat space: 

Minkowski space.  

The system (4.1.2.9) can also be written as:  

                                              

ZeZiJih iX

X

Z )1()( −=∂−=∇ −

43421 µ
µ

                              

(4.1.2.10)    

4.2  Multisymplectic Geometry for the Relativistic Mechanics 

4.2.1  Lagrangian formalism 

By analogy with the work already done for the field theories, we extend the idea to the 
relativistic mechanics. 

   Let RNRE →×=:π , where E is the configuration bundle, R as a base space spawned 

by (ct) as global coordinate and 3RN = is the fibre above each point of the database (dim N

= 3 and dim E = 4). Let ( )( )3,1
0

3,0
,)( ==

== i
iqctqq µ

µ  be a natural coordinate defined in E.

If the configuration bundle E can be equipped with a metric ( )1,1,1,1 −−−=µνη  such that

ν
µνµ η qq = , in this case E coincides with the Minkowski space. We note that “c” is speed 

of light and ( ) 3,1=i
iq  are the generalized coordinates. EJ →ππ 11 :  is the first-order jet 

bundle of π . In this case, the section TNRJRj ×=→ :: 11 πφ , the natural coordinates 

defined on π1J as done in (4.1.1.3) is ),,( 0 ii qqq & and the global integral sectionφ1j  such 

that:                                                               

))(
)(

)()()(,)()()(,()( 0
0

0001 tq
c

tq
t

cdt

dq
t

tc
q

q
tqtqqqj i

iiii
iii &

&
===

∂
∂=

∂
∂=== φφφφφ (4.2.1.1) 

We define the Lagrange function RTNRL →×: . We define on π1J  , the Poincaré-Cartan 

one-form Lθ  and 2-form LΩ  associated at L as in (5) by: 

                                                  LL

i
i

i
iL

d

dqLq
q

L

c
dq

q

L

θ

θ

−=Ω

−
∂
∂−

∂
∂= 0)(

1
&

&&

                              

(4.2.1.2) 

We put 

                                            
).(

)(
)( and )()(

2

2

tq
c

tq
t

dtc

qd
tqt

cdt

dq i
ii

i
i

&&
&&

& ===  

Where )(tqi& and )(tqi&& are the velocity and the acceleration of the mechanical system 

respectively. For the relativistic mechanics, at the Hamilton principal (4.1.1.6), we can 
associate the following holonomic multivector field, (4.1.1.7) becomes: 
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i

i
i

i
L q

q
q

q
q

X
&

&&&
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

0

                                  
(4.2.1.3)           

 We can do the following remark that 

                                           
Li

i
i

i
L X

cq
q

q
q

tc
X

11 =








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

&
&&&  

   For this dynamic, the first-order jet bundle π1J  is generated by the HDW multivector 

field LX  (i.e.HDW multivector field is a class of integrable) and −τ transverse multivector 

fields { } ).( 11 πχ JX L ⊂ The Lagrangian is hyper-regular so, ),( 1
LJ Ωπ  is equivalent to a 

Hamiltonian system ),( 1
hJ Ω∗π .    

4.2.2   Hamiltonian formalism 

The first -order jet bundle associated at E is NTRJ ∗∗ ×=:1π at which we associate the 

following forms defined in natural coordinate ),,( 0 ii pqq :  

                                                   
0

0

0
0

dqdpdqdp

dqpdqp
i

ih

i
ih

∧−∧−=Ω

+=θ

                                  
(4.2.2.1) 

By analogy with (4.1.2.1) and (4.1.2.2) the Hamiltonian function for the mechanic is 
generally the following non-autonomous Hamiltonian: 

                                         ( ) ( ) i
ii

i qFLpLFLtptqth &∗−∗− −= )()(),,( 11

                       (4.2.2.2) 

where 

                                                              (4.2.2.3)            

From (4.2.1.2), (4.2.2.1) and (4.2.2.2), we find naturally  

                                                               c

h
p =0

                                                         
(4.2.2.4)  

 In the Eq. (4.2.1.2), we identify the terms   

                
formtwosymplecticcanonicali

ii
iL

formoneLiouville
i

i
FL

L
i

i

dpdqdq
q

L
d

dqpdq
q

L

−

−

=∧=→∧








∂
∂−=

↓↓

Θ=→Θ=
∂
∂

ωωω         

  d-                                  d-                  

              

FL

&

&

    (4.2.2.5) 

By substituting (4.2.2.3) in (4.2.2.1), we obtain (4.2.1.2): 

                                                      

ii
ii

q

L
pFLqqFLttFL

&∂
∂=== ∗∗∗ ,,

LhLh FLFL Ω=Ω= ∗∗ andθθ
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The corresponding multivector field equivalent to (4.2.1.3) which satisfies the Hamilton-
Jacobi principal (4.1.2.4) is: 

                                                
i

i
i

i
h p

p
q

q
q

X
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= &&

0

                                   
(4.2.2.6) 

The HDW equations obtained can be identified by the ODE equations for the curves in 
relativistic mechanics: 

                                                     Ψ

Ψ

∂
∂
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Ψ

∂
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==Ψ
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q
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0
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&
o

&
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(4.2.2.7) 

We put ;),(,),(
i

i pqZi
i pqZ ∂∂≡∇≡ 3,1=i , the system ODE of the HDW can be written 

by: 
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∂=∂       (4.2.2.8)                                                                                                      

The system (4.2.2.7) can be contracted naturally in: 

                                                    

ZJZJh
J

ZZ
&

321 000 =∂=∇
∂                                             

(4.2.2.9) 

If we explicit the index  3,1=i  the system ODE (4.2.2.9) becomes: 
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(4.2.2.10) 

Where 0J  is 66×  skew-symmetric constant matrix and ∂J depends only on the partial 
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differential 0∂  associated to the base space coordinates).( 0q  

 

4.3  Relation between Multisymplectic Geometry and the k-structure 

4.3.1  The multisymplectic geometry and k-cosymplectic structure 

 We are going to concentrate ourselves on fields’ theory; the result is the same for the 

mechanic theory, so: let the fibre bundle cited above NRE ×= 4 . On the associated first-

jet bundle NTRJ 1
4

41 ×=π , we have the local coordinate ;)v,,( AAyx µµ dA ,1,3,0 ==µ
. 

Let the Lagrangian function )( 1πJCL ∞∈ (i.e. ( )AAyxL νν v,, ) and )( 1
4

414 NTRJL ×=πχ be 

the set of the holonomic k-vector fields on π1J [19], such that: 

                                                  
A

A
A

A G
y

F
x

X
ρ

νρννν v∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

                               
(4.3.1.1) 

Where ρννρνν
xx

y
GandF

A
AAA

∂∂
∂==

2

v . These multivector fields are, in four-cosymplectic 

Lagrangian formalism, are solutions for the following equation: 

                                                     

ν
ν

νω
ν

dx
x

L
dEi LLX ∂

∂+−=
                                        

(4.3.1.2) 

    where     

                                                        









∂
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d
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νω
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(4.3.1.3) 

 

                                                           
L
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+
∂
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∂
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ν
ν

ν

ν

v
v

v

                                           

(4.3.1.4) 

By putting (4.3.1.3) and (4.3.1.4) in (4.3.1.2), we obtain: 

                                    

ν
ν

ν
ν

ν
ν

dx
x

L
L

L
ddy

L
di

A
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AX ∂
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−

∂
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∂
∂−

v
v
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(4.3.1.5) 

Because the base space is flat, we can use the following relations: 

                                            

[ ]
( )

αα
βαβαβα

βαβαβα

ofreesdr

iii

ddd

X
r

XX

r
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)1(

)1(

==

∧−+∧=∧
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(4.3.1.6) 
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And “d” the total differential is defined on π1J  by: 
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A

A
A

ddy
y

dx
x

d ν
ν

ν
ν v

v∂
∂+

∂
∂+

∂
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(4.3.1.7) 

By multiplying (4.3.1.5) by the volume element 3210 dxdxdxdxdxk ∧∧∧==η , we 

obtain: 
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ddi k
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(4.3.1.8) 

By using (4.3.1.5), the following term gives: 

                           
( ) ( )k

XL
k

XL
k

LX
dxiddxiddxdi ννν

ννν ∧Θ−−∧Θ=∧Θ− 1)1(
              (4.3.1.9) 

By contracting (4.3.1.1) byη , we have: 

                                                               
1−= kk

X
dxdxi νν                                             

(4.3.1.10) 

Finally (4.3.1.9) gives: 

                               
( ) ( )1−∧Θ+∧Θ−=∧Θ− k

L
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LX
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ννν
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(4.3.1.11) 

The term    

                                                     
3,00 =∀=∧

∂
∂ νν

ν
kdxdx

x

L

                                
(4.3.1.12) 

Inserting (4.3.1.11) and (4.3.1.12) in (4.3.1.8), we obtain: 
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(4.3.1.13) 

We identify the term in (4.3.1.13)  

                                       
ecticmultisympl

k
A

Ak
L dxL

L
dx θ

ν
νν

ν =∧







−

∂
∂−∧Θ −

v
v1

              
(4.3.1.14) 

                                    
( )k

LXecticmultisymplLecticmultisymplL dxdid ∧Θ−=−=Ω ν
νθ

              
(4.3.1.15) 

4.3.2 The multisymplectic geometry and k-symplectic structure 

By analogy with the work done for the k-cosymplectic structure, but in this case NE = , the 

Lagrangian function ( )NTCL 1
4

∞∈  and )( 1
4

4 NTLχ be the set of  k-vector fields in NT1
4 [19],

such that: 
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(4.3.2.1) 

The relation (4.3.1.2) becomes: 

                                                               LLX dEi −=νω
ν                                               

(4.3.2.2) 

where the term 3,00 =∀=
∂
∂ ννx

L
 and the expressions (4.3.1.3) and (4.3.1.4) of 

ννω LLL E Θ,and  respectively seen in four-cosymplectic differ for four-symplectic in the 

expression of the Lagrangian (i.e. L does not depend on )νx and “d” the total differential, in 

this case , is given by: 
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ddy
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(4.3.2.3) 

Given the expression of k-vector field νX , we have 0=k

X
dxi ν . The same calculus can be 

done for k-symplectic as it was done for four-cosymplectic, but in this case the term 

( )1−∧Θ k
L dxν
ν  disappears automatically from (4.3.1.14) which it becomes 

                                               
ecticmultisympl
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(4.3.2.4) 

We can make the following remark that the contribution of the term νx

L

∂
∂

vanishes in both 

cases if it is k-symplectic or k-cosymplectic. So, to study the dynamic of a k-symplectic 
physical system, we can recalculate demonstration for the relation-ship between k-

symplectic and multisymplectic treating the dynamic in the first jet bundle NTRj k
k 11 ×=π

as if it was  k- cosymplectic with .0=
∂
∂

νx

L
 

In conclusion, we deduce that the multisymplectic geometry is k-cosymplectic structure 

such  that the fibres of the first-jet bundle π1J  for the Lagrangian formalism are 

constructed based on the two-symplectic form )
v

( A
AL dy

L
d

ν

νω
∂
∂−=  defined on each point of 

the fibre. So, νωL  forms the structure of the multisymplectic geometry.  

We remark also that, in physics, if the theory is explicit so the Lagrangian depends on the 

local coordinates ( ) ( )( )ννννν φφ xxyx AAAA ∂== v,, (i.e. )v,,( AAyxL νν and 0≠
∂
∂

νx

L
, the 

structure of the geometry is k-cosymplectic and the dynamic of fields is studied on a first-

jet bundle NTRJ 1
4

41 ×=π . But if the Lagrangian depends only on the following 
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coordinates )v,( AAy ν and 3,00 =∀=
∂
∂ ννx

L
, the theory is said implicit and the structure is 

k-symplectic and can be also constructed on the fibre bundle NTRJ 1
4

41 ×=π  above the 

database 4R . 

                                                

( ) NTRNTRFL
∗×→× 1

4
41

4
4:

 

By using the Legendre map                                      

                                             
( ) 









∂
∂=→

A
AAAA L

pyxyx
ν

νννν v
,,v,,

                                
(4.3.2.5) 

Without any demonstration, we can use the same method done for the Lagrangian 
formalism and by using FL; the same results will be deduced for the Hamiltonian 
formalism. In this case, the k-cosymplectic structure of the geometry is based on the 
symplectic two-form 

                                                      
ν

νν ωω L
A

A FLdpdy =∧= . 

We can use the same method of demonstration and without doing any calculus using the 
fibre bundle cited above in Sec. 4.2 for the relativistic mechanic, we will find a result 
similar to the equation (4.3.1.15) just by making the following change of variables: 

                        ( ) ( ) 1and,,4andv,, =→= kqqtckyx iiAA &νν                     (4.3.2.6) 

We can construct the multisymlectic geometry for the relativistic mechanics based on to the 
canonical symplectic two-form (4.2.2.5), Eq. (4.3.1.2) becomes in this case:  

                                                            
dt

t

L
dEi LLX ∂

∂+−=ω
                                     

(4.3.2.7) 

Unless, in this case, we can make the following remark that the relativistic mechanic is 

implicit ( )






 =
∂
∂ ii qqL

t

L
&,and0i.e. , the theory is said autonomous. If the theory of 

relativistic mechanics is explicit ( )






 ≠
∂
∂ ii qqtL

t

L
&,,and0i.e. , it is called non-autonomous. 

4.4  Dynamic of Physical Systems 

By using the multisymplectic geometry studied in sections cited above, and having regard 
to the relation-ship between the k-cosymplectic (k-symplectic respectively) and 
multisymplectic geometry in Sec. 4.3. Here, we are going to develop the model for 
studying separately the dynamic of a relativistic charged particle immerged in a weak field: 

the electromagnetic field ),( iAA φµ ≡ and in the absence of the gravitational field (a strong 

field), then the dynamic of a classical free electromagnetic field.  

4.4.1  Dynamic of a relativistic charged particle 
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A geometric formulation of the lagrangian of relativistic mechanics in terms of jets bundle 
was already treated in [42, 43, 44], but in this subsection, we are going to treat the 
Hamiltonian of relativistic mechanics in the geometrical model cited above in Sec. 4.2. 

The Lagrangian function of a relativistic particle immerged in an electromagnetic field 

                               
( ) ( ) ( )iiii qtAeqte

c
cmqqtL ,.v ,

v
1,,

2

2
2

0

→→
−+−= φ&

                      
(4.4.1.1) 

particle.  theof massrest   theis  where 0m Where the four- vector µq&  is given by: 

                                                    
( )





=

=
== →

= v
 

3,2,1

0

iiq

cq

dt

dq
q

&

&
& µ

µ

                                   

(4.4.1.2) 

 By using the metric µνη  defined in Minkowski space in Sec. 4.2, the four-vector of the 

electromagnetic field is 

                                            
( ) ( )







−=−=

==
=

→

== AAA

c
AA

A

iii
i

3,2,13,2,1

0
0 φ

µ

                              

(4.4.1.3) 

The four-momentum vector 

                                                 

    
v

1 2

2

00

c

h

c
e

c

cm
p =+

−
= φ

                                    

(4.4.1.4)(a) 

                                                

  
v

1 2

2

0 iii Aeq

c

m
p +

−
= &

                                          

(4.4.1.4)(b) 

We do the following change of coordinate 

     







=−=

=−=

 (b) (4.4.1.5)                                                           

  a)(4.4.1.5)(                                                            000

iiii qmAepP

mcAepP

&
 

Where  
v

1
2

2

0

c

m
m

−

= and 00, pP  are respectively the mass and the energies (the 

Hamiltonians in different system of coordinates) of the particle moving at the speed
→
v .   

The Hamiltonian function for a relativistic particle is given by: 
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( )( )  02

0 =−−−=− cmAepAepLqp µµ
µµ

µ
µ &

µ

µ

q

L
p

&∂
∂= and

                 
(4.4.1.6) 

By substituting (4.4.1.1) and (4.4.1.4) in (4.4.1.6), we obtain: 

                      
( )( )ii

ii AepAepcm
c

e
c

E
AepP −−−=−=−= 2

0
000   

φ
                

(4.4.1.7) 

the study of the dynamics in the jet bundle 31 TRRJ ×=π generated by ( )ii qqct &,, . 
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qq
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The Lagrangian is hyper-regular. The Lagrangian formalism in the first jet bundle π1J  is 

equivalent to a Hamiltonian one treated on the first jet bundle ∗π1J  generated by the 

following local coordinate system( )ii pqct ,, . 

The Hamilton-Jacobi principal (4.1.2.4) is verified for:  

                                                
i

i

i

i
h

i
ih

p
p

q
q

q
X

dqdpdqdp

∂
∂+

∂
∂+

∂
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&&
0

0
0

                                   

(4.4.1.8) 

Because the laws of physics must be invariant of a system of coordinates to another, in this 

case, the dynamic of the particle can be studied on the first-jet bundle NTRJ ∗∗ ×=π1

generated by the following coordinate system ),,( ii Pqct . The Hamilton-Jacobi principal 

(4.1.2.4) becomes:   

                                         
i

i
i

i
h

i
ih

P
P

q
q

q
X

dqdPdqdPdqdP

∂
∂+

∂
∂+

∂
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&&
0

0
0

~

~ µ
µ

                      

(4.4.1.9) 

By using the change of coordinates (4.4.1.5), we have 

                                      
µ

µ
µ

µ
µ

µ dqdAedqdpdqdPh ∧+∧−=∧−=Ω~
                 

(4.4.1.10) 

                                                

µν
νµ

µ
µ dqdqFdqdA ∧=∧

2

1

                                   
(4.4.1.11) 

Inserting (4.4.1.11) in (4.4.1.10)  

                                      

µν
µνµ

µ
µ dqdqF

e
dpdqdPh ∧







 +−=∧−=Ω
2

~

                    
(4.4.1.12) 
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The Hamilton-Jacobi principal (4.1.24) gives: 

               

( )

     0                   

(4.4.1.13)                                                                                                                                              
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By a geometric construction that was made and without going through the derivation of the 
Hamiltonian (4.4.1.7), if we identify term by term in equality (4.4.1.13), the system of  the 
HDW equations (4.2.2.7) which describes the dynamic of a particle plunged in 
electromagnetic field gives: 
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&&&

&&

Inserting the equations (4.4.1.14)(a) and (4.4.1.14)(b) in the first bracket of the relation
(4.4.1.13), 
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By multiplyingthe system (4.4.1.14) by ”c”,  
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In particular                         .   
0

0
ij

ji
ii Fqe

q

A
e

q

P
P && −

∂
∂

=
∂
∂

−=
 

We conclude that such ageometrical construction let to identify the Hamilton-Carton two-

form hΩ~  (4.4.1.9) to the charged two symplectic form already used in the work [45]. This 

geometrical model is invariant by boosts when moving from one fiber to another
horizontally on Minkowski space which coincides, in this model, with the configuration

bundle E. The relation (4.4.1.12) shows how changes hΩ~  from the coordinate system

( )ii Pqct ,,  to the other one ( )ii pqct ,,  which is the result already put in [45] where hΩ~ 
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(4.4.1.9) was defined on the base space M  taken as Minkowski space. 

 We can also do the following remark that the contribution of the term
0

0

q

p

∂
∂

disappears 

naturally in the expression of hΩ~ (4.4.1.13). This is explained by the fact that the 

expression (4.4.1.7) of 0p  is time implicit. 

The classical limit which is the development to the first order of the theory leaves invariant

the model built where just tender the terms  and   

                                                  

The classical limit of the term 

                          (4.4.1.16) 

Inserting (4.4.1.16) in (4.4.1.5)(b) and (4.4.17), the classical limit of the Hamiltonian of the 
particle  

                                                                              (4.4.1.17)                                                                                                     

if we take the origin of energies , Inserting (4.4.1.4)(b) in (4.4.1.15)(b), we 

retrieve the Newton's law 

                                                                                      (4.4.1.18)                                                                                         

In this case, the theory is invariant by Galilean transformation which is the classical limit of 
boosts. 

 By using the result found in Sec. 4.3.2, the modelbuilt in Sec. 4.2.2 remains valid for the 

study of the dynamics of free particle in the jet bundle 

generated by and the last remark that we can do is that the multisymplectic 

Hamiltonian formalism for relativistic mechanics is the familiar homogeneous Hamiltonian 
formalism of non-relativistic mechanics [24]. 

4.4.2   Dynamic of the free electromagnetic field 

Recall theexpression of the Lagrangian of a free electromagnetic field                                                                                           
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Where  is the electromagnetic field and  is the 

velocity of the field Having regarded to the expression of the Lagrangian 

the theory is four-symplectic. By using the result obtained in 

Sec. 4.3.2, we can study the dynamic of the field, by using the multisymplectic geometry 

studied in Sec.4.1, on where N is the space of the field  where the 

group of symmetry is . 

                                                                               (4.4.2.1) 

 The Hamiltonian of the field  

                                                                                          (4.4.2.2) 

so,                                                 

By using (4.1.2.1) and (4.1.2.3), we obtain  

                               (4.4.2.3) 

and  

                                              

 
The Hamilton-Jacobi principal (4.1.2.4) gives: 

        (4.4.2.4) 

By identification the terms in (4.4.2.4), we obtain 
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Because the k-vector-field  is holonomic (SOPDE and integrable), . 

In conclusion of this Sec. 4.4, we deduce that the multisymplectic geometry is the 
favourable geometry for describing both the relativistic dynamics for gauge theories (boson 
fields) (i.e. the electromagnetic field) which dynamic obeys at Maxwell equations e.g. Sec. 
4.4.2 and the mechanic which obeys at Newton equations in the classical limit e.g. Sec. 
4.4.1 respectively. 

 
Conclusion 

Several works on the multisymplectic geometry has been made to describe the dynamics of
relativistic fields. The dynamics of these fields are described by the Maxwell equations. As 
it was done in the work [40], we built the bundle of the quantum theories of Yang Mills
whose base is identified with the flat space: Minkowski space. In this work, conditions are 
fixed for the construction of the bundle for the relativistic YM fields to apply the
multisymplectic geometry. In particular in our work, we pointed out for the hyper-regular 
field theories which can be developed in this configuration bundle. In the same way, in this 
work we built an appropriate configuration bundle for the relativistic mechanics; in 
particular, we study the dynamic of a relativistic electron immerged in electromagnetic
fields. The movement of such a particle obeys to Newton's law. Using this extension, we 
can define new kinds of holonome multivector fields which verify the Hamilton principle.
In particular, in Hamiltonian formalism, we obtained the HDW equations describing the 
movement in mechanics. After this study, we deduce that the extension of the 
multisymplectic geometry to the relativistic mechanics operates successfully. Furthermore, 
we have proved that in the absence of the gravitational field, both the propagation of a free 
field (the movement of a free particle or a particle immerged in a weak field as the 
electromagnetic field) in the space respectively lead to a construction of a multisymplectic 
geometry on the first-jet bundle whose base space is treated globally. In particular, we 
distinguish in this construction of the bundles how are placed the coordinates: the space and 
time of the Minkowski space in the fiber bundle for both theories. Finally, we have found a 
direct relationship between the k-cosymplectic structure and the multisymplectic geometry.  
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ANNEXE 

Définition  

1] La dérivée extérieure  

                       

Et est étendue par linéarité à l’ensemble de . 

La dérivée extérieure utilise la règle du produit suivante:  alors 

                                          

2] Le contracteur extérieur est défini par : .  

1) Cet opérateur linéaire agit sur les formes  

2) . 

3) Pour les 1-formes  

Par exemple,  

. 

4) Pour les fonctions,   
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Résumé 

L'idée principale de la relativité est que l'on ne peut parler de quantités telles que la vitesse ou 
l'accélération sans avoir  choisi un référentiel défini en un point donné. Tout mouvement est ensuite 
décrit en relation avec cette référence. La relativité postule que cette référence peut être prolongée 
indéfiniment dans l'espace et dans le temps. Il ne traite que le cas des référentiels dits inertiels. Ces  
référentiels sont animés par une vitesse constante sans changer de direction dans le continuum espace-
temps. Cet espace est appelé espace de Minkowski. C'est un espace pseudo-euclidien. La présence de 
matière peut déformer localement l'espace-temps lui-même. Alors L'espace de Minkowski est 
abandonnée en faveur d'un espace à quatre dimensions dit espace de Riemann. La théorie dans ce cas 
est dite la relativité générale. En relativité générale, la trajectoire des particules libres est une ligne 
droite dans un repère inertiel local. Une fois ces lignes sont prolongées au-delà de la référence locale, 
elles ne sont plus rectilignes. Ces courbes sont reliées à la métrique de l'espace-temps elles sont 
connues par le nom  de géodésiques. La première loi de Newton doit être remplacée par l’équation de 
la géodésique. 

Dans la description géométrique des théories de champs, le sujet le plus intéressant concerne l'étude 
des équations de champ qui décrivent la dynamique des champs. Dans la géométrie 
multisymplectique, à la fois dans les formalismes de Lagrange et de Hamilton, ces équations peuvent 
être dérivés d'un principe de variation approprié: le soi-disant principe de Hamilton dans le formalisme 
de Lagrange et le principe de Hamilton-Jacobi dans le formalisme hamiltonien. En particulier, pour les 
théories hyper-réguliers, le principe de variation conduit à l'équation de Hamilton-De Donder-Weyl 
(HDW) en utilisant des types particuliers de champs  multivecteurs intégrables appelés les 
multivecteur champs holonomes. Pour cette dynamique, le jet bundle de premier ordre est 
principalement généré par les champs multivecteurs  HDW. Dans le travail [40], nous avons construit 
particulièrement le bundle de théories quantiques de Yang-Mills. Pour appliquer la géométrie 
multisymplectique sur ce travail, nous nous sommes focalisés sur les champs relativistes qui se 
propagent librement dans l'espace de Minkowski; nous identifions ces  champs à ceux hyper-réguliers. 
Ce modèle géométrique donne les équations de Maxwell. De la même manière, dans ce travail, nous 
étendons la géométrie multisymplectique, déjà réalisée pour les théories de champs, à la mécanique 
relativiste par l'introduction d'un bundle approprié. Nous construisons le bundle pour étudier en 
particulier la dynamique d'un électron relativiste immergé dans un champ électromagnétique. Ce 
modèle géométrique donne les équations de Maxwell. De la même manière, dans ce travail, nous 
étendons la géométrie multisymplectique, déjà réalisée pour les théories de champs, à la mécanique 
relativiste par l'introduction d'un bundle approprié. Nous construisons le bundle pour étudier en 
particulier la dynamique d'un électron relativiste immergé dans un champ électromagnétique. 
L'extension de la géométrie multisymplectique de la mécanique relativiste fonctionne avec succès. 

En conclusion, nous avons prouvé qu’en l'absence de la gravitation, la dynamique d'un champ 
relativiste libre (le mouvement d'une particule libre ou une particule immergée dans un champ faible 
que le champ électromagnétique) dans l'espace de Minkowski conduit à utiliser la multisymplectique 
géométrie en utilisant le premier-ordre jet bundle dont l'espace de base est traité globalement. En 
particulier, nous distinguons dans cette construction des faisceaux comment sont placés les 
coordonnées: l'espace et le temps de l'espace de Minkowski dans le faisceau de fibres pour les deux 
théories. Enfin, nous avons trouvé une relation directe entre la structure de k-cosymplectique et la 
géométrie multisymplectique. 

 

 


