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Je tiens aussi à remercier Pr.Zerkri Noureddine d’avoir présider le jury,

Pr.Hiadsi Said notre cher responsable de la formation doctorale 3e cycle d’être

parmi le jury afin d’examiner mon travail. Je le remercie aussi pour son soutient

et ses conseils.
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Résumé

Le présent document expose l’étude d’une simulation numérique d’un système

ferromagnétique en utilisant le modèle d’Ising bidimensionnelle.

Un programme de simulation est conçu pour effectuer le calcul de grandeurs

thermodynamiques telles que l’énergie interne , l’aimantation , la capacité ther-

mique , la susceptibilité magnétique et le cumulant de Binder. La validation

du programme est faites par comparaison avec les résultats de la littérature du

modèle d’Ising régulier.

L’introduction d’impuretés rend le système désordonné. L’effet de la dilu-

tion sur la température critique du modèle d’Ising sur le réseau carré est étudié

pour différents degrés de dilutions. La méthode du Binder cumulant échoue

alors que la méthode du maximum de capacité thermique donne un bon résultat

au même degré de dilution. Le cumulant de Binder devrait être revu dans le cas

du désordre.

La méthode de Frank et Lobb s’avère une méthode numérique intéressante

et précise dans la détermination de la température de transition du modèle d’Is-

ing régulier. Elle devient obsolète à l’introduction d’un faible désordre. Une

augmentation de la précision de calcul devrait résoudre le problème.

Mots clés : Modèle d’Ising, Dilution, Simulation Monte Carlo, Transition de

phase, Cumulant de Binder, Méthode de Frank et Lobb.
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Abstract

This document presents a study of a numerical simulation of a ferromagnetic

system using 2D Ising model.

A simulation program is developed to perform the calculation of thermo-

dynamic quantities such as the internal energy, the magnetization, the heat ca-

pacity, the magnetic susceptibility and the Binder cumulant. The validation of

this program is done by comparison with previous results for regular 2D Ising

model.

The introduction of impurities make the system disordered. The effect of

bond dilution on the critical temperature of the Ising model on the square lat-

tice is studied over a rang of dilutions values. The binder cumulant method

breaks down whereas the maximum heat capacity method gives a good result

at the same dilution degree. The Binder cumulant should be revised for disorder

cases.

The Frank and Lobb method appears an interesting and accurate numerical

method in determining the transition temperature of the regular Ising model.

It becomes obsolete with the introduction of a weak disorder. Increasing the

accuracy of calculation should solve the problem.

Keywords : Ising model, Dilution, Monte Carlo simulation , Phase transi-

tion, Binder Cumulant, Frank and Lobb method.
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A.1.4 Opérations de réduction et communications collectives . . 104

A.2 Optimisation d’un programme parallèle . . . . . . . . . . . . . . . 106
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4.6 La susceptibilité magnétique .vs. température [β] pour différentes
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et Lobb (FLIsing) et celle de Monte Carlo (MCIsing). . . . . . . . . . 92

5.13 Variation de la capacité calorifique [J /KB
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de réduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

xiv



TABLE DES FIGURES TABLE DES FIGURES

A.7 Fonction MPI ALLREDUCE(). Opération de réduction et diffu-
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Introduction et motivation

Le modèle d’Ising fut introduit dans les années 20 par Lenz [1] pour l’étude

des transitions de phase des ferromagnétiques à la température de curie. Le

problème était de trouver une explication au phénomène de l’aimantation spon-

tanée observé dans les matériaux ferromagnétiques avec un modèle de chaı̂ne

ferromagnétique. Ising (1925) dans son sujet de doctorat montra que le phénomène

n’apparaı̂t pas dans le cas unidimensionnel [2]. L’histoire ne s’arrêta pas là,

Peierls, en 1936, prouva l’existence d’une transition de phase en 2D [4]. Kramers

et Wannier[5] ont calculé la température de curie du modèle bidimensionnel

d’Ising, puis Onsager calcula la fonction de partition en 2D [6] dans le cas d’un

champ extérieur nul. L’expression exacte de l’aimantation spontanée pour le

modèle d’Ising à 2D a été calculée par C.N.Yang [8] pour un réseau carré, par

R.B.Potts pour un réseau triangulaire [9].

L’extension à 3D est beaucoup plus complexe. Plusieurs travaux ont été

faite mais aucune solution analytique n’a été trouvée. Le modèle d’Ising 3D

est classé parmi les problèmes insolvables. cela n’empêche pas de le résoudre

numériquement et plusieurs solutions approximatives ont vu le jour [42].

Malgré que ses premiers résultats étaient peu favorables, il est devenu évident
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que son importance s’étend au-delà du domaine du magnétisme vers des champs

variés tels que la percolation [22], la sociophysique [33], la biologie [49], l’imagerie

[50] . . . Il a été aussi appliqué sur différents types de réseaux tel que le réseau

régulier et le réseau désordonné.

Dans le présent document, On s’est intéressé à l’étude du modèle d’Ising

bidimensionnel en présence du désordre. Dans le premier chapitre, des généralités

sur les modèles de spins et la physique des transitions de phase ainsi que les

phénomènes critiques ont été abordé. Au deuxième chapitre, une description

détaillée du modèle d’Ising à 1D et 2D est présentée, suivie par une présentation

de la relation entre modèle d’Ising et percolation. La notion de désordre est

aussi évoquée. Le troisième chapitre discute la simulation du modèle d’Ising

2D en utilisant la méthode de Monte Carlo Metropolis qui permet aussi de

déterminer la valeur de la température de transition de phase telle que prédite

par la théorie. L’avant dernier chapitre concerne l’étude de l’évolution de la

valeur de la température de transition du modèle d’Ising 2D en présence d’une

certaine concentration de désordre ; des liens entre les spins sont coupés. C’est le

modèle d’Ising dilué. Le modèle a été étudié pour différentes concentrations de

désordre et des résultats ont été tirés et interprétés. Il s’est avéré qu’on pourrait

calculer la fonction de partition malgré sa complexité en utilisant la méthode

de Frank et Lobb tout en déterminant la valeur de la température de transition

avec une très bonne précision. Ce qui a fait l’objectif du dernier chapitre.
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1
Généralités

Des généralités sur la physique statistique sont exposées dans ce premier

chapitre. Une présentation des modèles de spins est introduite suivie par une

illustration des différentes géométries de réseau utilisées dans un système de

spin. La physique de la transition de phase est abordée ainsi que les phénomènes

critiques et la notion d’universalité qui décrivent le comportement d’un tel système

au voisinage de la transition de phase. Et à la fin, on montre l’influence du

désordre sur un système magnétique et comment les exposants critiques varient

avec ce désordre.
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1.1 Modèles de Spin

La modélisation d’un système de spin est un aspect clé du magnétisme à

température finie. Les modèles de spin permettent une description simple du

comportement d’un spin dans un milieu magnétique. Une description de ces

modèles est proposée.

1.1.1 Modèle d’Heisenberg

Très peu de temps après le développement de la mécanique quantique, Heisen-

berg et Dirac ont proposé indépendamment que le phénomène magnétique dans

les solides peut être compris à la base d’un modèle d’échanges couplés de mo-

ment quantique angulaire (Spin), avec un hamiltonien de la forme

H = −J ∑
<i,j>

S1 ·S2 (1.1)

Ou J est le paramètre d’interaction entre spin, Si l’opérateur de spin, < i, j >

la somme sur les proches voisins, et le produit scalaire est

S1 ·S2 = Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j + Sz
i Sz

j

Le modèle décrit un matériau ferromagnétique (antiferromagnétique) pour

J > 0 (< 0) respectivement. L’hamiltonien d’Heisenberg [3] peut être généralisé

à

H = − ∑
<i,j>
JxSx

i Sx
j + JySy

i Sy
j + JzSz

i Sz
j (1.2)

Il est aussi connu comme le modèle XYZ (ou le modèle XXZ si Jx = Jy 6= Jz).

Un cas spécial Jz = 0,Jx = Jy est connu sous le modèle XY, qui a été utilisé
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1.1 Modèles de Spin Généralités

comme un modèle de réseau de l’hélium superfluide. Le modèle de Heisen-

berg a également d’intéressantes propriétés dynamiques, y compris les excita-

tions collectives d’ondes de spin, qui déterminent la thermodynamique à basse

température.

1.1.2 Modèle d’Ising

Le modèle d’Ising est définit sur un réseau régulier dont chaque site possède

un spin qui peut prendre seulement deux valeurs ±1, représentant un spin up

ou un spin down (figure 1.1). L’hamiltonien du système s’écrit

H = −J ∑
〈ij〉

sisj −B∑
i

si (1.3)

où 〈ij〉 désigne une somme sur les sites qui sont les plus proches voisins, J

le paramètre d’interaction et B est le champs magnétique extérieur.

FIGURE 1.1 – Le modèle d’Ising sur un réseau carré bidimensionnel. Les flèches
haut (bleu) et bas (rouge) représentent des spins positifs et négatifs respective-
ment

1.1.3 Modèle de Potts

On doit son introduction à C.Domb, qui au début des années 1950, proposa à

son thésard R.B.Potts d’étudier une généralisation du modèle d’Ising où chaque

spin peut être dans un nombre arbitraire d’états discrets.
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Le modèle de Potts consiste en un ensemble de spin placés sur les différents

sites du réseau pris comme un réseau triangulaire à 2D [7, 9, 21], mais rien

n’empêche de considérer d’autre réseaux [31, 46, 48].

Pour chaque site, il existe q états. L’hamiltonien est donné par

H = −J ∑
<i,j>

δ(Si,Sj) (1.4)

J est le paramètre d’interaction, Si = 0,1, ...,q spécifie l’état du spin au ie site

et δ(Si,Sj) est le δ-Kronecker où

δ(Si,Sj) =

 1 si Si = Sj

0 ailleurs

FIGURE 1.2 – Représentation du modèle de Potts pour differents états q

1.1.4 Modèle XY

Dans le modèle XY , les spins de longueur unité dans un réseau à deux di-

mensions peuvent tourner dans le plan du réseau. L’hamiltonien est décrit par

la relation suivante :

H = − ∑
<i,j>

cos(θi − θj) (1.5)

où 〈ij〉 désigne une somme sur les sites qui sont les plus proches voisins.

L’état de chaque spin est donné par son angle θi ∈ [0,2π].
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1.2 Géométrie des réseaux Généralités

FIGURE 1.3 – Le modèle XY sur un réseau carré bidimensionnel

1.2 Géométrie des réseaux

Dans un système de spin, les spins doivent être localisés ou du moins reliés

les uns aux autres afin de décider l’interaction entre eux. Cela peut se faire par

un réseau régulier ; une structure de liens reliés à des sommets. L’exemple le plus

simple de ce type de réseau est le réseau carré

L’analogue en 3D est le réseau cubiqueet en 4D est connu sous le nom de réseau

hypercubique.

D’autres géométries sont utilisées dans les modèles de spin telles que réseau

de nid d’abeille (honeycomb lattice)
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1.2 Géométrie des réseaux Généralités

Le réseau Triangulaire

Un nœud du réseau (vertex) qui peut être occupé par un Spin est connu

comme un site. La ligne joignant deux site est appelé un lien (en anglais lattice

bond)

L’une des propriétés caractéristiques de la géométrie d’un réseau est le nom-

bre de sites directement connectés à un site donné. Ce nombre est connu comme

la coordinence du réseau.

TABLE 1.1 – La coordinence des différentes structures géométriques

Dimension Réseau Coordinence
2 Nid d’abeille 3
2 Carré 4
2 Triangulaire 6
3 Diamant 4
3 Cubique 6
3 Tétraédrique 12
4 Hypercubique 8

La localisation des spins peut se faire sur des réseaux irréguliers, qui appa-
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1.2 Géométrie des réseaux Généralités

raissent dans une large variété de systèmes naturels, tels que les mousses ou les

tissus biologiques [36].

Réseau de Voronoı̈-Delaunay

Le diagramme de Voronoı̈ 1 est une décomposition particulière de l’espace

euclidien définit en terme d’un ensemble donné discret de points (FIGURE1.5).

Pour une meilleur compréhension du diagramme de Voronoı̈, commençons

par une description assez intuitive [32]. Supposons qu’un ensemble de points,

appelés points générateurs, est donné dans le plan euclidien (Les cercles pleins

dans la FIGURE 1.4). Le nombre de points est supposé être deux ou plus, mais

fini et ils sont tous distincts au sens qu’aucun point coı̈ncide avec un autre dans

le plan. On associe à chaque emplacement dans le plan le plus proche élément

du point générateur (Dans la FIGURE 1.4, le point p est affecté à l’incident cercle

plein p1 avec une ligne brisée en gras). L’ensemble des emplacements affectés à

chaque point générateur constitue sa région (zone ombrée de la FIGURE 1.4).

D’une manière mathématique, on considère un nombre fini n de points avec

une position Xn dans un plan euclidien en assumant que 2 ≤ n < ∞. Les n

points sont distincts dans le sens que Xi 6= Xj pour i 6= j, i, j ∈ In = {1, ...,n}.

Soit p(x,y) un point arbitraire du plan. La distance euclidienne d(p, pi) entre

p(x,y) et pi(xi,yi) est donnée par

d(p, pi) =‖ X− Xi ‖=
√
(x− xi)2 + (y− yi)2

On appelle région de Voronoı̈ ou cellule de Voronoı̈ associée à un élément pi de

l’ensemble des points qui sont plus proches de p que de tout autre point telque

V(pi) = {X| ‖ X− Xi ‖≤‖ X− Xj ‖ pour i 6= j/i, j ∈ In} (1.6)

1. aussi appelé Tesselation de Voronoı̈
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1.2 Géométrie des réseaux Généralités

FIGURE 1.4 – Diagramme de Voronoi [32]

Étant donnée un diagramme de Voronoı̈ où les points générateurs ne sont

pas colinéaires et leur nombre est de trois ou plus, on les relie deux à deux

de tel façons que les cellules voisines de Voronoı̈ partagent la même arête. En

conséquence, on obtient une seconde tesselation composée de triangles, on l’ap-

pelle Triangulation de Delaunay. La triangulation de Delaunay d’un ensemble

discret p de points est le graphe dual du diagramme de Voronoı̈ associé à p. A

chaque cellule du diagramme de Voronoı̈ est associé un sommet dans la trian-

gulation de Delaunay. Ces sommets sont reliés entre eux par une arête si les cel-

lules sont voisines. Les arêtes du diagramme de Voronoı̈ sont sur les médiatrices

des arêtes de la triangulation de Delaunay (FIGURE 1.5).

Il y a un autre moyen d’obtenir la tesselation de Delaunay : On construit un

cercle à partir de 3 points du plan. S’il n y a aucun point à l’intérieur du cercle,

ces trois points définissent le triangle de Delaunay et on les relie par des seg-

ments. Le centre de chaque cercle représente le point générateur du diagramme

de Voronoı̈.
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FIGURE 1.5 – Superposition d’un diagramme de Voronoı̈ (en pointillés) et de sa
triangulation de Delaunay (ligne continue) [35]

Si les points générateurs sont situés complètement au hasard sur un plan

infini, le diagramme qui en résulte est connu sous le nom du Réseau Poissonien

de Voronoı̈-Delaunay[32].

1.3 Transition de phase, Phénomènes critiques et Uni-

versalité

La transformation d’un liquide en gaz, d’un matériau conducteur en supra-

conducteur, d’un état fluide à un état superfluide ou le passage du ferromagnétisme

au paramagnétisme sont des phénomènes que l’on dénomme transition de phase.

Ce changement d’état physique ou de phase à un autre se produit de manière

abrupte pour une valeur critique d’un paramètre intensif (température, pres-

sion, champ électrique, champ magnétique, ... ). Les transitions de phase sont

caractérisées par la discontinuité de certaines grandeurs qui en résultent.

On distingue deux manières de classer les transitions de phase. La première

fut celle d’Ehrenfest, qui on distingue des transitions d’ordre n les transitions

qui s’accompagnent de discontinuités dans les grandeurs physiques reliées aux
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dérivées ne du potentiel thermodynamique 2. Les exemples classiques de tran-

sition de 1er ordre sont les transitions entre les trois états standards (solide, liq-

uide, gaz). La transition hélium normal - hélium superfluide est du 2e ordre.

En 1937, Landau proposa une autre classification des transitions de phases,

basée sur le fait que certaines transitions (sans chaleur latente) s’accompagne

d’un changement de symétrie du système. Ce qui a conduit Landau a introduire

la notion de paramètre d’ordre, cette grandeur est nulle dans la phase la plus

symétrique (haute température) et différente de zéro ailleurs. Landau proposa 2

catégories de transitions :

1. Les transitions sans paramètre d’ordre, se sont des transitions du pre-

mier ordre au sens d’Ehrenfest. Elles se traduisent aussi par un saut du

paramètre d’ordre (discontinuité).

2. Les transitions avec paramètre d’ordre, correspondent à une continuité du

paramètre d’ordre ainsi qu’à des discontinuités des dérivées des fonctions

thermodynamiques. Dans ce dernier cas elles peuvent être du 2e ordre si

la dérivée seconde est discontinue, du 3e ordre si la dérivée troisième est

discontinue, etc... Ces transitions sont qualifiées de transitions continues

ou de phénomènes critiques. C’est le comportement des propriétés ther-

modynamiques d’un système au voisinage de la transition de phase.

A l’approche du point critique (point de transition) Tc, la phase ordonnée a une

stabilité comparable à celle de la phase désordonnée et il apparaı̂t des zones lo-

calement ordonnées de taille ξ. Si la transition est du 2e ordre au sens de Landau,

ξ diverge quand T→ Tc. Le comportement des grandeurs physiques du système

au voisinage du point critique Tc est représenté par une puissance de | T − Tc |.

Ces puissances sont nommés exposants critiques. Ces exposants gouvernent le

comportement au point critique de certaines grandeurs thermodynamiques.

2. énergie interne, énergie libre, enthalpie, enthalpie libre
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La TABLE1.2 résume les définitions des exposants critiques.

TABLE 1.2 – Définition et signification des exposants critiques

Exposant Définition Signification

α Cv(T) ∼| T − Tc |−α Chaleur spécifique
β M(T) ∼| T − Tc |β Aimantation
γ χ(T) ∼| T − Tc |−γ Susceptibilité
δ M(Tc, B) ∼| B |1/δ Aimantation vs champ magnétique à Tc
υ ξ ∼| T − Tc |−υ Longueur de corrélation
η g(R) ∼ R−(d−2+η) Fonction de corrélation (d dimensionnalité)

Ces exposants ne sont pas tous indépendants, ils sont reliés entre eux comme

indiqué sur la table suivante :

TABLE 1.3 – Principales relations entre les exposants critiques

α = 2− υd
β = 1/2υ(d− 2 + η)

γ = υ(2− η
δ = d + 2− η/d− 2 + η
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FIGURE 1.6 – Parametre d’ordre.vs.temperature et champ magnetique [37]

Les valeurs des coefficients ont un caractère universel : Les exposants cri-

tiques ne dépendent que la dimensionnalité n du paramètre d’ordre et de la

dimensionnalité d de l’espace physique. Deux exposants suffisent à déterminer

le système au voisinage de la transition. On a les relations

α + 2β + γ = 2

β(δ− 1) = γ

TABLE 1.4 – Quelques modèles et leurs exposants critiques [41]

Modèles α β γ δ ν η
2D Ising 0 1/8 7/4 15 1 1/4
3D Ising 0.1 0.33 5/4 4.8 0.63 0.04

3D Heisenberg -0.12 0.36 1.39 4.8 0.71 0.04
3D XY 0.01 0.34 1.3 4.8 0.66 0.04

14
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1.4 Mise en échelle de taille finie en transition de

phase du 2eordre

Les fonctions de mise en échelle sont utilisées afin d’extraire les valeurs des

exposants critiques tout en observant comment les quantités mesurées varient

selon les tailles de réseau. Les relations suivantes ne sont valables que près de

la température critique :

M = L−β/νM̃(x) (1.7)

χ = Lγ/νχ̃(x) (1.8)

Cv = Lα/νC̃v(x) (1.9)

ξ = L−υξ̃(x) (1.10)

Ou (M̃, χ̃, C̃v, ξ̃) sont les fonctions d’échelle, avec

x = (T − Tc)L1/ν (1.11)

A T = Tc, les fonctions de mise en échelle deviennent :

M = L−β/ν (1.12)

χ = Lγ/ν (1.13)

Cv = Lα/ν (1.14)

ξ = L−υ (1.15)

Il est à noté que les fonctions de mise en échelle décrites précédemment ont

aussi un aspect universel tel que les exposants critiques.
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L’inconvénient de cette méthode est que nous avons besoin de connaı̂tre le

point critique Tc avec une bonne précision. Pour une taille finie L, Tc(L) s’écrit :

Tc(L) = Tc + aL−1/ν a : constante (1.16)

On possède 3 paramètre inconnus : Tc, a et ν. Pour cela nous avons besoin

d’autant de donnée et une analyse attentive afin d’extraire la valeur de Tc ou

celle de ν. Une méthode commode pour déterminer Tc et ν avec précision à

partir des données du système de taille finie, est d’employer la méthode du

cumulant de Binder [20] ou le facteur de Binder tout court :

U(T, L) = 1− 〈M4〉
3〈M2〉2 (1.17)

L’expression ci-dessus est valable pour un modèle de spin sans champ ex-

terne pour lequel tous les moments impairs disparaissent par symétrie (spin up

et down). Pour un système de taille assez large (L→ ∞ ) et pour différentes

températures, le facteur de Binder se comporte comme suit :

U(T, L)→

 0 pour T > Tc;

3/2 Pour T < Tc.

La fonction de mise en échelle du facteur de Binder est :

U(T, L) = Ũ(x) (1.18)

On remarque qu’a T = Tc, U(Tc, L) = Ũ(0) = constante, ce qui veut dire

que le facteur de Binder n’a pas de dépendance d’échelle [51]. Donc toutes

les courbes U(T, L) en fonction de la température T pour différentes tailles de

système L intersectent en un seul point Tc. Une fois qu’on a Tc, on peut estimer
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ν a partir de la relation d’échelle de U(T, L). Si on trace U(T, L) pour différents

T et L en fonction de x, les données vont s’effondrer sur une courbe unique

dans la région de mise à l’échelle proche de Tc. Les autres exposants critiques

peuvent être déterminés en utilisant la fonction de mise en échelle appropriée.

1.5 Système désordonné

Dans la nature, aucun système n’est parfait. Aucuns matériau réel n’est pure.

Il contient des défauts généralement modélisés sous la forme d’interactions

aléatoires (random bond) ou absente (bond diluted) ou des impuretés qui peu-

vent être soit magnétiques ou non magnétiques (diluted magnet). La présence

d’un champ magnétique aléatoire est aussi considéré comme un type de désordre.

Le désordre peut avoir une grande variété de conséquences sur la physique

des transitions de phase. Certaines transitions reste inchangées en présence

du désordre alors que d’autre peuvent être complètement détruites. Pour une

transition de phase du 2e ordre, l’effet du désordre peut s’accompagner d’un

changement ou pas de la classe d’universalité. Par exemple, un réseau élastique

peut changer le caractère de la transition de phase (du 2e ordre au 1er ordre)

sur les matériaux magnétiques [43]. Dans d’autre cas, le désordre peut faire ten-

dre la température de transition de phase vers zéro voir même en éliminant la

transition de phase.

Dans tous les cas de transition de phase, une distinction est a faire entre un

désordre recuit (Annealed desorder) et un désordre trempé (Quenched des-

order). Dans le premier cas, on considère un système magnétique de spin en

présence d’impuretés. Ces derniers sont libre de se déplacer de leurs positions

d’origine. le désordre est auto-induit et évolue avec les positions des spins.

Lorsque l’échelle de temps sur laquelle les interactions entre spin évoluent
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beaucoup plus long que le temps de l’expérience (ils sont constants), le désordre

est dit trempé. Se dernier peut être faible ou fort. Un système à liens aléatoire

appartient à la 2e catégorie et conduit à une phase très frustrée et désordonnée

à basse température. Cette phase est largement considérée comme une phase

gelée.

Dans ce type d’étude, la première question qui se pose est comment com-

ment ce fait-il que la présence d’un faible désordre modifie la nature de la phase

de transition. La réponse à cette question est donnée par le critère d’Harris [15].

L’exposant α de la chaleur spécifique joue le rôle de dimension d’échelle as-

sociée au désordre, de sorte que le comportement critique du système est in-

changé si α < 0, alors que le désordre intervient comme une perturbation per-

tinente si α > 0. La présence d’impuretés tend à désordonner le système et à

abaisser sa température critique.
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2
Modèle d’Ising et percolation

Dans ce chapitre, nous allons poursuivre le développement de la solution du

modèle d’Ising. Dans un premier temps, la solution exacte du modèle d’Ising

unidimensionnel sur chaı̂ne est proposée. Suivie par le modèle bidimension-

nel sur un réseau carré. L’analogie entre le modèle d’Ising et la Percolation est

abordée.
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2.1 Modèle d’Ising à 1D

C’est le cas le plus simple. La fonction de partition est calculée avec exac-

titude par la méthode de la matrice de transfert [11]. On considère un réseau

régulier (une chaı̂ne) dont chaque site est défini par une variable scalaire de

spin si(±1).

J

Chaı̂ne ouverte

J

Chaı̂ne fermée

FIGURE 2.1 – Représentation graphique d’une chaı̂ne du modèle d’Ising. Les
cercles en bleu représentent les spins, et les traits sont les liens d’interactions J
entre eux.

L’hamiltonien d’une chaı̂ne de N spins en présence d’un champ magnétique

extérieur B s’écrit :

H = −J
N

∑
i=1

si si+1 −B
N

∑
i=1

si (2.1)

ou J est le terme d’interaction entre les spins voisins. Pour le cas d’une

chaı̂ne fermée, sN+1 = s1 (conditions aux limites périodiques).

La fonction de partition canonique pour les 2N termes est

Z = ∑
s1

∑
s2

. . .∑
sN

exp

[
β

(
J

N

∑
i=1

si si+1 −B
N

∑
i=1

si

)]
β = 1/kBT (2.2)

La fonction de partition Z peut être reformulée sous la forme d’un produit

de N matrices T :
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2.1 Modèle d’Ising à 1D Modèle d’Ising et percolation

Z = ∑
s1

∑
s2

. . .∑
sN

〈s1|T |s2〉 〈s2|T |s3〉 . . . 〈sN|T |sN+1〉 = ∑
s1

〈s1|T N|s1〉 (2.3)

dont T est la matrice de transfert [11]. C’est une matrice 2× 2 dont chaque

élément est un facteur de Boltzmann de l’énergie d’une paire de spins {(1,1), (1,−1),

(−1,1), (−1,−1)}. Elle est donnée par :

T =

exp[β(J + B)] exp(−βJ )

exp(−βJ ) exp[β(J − B)]

 (2.4)

La matrice T peut être diagonalisable et les valeurs propres λ1 et λ2 sont les

racines du déterminant

det(T − λI) = 0 (2.5)

ou I est la matrice identité. La trace de T N est la somme des valeurs propres

trT N = Z = λN
1 + λN

2 (2.6)

La solution de l’équation 2.5 :

λ1,2 = exp (βJ )

[
cosh (βB)±

√
sinh2 (βB) + exp (−4βJ )

]
(2.7)

On note que λ1 > λ2. Pour un champ magnétique B nul, λ1 se réduit à

2cosh (βJ ). L’aimantation par spin m vaut :

m = − 1
N

∂F
∂B (2.8)

F est l’énergie libre :
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2.2 Modèle d’Ising à 2D Modèle d’Ising et percolation

F = −kBT lnZ = −kBT ln(λN
1 + λN

2 ) = −kBT

{
N lnλ1 + ln

[
1 +

(
λ2

λ1

)N
]}
(2.9)

A la limite thermodynamique, N→ 0, F s’exprime :

F =−kBT lnλ1 =−kBT ln
[

exp (βJ )

[
cosh (βB) +

√
sinh2 (βB) + exp (−4βJ )

]]
(2.10)

En remplaçant la valeur de F dans 2.8 et après développement, on trouve

m =
sinh (βB)√

sinh2 (βB) + exp (−4βJ )
(2.11)

Pour un B = 0 il n’y a pas d’aimantation spontanée. Cela signifie qu’il n’y a

pas de transition de phase à 1D.

Lorsque T s’approche de 0,F =−NJ ce qui correspond à l’alignement total

des spins. On peut dire alors qu’il y a transition de phase à T = 0. Pour T 6= 0,

l’énergie libre est une fonction analytique.

2.2 Modèle d’Ising à 2D

La solution exacte du modèle d’Ising bidimensionnel à été donné pour la

première fois par le norvégien américain chimiste Lars Onsager [6].
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2.2 Modèle d’Ising à 2D Modèle d’Ising et percolation

J
J

FIGURE 2.2 – Représentation graphique du modèle d’Ising sur un réseau carré.
Les spins (cercle en bleu) sont reliés entre eux par le même facteur d’interaction
J (traits noir).

Considérons un réseau régulier carré (FIGURE 2.2) dont chaque site possède

un spin qui peut prendre seulement deux valeurs ±1. Il est géré par l’hamil-

tonien :

H = −J ∑
<i,j>

si sj −B∑
i

si (2.12)

ou < i, j > désigne une somme sur les sites qui sont les plus proches voisins,

et J le paramètre d’interaction.

La méthode de matrice de transfert telle qu’elle a été utilisée précédemment

peut être facilement étendue au modèle à deux dimensions.

Chaque spin prend deux valeurs (±1) (deux états, up et down), on aura donc

2N états pour un réseau de N spins. La fonction de partition Z s’écrit :

Z = ∑
si

exp
(
− H

kBT

)
= trT N (2.13)

Le calcul du déterminant ainsi que les valeurs propres sont développés dans

le livre de Huang [24]. La relation de l’énergie libre pour un champ nul (B = 0)
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2.2 Modèle d’Ising à 2D Modèle d’Ising et percolation

s’écrit donc :

F = −kT ln [2cosh (2βJ )]− kT
2π

∫ π

0
dφ ln

1
2

(
1 +

√
1− K2 sin2 φ

)
(2.14)

avec

K =
2

cosh (2βJ )coth (2βJ )

Le système d’Ising sur un réseau carré présente une transition de phase à

T = Tc (température critique), et en absence d’un champ magnétique (B = 0) :

Tc =
2J

kB ln
(

1 +
√

2
) ≈ 2.269185J

kB
(2.15)

L’aimantation spontanée calculée par [13] vaut :

m =



[
1− (1−tanh2(βJ ))

4

16tanh4(βJ )

]1/8

T < Tc

0 T > Tc

(2.16)

Au delà de la température critique Tc, l’aimantation s’annule brutalement.

Lorsque T→ Tc, l’aimantation varie comme

m ∼ (Tc − T)β ≡ (Tc − T)1/8 (2.17)

La susceptibilité magnétique χ diverge quand T→ Tc

χ ∼ (Tc − T)−γ ≡ (Tc − T)−7/4 (2.18)

La chaleur spécifique (capacité calorifique) Cv aussi présente un comporte-

ment différent. Elle diverge de façon logarithmique à Tc
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

Cv ∼ − ln(Tc − T) (2.19)

TABLE 2.1 – Les exposants critiques du modèle d’Ising a proximité du point
critique résolu exactement en 2D et numériquement en 3D.

Dimension α β γ

2D 0 1/8 7/4
3D 0.11 0.32 1.24

2.3 Percolation et transition de phase

Le concept de la percolation fût introduit par le mathématicien J.M. Ham-

mersley en 1956 [12]. Ce dernier cherchait à étudier le passage du gaz à travers

les masques à gaz des soldats. Le terme percolation reflète le percolateur d’une

machine à café qui est également un filtre au sein duquel l’eau traverse. On

parle plus généralement de percolation lors de la traversée d’un solide poreux

par un fluide. La percolation a trouvé pleins de champ d’application et dépasse

largement le domaine de la physique. Elle permet de décrire les phénomènes

biologiques, sociologiques et économiques.

La percolation est un processus physique critique qui décrit pour un système,

une transition d’un état vers un autre. Ceci correspond au seuil de percolation. A

ce stade, le système est instable et divergeant. Il existe deux types de percola-

tions : Percolation de lien et de site.

Percolation de site Un ensemble d’éléments (sites) appartenant à un système

sont reliés entre eux par des liens, la variation d’activité des sites entraı̂ne la

formation d’une structure Aléatoire appropriée, la transmission d’information
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

dépend entièrement de cette Structure. Lorsqu’un nombre fini de sites actifs

sont reliés entre eux par des liens, on dit qu’ils forment un amas finis.

La probabilité pour qu’un site soit actif est proportionnelle à p et celle pour

laquelle il est inactif correspond à q, de telle manière que q = 1–p.

FIGURE 2.3 – Percolation des sites pour p = 0.5

Percolation de lien Pour assurer le passage de l’information dans le système,

il faut qu’une suite de sites connectés entre eux par des liens intègres existe.

La probabilité pour qu’un lien soit actif est noté p, et pour laquelle un lien est

coupé est q avec q = 1–p.

26



2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

FIGURE 2.4 – Percolation des liens pour p = 1

FIGURE 2.5 – Percolation des liens pour p = 0.7
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

FIGURE 2.6 – Percolation des liens pour p = 0.5

On définit le seuil de percolation pc comme étant la valeur critique de p au

point où il y a une première connexion d’un bout à l’autre du système. Pour

p < pc, aucune connexion continue n’existe. Pour p > pc, il existe au moins une

connexion continue d’une part à l’autre du système.

Notons que la valeur du seuil de percolation dépend de la dimension de l’es-

pace et de la géométrie du réseau, la valeur du seuil ne dépend pas de l’aspect

physique des sites ou des liens occupés. Ce qui donne à la théorie de percolation

un aspect universel [39].

Dans un échantillon fini comportant N sites, on définit quelques grandeurs

fondamentales comme :

Le nombre moyen d’amas ns de taille s par site

nombre total d’amas de taille s
N

(2.20)
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

FIGURE 2.7 – La probabilité de percolation

TABLE 2.2 – Valeurs de pc pour différents réseaux à 2 et 3 dimensions.
Dimension Réseau Site Lien

2 Nid d’abeille 0.6962 0.65271
2 Carré 0.59275 0.5*
2 Triangulaire 0.5* 0.34719
3 Diamant 0.428 0.38
3 Cubique simple 0.317 0.1492
3 Cubique centré 0.245 0.1787
3 Cubique à face centrée 0.198 0.199

* valeur exacte

La probabilité d’appartenir à l’amas infini P∞

nombre de sites de l’amas infini
nombre de sites actifs

(2.21)

Selon la même logique que pour l’amas infini, il est possible de calculer la

probabilité d’appartenir à un amas fini dans un échantillon :
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

nombre de sites en amas fini
nombre total de sites actifs ou non

(2.22)

La taille moyenne des amas finis La probabilité qu’un site quelconque appar-

tienne à un amas de taille s est sns, et celle qu’il fasse partie de n’importe quel

amas fini est ∑ sns. Soit ws la probabilité que l’amas auquel s appartient à un

site actif arbitraire :

ws =
sns

∑ sns
(2.23)

De là, la taille moyenne des amas finis se calcule telle que :

s = ∑wss =
s2ns

∑ sns
(2.24)

Cette définition du nombre moyen de sites par amas fini reste valable à la

condition que l’amas infini, s’il existe, soit exclu de la somme. La taille moyenne

des amas finis S(p) devient donc :

S(p) =


∑ s2ns

p(1−P∞(p) si p > pc

s2ns
p si p < pc

(2.25)

Longueur de corrélation La fonction de corrélation est définie par

Γ(~r) = ∑
i
(< (~ri +~r) ·~ri > − <~ri +~r > · <~ri >) (2.26)

La longueur de corrélation (ξ) est définie par la probabilité g(r) de trouver à

une distance r d’un point de l’amas un autre point appartenant également à cet

amas. La probabilité g(r) suit le comportement
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

FIGURE 2.8 – Taille moyenne des amas finis de la percolation [30]

g(r) ∼ exp(−r/ξ) pour p < pc (2.27)

Au voisinage de pc, l’insensibilité du comportement des grandeurs caractéristiques

d’un problème de percolation aux détails microscopiques de la structure sur

lequel il évolue, se résume dans les relations appelées lois d’échelle. Celles-ci

concernent principalement ξ(p), P∞(p), S(p) et ns(p) Au voisinage de pc c’est-

à-dire lorsque (p− pc) est faible, les grandeurs varient :

ξ(p) ∼ |p− pc|−ν (2.28)

P∞(p) ∼ (p− pc)
β (2.29)

S(p) ∼ (p− pc)
−γ (2.30)
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

∑ns(p) ∼ |p− pc|2−α (2.31)

La question qui se pose est de savoir si la transition de phase dans le modèle

d’Ising est une sorte de transition de percolation ?

Si on veut caractériser la transition de phase du modèle d’Ising d’une manière

géométrique (avec des amas),on doit construire des amas de telle manière à faire

coı̈ncider le seuil de percolation avec la température critique du modèle d’Ising.

Plusieurs définitions des amas ont été proposées par Coniglio et Klein [19]. Ils ont

montré que des liens doivent être placés entre les plus proches voisins de même

orientation avec une probabilité

pb = 1− exp(−2J /kBT) (2.32)

Le système de spins peut être divisé en des amas formés de spins parallèles

connectés par des liens, qui percolent à la température critique. Avec ce choix

particulier de pb,et en utilisant le formalisme de Fortuin et Kasteleyn [14], les

relations suivantes peuvent être prouver [28] :

m = P∞; χ = S(p) (T ≥ Tc) (2.33)

La transition géométrique d’un système de percolation a de nombreuses car-

actéristiques en commun avec les transitions de phase thermiques. Nous résumons

ici les plus importants :

– Au voisinage du point critique, la percolation ainsi que les grandeurs ther-

miques varient selon les lois de puissance :

P ∝ (p− pc)β, S ∝ |p− pc|−γ pour p > pc;

M ∝ (Tc − T)β ,χ ∝ |Tc − T|−γ Pour T < Tc.
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2.3 Percolation et transition de phase Modèle d’Ising et percolation

– Les simples relations d’échelle sont valides comme la relation d’hyperscal-

ing

d =
γ

ν
+ 2

β

ν

ou d représente la dimension du système.

– L’universalité des exposants critiques.

Dans le cas des domaines magnétiques du Fer, par exemple, on observe

qu’ils se développent en abaissant la température de l’échantillon jusqu’à ce

qu’ils fusionnent dans des structures macroscopiques au-dessous du point de

Curie. On pourrait se demander si le comportement critique d’un système peut

être décrit en termes de propriétés de certains amas. La croissance des corrélations

approchant le point critique sera représentée par la croissance de la taille des

amas. En outre, l’ordre spontané apparaı̂t en dessus de la température critique

Tc, pourrait être liée à la formation d’un amas infini, ce qui serait la carte de la

transition thermique à une transition de percolation géométrique.
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3
Simulation de la transition de phase 2eordre

Le présent chapitre décrit la méthode de simulation employée pour la résolution

du modèle d’Ising. Une illustration détaillée de l’algorithme de MC Metropolis

appliquée au modèle d’Ising est proposée. Suivie par les différents résultats des

grandeurs thermodynamiques.
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3.1 Introduction Simulation de la transition de phase 2eordre

3.1 Introduction

Tout système physique subissant des changements est régi par un hamil-

tonien H, qui donne l’énergie totale du système dans n’importe quel état. l’es-

pace de phase (space phase) du système est l’ensemble de toutes les valeurs pos-

sibles du spin (±1). Pour un système 10× 10 spins sur un réseau carré, il y a

2100 états dans l’espace de phase.

La mesure d’une quantité thermodynamique peut se faire par un échantillonnage

aléatoire de l’espace de phase. À haute température, les états désordonnés (différentes

orientations des spins) sont beaucoup plus importants que les états ordonnés

(même orientation des spins).

Un concept important en thermodynamique est celui de l’équilibre thermo-

dynamique. Un système en équilibre thermodynamique ne subit aucun change-

ment de ses propriétés, à savoir la masse, l’énergie, l’aimantation, ...

Pour obtenir une mesure réaliste d’une quantité thermodynamique, il faut

échantillonner l’espace de phase de telle sorte que la probabilité de sélectionner

un état est la même que l’état survenant lorsque le système est en équilibre.

On va utiliser la notion de séquence d’état ou trajectoire dans un espace de

phase qui est analogue à l’évolution temporelle d’un système réel.

Un système de spins commence par un certain état initial et évolue selon

un algorithme donné qui va générer des états successives à partir de n’im-

porte quel état de la séquence d’état. En même temps, on mesure les grandeurs

thermodynamiques souhaitées. Lorsque le système de spins atteint le point

où la grandeur est stable, on dit que le système est en équilibre. Par la suite,

on mesure les propriétés du système à l’équilibre en prenant la moyenne des

grandeurs mesurées durant chaque état.

La probabilité d’occupation d’un état i lors d’un équilibre thermodynamique
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est nommée probabilité de Boltzmann, donnée sous cette forme

pi =
1
Z exp

(
− H

kBT

)
(3.1)

Où Z est la fonction de partition exprimée par cette relation :

Z = ∑
Si

exp
(
− H

kBT

)
(3.2)

avec kB est la la constante de Boltzmann (1.38 ·10−23 JK−1).

Si l’on considère le calcul de la fonction de partition, qui représente l’élément

essentiel pour le calcul des différentes grandeurs thermodynamiques d’un système,

on se doit d’effectuer une sommation sur un grand nombre d’états (2N, N est le

nombre de spins du système) et la tache devient difficile, d’où l’impossibilité de

trouver une expression analytique exacte pour la fonction de partition. En l’ab-

sence de telles solutions exactes, on a recours à des techniques approximatives

telle que la méthode de Monte Carlo-Metropolis

3.2 Algorithme de MC Metropolis

La méthode de Monte Carlo-Metropolis (MC Metropolis), très répandue en

physique de la matière condensée, a été introduite par Metropolis et all en 1953

[10]. Basée sur l’utilisation de nombres aléatoires, elle repose sur la génération

d’une séquence aléatoire d’états accessibles dans un système en utilisant le pro-

cessus de Markov ; qui permet de générer un état ν du système a partir d’un

autre état µ connu. La séquence d’états générés se déroule durant un temps

Monte Carlo qui n’a aucun rapport avec le temps réel du système. L’état généré

n’est pas toujours le même, il parcourt le système à la recherche de nouveaux
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3.2 Algorithme de MC Metropolis Simulation de la transition de phase 2eordre

états avec une probabilité de transition P(µ→ ν) [34], tel que :

P(µ→ ν) = exp (−β∆E) ∆E = Eν − Eµ, β =
1

kBT
(3.3)

Pour un véritable processus de Markov, toutes les probabilités de transition

doivent satisfaire à deux conditions [34] :

1. Une invariance dans le temps ;

2. Une dépendance unique des propriétés des états actuels ν et µ du système ;

En plus de ces conditions, la probabilité de transition doit vérifier cette relation :

∑
ν

P(µ→ ν) = 1 (3.4)

Le processus de Markov se répéte pour générer la chaı̂ne de Markov de nou-

veaux états. Il faut s’assurer qu’après un certain temps, ce processus finira par

produire une succession d’états avec des probabilités données de Boltzmann.

Pour cela, deux autres conditions sont imposées :

1. Ergodicité : c’est la possibilité d’atteindre n’importe quel état du système à

partir d’un autre. Autrement dit, il faut que le nombre de déplacement ac-

ceptés quittant l’état µ doit être exactement égal au nombre de déplacement

conduisant à l’état µ à partir de tous les autres états ν.

2. Microréversibilité : A l’équilibre, il faut que la probabilité de passage de

µ vers ν soit la même que celle de passer de ν à µ, sinon on risquerait

de rester piégé dans une région. C’est le principe du bilan détaillé (detailled

balance).

pµP(µ→ ν) = pνP(ν→ µ) (3.5)

La génération d’un état ν a partir d’un état initiale µ se fait par un renverse-
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ment (flip) de différents spins dans le réseau. A vrai dire, le système réel passe

le plus de temps dans un sous état avec un étroit intervalle d’énergie et fait

rarement des transitions qui change l’énergie du système d’une manière spec-

taculaire [34]. Cela veut dire que pour réduire le temps de la simulation, on ne

prend en considération que le flip d’un spin unique. On considère deux états µ

et ν avec leurs énergies respective Eµ et Eν. Pour sélectionner un nouvel état qui

possède une énergie inférieure au présent état, on doit toujours accepter cette

transition. Par contre, s’il possède une énergie élevée on peut l’accepter, mais

avec une certaine probabilité P. Le processus continu jusqu’à parcourir tout le

système.

Une fois celle-ci vérifiée, on entreprend notre simulation en générant un

nouvel état ν aà partir d’un état µ par le biais d’un flip d’un seul spin Sm. Après

cela, on calcule la différence d’énergie ∆E entre les deux états :

∆E = Eν − Eµ = − ∑
<i,j>
J (r)Sν

i Sν
j −B∑

i
Sν

i + ∑
<i,j>
J (r)Sµ

i Sµ
j + B∑

i
Sµ

i

avec Sν
i et Sµ

i représentent respectivement le spin de l’état ν et µ. Après le calcul

mentionné dans [34], on trouve l’expression simplifiée de ∆E indiquée comme

suit

Eν − Eµ = 2Sµ
m ∑

i
J (r)Sµ

i + 2BSµ
m (3.6)

Si ∆E est inférieure ou égale à 0, on accepte le transfert et on flip Sm→−Sm.

Par contre si ∆E est supérieure à 0, on flip avec une probabilité P(µ→ ν). Cette

dernière se trouve comparée à un nombre aléatoire w qui prend les valeurs

entre 0 et 1. Si ce nombre est inférieur ou égal à la probabilité de transition,

on effectue un flip, sinon le spin reste inchangé. Cette procédure est à répéter
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sur tout le système à des différents intervalles de température (de la haute à

la basse température) jusqu’à atteindre un intervalle où l’énergie se stabilise.

Cette boucle est ce qu’on appelle un cycle de Monte Carlo. À la fin, la grandeur

physique calculée est divisée par le nombre totale de cycles [40] et on obtient

la valeur moyenne de cette grandeur. Cet algorithme est connu sous le nom de

single spin flip.

FIGURE 3.1 – Interprétation graphique de l’algorithme de MC Metropolis [38]

L’algorithme 1 récapitule les différentes étapes vues précédemment.
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Algorithm 1 : Algorithme de MC Metropolis
1. On part d’une configuration initiale (spins répartis aléatoirement)
2. On choisit un spin m au hasard et on considère son renversement Sm→−Sm

3. On calcul la variation d’énergie ∆E correspondante
4. if ∆E ≤ 0 then
5. On accepte le renversement
6. end if
7. if ∆E > 0 then
8. On accepte avec une probabilité P = exp (−β∆E)
9. on tire un nombre aléatoire w entre 0 et 1

10. if w ≤ P then
11. on accepte
12. else
13. on refuse
14. end if
15. end if
16. Retour à l’étape 2

Dans ce qui suit, on s’intéressera à l’étude du modèle d’Ising en 2D.

3.3 Étude du Modèle d’Ising régulier en 2D

Le modèle d’Ising est l’un des modèles les plus simples et les plus étudiés

en physique statistique. La méthode de MC-Metropolis est utilisée pour inves-

tiguer les propriétés de ce modèle. on prend un réseau carré avec des spins

placés sur différents site du réseau. Chaque spin (si) peut prendre deux valeur

±1. Pour un réseau de N spins, le système possède 2N états. L’hamiltonien du

système en absence d’un champ magnétique externe s’écrit

H = −J ∑
〈ij〉

sisj (3.7)

où J est l’énergie d’interaction entre les plus proches voisins 〈ij〉.
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FIGURE 3.2 – Aperçu de l’état de système de spin 100× 100, en équilibre ther-
modynamique, pour T = 3.0β.

FIGURE 3.3 – Aperçu de l’état de système de spin 100× 100, en équilibre ther-
modynamique, pour T = 2.4β.
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FIGURE 3.4 – Aperçu de l’état de système de spin 100× 100, en équilibre ther-
modynamique, pour T = 2.269β.

FIGURE 3.5 – Aperçu de l’état de système de spin 100× 100, en équilibre ther-
modynamique, pour T = 1.5β.

42
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3.3.1 Analyse des données

On s’intéresse au calcul des grandeurs thermodynamiques telles que l’énergie

moyenne 〈E〉, la capacité calorifique Cv(T), l’aimantation moyenne 〈M〉, la sus-

ceptibilité magnétique χ(T) définies comme suit

〈M〉 = 〈∑
i

si〉 (3.8)

Cv(T, L) =
β

T
(〈E2〉 − 〈E〉2) (3.9)

χ(T, L) = β(〈M2〉 − 〈M〉2) (3.10)

avec 〈E〉 et 〈M〉 représente l’énergie moyenne et l’aimantation moyenne respec-

tivement.
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FIGURE 3.6 – Représentation de l’énergie moyenne [J ] en fonction de la
température [β].
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3.3 Étude du Modèle d’Ising régulier en 2D Simulation de la transition de phase 2eordre

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8  3

A
im

a
n

ta
ti
o

n
 a

b
s
o

lu
e

Temperature

FIGURE 3.7 – Représentation de l’aimantation absolue en fonction de la
température [β].
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FIGURE 3.8 – Représentation de la capacité calorifique [J /KB
2] en fonction de

la température [β].
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FIGURE 3.9 – Représentation de la susceptibilité magnétique en fonction de la
température [β].

La simulation est faites pour un système de spin 32 × 32 pour différentes

températures entre T = 1.0β et T = 3.0β avec J = 1. Le programme tourne pour

100000 Monte Carlo step (mcs) par spin. La moyennisation est sur les 10000

mcs/spin et par suite les grandeurs thermodynamiques sont calculées. Le pro-

gramme commence par la génération d’un état de spin aléatoire et la simulation

est effectuée dans un intervalle de température allant de T = 1.0β à T = 3.0β.

Les résultats sont présentés dans les FIGURES 3.6, 3.7, 3.8, 3.9. En récupérant les

résultats depuis plusieurs simulations à différentes températures, on a constaté

que le temps de l’équilibre thermodynamique à chaque température ne dépasse

pas les 1000 mcs/spin, à l’exception des températures appartenant à l’intervalle

[2.1 - 2.8]β qui nécessite un temps beaucoup plus grand.

Si on regarde par exemple la FIGURE 3.7, on remarque qu’il y a un point d’in-

flexion aux alentours de T = 2.3β. L’aimantation pour les hautes températures

est nulle vu que tous les spins sont orientés aléatoirement. Par contre, pour les
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basses températures, le système de spins s’oriente dans une seule direction, ce

qui va donner une aimantation qui tend vers 1 à T = 0. Ce changement est ap-

pelé Transition de phase, caractérisé par une température de transition de phase

Tc, qui dans notre cas est égale à

Tc =
2J

ln(1 +
√

2)
≈ 2.269 J (3.11)

Au-dessus de cette température, le système est en phase paramagnétique, dont

l’aimantation moyenne est nulle. En dessous, le système est en phase ferro-

magnétique et une aimantation spontanée est observée.

Il y a plusieurs manières pour déterminer la valeur de la température de

transition Tc. La méthode la plus courante est celle du facteur de Binder (Binder

cumulant) [20] définit comme suit :

U(T, L) = 1− 〈M4〉
3〈M2〉2 (3.12)

Avec 〈M2〉 et 〈M4〉 la moyenne du carré de l’aimantation et de l’aimantation

à la puissance quatre respectivement. Dans le modèle d’Ising, le cumulé U(T, L)

s’approche, dans la limite thermodynamique, de la la valeur de 2/3 pour une

température T < Tc. Il tend vers 0 pour T > Tc.
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FIGURE 3.10 – Variation du facteur de Binder en fonction de la température pour
différentes tailles du système.

Pratiquement, si l’on trace le facteur de Binder en fonction de la température

(FIGURE 3.10), les courbes U(T, L) se coupent en une même abscisse, ce qui per-

met de déterminer la température critique Tc du système.

Une autre méthode beaucoup plus simple consiste à déterminer la valeur

du pic de la capacité calorifique Cv(max) et par la suite la projeter sur l’axe des

abscisses (température) pour déterminer la valeur de Tc.
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FIGURE 3.11 – Variation de la capacité calorifique [J /KB
2] en fonction de la

température [β] pour différentes tailles du système.

En augmentant la taille du système, la courbe de la capacité calorifique de-

vient de plus en plus pointue (FIGURE 3.11).

TABLE 3.1 – Valeurs de Cv(max) et de la température critique Tc pour différentes
Tailles du système.

L Cv(max)[J /KB
2] Tc[β]

256 1.0993 2.0990
1024 1.3431 2.1841
4096 1.5438 2.2306
16384 1.8641 2.2522
65536 1.9654 2.2599

La valeur de Tc déterminée par la méthode du facteur de Binder et celle du

Cvmax pour L = 4096 ne sont pas les mêmes. plus la taille augmente, plus la

valeur du Tc tend vers la valeur trouvée par la méthode du facteur de Binder

(TABLE 3.1).
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L’étude de la variation de la quantité mesurée en fonction de la taille du

système est faite par l’analyse d’échelle à taille finie [29]. La (FIGURE 3.12) illustre

la variation de log(Cv(max)) en fonction de log(L).
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FIGURE 3.12 – Variation du logarithme de la capacité calorifique en fonction du
logarithme de la taille du système.

La courbe présente une ligne droit a partir d’un fit des données. La pente de

la droite est de 0.09, ce qui correspond à α/ν = 0.09. Cela ne reflète pas la vraie

valeur telle que prédite par la théorie ; α = 0. Une augmentation de la taille du

système fera converger la valeur de la pente vers 0.
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FIGURE 3.13 – Variation du logarithme de l’aimantation absolue en fonction du
logarithme de la taille du système.

La courbe de la FIGURE 3.13 présente une droite avec une pente de 0.1254, ce

qui coı̈ncide avec la valeur théorique de β/ν = 1/8.

3.4 Analyse d’erreurs

Il existe deux types d’erreurs dans la simulation Monte Carlo : erreur statis-

tique et erreur systématique. L’erreur statistique survient à la suite de change-

ments aléatoires dans le système de simulation d’une mesure à une autre et

ne peut être éliminée que par la génération d’un grand nombre d’échantillons

indépendants. L’erreur systématique est due à la procédure adaptée pour ef-

fectuer une mesure et qui affecte toute la simulation.
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3.4.1 Erreur statistique

Soit y une quantité distribuée selon une distribution Gaussienne. La valeur

moyenne < y > vaut

< y >=
1
N

N

∑
i=1

yi (3.13)

L’erreur standard se calcule comme suit :

error =
σ√
N

(3.14)

ou σ2 =< y2 >−< y >2. On remplaçant la valeur de σ ainsi que celle de < y >

dans 3.14, on obtient :

error =

√√√√ 1
N(N − 1)

N

∑
i=1

(yi− < y >)2 (3.15)
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valeurs de températures.
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FIGURE 3.15 – Variation de l’erreur statistique sur l’aimantation pour différentes
valeurs de températures.

Sur la FIGURE 3.14 la variation de l’erreur sur l’énergie pour différentes valeur

de températures. L’erreur est importante au voisinage de la transition de phase

et tend à s’annuler vers les basses températures. Elle est aussi significative pour

les hautes températures vu que le système présente des fluctuations.

Pour la FIGURE 3.15), l’erreur sur l’aimantation est imposante au voisinage

de la phase de transition et s’annule de part et d’autre de la température de

transition Tc.

3.4.2 Erreur systématique

Étant donné que les erreurs systématiques ne figurent pas dans la fluctu-

ation de la mesure individuelle, elles sont plus difficiles à estimer que les er-

reurs statistiques. La principale source d’erreur systématique dans la simula-

tion du modèle d’Ising est le choix du nombre de pas de temps Monte Carlo

pour équilibrer le système.
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3.5 Ralentissement critique Simulation de la transition de phase 2eordre

Il n’y a pas une méthode générale pour estimer les erreurs systématiques.

Chaque source de cette erreur doit être considérée séparément et une stratégie

doit être identifiée afin de la minimiser au maximum ce type d’erreur.

3.5 Ralentissement critique

La simulation au voisinage du point critique prend énormément de temps

pour entrer en équilibre. Le temps de relaxation τ ; qui est l’échelle de temps sur

laquelle le système s’approche de l’équilibre devient de plus en plus grand et

qui tend à diverger. Ce dernier est lié a la longueur de corrélation du système

par la relation

τ ∼ ξz (3.16)

où z est un autre exposant critique nommé exposant dynamique. Pour le modèle

d’Ising, z = 2 dans le cas de l’algorithme de MC Metropolis. Pour un système de

grande taille L, le temps de relaxation croit comme τ∼ Lz. Cela a une conséquence

très sérieuse dans l’étude des grands systèmes dans le régime près du point cri-

tique.

3.6 Autres algorithmes

L’algorithme de MC Metropolis peut être proche de la simulation des systèmes

réels, mais il est lent a atteindre l’équilibre et représente des fluctuation de

grande intensité au voisinage de la température de transition. Plusieurs algo-

rithmes se sont développés pour palier ce problème.

53



3.6 Autres algorithmes Simulation de la transition de phase 2eordre

3.6.1 L’algorithme de Swendsen-Wang

Après l’algorithme de MC Metropolis, vient celui de Swendsen-Wang (1987)

[23] qui lui aussi se base sur le flippe des amas (clusters). L’idée était inspirée

du travail de Fortuin-Kesteleyn (1972) [25].

L’algorithme ressemble a celui de Wolff ; l’ensemble du réseau de spin est

divisé en des clusters en joignant selon une probabilité 1− exp (−2βJ ) les spins

voisins de même signe.

Les même étapes de l’algorithme de Wolff sont répétées, a l’exception que

tous les cluster sont flippés avec une probabilité 1/2. Pour chaque cluster flippé,

une décision est prise avec une probabilité 1/2 si le flip est accepté ou non.

Algorithm 2 : Algorithme de Swendsen-Wang
1. On choisit un spin m au hasard
2. Voir s’il existe un spin voisin qui possède le même signe et l’ajouter au clus-

ter avec une probabilité 1− exp (−2βJ ).
3. Pour chaque spin ajouter au cluster, examiner ses voisins qui ont le même

signe que lui et l’ajouter au cluster selon la probabilité 1− exp (−2βJ ).
4. Répéter 3 jusqu’à aucun spin ne sera ajouté.
5. Flipper le cluster avec une probabilité 1/2.
6. Retour à l’étape 1.

l’algorithme permet de réduire le temps de relaxation de façon drastique.

Dans le modèle d’Ising sur un réseau de 512× 512, le temps de relaxation peut

être 10 000 fois plus faible que pour l’algorithme de MC Metropolis. Des calculs

ont montré que le temps de relaxation satisfait toujours la relation 3.16 avec

z ≈ 0 en 2D et z ∼ 0.35 en 3D au lieu de 2 pour l’algorithme classique.

Un inconvénient de la méthode de Swendsen-Wang est que des efforts con-

sidérables sont déployés dans la détermination de l’amas qui comprend les pe-

tits et les grands clusters. Cependant, le petit cluster ne contribue pas au ralen-

tissement critique. De ce fait, leur contribution ne participe pas à l’accélération

du programme. Ce problème a été pris en charge dans l’algorithme de Wolff.
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3.6.2 L’algorithme de Wolff

Cet algorithme a été proposé par Ulli Wolff en 1989 et est basé sur le tra-

vail de Swendsen et Wang (1987) [26]. L’idée de base est de chercher des clusters

(amas de spins) de même orientation de spins et de les flipper une seul fois. L’al-

gorithme repose sur le choix aléatoire d’un spin du réseau et voir s’il existe un

voisin qui possède la même orientation. Puis on poursuit de proche en proche

jusqu’à construire un cluster. L’ajout des spins au cluster est selon une proba-

bilité 1− exp (−2βJ ). Le processus est répété jusqu’aucun spin ne s’ajoute. Par

la suite, le cluster est flippé.

Algorithm 3 : Algorithme de Wolff
1. On choisit un spin m au hasard
2. Voir s’il existe un spin voisin qui possède le même signe et l’ajouter au clus-

ter avec une probabilité 1− exp (−2βJ ).
3. Pour chaque spin ajouté au cluster, examiner ses voisins qui ont le même

signe que lui et l’ajouter au cluster selon la probabilité 1− exp (−2βJ ).
4. Répéter 3 jusqu’aucun spin ne s’ajoute.
5. Flipper le cluster.
6. Retour à l’étape 1.

L’avantage de l’algorithme Wolff est que dans cet algorithme un seul clus-

ter est construit et peut générer un large nombre de clusters statistiquement

indépendants afin d’obtenir de bonnes statistiques. Mais près du point critique,

le cluster connecté peut être très grand et le nombre d’opérations pour trouver

les sites à ajouter en une seule étape peut augmenter d’une façon sévère. Il faut

beaucoup de temps pour générer chaque amas critique a partir des différents

spin du réseau.

55



3.7 Conditions aux limites Simulation de la transition de phase 2eordre

3.7 Conditions aux limites

Tout modèle numérique est fini, et aucune singularité ou discontinuité n’est

observée dans un système fini. Le but d’une simulation est de reproduire un

système réel infini d’une manière approximative. Pour cela, on utilise des con-

ditions aux limites afin de simuler un système infini. Il existe plusieurs type de

conditions aux limites ;

3.7.1 Condition aux limites périodique :

Elle consiste à joindre la première ligne des spins du réseau avec la dernière

ligne, la première colonne du réseau avec la dernière colonne (FIGURE3.16).

FIGURE 3.16 – Application des conditions aux limites pour le modèle d’Ising
2D : Condition aux limites périodique [47]

3.7.2 Condition aux limites elliptique :

Il s’agit d’une représentation des spins du réseau telle une chaı̂ne unidimen-

sionnelle qui s’enveloppe autour du système. le dernier spin de la ligne voit le

premier spin de la ligne suivante (FIGURE3.17).
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FIGURE 3.17 – Application des conditions aux limites pour le modèle d’Ising
2D : Condition aux limites elliptique [47]

3.7.3 Condition aux limites à bords libres :

Dans ce type de condition au limite, le dernier spin de la ligne ne voit aucun

autre dans sa direction (FIGURE3.18).

FIGURE 3.18 – Application des conditions aux limites pour le modèle d’Ising
2D : Condition aux limites à bords libres [47]
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4
Étude numérique du modèle d’Ising dilué

Dans ce chapitre, on s’intéressera à l’étude numérique du modèle d’Ising à

lien dilué en utilisant l’algorithme du MC-Metropolis. Une nouvelle approche

de l’algorithme de MC-Metropolis est utilisée. Le calcul des grandeurs thermo-

dynamiques en fonction du paramètre du désordre est abordé. Les conditions

aux limites à bords libres sont employées.
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4.1 Description du modèle

Ce modèle consiste à l’étude du modèle d’Ising à lien dilué. Ce dernier re-

pose sur le faite que les interactions entre spins voisins ne sont pas toutes égales

à 1, mais suivent une loi de probabilité P avec :

P(Jij = 1) = σ

P(Jij = 0) = 1− σ (4.1)

avec 0≤ σ ≤ 0.5, le paramètre du désordre (concentration de lien) ;

– σ = 0.5 : correspond à un désordre totale,

– σ = 0 : il n’y a pas de désordre.

(a) (b)

FIGURE 4.1 – Réseau régulier (a), réseau désordonné (b) avec σ = 0.1.

Ce type de désordre a été étudié pour la première fois par Zobin [16]. Une

étude a été faite sur le comportement des propriétés thermiques en fonction du

désordre pour des conditions aux limites périodiques. La température critique

de transition décroı̂t lorsque le désordre augmente. Dans le même contexte, un

autre auteur a démontré que la région critique devient plus étroite que la con-

centration des liens diminue [18].
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4.2 Méthode de simulation et résultats

L’hamiltonien du système s’écrit :

H = − ∑
<i,j>
Ji,jSiSj (4.2)

ou Ji,j est l’énergie d’interaction entre les plus proches spins voisins < i, j >.

La simulation utilise la méthode de MC Metropolis avec une approche différente

de celle évoquée précédemment dans le chapitre précédent. L’idée consiste a di-

viser le processus d’équilibre thermodynamique en ce qu’on nomme tranche de

temps (Timeslice), qui correspond au nombre de cycle Monte Carlo. Lorsque la

différence d’énergie moyenne entre deux timeslice est inférieure à une certaine

valeurs ε0, la simulation est arrêtée. Ce processus est répété pour différentes

valeurs de températures.

La FIGURE 4.2 illustre le temps nécessaire afin que la grandeur thermody-

namique (énergie et aimantation absolue) cesse de fluctuer, pour un réseau carré

de taille donnée et pour différentes températures sans désordre.
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FIGURE 4.2 – Variation de l’énergie moyenne [J ] ainsi que l’aimantation
moyenne absolue en fonction du timeslice pour 100 échantillons.
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Trois températures ont été choisies pour une taille N = 256 ; une à haute

température (T = 3.0β), la seconde au voisinage de la température critique (T = 2.0β)

et la dernière à basse température (T = 1.0β). Une forte fluctuation à haute

température ainsi qu’au voisinage de la température critique est observée pour

les deux grandeurs. La stabilisation est atteinte au delà de 100 timeslices. Ce qui

n’est pas le cas pour la basse température ; la stabilisation est observée à partir

de 10 timeslices. Pour une bonne mesure de la grandeur thermodynamique, une

moyennisation est faite à chaque timeslice sur un certain nombre d’échantillons.

4.2.1 Dépendance de la température critique Tc du désordre σ

Les résultats de la simulation sont présentés dans cette partie. Différentes

tailles de système de spins avec des conditions aux limites à bord libre (N =

256,1024,4096) sont employées pour divers concentrations de lien (σ ∈ [0,0.5]).

10000 échantillons sont pris pour la moyennisation.

La courbe de la FIGURE 4.3 a tendance à se décaler vers les basses températures

avec un aplatissement de la courbe. Plus on augmente le désordre, plus l’énergie

du système tends vers Zéro. D’une manière géométrique, le désordre provoqué

sur le système permet la coupure des liens existants entre les spins du système.

À partir d’une certaine valeurs du désordre, aucune communication n’existe

entre eux, ce qui traduit l’annulation de l’énergie.
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FIGURE 4.3 – L’énergie moyenne [J ] .vs. température [β] pour différentes con-
centrations de lien.
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La valeur de la température critique de transition Tc est déterminée en util-

isant le facteur de Binder U(T, L) définit comme dans l’équation 3.12.
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FIGURE 4.7 – Le facteur de Binder .vs. température [β] pour différentes concen-
trations de lien.

L’intersection des différentes courbes du facteur de Binder pour différentes

tailles défini la valeur critique de la température de transition Tc. Les FIGURES

4.8, 4.9, 4.10 illustrent une représentation détaillée de la FIGURE 4.7 qui montre la

détermination graphique de la température critique Tc pour différentes valeurs

de σ.
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pé
ra

tu
re

cr
it

iq
ue

en
ut

ili
sa

nt
le

fa
ct

eu
r

de
Bi

nd
er

po
ur

σ
=

0.
30

et
σ
=

0.
35

0.

70



 0

 0
.1

 0
.2

 0
.3

 0
.4

 0
.5

 0
.6

 0
.7

 0
 0

.2
 0

.4
 0

.6
 0

.8
 1

 1
.2

 1
.4

 1
.6

 1
.8

 2

Facteur de Binder

T
e

m
p

e
ra

tu
re

σ
=

0
.4

0
, 

N
=

2
5

6
σ

=
0

.4
0

, 
N

=
1

0
2

4
σ

=
0

.4
0

, 
N

=
4

0
9

6

 0

 0
.1

 0
.2

 0
.3

 0
.4

 0
.5

 0
.6

 0
.7

 0
.6

 0
.8

 1
 1

.2
 1

.4
 1

.6
 1

.8
 2

Facteur de Binder

T
e

m
p

e
ra

tu
re

σ
=

0
.4

5
, 

N
=

2
5

6
σ

=
0

.4
5

, 
N

=
1

0
2

4
σ

=
0

.4
5

, 
N

=
4

0
9

6

 0
.1

5

 0
.2

 0
.2

5

 0
.3

 0
.3

5

 0
.4

 0
.4

5

 0
.5

 0
.5

5

 0
.6

 0
.6

5

 0
.8

 0
.8

5
 0

.9
 0

.9
5

 1
 1

.0
5

Facteur de Binder

T
e

m
p

e
ra

tu
re

σ
=

0
.4

0
, 

N
=

2
5

6
σ

=
0

.4
0

, 
N

=
1

0
2

4
σ

=
0

.4
0

, 
N

=
4

0
9

6

 0
.3

 0
.3

5

 0
.4

 0
.4

5

 0
.5

 0
.5

5  0
.6

 0
.6

2
 0

.6
4

 0
.6

6
 0

.6
8

 0
.7

 0
.7

2
 0

.7
4

Facteur de Binder

T
e

m
p

e
ra

tu
re

σ
=

0
.4

5
, 

N
=

2
5

6
σ

=
0

.4
5

, 
N

=
1

0
2

4
σ

=
0

.4
5

, 
N

=
4

0
9

6

FI
G

U
R

E
4.

13
–

D
ét

er
m

in
at

io
n

de
la

te
m

pé
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Pour chaque valeur de la température critique Tc correspond une valeur cri-

tique du facteur de Binder U∗. Les valeurs sont représentées dans TABLE 4.1.

TABLE 4.1 – Valeurs du facteur de Binder critique U∗ et de la température cri-
tique Tc pour différentes concentrations de lien.

σ U∗ Tc
0.00 0.4017 2.2670
0.05 0.3992 2.1145
0.10 0.3965 1.9605
0.15 0.3960 1.8024
0.20 0.3954 1.6430
0.30 0.3914 1.3163

Les FIGURES 4.14, 4.15 représentent la variation de Tc et Uc en fonction de σ

respectivement.
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FIGURE 4.14 – Température critique en fonction du paramètre de désordre.

La pente de Tc en fonction de σ vaut 3.1423 ± 0.0172 par rapport à celle

déterminée par Harris [15] qui est de 3.016, et celle de Jayaprakash [18] qui est
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de 3.108. Le résultat obtenu s’approche de celui obtenu par Domany [17] dont la

valeur exacte est de 3.145.
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FIGURE 4.15 – Facteur de Binder critique en fonction du paramètre de désordre.

La variation U∗ en fonction de σ est une ligne rectiligne décroissante. L’aug-

mentation du désordre engendre la diminution de la valeur critique du fac-

teur de Binder. La valeur de U∗ à σ = 0 trouvée par Selke [44] est de U∗ =

0.396± 0.002, comparée au résultat obtenu qui est de 0.4007± 0.0007.

4.2.2 Valeur de Tc à σ = 0.5

Par analogie à la percolation, le seuil de percolation de lien du modèle d’Is-

ing est la concentration minimale de lien à laquelle un cluster infini apparaı̂t.

Pour un réseau carré, le seuil de percolation de lien vaut exactement 0.5 [22]. Il

est intéressant de déterminer la valeur de Tc et U∗ à σ = 0.5. On utilisera les deux

méthodes de détermination de la température critique (celle de l’utilisation du

facteur de Binder (méthode 1) et celle de l’utilisation de Cv(max) (méthode 2)).
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FIGURE 4.16 – Variation de la température critique en fonction du paramètre de
désordre pour les deux méthodes.

La FIGURE 4.16 montre la variation de la température critique en fonction du

paramètre de désordre pour les deux méthodes de détermination de la température

critique. Une légère différence dans la détermination de la valeur de Tc existe

entre les deux méthodes. Cette différence peut être palliée en augmentant la

taille du système ainsi que le nombre d’échantillons, ce qui va rendre la courbe

de la capacité calorifique beaucoup plus pointue et tend vers la valeur exacte de

Tc.
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FIGURE 4.17 – Variation du facteur de Binder en fonction de la température pour
σ = 0.5 (16384 échantillons).
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FIGURE 4.18 – Variation de la capacité calorifique [J /KB
2] en fonction de la

température [β] pour σ = 0.5 (16384 échantillons).

Au delà de σ = 0.35, deux valeurs différentes de Tc (TABLE 4.2) sont ob-

servées (FIGURE 4.17, 4.18).

TABLE 4.2 – Valeurs de Cv(max) et de la température critique Tc déterminée par
les deux méthodes pour différentes concentration de lien.

σ Cv(max) Tc (méthode 1) Tc (méthode 2)
0.00 1.5438 2.2670 2.2306
0.05 1.3794 2.1145 2.0813
0.10 1.2191 1.9605 1.9325
0.15 1.0794 1.8024 1.7804
0.20 0.9408 1.6430 1.6360
0.25 0.8151 1.4817 1.4914
0.30 0.6225 1.3163 1.2930
0.35 0.6029 1.1342 1.2515
0.40 0.4848 0.9252 1.1438
0.45 0.4602 0.6733 1.1029
0.50 0.4093 0.3924 1.0365
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4.2 Méthode de simulation et résultats Étude numérique du modèle d’Ising dilué

Dans la FIGURE 4.17, plusieurs intersections sont observées pour différentes

tailles de réseau compris dans l’intervalle [0.35-0.45]. L’augmentation du nom-

bre d’échantillons (590000 échantillons) rend les courbes plus lisses et les courbes

s’intersectent (FIGURE 4.19) à une valeur de température différente de celle prédite

par la méthode 2 (4.2). Cela nous ramène à dire que pour un système fortement

désordonné, la détermination de la température critique par la méthode util-

isant le facteur de Binder n’est pas fiable. Son équation doit être revue.
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FIGURE 4.19 – Variation du facteur de Binder en fonction de la température pour
σ = 0.5 (590000 échantillons).
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5
Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

Ce chapitre est consacré à la détermination de certaines grandeurs thermo-

dynamiques du modèle d’Ising par le biais du calcul de la fonction de partition

en utilisant la méthode de Frank et Lobb. Cette dernière a permi de déterminer

la valeur exacte de la température critique de transition de phase du modèle

d’Ising 2D régulier. L’introduction d’un faible désordre provoque une destruc-

tion et une disparition complète de la transition de phase dû à des instabilités

numériques.

78



5.1 Introduction Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

5.1 Introduction

Le calcul de la fonction de partition s’avère une étape très importante pour le

calcul des différents grandeurs thermodynamiques. La complexité de sa résolution

analytique a permi de passer au calcul numérique. La méthode de Frank et Lobb

est l’une des méthodes de calcul numérique de la fonction de partition, elle est

basée sur les transformations Y∇ très utilisées dans l’étude de certains réseaux

électriques. Elle a été originalement développée pour le calcul de la conduc-

tivité d’un système aléatoire de résistance [27]. La méthode consiste a faire une

séquence de transformations des liens d’un réseau afin de transformer le réseau

en un seul lien qui a la même conductivité que l’ensemble du réseau.

L’extension de la méthode au modèle d’Ising a été développée et implémentée

par Loh et Carlson [45]. Trois spins connectés par des liens à un spin central peu-

vent être convertis en trois spins sans le spin central tout en préservant la fonc-

tion de partition totale du système. C’est la transformation Y∇. Le développement

de cette méthode est abordé dans la section suivante.

5.2 Méthode et résultats

La fonction de partition employée dans le modèle d’Ising s’écrit :

Z = ∑
si

exp(−βH) = exp∑
i,j
Jijsisj (5.1)

La méthode élaborée par Loh et Carlson est basée sur la méthode de la prop-

agation des liens de Frank et Lobb [27] : En partant du coin supérieur gauche

dans la FIGURE 5.1, utiliser une réduction de série pour convertir le coin dans

une liaison diagonale. En utilisant les transformations Y∇ et ∇Y, ce lien di-

agonale peut être multiplié successivement en diagonal vers le bas et vers la
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5.2 Méthode et résultats Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

droite jusqu’à ce qu’il soit ”absorbé” sur le bord opposé. Les autres nœuds sont

éliminés de la même manière.

FIGURE 5.1 – La réduction du réseau

La répétition de la procédure précédente rend le réseau sous forme d’un lien

unique qui correspond à la réduction de deux spin avec une énergie d’interac-

tion effective Je f f .

FIGURE 5.2 – Propagation des liens selon les transformations ∇Y et Y∇

On définit les différents étapes de transformation du réseau. La transfor-

mation Y∇ correspond à l’élimination du spin central et un changement de

l’énergie libre F. L’égalité entre la fonction de partition en mode Y et en mode

∇ s’écrit :

ZY[s1, s2, s3] = ∑
si

exp(J1sis1 + J2sis2 + J3sis3)

= Z∇[s1, s2, s3]

= exp(δF + J23s2s3 + J31s3s1 + J12s1s2) (5.2)
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5.2 Méthode et résultats Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

Avec

δF = z1/4
2 z1/4

3 z1/4
0 z1/4

1

J23 = z1/4
2 z1/4

3 z−1/4
0 z−1/4

1

J31 = z1/4
3 z1/4

0 z−1/4
1 z−1/4

2

J12 = z1/4
0 z1/4

1 z−1/4
2 z−1/4

3

ou

z0 =
1

J1J2J3
+ J1J2J3

z1 =
J1

J2J3
+
J2J3

J1

z2 =
1

J2J3J1
+ J2J3J1

z3 =
J2

J3J1
+
J3J1

J2

FIGURE 5.3 – Transformations Y∇Y

L’inverse de la transformé Y∇ est la transformée ∇Y, qui correspond à la

réintégration d’un spin central. Cette transformation nous conduit aux relations

suivantes :

δF =
z0

J1J2J3 +
1

J1J2J3

J1 =

√
1− t1

1 + t1

J2 =

√
1− t2

1 + t2

J3 =

√
1− t3

1 + t3
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5.2 Méthode et résultats Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

avec

t1 = c1/2
2 c1/2

3 c−1/2
0 c−1/2

1

t2 = c1/2
3 c1/2

0 c−1/2
1 c−1/2

2

t3 = c1/2
0 c1/2

1 c−1/2
2 c−1/2

3

où

c0 = z0 + z1 + z2 + z3

c1 = z0 + z1 − z2 − z3

c2 = z1 + z2 + z3 + z0

c3 = z1 + z2 − z3 − z0

et

z0 =
1

J23J31J12

z1 =
J31J12

J23

z2 =
1

J31J12J23

z3 =
J12J23

J31

Le calcul de la fonction de partition est répété pour chaque température T.

La FIGURE 5.4 illustre la variation de la capacité calorifique en fonction de la

température pour différentes tailles du système. Elle est calculée par la relation :

Cv =
1

N2β2
d2 lnZ

dβ2 (5.3)
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FIGURE 5.4 – Variation de la capacité calorifique [J /KB
2] en fonction de la

température [β] pour différentes tailles à σ = 0.

La température de transition de phase Tc peut être déterminée avec précision

à partir du point d’intersection de log(L2Je f f ) pour différentes tailles du système

(FIGURE 5.6 ). C’est la méthode Je f f (méthode A)

La valeur de Tc trouvée par la méthode Frank et Lobb appliquée au modèle

d’Ising est égale à celle trouvée par Onsager ; Tc = 2.269β.

L’introduction du désordre, comme vu dans le chapitre précédant, corre-

spond à des coupures de liens entre les spin. Mais n’est pas du tout le cas avec

la méthode de Frank et Lobb. En d’autres termes, le désordre correspond à un

affaiblissement des liens entre les spins (coupure partielle), selon une loi de

probabilité P :

P(Jij = 1) = σ

P(Jij = ε0) = 1− σ (5.4)
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5.2 Méthode et résultats Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

avec ε0 ' 0 et 0≤ σ ≤ 0.5, le paramètre du désordre (concentration de lien) ;

– σ = 0.5 : correspond à un désordre totale,

– σ = 0 : il n’y a pas de désordre.

En mettant ε0 = 0 (coupure totale), des instabilités numériques s’installent

et un résultat erroné est observé (FIGURES 5.5).
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FIGURE 5.5 – Variation de la capacité calorifique [J /KB
2] en fonction de la

température [β] pour σ = 0.05, N = 1024 avec ε0 = 0.

L’augmentation du degré de désordre σ avec ε0 = 10−1 va engendrer une

diminution de la température de transition en allant vers les basses températures

(FIGURES 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11).
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FIGURE 5.6 – Détermination de la température critique en utilisant la méthode
du Je f f pour σ = 0.
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FIGURE 5.9 – Détermination de la température critique en utilisant la méthode
du Je f f pour σ = 0.25.
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FIGURE 5.10 – Détermination de la température critique en utilisant la méthode
du Je f f pour σ = 0.3 et σ = 0.35.
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FIGURE 5.11 – Détermination de la température critique en utilisant la méthode
du Je f f pour σ = 0.4 et σ = 0.5.
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Au delà de σ = 0.3, l’intersection n’est plus significative et les courbes ne

s’intersectent pas à un point unique (FIGURES 5.10, 5.11). La méthode du Je f f

reste incapable de déterminer la valeur de la température de transition. Pour

palier cette contrainte, la méthode du Cv(max) (méthode B) reste intéressante.

TABLE 5.1 – Valeurs la température critique Tc déterminée par les deux
méthodes pour différentes concentration de lien.

σ Tc (méthode A) Tc (méthode B)
0.00 2.2695 2.2624
0.05 2.0924 2.1321
0.10 1.9730 1.9960
0.15 1.8180 1.8621
0.20 1.6330 1.6806
0.25 1.4800 1.6077
0.30 / 1.4749
0.35 / 1.3315
0.40 / 1.1962
0.45 / 1.0604
0.50 / 0.9250

La FIGURE 5.12 représente une comparaison de la variation de Tc en fonc-

tion de σ entre la méthode de Frank et Lobb (FLIsing) et celle de Monte Carlo

(MCIsing). La pente de Tc en fonction de σ calculée par la méthode de FLIs-

ing vaut 3.1318 ± 0.0820 dont s’approche du résultat trouvé par Domany [17]

dont la valeur est de 3.145, et celle trouvé par la méthode MCIsing qui est de

3.1423 ±0.0172.
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FIGURE 5.12 – Comparaison de la variation de la température critique Tc en
fonction du paramètre de désordre σ entre la méthode de Frank et Lobb (FLIsing)
et celle de Monte Carlo (MCIsing).

Les FIGURES 5.13, 5.14 illustrent la variation de la capacité calorifique en

fonction de la température pour différents degrés de désordre avec deux valeurs

différentes de ε0.

La plus grande taille dans la transition de phase est observée pour σ ∈[0.05-

0.5] à ε0 = 10−1 est N = 16384, et à ε0 = 10−3 est N = 256.
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FIGURE 5.13 – Variation de la capacité calorifique [J /KB
2] en fonction de la

température [β] pour différents σ à N=16384 avec ε0 = 10−1.
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température [β] pour différents σ à N=256 avec ε0 = 10−3.
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5.2 Méthode et résultats Modèle d’Ising et la méthode de Frank et Lobb

La FIGURES 5.15 montre la variation de Cv(max) en fonction de σ pour

différentes valeur de ε0. Les courbes se resserrent et convergent quand ε0 de-

vient de plus en plus petit.

Au delà de ε0 = 10−8, aucune transition de phase n’est observée, ni pour de

petits systèmes ni pour de grands systèmes à faible désordre. Cela est due à la

nature du désordre qui engendre une accumulation rapide de l’erreur numérique.

Ce qui provoque des instabilités numériques plus prononcées avec l’augmen-

tation de la taille du système. Les calculs sont donc fiables pour des petits

systèmes à très faible désordre.
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FIGURE 5.15 – Variation du maximum de la capacité calorifique en fonction de
σ à N=256 pour différents ε0.

Avec la méthode de Frank et Lobb, même avec des liens faiblement coupés,

on est arrivé à retrouver le même résultat que celui des liens coupés.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, la notion du désordre et son impact sur le modèle

d’Ising bidimensionnel a été abordée. On s’est intéressé au comportement d’un

tel modèle pour différents degrés de désordres.

Dans un premier temps, on a développé notre propre algorithme basé sur la

méthode de Monte Carlo-Metropolis. La validation de cet algorithme a été faite

par le biais de la détermination de la valeur de la température de transition Tc

du modèle d’Ising régulier qui vaut 2.269β. Deux méthodes ont été évoquées.

La première en utilisant le facteur de Binder et la deuxième par le biais de la

valeur maximum du Cv.

L’insertion du paramètre de désordre σ a montré la diminution de la valeur

de Tc en augmentant la valeur de σ. Les deux méthodes montrent le même

résultat, à 1% d’incertitude, jusqu’à la valeur σ = 0.35. Avec la méthode utilisant

le facteur de Binder, la valeur de la température critique Tc décroit rapidement

en comparant à celle du maximum de Cv lors de l’augmentation de σ jusqu’à

0.5. La relation de Binder doit être revue pour un degré de désordre important.

Il s’est avéré que la méthode de Frank et Lobb inspirée de la transformation

Y − ∇ permet de calculer la fonction de partition du modèle d’Ising 2D. Des
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Conclusion

résultats très précis ont été trouvés en absence du désordre. L’introduction d’un

désordre fait ne nous permet pas de calculer les grandeurs thermodynamiques.

Cela est dû aux instabilités numériques engendrés lors du processus employé

par la méthode de Frank et Lobb. En principe, une augmentation de la précision

de calcul permettrais de résoudre ce dilemme.
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A
Calcul Parallèle avec MPI

Un code de calcul ou programme peut être écrit suivant deux modèles de

programmation : séquentiel ou parallèle.

Dans le modèle séquentiel, un programme est exécuté par un unique pro-

cessus. Ce processus tourne sur un processeur d’une machine et a accès à la

mémoire du processeur. Il arrive que pour certains codes de calcul, la mémoire

d’un seul processeur ne suffise plus et/ou le temps de calcul soit trop impor-

tant. Dans ce cas la, le calcul parallèle s’avère une solution adéquate pour palier

ce problème.

On distingue deux méthodes de parallélisation : Programmation parallèle

avec OpenMP et Programmation parallèle avec MPI.

Dans un modèle de programmation parallèle par échange de messages (MPI),

le programme est dupliqué sur plusieurs processus. Chaque processus exécute

un exemplaire du programme et a accès à sa mémoire propre. De ce fait, les

variables du programme deviennent des variables locales au niveau de chaque

processus. De plus un processus ne peut pas accéder à la mémoire des processus

voisins. Il peut toutefois envoyer des informations à d’autres processus à con-

dition que ces derniers (processus récepteurs) soient au courant qu’ils devaient

recevoir ces informations du processus émetteur.
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Calcul Parallèle avec MPI

La communication entre processus se fait uniquement par passage de mes-

sages entre processus (c’est à dire : envoi et réception de messages). Technique-

ment, cette communication se fait via des fonctions de la bibliothèque MPI ap-

pelées dans le programme. L’environnement MPI permet de gérer et interpréter

ces messages. Cet ensemble repose sur le principe du SPMD (Single Program

Multiple Data). Chaque processus dispose de ses propres données, sans accès

direct à celles des autres.

Il se réfère très souvent à une architecture d’ordinateur à mémoire distribuée.

Un ordinateur à mémoire distribuée est constituée d’un ensemble d’ordinateurs

indépendants, appelés nœuds. Chaque nœud commence son propre programme

et communique avec d’autres nœuds par l’envoi et la réception de messages

par un certain nombre de mécanismes de communication, Gigabit Ethernet

(TCP/IP), ou à travers des interconnexions à haute vitesse tels que Myrinet et

infiniband.

FIGURE A.1 – Mémoire distribuée
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A.1 Bibliothèque MPI

La bibliothèque MPI est constituée de plusieurs routines classées en plusieurs

catégories. Il y a celles qui traitent de

1. l’environnement MPI ;

2. des communications point à point ;

3. des communications collectives ;

A.1.1 Environnement MPI

Pour utiliser la bibliothèque MPI, le programme source doit impérativement

contenir :

– L’appel au module MPI : include mpif.h en fortran77, use MPI en for-

tran90, include mpi.h en C/C++.

– l’initialisation de l’environnement via l’appel à la subroutine MPI INIT(code).

Cette fonction retourne une valeur dans la variable code. Si l’initialisation

s’est bien passée, la valeur de code est égale à celle dans MPI SUCCESS.

– La désactivation de l’environnement via l’appel à la subroutine MPI FINALIZE

(code). L’oublie de cette subroutine provoque une erreur.

Une fois l’environnement MPI initialisé, on dispose d’un ensemble de pro-

cessus actifs et d’un espace de communication au sein duquel on va pouvoir

effectuer des opérations MPI . Ce couple (processus actifs, espace de communi-

cation) est appelé communicateur.

Le communicateur par défaut est MPI COMM WORLD et comprend tous

les processus actifs. Il est initialisé lors de l’appel à la fonction MPI INIT() et

désactivé par l’appel à la fonction MPI FINALIZE(). On peut connaı̂tre le nom-

bre de processus actifs gérés par un communicateur avec la fonction MPI COMM SIZE
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A.1 Bibliothèque MPI Calcul Parallèle avec MPI

(comm,nb procs,code) ainsi que le rang (ou numéro) d’un processus avec la

fonction MPI COMM RANK (comm,rang,code).

– comm(in) est en entier désignant le communicateur,

– nb procs(out) est en entier donnant le nombre de processus,

– rang(out) est un entier indiquant le rang du processus. Il est important

dans le sens où il sert lui d’identificateur dans un communicateur.

– code(out) est un entier retournant un code d’erreur.

A.1.2 Communication point à point

La communication point à point est une communication entre deux proces-

sus (émetteur � récepteur). Ce message doit contenir un certain nombre d’in-

formations pour assurer une bonne réception et interprétation par le récepteur,

à savoir :

– Le rang du processus émetteur (rang proc source),

– Le rang du processus récepteur (rang proc dest),

– L’étiquette du message (tag emis pour message émis, tag recu pour mes-

sage reçu),

– Le nom du communicateur (comm),

– Le type des données échangées (type emis pour message émis, type recu

pour message reçu),

– Le nom données échangées (val emis pour message émis, val recu pour

message reçu).

– La taille des données échangées (taille emis pour message émis, taille recu

pour message reçu) (scalaire, vecteur, matrice, ...).

Plusieurs modes de transfert sont possibles pour échanger des messages :

1. MPI SEND(val emis,taille emis,type emis,rang proc dest,tag emis, comm,code)

pour l’envoi du message suivi de MPI RECV(val recu, taille recu,type recu,

100



A.1 Bibliothèque MPI Calcul Parallèle avec MPI

rang proc dest, tag recu,comm,statut,code) pour la réception. Quand un mes-

sage est envoyé, il faut être sûr qu’il a été bien reçu.

– val emis(in) : élément envoyé,

– taille emis(in) : entier indiquant la taille de l’élément envoyé (scalaire,

vecteur, ...),

– type emis(in) : type de l’élément envoyé,

– rang proc dest(in) : entier indiquant le rang du processus qui reçoit le

message,

– tag emis(in) : entier désignant l’étiquette du message,

– comm(in) : entier désignant le communicateur (MPI COMM WORLD

par défaut),

– code(out) : entier donnant un code d’erreur,

– val recu(in) : élément reçu,

– taille recu(in) : entier indiquant la taille de l’élément reçu (scalaire, vecteur,

...). Il doit correspondre à celui indiqué dans taill emis,

– type recu(in) : type de l’élément reçu. Il doit aussi correspondre à celui

indiqué dans type emis,

– tag recu(in) :entier désignant l’étiquette du message,

– statut(out) : tableau d’entiers de taille MPI STATUS SIZE contenant de

nombreuses informations sur le message.

2. MPI SENDRECV(val emis,taille emis, type emis, rang proc dest, tag emis, val recu,

taille recu, type recu,rang proc source,tag recu,comm,statut,code) pour l’envoi

et la reception de messages. Attention, si on utilise la même variable pour

l’envoi et la réception ( val emis= val recu), il y a écrasement.

rang proc source(in) est un entier indiquant le rang du processus qui a

émis le message.

3. MPI SENDRECV REPLACE(val emis recu, taille emis recu, type emis recu,
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rang proc dest,tag emis, rang proc source, tag recu,comm,statut,code) pour l’en-

voi et la réception de messages en utilisant le même variable val emis recu

pour l’envoi et la réception. Cette fois-ci il n’y a pas d’écrasement.

A.1.3 Communications collectives

Elles permettent de communiquer en un seul appel avec tous le s processus

d’un communicateur.

Diffusion générale : MPI BCAST()

Cette fonction permet à un processus de diffuser (BCAST pour broadcast) un

message à tous les processus du communicateur indiqué, y compris à lui-même

(FIGURE A.2). MPI BCAST(val emis,taille emis,type emis,rang proc source,comm,code).

FIGURE A.2 – Fonction MPI BCAST(). Le processus Proc1 diffuse la donnée A
(stockée dans sa mémoire) à tous les processus Proc0 à Proc3

Diffusion sélective de données réparties : MPI SCATTER

Cette fonction permet à un processus de diffuser des données aux proces-

sus du communicateur indiqué de façon sélective. En fait le processus émetteur

dispose de données qu’il répartit. Chaque processus (émetteur même compris)

reçoit un paquet de données différent (FIGURE A.3). MPI SCATTER(val emis,

taille emis, type emis, val recu, taille recu, type recu, rang proc source, comm, code).
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FIGURE A.3 – Fonction MPI SCATTER(). Le processus Proc1 diffuse ses données
A0,...,A3 (stockées dans sa mémoire) à tous les processus Proc0 à Proc3 de façon
répartie.

Collecte de données réparties : MPI GATHER()

Cette fonction permet au processus récepteur de collecter les données provenant

de tous les processus (lui-même compris). Attention, le résultat n’est connu

que par le processus récepteur (FIGURE A.4). MPI GATHER(val emis, taille emis,

type emis, val recu,taille recu,type recu,comm,code).

FIGURE A.4 – Fonction MPI GATHER(). Le processus Proc1 collecte les données
A0,...,A3 provenant des processus Proc0 à Proc3.

Collecte générale : MPI ALLGATHER()

Cette fonction effectue la même chose que la fonction MPI GATHER, excepté

que le résultat de la collecte est connue de tous les processus du communicateur

(FIGURE A.5). Ce serait l’équivalent d’un MPI GATHER suivi d’un MPI BCAST.
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MPI ALLGATHER(val emis, taille emis, type emis, val recu,taille recu, type recu,

rang proc dest,comm,code).

FIGURE A.5 – Fonction MPI ALLGATHER(). Le processus Proc1 collecte les
données A0,...,A3 provenant des processus Proc0 à Proc3 et le diffuse à tous
les processus.

Synchronisation globale : MPI BARRIER

Cette fonction bloque les processus à l’endroit où elle est appelée dans le pro-

gramme. Les processus restent en attente au niveau de cette barrière jusqu’à ce

qu’ils y soient tous parvenus. Ensuite, ils sont libérés. MPI BARRIER(comm,code).

A.1.4 Opérations de réduction et communications collectives

Une réduction consiste à appliquer une opération à un ensemble d’éléments

pour obtenir un scalaire. Cela peut être la somme des éléments d’un vecteur ou

la valeur maximale d’un vecteur.
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TABLE A.1 – Quelques opérations de réduction prédéfinies.

Nom Opération
MPI SUM Somme des éléments
MPI PROD Produit des éléments
MPI MAX Recherche du maximum
MPI MIN Recherche du minimum

Certaines fonctions MPI permettent de faire des opérations de réductions en

plus des communications collectives. C’est le cas des fonctions :

– MPI REDUCE() qui permet de faire des opérations de réduction sur des

données réparties. Le résultat de l’opération de réduction est récupéré sur

un seul processus. MPI REDUCE(val emis,val recu, taille emis ,type emis,

operation,rang proc dest, comm,code)

FIGURE A.6 – Fonction MPI REDUCE(). Le processus Proc1 collecte les données
A0,...,A3 provenant des processus Proc0 à Proc3 et fait une opération de
réduction.

– MPI ALL REDUCE() qui permet de faire les mêmes opérations de réduction

que MPI REDUCE(). La différence est que le résultat de l’opération de

réduction est connu de tous les processus d’un même communicateur.

MPI ALL REDUCE(val emis,val recu,taille emis,type emis ,operation,comm,code).

105
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FIGURE A.7 – Fonction MPI ALLREDUCE(). Opération de réduction et diffusion
du résultat à l’ensemble des processus.

A.2 Optimisation d’un programme parallèle

L’optimisation d’un code séquentiel concerne la minimisation du temps de

calcul. Lorsqu’on parallélise un code, un autre temps s’ajoute au temps de cal-

cul, c’est le temps de communication entre les processus :

temps total = temps calcul + temps communication

L’optimisation d’un code parallèle consiste donc à minimiser le temps de

communication entre les processus. Celui-ci peut être mesuré via la fonction

MPI WTIME(). Avant de se lancer dans l’optimisation d’un programme par-

allèle, il faut d’abord comparer le temps de calcul et le temps de communication

au temps total de simulation. Si le temps de communication est prépondérant

devant le temps de calcul, alors on peut passer à la phase d’optimisation. Cette

étape consiste à réduire le temps de communication. Celui-ci contient un temps

de préparation du message et un temps de transfert. Le temps de préparation

contient un temps de latence pendant lequel les paramètres réseaux sont ini-

tialisés. Le reste du temps de préparation des messages (temps de surcoût) est

lié à l’implémentation MPI et au mode de transfert utilisé.

Il existe plusieurs possibilités pour optimiser le temps de communication,
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parmi elles :

– Recouvrir les communications par des calculs.

– Limiter les modes de transfert qui utilisent la recopie du message dans un

espace mémoire temporaire (Buffering).

– Limiter les appels répétitifs aux fonctions de communication MPI (qui

coûtent cher en temps).

A.3 Modes d’envoi des messages avec MPI

A.3.1 Standard

MPI choisit ou non de recopier le message à envoyer dans une zone mémoire

tampon du processus émetteur. S’il y a recopie, l’action d’envoi se termine lorsque

la recopie est terminée, donc avant que la réception du message ait commencée.

Ceci permet de découpler l’envoi de la réception (asynchrone). S’il n’y a pas re-

copie du message, l’envoi s’achève une fois que le processus destinataire a bien

reçu le message. L’envoi et la réception sont alors couplés (synchrone). MPI

bascule automatiquement du mode asynchrone au mode synchrone suivant la

taille des messages à transférer. Pour les petits messages, il y a recopie dans une

zone tampon et pour les messages de grande taille, il n’y a pas de recopie.

A.3.2 Synchroneous

Ou synchrone, l’utilisateur impose un couplage entre l’envoi et la réception.

L’envoi peut commencer avant même que l’opération de réception ait été ini-

tialisée. L’opération d’envoi s’achève une fois que l’opération de réception a été

postée (par le processus récepteur) et le message a été bien reçu.
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A.3.3 Buffered

L’envoi du message s’achève une fois que la recopie du message dans une

zone tampon est terminée. L’envoi et la réception sont découplés. Attention,

l’utilisateur doit effectuer lui-même la recopie. Ce type d’envoi est déconseillé.
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B
TamiHPC, un calculateur de haute performance

TamiHPC est un calculateur de haute performance. Le système appartient

à la catégorie de Shared Memory (mémoire partagée) et utilise la bibliothèque

MPI (Message Passing Interface) afin d’autoriser la communication entre les

différents nœuds. L’utilisation primaire prévue du TamiHPC est de résoudre

les problèmes liées à la Physique Statistique qui nécessitent un grand nombre

d’échantillon pour converger vers des résultats appréciables.

FIGURE B.1 – TamiHPC
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TamiHPC, un calculateur de haute performance

TamiHPC est composé de 36 diskless nodes (nœud sans disque dure) di-

visés en deux parties (16+20 nœuds). Chaque un d’entre eux est doté d’un pro-

cesseurs DualCore 3 Ghz et 1 Go de RAM.

FIGURE B.2 – Les switchs

La connexion entre les nœuds est établit par le biais d’un switch Gigabits

CISCO et un autre Mégabits TENDA.

FIGURE B.3 – Serveur Debian

Le serveur possède un processeur Core2Duo 2.4Ghz et 2Go de RAM. Il

tourne sous un système Linux Debian.

La consommation moyenne hors calcule est de 8 ampères. En fonction, il

a besoin de 13 ampères. Le TamiHPC atteint en moyenne les 60 GFLOPS 1. Il

1. Un FLOPS signifie FLoating-point Operations Per Second
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TamiHPC, un calculateur de haute performance

contient 36 Go de RAM. Ce type d’installation est peu coûteux, ne nécessite

qu’une simple prise murale (3kW) et ne requière aucun système de refroidisse-

ment supplémentaire.

HPC Test

Quantity of processors = 93

Calculation time = 0.02 seconds

Cluster speed= 59445.5 MFLOPS

111



C
Publications

• I. Zergoug, R. Bouamrane, Binder cumulant for bond diluted Ising model, In-

ternational Review of Physics (I.RE.PHY.), Vol.8, N ˚ 1, 15 (2014).

• Zergoug Ismail et al, Bond diluted Ising model in 2D, 1st International Con-

ference on Numerical Physics, October 13-15, 2012 USTOMB, Oran, Alge-

ria, EPJ Web of Conferences 44, 01004 (2013).

• Zergoug Ismail et al, Bond diluted Ising model in 2D, Présentation Poster,

1st International Conference on Numerical Physics, October 13-15, 2012

USTOMB, Oran, Algérie.
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Bond diluted Ising model in 2D

ZERGOUG Ismail1,a, BOUAMRANE Rachid1, and ADDI Djamel1
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USTOMB Université des Sciences et de la Technologie Mohamed Boudiaf
PB 1505 El Mnaouer Oran Algeria

Abstract. The bond diluted Ising model is studied by Monte Carlo method. The sim-
ulation is carried out on a two dimensional square lattice with missing bonds and free
boundary conditions. The aim of this work is to investigate the thermodynamical prop-
erties of this model for different disorder degree parameter σ. The critical temperature is
determined from the Binder cumulant and is shown to decreases as the disorder parameter
σ increases linearly.

1 Introduction

The 2D Ising model has been solved exactly by Onsager back on 1944 [1] and still holds nowadays
an important place in the physics of phase transition and beyond. This model, in the two dimensional
case, consists on a set of N spins located at fixed nodes. In its simplest form, each spin has two values
(+1 or -1) and interacts equally with its four nearest neighbours. With no external magnetic fields, the
Hamiltonian of the systemH is:

H = −J
∑

<i j>

S iS j (1)

The exchange coupling constant (a unique interaction factor) between nearest neighbours <i j> is
represented by J while S i and S j are the respective nearest neighbour spins.

Disordered systems have been the subject of several studies due to important effect of disorder
on their thermodynamic behaviour in comparison to ordered ones [10]. Disorder can be manifested
in different manner: random field [5], random interaction factors [7], site diluted [4] [8] (some of the
sites are randomly occupied by either vacant lattice sites or by non magnetic atoms in the presence of
magnetic ones), bond diluted [6] [3] (bonds are randomly removed from the system), etc.

In this work, we use the Binder cumulant to determine the critical temperature in the case of
randomly bond diluted systems. This type of disorder was studied for the first time by D.Zobin [2]
only for periodic boundary conditions. In the same context, another author has shown that the critical
region becomes narrower as the concentration of bonds decreases [12].

The purpose of this paper is to report preliminary results of Monte Carlo simulations of the thermal
and magnetic properties of the 2D bond diluted Ising model as done by [2] using a different approach.
For now, the simulation was carried out with relatively small systems and already we have obtained
interesting results worth mentioning. The value of the critical temperature at the phase transition is
determined using the fourth-order cumulant Binder [9] (only free boundary conditions are considered).
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2 Model and simulation

The Hamiltonian of the model considered here reads[2]:

H = −
∑

i, j

Ji, jS iS j (2)

where the exchange coupling constantJi, j is 0 for non-nearest-neighbours and 1 or 0 with probabilities
σ or 1 − σ respectively. Free boundary conditions are used, and the regular square lattice size is
L =
√

N (where N is the total number of spins in the system). The value of the critical temperature Tc
is determinated using the Binder cumulant U(T, L) defined as [9]

U(T, L) = 1 − 〈M
4〉

3〈M2〉2 (3)

where 〈M2〉 and 〈M4〉 denote thermal averages of the second and fourth moments of the total
magnetization M. The U(T, L) versus T curves for various L converge toward a fixed point for large L
values. The reached fixed point is by definition the Tc (Fig3).

We have performed the Monte Carlo simulation using the single spin flip algorithms [11] where
we divided the equilibration process into Timesteps, the Monte Carlo steps per spin. The measurement
of the thermodynamic quantities are carried out after many Timesteps, the Timeslice. To go beyond
the thermodynamic equilibration stage, measurements are taken after four Timeslices and averaged at
each Timeslice over a larger number of samples is done. When the average energy difference between
two successively Timeslices is lower than a certain fixed error value, the simulation is stopped. This
process is repeated for several temperatures T .

We have computed the magnetization M and the specific heat Cv in the standard manner:

M =
1
N

∑

i

S i (4)

Cv = Nβ2(〈E2〉 − 〈E〉2) (5)

where N is the total number of spins system, β = 1/kBT (T is the temperature and kB is the
Boltzmann constant taken to unity here).

3 Results and discussions

The calculations were carried out for σ = 1.0, 0.95, 0.90, 0.85 and 0.80 using lattice sizes L = 256,
1024 and 4096. 10000 samples were used for averaging.

The thermodynamic quantities are plotted in Fig1 and Fig2 for L = 4096 and for various disorder
degree σ (the concentration of bond).

From Figure 3, we can get the value of the critical temperature Tc for different degree of disorder
σ from the intersection of the cumulant for different sizes.
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Fig. 1. The absolute magnetization |M| as a function of the temperature

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8  3

S
p
e
c
if
ic

 h
e
a
t 
C

v

KBTc/J

σ = 1.0
σ = 0.95
σ = 0.90
σ = 0.85
σ =0.80

Fig. 2. The specific heat Cv as a function of the temperature

The critical temperature Tc has shown decrease linearly with respect to σ (fig 4). For σ = 1.0 (pure
system), Tc = 2.2686±0.0028 which tends to the exact critical temperature (2/ ln(

√
2+1) = 2.26918...)

[1] for a larger lattice sizes and samples.
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Fig. 3. The Binder cumulant U(T, L) versus the temperature
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The slope of the Tc(σ) line is found to be 3.112 ± 0.023 relative to that determinated by Harris
[13] which is 3.016 and for Jayaprakash [12] is 3.108. This value of the slope is calculated near the
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bond concentration σ = 1.0 . Domany [14] has determinated the exact value of the slope near σ = 0.5
(critical bond concentration) which is equal to 3.145.

4 Conclusion

We have performed the Monte Carlo study for the bond diluted Ising model on the square lattice.
The obtained results are in agreement with previous works [2], [3]. At this point, the effect of the
free boundary conditions does not seem to affect the value of the critical temperature Tc. Further
investigations are being done with larger system sizes and larger samples to get more precision in
order to settle this issue.
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Binder Cumulant for Bond Diluted Ising Model 
 
 

I. Zergoug, R. Bouamrane 

 
 
Abstract – The fourth order Binder cumulant U and the critical Binder cumulant U* of bond-
diluted Ising model on a square lattice are studied using Monte Carlo techniques. The values of 
the transition temperature Tc obtained from U* for different probabilities of bond dilution p are 
discussed. When p is no too large (p<0.35), Tc decreases when p increases and U* also decreases. 
For p>0.35, things are not so clear and our results show that the determination of Tc from U is 
questionable. Copyright © 2014 Praise Worthy Prize S.r.l. - All rights reserved. 
 
Keywords: Diluted Ising Model, Binder Cumulant, Monte Carlo Simulation 
 

 

Nomenclature 
U Binder cumulant 
U* Critical Binder cumulant 
p Concentration of dilution 
Tc Critical temperature of transition 
L Lattice size 
H Hamiltonian 
J Exchange coupling constant 
S Spin value 
N Total number of spins 
kB Boltzmann constante 
M Magnetization 
E Energy 
Cv Specific heat 

I. Introduction 
The Binder cumulant U, the fourth order cumulant of 

the order parameter [1], plays an important role in the 
field of phase transition and critical phenomena. It is well 
known that the determination of the transition phase 
point is obtained by locating the intersection of the 
cumulant function of temperature at different sizes. 

The cumulant may also be used to compute the critical 
exponent of the correlation length, and thence identify 
the universality class of the transition. 

U*, the value of the Binder cumulant at the transition 
temperature Tc, has received a lot of interest. The 
numerical value of critical binder cumulant has been 
determined very accurately in the case of two 
dimensional Ising model with ferromagnetic nearest 
neighbour, using Monte Carlo techniques [2], [15] and 
transfer matrix methods augmented by finite size 
extrapolations to the thermodynamic limit [3], [16]. In 
the case of square lattice with periodic boundary 
conditions, the resulting value is U* = 0.61069 [3]. 

In fact, different values of U* have been obtained 
when considering various boundary conditions, lattice 
shapes, and  lattice  structures  (anisotropic  interactions)  

[1], [3], [4], [5], [9]-[14]. For instance, with free 
boundary conditions, the critical cumulant of nearest 
neighbour Ising model on square and triangular lattice 
are respectively U* = 0.396 ± 0.002 and U* = 0.379 ± 
0.001 [5]. In the present paper, we report the value of the 
critical Binder cumulant in the case of bond diluted Ising 
model on a square lattice with free boundary conditions.  

The paper is organized as follows: in the next section, 
the model and the Monte Carlo method are introduced.  

Then, simulation results are presented and finally, 
results are shown and discussed. 

II. Model and Method 
The Hamiltonian of the model considered here reads 

[6]: 

 
ij i j

i , j
J S S

 

    (1) 

 
where Si = ±1 is the spin at the site i. The exchange 
coupling constant Jij is 0 for non-nearest-neighbours and 
1 or 0 with probabilities p or (1-p) respectively. Free 
boundary conditions are used, and the regular square 
lattice size is L = √N (where N is the total number of 
spins in the system). 

We have calculated the Binder cumulant at the phase 
transition Tc for different probability of bond dilution p 
(concentration of dilution). The exact critical temperature 
Tc for the regular square lattice is given by [7] 

 

 2 2 1 2 26918B ck T J ln . ...    

 
The binder cumulant, the fourth-order cumulant of the 

magnetization, as usually defined, is [1] 
 

  
4

22
1

3

M
U T ,L

M
   (2) 
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where 2M  and 4M  denote thermal averages of the 

second and fourth moments of the magnetization. In the 
Ising model case, the cumulant U(T,L) approaches the 
value 2/3 at temperature T < Tc and the value 0 at T > Tc, 
reflecting the Gaussian form of the magnetization 
distribution [1]. At Tc, the Binder cumulant U* acquires a 
non-trivial value, which will be estimated in this paper 
for different p dilution value. To achieve this, we 
performed Monte Carlo simulation [8] using standard 
single spin flip algorithms. We divided the equilibration 
process into "timesteps", a Monte Carlo step per spin.  

The measurement of the thermodynamic quantities is 
carried out after a certain number of timesteps which we 
name a "timeslice". To estimate accurately the 
fluctuations of thermodynamic quantities, measurements 
are taken at each timeslice and averaged over a larger 
number of samples. When the difference of the averaged 
energy between two successively timeslices is lower than 
a certain given value, the simulation is stopped and 
various thermodynamic quantities are obtained. This 
process is repeated for several temperature values T. 

As usual, the energy E and the specific heat Cv are 
obtained by: 

 

 

1
ij i j

i , j
E J S S

N  

    (3) 

 

  22 2
vC N E E   (4) 

 
where N is the total number of spins in the system, 
β=1/kBT (T is the temperature and kB is the Boltzmann 
constant taken to unity here). 

III. Results and Discussion 
We consider nearest neighbour Ising model on the 

square lattice with free boundary conditions. The 
calculations were carried out for p = 0.0, 0.05, 0.10, 0.15 
and 0.20 using lattice sizes L = 256, 1024 and 4096. 
10000 samples are used for averaging. 

First of all, thermodynamic quantities are plotted in 
Fig. 1 and Fig. 2 for L = 4096 and for various 
concentration of dilution.   

A calculation is added in case of p = 0.5 for lattice 
size L = 512, 1024 and 4096 with 16384 averaging 
samples for the two first sizes, 590000 averaging samples 
for the last one. From Fig. 3, we can get the value of the 
critical temperature Tc for different concentration of 
dilution p from the intersection of the Binder cumulant 
for different lattice sizes. The critical temperature Tc are 
shown decrease linearly as the dilution p increases (see 
Fig. 4). 

We focus now on the study of the critical binder 
cumulant U*. In previous simulation [5], for isotropic 
nearest neighbour Ising model on square lattice and free 
boundary conditions the value of U* = 0.396 ± 0.002 has 
been found. 

The author claimed that the critical cumulant depends 
only on the shape not on the lattice structure. 

In our case, we study the critical binder cumulant U* 
dependence as a function of the dilution p (see Fig. 5).  

For p = 0 we get  U* = 0.4022 ± 0.0007. The value of 
U* decreases linearly the increase of the dilution p. An 
interesting results is shown for p = 0.5. On Fig. 6 and 
Fig. 7 is shown the variation of the Binder cumulant U 
and the specific heat Cv against the temperature 
respectively. 

 

 
 

Fig. 1. The energy E as a function of the temperature 
for different concentration of dilution p 

 

 
 

Fig. 2. The specific heat Cv as a function of the temperature 
for different dilution p 

 

 
 

Fig. 3. The Binder cumulant U versus the temperature 
for different dilution p 
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Fig. 4. Variation of the critical temperature Tc  versus  dilution p 
 

 
 

Fig. 5. Variation of the critical Binder cumulant U* versus dilution p 
 

It is comment practice that the value of the critical 
temperature Tc is obtained from intersecting critical 
Binder cumulant (U*) curves for various system sizes. 
Also, Tc normally corresponds to the maximum value of 
the specific heat Cv(max). Using the first method, 590000 
averaging samples are used for p=0.5 and the intersection 
of U(T) curves for  different lattice sizes yields the value 
Tc = 0.39 (see Fig. 6).  Moreover, if we seek Tc from 
locating the maximum of Cv(T),  we get Tc = 1.03 (see 
Fig. 7). 

 

 
 

Fig. 6. Variation of the Binder cumulant U  versus 
the temperature for p = 0.5 

 
 

Fig. 7. Variation of the specific heat Cv versus  the temperature 
for p = 0.5 for different lattice sizes 

 
It appears that the Binder cumulant method of 

determining critical temperatures breaks down as the 
bond concentration p approaches the bond percolation 
threshold (p = 0.5). 

The difference between the two methods in the 
determination of the value of Tc  exceeds 1%  for  p > 
0.35. Table I shows values of Tc obtained by the two 
methods for various p.  

For p ≤ 0.30 , Tc (from U)  is slightly larger the  Tc 
(from Cv)  which can be explained from finite scaling 
law. But for p ≥ 0.35 , Tc (from U)  is quite smaller than  
Tc (from Cv) which cannot be resolved by scaling laws. 

 
TABLE I 

THE VALUES OF TC  DETERMINED FROM THE TWO METHODS 
FOR DIFFERENT BOND CONCENTRATION P 
p Tc (From U) Tc (From Cv max) 

0.0 2.2670 2.2306 
0.05 2.1145 
0.10 1.9605 
0.15 1.8024 
0.20 1.6430 
0.25 1.4817 
0.30 1.3163 
0.35 1.1342 
0.40 0.9252 
0.45 0.6733 
0.50 0.3924 

IV. Conclusion 
The critical Binder cumulant U* for two dimensional 

bond diluted Ising model on square lattice with free 
boundary conditions has been studied. The simulation 
findings show that the critical binder cumulant depends 
on the concentration of dilution p. The value of U* for    
p = 0 was equal to 0.4022 ± 0.0007 with respect to [5] 
that was 0.396 ± 0.002.  

The determination of the critical temperature Tc using 
the Binder cumulant must be use carefully for disordered 
systems. Tc obtained from Cv(max) is more likely reliable 
for strongly disordered systems. Further investigations 
are being done with larger system sizes and larger 
samples to get more precisely in order to settle this issue. 
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