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Notions fondamentales de la physique statistique

1.1 INTRODUCTION :

La thermodynamique est basée sur des postulas, ce sont les principes de la
thermodynamique. Egalement la physique statistique est aussi construite & partir des
postulats, qui sont les hypotheses raisonnables choisies a priori. Le fondement sur ce
choix permet de reproduire, et de comprendre, un grand nombre de propriétés des
COrps macroscopiques.

Comme la physique statistique tient compte des propriétés des constituants
microscopiques, alors la thermodynamique ne s'occupe que des propriétés

macroscopiques des corps, c'est une science plus compléte que cette derniere.

1.2 NOTION DE MICRO-ETAT :

Considérons en meécanique classique, un systeme constitué d'un nombre de
particules (N), elles se sont présentées par les S coordonnées généralisées que I'on note
{qgi}aveci e [1,s], pour prédire complétement I'évolution ultérieure de ce systéme,
il faut préciser ses impulsions genéralisées { p; } i € [ 1, s ] des particules a chaque

instant.

1.2.1 Définition de l'espace des phases :

L’espace des phases d’un systéme est I'espace a 2S dimensions, il est formé
par les coordonnees généralisees { gi } i € [ 1, s ] et les impulsions généralisées { p; }
i e [1,s], dans le quel on peut représenter ce systeme repéré par ses coordonnées

et impulsions généralisées.

1.2.2 Définition des micro-états :
En meécanique classique on appelle micro-états les états déterminés par les
parameétres de toutes les coordonnées généralisées et de toutes les impulsions

géneralisées du systeme.
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Notions fondamentales de la physique statistique

1.2.3 Représentation d'un micro-état :

D’apres le principe d'incertitude d'Heisenberg, il est impossible de préciser a la
fois la position et I'impulsion d'une particule. Donc on ne peut pas définir un micro-
état comme un point dans l'espace des phases.

Un micro-état est représenté par un petit volume 8I" obtenu aprés avoir discrétisé
I'espace des phases de telle sorte que:
6r = TI° 6P; .6q; = h®, ou h est la constante de Planck.

1.3 NOTION DE MACRO-ETAT :

Un macro-état est I'état macroscopique d’un systeme qui peut étre défini en
précisant un tout petit nombre de variables d'état macroscopique. Donc un macro-état
est I'état macroscopique de tel systeme que ceux définis en thermodynamique

classique.

1.4 L'ENSEMBLE STATISTIQUE :

L'ensemble statistique c'est un ensemble de systemes identiques au systeme
original, dont I'Hamiltonien possede la méme fonction des coordonnées généralisées,
des impulsions des coordonnées et du temps, mais a un état dynamique différent a
I'instant (t).

1.4.1 La densité en phase :

A chaque systeme correspond un point (I") dans I'espace des phases, I'ensemble
statistique est représenté par un nuage de points que I'on peut associer une densité p.

Cette densité p est appelee densité de phase, qui est définie comme une grandeur
scalaire positive en fonction de la phase et du temps p(ﬁ, t) > 0, avec R; {q;,p;} les

coordonnees genéralisées et (t) le temps.
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Notions fondamentales de la physique statistique

* La densité en phase (p) est normée : [ p(R,t) dI' = 1
* La densité en phase peut étre aussi définie par la notion de répartition de
probabilité dans I'espace des phases, caractérisée par une fonction F(ﬁ, t) avec :
dF(R,t) = p(R,t) dr

et de(ﬁ, t)=1

1.4.2 La moyenne d'une grandeur dynamique :

La moyenne d'une grandeur dynamique A(ﬁ) prise sur tout le systéme de
lensembleest: A = [ A(R) p(R,t) dr.

Cet ensemble statistique est I'outil fondamental de la physique statistique de
GIBBS.

1.5 LES POSTULATS DE LA PHYSIQUE STATISTIQUE :

1.5.1 Le postulat de 1'équiprobabilité des micro-états :

C'est le premier postulat de la physique statistique. Avant d'énoncer ce postulat
nous poserons cet axiome :

1.5.1.A L'axiome de la loi de conservation de l'énergie :

Dans un systeme a I'équilibre thermodynamique, a I'échelle microscopique
il n'a y a pas de forces de types frottement, c'est pourquoi nous poserons comme
axiome la conservation de I'énergie du systeme. Le premier principe de la
thermodynamique est une forme particuliére.

1.5.1.B Enoncé du postulat de 1'équiprobabilité des micro-états :

Dans un systeme isolé (systéeme conservatif) en équilibre, tous les micro-états
accessibles a ce systeme en équilibre sont équiprobables.

Si 2(E) est le nombre de micro-états accessible a un systeme isolé en équilibre, la

probabilité pour qu'il soit dans un micro-état donné est égale a : $
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Notions fondamentales de la physique statistique

Si ce n'est pas le cas, le systeme est hors équilibre et il va évoluer de maniere
a satisfaire au postulat d'équiprobabilité. Si la seule information que nous ayons sur un
systeme est son énergie E, avec éventuellement d'autres contraintes sur certains
parameétres externes comme le volume ou le nombre de particules par exemple, il n'y a
a priori aucune raison de favoriser un des micro-états plutét qu'un autre. En ce sens, ce

premier postulat est I'hypothése la plus raisonnable que I'on puisse formuler.

1.5.2 Théorie ergodique :

La théorie ou I'hypothése ergodique est le deuxiéme postulat de la physique

statistique, il est basé certainement sur le premier postulat et d'autres hypotheses.

1.5.2.1 Les hypothéses de la théorie ergodique :

1.5.2.1.A Premiére hypothése : (la conservation de 1'énergie)
Un systeme isolé a I'équilibre thermodynamique n'est jamais immobile a I'échelle
microscopique, c'est pourquoi il n'a y a pas de forces de types frottement d’ou la loi de

conservation de I'énergie (systeme conservatif).

1.5.2.1.B Deuxiéme hypothése : (la moyenne temporelle)

Le principe de la physique statistique est qu'a un observable macroscopique A,ps
doit étre associé une moyenne de la quantité (A) (definie a partir des quantités
microscopiques) qui est une grandeur d'équilibre : A, = A

La barre signifie que I'on a fait une moyenne.

A un instant donné (t,), un systéme macroscopique isolé en équilibre
se trouve dans un micro-état et un seul. Au court du temps, le systtme change
de micro-état par suite des interactions résiduelles qui sont associées a une incertitude
SE sur I'énergie. Si on regarde le systéme pendant un temps (z) infini (ou tres long),
on doit trouver que le temps passé dans chacun des micro-états est le méme pour tous.

C'est le premier postulat énoncé plus haut.
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Notions fondamentales de la physique statistique

Certainement, on pourrait penser que la moyenne microscopique d'équilibre

a prendre en compte est une moyenne temporelle (A4):

A = lim,_o = [[°7" ANt

to

Avec I' le point de I'espace des phases (¢, p;) Ou Se trouve un micro-état.

1.5.2.1.C Troisiéme hypothése : (la moyenne d'ensembles)

Maintenant au lieu de considérer un seul systeme, et de suivre son évolution dans
le temps, on peut considerer un ensemble de systétmes a un instant donné. Cet
ensemble est construit de maniére a ce que la probabilité d'obtenir I'un d'entre eux dans
un micro-état particulier soit la méme quel que soit le micro-état considére.

On appelle moyenne d‘ensemble une moyenne hypothétique réalisée en
préparant un grand nombre de systtme de méme structure, c'est la grandeur

d'équilibre dans ce cas.

Si f(I') est la densité de probabilité d’existence d’un micro-état au point I" de

I'espace des phases, alors la moyenne d'ensemble d'une observable A est définie par:

A= [f()A)dr

1.5.2.2 Hypothése ergodique :

L'hypothése ergodique introduite par Gibbs est que les moyennes d'ensembles

sont équivalentes aux moyennes temporelles: si on laisse suffisamment le temps

au systeme. A = 4

1.6 ENSEMBLES REPRESENTATIFS :

Avant de calculer des propriétés d’un systéme en physique statistique, nous
devons utiliser toute la connaissance que nous avons sur le systéme étudié, puis
trouver un ensemble qui nous permet de faire des prédictions statistiques au sujet des

quantités que nous ne pouvons pas prédire avec précision.
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Notions fondamentales de la physique statistique

Nous identifions le contraste entre deux situations physiques différentes et les

ensembles correspondants, I’ensemble micro-canonique et 1I’ensemble canonique.

1.6.1 L'ensemble micro-canonique :

Dans 1’ensemble micro-canonique, nous considérons un seul systeme isolé
du monde extérieur et nous supposons son énergie totale connue a une précision
donnée. D’autres quantités mécaniques sont aussi specifiées tel le volume et le nombre
de particules.

C'est-a-dire que I'ensemble micro-canonique est un systétme (un ensemble
statistique) isolé d'énergie totale E, fixé a SE pres, et qui n'échangeant pas de la
matiére (de particules) avec le milieu extérieur.

Alors cet ensemble représente les états d'équilibre d'un tel systeme (isolé)
d'énergie totale E, fixé a §E prés, a donc une densité en phase (p) entre les états
d'énergie E et E + 6F (E < E, < E + 6E).

Ainsi, la probabilité (P) que le systéme soit dans un état microscopique donné (r)

d’énergie E, et de volume V' est donnée par :

— ' E<E.<E+6E
P(E,V){ Q(E,,V) "

0 ; autrement
N(E,, V) est le nombre total d’états microscopiques accessibles dans 1’intervalle

d’énergie (E < E, < E + 6E).

1.6.2 L'ensemble canonique :

Dans I'ensemble canonique, nous considérons un systeme fermé qui peut échanger
de I'énergie mais pas de la matiére avec le milieu extérieur. Pour cela, nous allons
considérer un systéeme (S) en équilibre thermique avec un réservoir qui se comporte
comme un thermostat (t) pour le systeme (S) (Figure 1.1). La température T du

thermostat est constante malgré I’éventuel d’échange de température avec le systeme.
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Notions fondamentales de la physique statistique

Thermostat (f)

Systéme

(5)

LS -

Figure 1.1 : Systeme (S) en contact avec un réservoir « thermostat (t) ».

Alors I'ensemble canonique permet d'étudier les systémes fermés qui échangent
que de I'énergie avec un thermostat a cause du contact thermique (/’évolution de
I'énergie ou la pression au court du temps), mais pas de la matiére (nombre de
particules constant) et le volume constant.

Comme I'ensemble (S + t) est isolé et en equilibre statistique, on peut le décrire
par I'ensemble micro-canonique. Soit E, son éenergie totale (définie a 6E pres, cette
quantité est négligée car elle n'influe pas sur les résultats relatifs au systeme
macroscopique).

Lorsque I'énergie d'un micro-état particulier » {j } du systeme (S) égale a E,,
et du thermostat (t) égale a E,, dans la limite thermodynamique, I'énergie totale
I'ensemble micro-canonique égale a la somme de 1’énergie du systeme (S) et de

1’énergie du thermostat (t): (E, = E, + E;).
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Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

2.1 Distribution canonique : Probabilité d’un état
La probabilité d'obtenir le systtme (S) dans I’eétat (r) d’énergie E,, qui est en
contact avec le thermostat (t) d’énergie E;, étant donné que I'énergie globale des deux
systemes égale & E, = E, + E, vaut :
'Qs(Er) -Qt(EO - Er)

P.(E,) = 0 (2.1)

Avec 0. (E,) : le nombre d'états microscopiques accessibles correspondant a I'état
macroscopique ou le systeme (S) a une énergie E,..

N,(E,—E,): le nombre d'états microscopiques correspondant a I'état
macroscopique ou le thermostat (t) a une énergie E, = E, — E,.

0.0+ - €St une constante égale au nombre total de microétats accessibles du
systeme total (S + t) correspondant a un état macroscopique donné.

La probabilité P. est déduite pour le cas ou Q.(E,) =1 (C’est la distribution
canonique), alors la relation (2.1) devient :

P.(E,) = @ 2.2)
tot

Mais Q. = X 2:(Ey — E;) (2.3)

Donc :

P, = ortbo — Br) (2.4)

Zr -Qt(Eo - Er)
La distribution de probabilité doit étre normalisee :

Zr Pr(Er) =1 (2.5)

Comme le thermostat (t) a un nombre de degré de liberté beaucoup plus grand que
le systeme (S)ona: (E, K E,) et (E, K Ey).

Ceci va nous permettre de développer In Q.(E, — E,) au voisinage de E,, en se
limitant au premier ordre, on obtient:

01n 2,
OE

In(2(Ey — B)) = In(@, () — ( ) E, +  (26)

Temimi Lahouari-U.S.T.O, Doumi Bendouma-U.Saida, Mokaddem Allel-U.S.T.H.B

Page 13



Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

Remarque :

D’aprés la formule de Boltzmann de I'entropie (S) (GIBBS I'appelait la relation
fondamentale) :

S =KglIn, (2.7)

Par l’utilisation de la relation thermodynamique de la dérivée partielle de
I'entropie (S) par rapport a I'énergie (E) est:

(58),, =7 @)

et d’apres la relation (2.7) de I'entropie (S), I’expression (2.8) devient :
(aKB In Qt) 1
0E Jyy T

On obtient le résultat suivant :

(alnﬂt) 1 29
oE N,V_KBT_’B (29)

Introduisant la relation (2.9) dans (2.6), on a donc:
In(Q2:(Ey — E;)) = In((2(Ep)) — B E,

Soit:

0,(Ey, — E.) = 2,(E,) e BEr (2.10)
Remplacant la relation (2.10) dans (2.4), on obtient:

02.(Ey) e PEr
Zrﬂt(EO) e~ BEr

Mais 2,(E,) = constante = ¢, alors l'expression (2.11) peut étre écrite sous
la forme :

Pr(Er) =

(2.11)

e N
e_ﬁE‘r

%, e PEr

\_ Y

F(E) = (2.12)

Cette expression représente la Distribution Canonique
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Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

2.2 Fonction de partition :

En physique statistique on appelle la quantité Y, e~#Fr au dénominateur dans
I'expression de B., la fonction de partition du systeme (Z), elle est donnée par :

- N

7= Z o BEr (2.13)

r
\\\ //,

2.3 Energie interne :

Nous travaillons ici a volume V et nombre N de particules constants (V et N
constants), I'énergie interne est la valeur moyenne de I'énergie sur I'ensemble
canonique, avec la probabilité P. d'obtenir I’énergie E,., alors I'expression de I'énergie
moyenne est donnée par:

~BEy ~BEy
E=(E)= ) E P(E)= ) E ( - )= Lr E;e (2.14)

On a:

d _
(0 an) 1 (az) B WZF e P Y, E e7FEr (2.15)
B /yy Z\OB/ Y, e PEr '
De (2.14) et (2.15) on obtient :
(E) = (8 In Z) (2.16)
0 Jyy |
-1 0 _ _pgr229 : ot
Et comme g = T = Y KgT plt la relation (2.16) devient :
e N
(E) = KgzT? (aan> 2.17
- B aT N’V ( - )
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Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

2.4 La pression :
Nous travaillons maintenant a T et N constants et supposons que le volume du
systeme change de maniére quasi-statique de V a la valeur V+dV, cette situation

entraine une modification des niveaux d'énergie E,., la pression est donnée par :

P= (aET> 2.18
— \av /gy (2.18)

La pression mesurée est la valeur moyenne de toutes les valeurs des pressions P.

prise sur I'ensemble canonique, on écrit alors :
= ()= B(E) P (2.19)
T

Et comme P.(E,) =

-3

On remarque que:

-BEr
() = G, e
V BN BN

La relation (2.20) devient :

dePEr (X, e PEr) 0Z
Py = 322( >B,N ﬂZ( v )M ﬁz(av)

Soit :

0=z, 5 G, = o7 (), @

OE, . : .
et P = ( p )ﬁ,N’ la relation (2.19) devient :

oE
’”) e BEr (2.20)
V/gn
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Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

2.5 Capacité calorifique :

La capacité calorifique a volume et nombres de particule constants (V et N
constants) égale a:

0(E)
C, =\—= (2.22)
oT
N,V
Introduisons I'expression (2.16) de I'énergie moyenne dans (2.22):
C = d ( aan) 223
v — aT aﬁ NV ( - )
Et comme — = ———2 alors (2.23) devient :
aT  KgT24B’ ' '
c - 1 0 ( aan) 1 0%InZ
v KgT?0pB B )y, KeT2 \ 0B ),
Finalementona:
e B\
,(0°InZ
Cv = KB ﬁ a—ﬁz (224)
N,V
N J

Remarque :
On peut calculer C, a partir de I'écart type AE associé a la grandeur E. La variation
(AE)? est définie par : (AE)? = (E?) — (E)?

Ona:

2
(), 305, 363, --263), +469),

NV N,V

2Inz\  (10%Z L)
55),, = G57),, (2] 2o

Le premier terme de (2.25):

%g%zz _ %(Z e—ﬁm) _ %<_Z E, e—m) _ Z E2 < e_ZﬁET) (2.26)

T
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Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

e_ﬁET

Comme B.(E,) =

10%Z
<Ea_ﬁz>N’V = Z Ergpr(Er) = (EZ) (2.27)

, la relation (2.26) devient :

Et comme (E) = — (a;nz) le deuxiéme terme de (2.25) est :
B N,V
2 2
1 (62) _ (6 an) _ (B (228)
Z\op - ap Ny '

Introduisons les deux termes « relations (2.27) et (2.28) » dans I'expression (2.25),
on obtient:

0°InZ
03>

) =(E%) —(E)* = (AE)*  (2.29)
NV

0%Inz
PYE
de I'écart quadratique moyen de I’énergie (AE)?.

Mais C, = K ,82( ) , alors on trouve I’expression de C, en fonction
N,V

e N

C, = Ky B2(AE)? (2.30)

~ /

2.6 L’entropie :

Supposons que le nombre de particules est constant. Dans ce cas la fonction de
partition Z dépend de deux variables T (ou B) etV :

7 =2(8,V)=Z(T,V) (2.31)

Ona:

dinz =02 4 ONZ 4 (2.32)
3B v

Soit :

dInZ = —(E) dB + B (P) dV (2.33)
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Propriétés thermodynamiques dans ’ensemble canonique

Or:

d((E)B) = (E) dB + B d(E) (2.34)
L’addition de (2.33) et (2.34) donne:

d(InZ + (E)B) = B(d(E) + (P)dV)  (2.35)

Or:

d(E) = TdS — (P)dV (2.36)
D’ou:

d(InZ + (E)B) = BT dS = g (2.37)

B

Apres intégration, on obtient :

[s = K;(InZ + B(E)) (2.38) }

On choisit la constate d’intégration nulle car lorsque § = o, S = Kz In g,, 0U g, est

la dégénérescence de 1’état fondamental (troisiéme principe de la thermodynamique)

2.7 L’énergie libre :
On peut écrire la relation (2.38) sous la forme :

(Ey—TS = —KzTInZ (2.39)

Le premier terme de (2.39) représente 1’énergie libre F, donc (2.39) devient :

[F = —KzT InZ (2.40) }

On peut déduire :

[z _ o ReT (2.41) }

C’est I’expression liant 1’énergie libre et la fonction de partition. Cette relation
entre F et Z est particulierement simple, parce que en thermodynamique on sait que

quand les variables indépendantes choisies sont T, V, et N, 1’énergie libre est la

fonction d’état la plus appropriée pour traiter les problemes. Dans notre cas de

I'ensemble canonique, ou nous avons les mémes variables indépendantes, c’est la

fonction de partition qui joue ce réle.
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2.8 Potentiel chimique :

Nous avons suppos¢ dans la détermination de 1’entropie et I’énergie libre que le

nombre de particules N du systeme était constant. Supposons ici que N varie. Alors la

différentielle de (2.40) donne :

—d(KzT InZ) = —Kg (%T 1nz)V'N dT — KT (% an)T,N dV — KgT (% 1nZ>T’
Or nous savons que :
dF = —d(KzT InZ) = —=SdT — P dV + uw dN (2.43)

En identifiant (3.42) et (2.43), on retrouve :

dTInZ dlnZ
oT V.N aoT V.N
P = KgT ((3an> 2.45

Finalement nous obtenons le potentiel chimique :

P (E)an) 1 (E)an) (2.46)
u=— = —— .
B2\ ON /ry B\ ON /gy

dN (2.42)
|4
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Systéeme de spins paramagnétique

3.1 SYSTEME DE SPINS PARAMAGNETIQUE :

Le paramagnétisme se produit quand le moment magnétique des molécules ou des
atomes (compte tenu de toutes les orbitales électroniques) dans un matériau n’est pas
nul.

3.1.1 Approche quantique : cas de particules de spin 1/2

On considére un solide paramagnétique de volume V, constitué d’une assemblée
de N spins 1/2 fixés sur un réseau et qui peuvent s’orienter librement et sans
interactions, et ayant chacune un moment magnétique u .

Soit u; la projection du moment magnétique du spin i selon I’axe des z, avec u; ne
peut prendre que deux valeurs :

u,=tu (3.1)

u : est le magnéton de Bohr.

Les deux états du moment magnétique sont souvent notés /+) (up) et /—) (down).

Si le systeme est plongé dans un champ magnétique extérieur H aligné selon 1’axe
des z, alors I’énergie d’un moment magnétique i est :

E; =—uH 3.2)
Ou encore :
E; = —uH (3.3)
E, = +uH (3.4)
Hy
T(+) E = —uH (L’étatd’énergie ou i est paralléle & H)

V(=) E= +uH (Létat d’énergie ou 1 est antiparalléle & H)

Figure 3.1 : Etats d’énergie possible d 'une particule de spin % placée dans un
champ magnétique uniforme H

Temimi Lahouari-U.S.T.O, Doumi Bendouma-U.Saida, Mokaddem Allel-U.S.T.H.B

Page 22



Systéeme de spins paramagnétique

3.1.1.A L'aimantation magnétique moyenne :
Dans le cas d’un ensemble canonique, la probabilité qu’une particule ait un spin

paralléle & H est donné par :

et BuH
P,

= etBuH 4 o—PuH (3.5)

De méme la probabilité qu’une particule ait un spin antiparalléle & H est :

e —-BuH

P = etBul 4 o—PBuH (3'6)

Avec Z = etPull 1 ¢=BuH fonction de partition.
Alors les fluctuations du moment magnétique par unité de spin (moment

magnétique moyen par particule) s’en déduit simplement :

e+,8uH e—[i‘uH e+BuH _ e—,BuH
(u):uP+—uP_ =Uu 7 —u 7 = <e+ﬁuH+e_.3uH> (37)
Mais
dlnZ etPull _ o—pul
(aﬁH )N'V - < ethull 4 g=pull > (3:8)

En fin de la relation (3.8) on obtient :

(u) = uth <;TI;) (3.9)
(u) = (Z?If ) (3.10)
NV

De ses derniéres relations, on déduit lI'aimantation moyenne (M) de I’ensemble
des N particules, qui s’écrit :

g N
(M) = Nu th (;—};) — NuthuBH) (3.11)
B
(M)=N <a lnz) (3.12)
\ aﬁH N,V . )
\ /
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Systéeme de spins paramagnétique

L'aimantation moyenne par unité de volume (M) représente le moment dipolaire
moyen par unité de volume pour un systeme a trois dimensions.

\"//7

y=" th(uH) 3.13
— v Ukt (3.13)

M_N(Oan) 314

-~ Vv\epH/,, (3.14)

N :

3.1.1.B L'énergie moyenne :
A partir des relations (3.11) et (3.12), on trouve I’énergic moyenne du systéme

donnée par :

e N
uH
(E) = — (M)H = — N u H th (m) (3.15)

dInZ
| <E>=—NH(6BH)NV (3.16)
N ' /

3.1.1.C La susceptibilité magnétique :
Dans la limite des faibles champs magnétiques ou des hautes températures nous

pouvons faire I’approximation : th (;—HT) =th(upH)=upBH (3.17)
B
La relation (3.11) de (M) devient :

4 N
2

(M)= N %: Nu2BH (3.18)
B

\_ Y,

Cette expression montre que (M) varie comme I’inverse de T : ¢’est la loi de Curie.

En fin par 'utilisation de la relation (3.18) on obtient la loi de Curie pour la
susceptibilité dans la limite des faibles champs magnétiques :

- <a<M>> 2 NUE_(0) |
x=Ilim|{——| = Nu*f = =— (19
T
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Systéeme de spins paramagnétique

Dans la limite des forts champs magnétiques (énergie thermique faible comparée a
I’énergie magnétique), u H > KzT, d’ou :

~

th(uH> letM N 3.20
— — — )
KT e u (3.20)

Il y’a saturation de la magnétisation du systéme, cela indique que tous les spins
sont orientés dans le méme sens.

Si la température est plus élevée par rapport au champ magnétique 1’orientation
des spins sera détruite (c’est la loi de Curie).

Mais dans ce cas pour des températures assez faibles ou des champs assez forts,
I’orientation des spins ne sera pas détruite et on obtient la saturation (Figure 3.2).

MA

UNf=-—m e e e e e e = = = -

H' <H

Figure 3.2 : Variation de ['aimantation totale d 'un ensemble de N particules de
spin ¥z en fonction de [’inverse de la température pour deux valeurs

du champ magnétique H
3.1.1.D Relation entre la susceptibilité et I'écart quadratique moyen
(par unité de spin) :
Nous avons trouvé que le moment magnétique par unité de spin du systeme est :
(u) = u th(upH)
On déduit que :
(W? = W2(th(upH))” = u? th(uBH)> (3.21)
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e+,8uH e—BuH
(u?) = u?P, + u?P_ = u? ~ + u? 7= u? (3.22)
L’écart type Au est :
(Auw)? = (u?) — (u)* = u*(1 — th(upH)?) (3.23)

Dans la limite des faibles champs magnétiques (3.23) devient:
th(uBH) ~ ufH
(Auw)? = u?(1 — (wpH)?) =~ u? (3.24)

Et d’apres les relations (3.19) et (3.24) la susceptibilité est donnée en fonction de

I'écart quadratiqgue moyen du moment magnétique par unité de spin par :

X = (%?)T = Nu*g =N p (&)’
Soit :
x = N B (Au)? (3.25)

3.1.2 Approche quantique : cas d’un ensemble d’atomes

Dans le cas ou les particules du systéme sont des atomes de moment cinétique

total J, le moment magnétique correspondant 1 est :

U=—gug] (3.26)

Ou ug st le magnéton de Bohr :

eh
Ug = % =9.27.107%*A.m?

Et g le facteur le Landé de 1’ordre de 1’unité.

J ne peut prendre que des valeurs entiéres ou demi-entiéres, sa projection J, sur

I’axe 0z peut avoir (2] + 1) valeurs comprises entre (—J) et (+]).
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Systéeme de spins paramagnétique

3.1.2.A Fonction de partition :

Soit m une des valeurs (2] + 1) possibles pour J,, donc 1’énergie correspondante
s’écrit :

E,, = mgugH (3.27)

La fonction de partition par atome s’écrit :

+J
mgugH
zZ= Z exp (—%) (3.28)
m=-]

Pour ] = % avecm = += , on trouve le cas traité dans la partie (3.1.1).

N

Pour J quelconque, on voit que la fonction de partition z est une progression

géométrique contenant (2] + 1) termes, elle est de forme d’une suite géométrique,

donc :
guBH>
= - 3.29
T e ( K,T (3.29)
Et son premier terme est :
gugH )
= 3.30
a exp( KT Ji ( )
Alors z s’écrit :
1-— 7.2]+1
=a— 3.31
z=a T ( )
Soit
H H 1 H
(81t 1 — e(_ S )@+ e(g,}‘BBT JU+3) 1— e(— )2 +1)
z=e - (3.32
1— %) (%ED (- guet )
— e B e B 1 —e B

Et aprés arrangement des exponentielles, on peut écrire z :

h [‘%ﬁ?? @) + 1)

guBH
2K;T

(3.33)
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3.1.2.B Moment magnétique moyen :

La probabilité qu’un atome se trouve dans un état d’énergie E,,, s’écrit :

p = 1 ( mguBH) 334
Le moment magnétique moyen par atome est donné par :
m=+]
7= Z w, P (3.35)
m=—]
Avec u,, = —mgug (3.36)
Soit :
m=+]
7 12 o = k202 33y
= B = —
u . U, e 5T =g ( )
m=—J
On trouve ainsi :
5= G+ [(2 +1)7 3.38
u=gus 1T, / ZKBT ZKBT (3:38)

La fonction entre parenthéses est appelée fonction de Brillouin (Figure 3.3).

Figure 3.3 : Fonction de Brillouin par B;(x) = @ Hl) coth [2]+1 ] - —coth ] d’apres

2]
— guBH]

I’expression (3.38), avec x .
KT
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Remarque :
Pour ] = % et de la relation (3.37) on obtient :

gugH gugH
"2KgT _ 2KgT
1 (1 +gusH 1 QUBH) gug (e B e B )
u =

uge 2RpT — _ uge 2KsT
A zg zg 2 (  gupt guBH)

e 2KpT 4 o 2KgT

H
7=98 (guB ) (3.39)

Dans le cas des forts champs magnétiques ugH > KT, on trouve le phénomeéne
de saturation trouvé pour le cas de (3.1.1).

Etd— gugJ (3.40)

Pour le cas des faibles champs magnétiques ugH < KgT, la relation (3.38) est
développée sous la forme (en tenant compte que x < 1) :

1 x
coh(x) ==+ =+ -
x 3

Et on obtient ;

(gug)*H

1=J0+ D

(3.41)

C’est la loi de curie pour les faibles champs magnétiques ou 1I’aimantation d’un
matériau paramagnétique varie comme I’inverse de la température.

3.1.2.C L’aimantation magnétique moyenne :

L’aimantation magnétique moyenne du Systétme de I’ensemble de N atomes est
définie par : M = Nu

2
M = NguB]{( ]2-; coth [(2] + 1) ZKBT c h[ZKB ]} (3.42)
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Pour les faibles champs magnétiques, et d’aprés la relation (3.41) on obtient
I’expression de ’aimantation :

M=NJ(J+ 1)% (3.43)

3.1.2.D La susceptibilité magnétique :
On définit la susceptibilité magnétique y d’un systéme d’aimantation magnétique
M et de volume (V) par :
M Nu
Vv

_ NguB]{(Zf +1)
X_

xH

gugH 1 gugH
] — —coth [
2KgT1 2] 2KgT

coth [(2] +1)

T 2 } (3.44)

Dans le cas des faibles champs magnétiques et d’apreés la relation (3.43) on
obtient :

N (gus)?
x=5JU+D 3K, T

(3.45)

C’est la loi de curie pour la susceptibilité dans le cas des faibles champs
magnétiques.

3.1.2.E L’énergie moyenne du systéme:

On peut aussi déterminer 1’énergie moyenne du systéme a partir de I’aimantation
magnétique (M) par :

E=—-MH=NuH (3.46)

Pour ] = % par exemple, et d’apreés la relation (3.39) I’énergie E devient :

.

NgupH usH
Jgup th(ﬂB)

3.47
2 2K, T (3.47)
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3.1.2.F L’entropie :
L’entropie du systeme est déterminée a partir de :

E
=+ KpInZ (3.48)

Pour ] = % et par ’utilisation des relations (3.28) de z et (3.47) de E on obtient :

NgugH (gugH LgupH gugH\N

o Mol (0t | (B B s
NgugH gugH gugH

o Ny I e a8 g
2T k) T eI ST (3:50)

Soit :

guBH) guBH (guBH

S = NKg |1 (2 h
B[n 2K,T) 2K, \2K,T

)] (3.51)

3.1.3 Approche semi-classique : Approche de Langevin.

Dans le cadre de ’approche semi-classique du paramagnétisme, supposant que
les moments magnétiques i associés aux particules du systéme ont le méme module,

mais leurs orientations est quelconque par rapport au champ magnétique H appliqué

(Figue 3.3).

H 40

X

Figure 3.3 : Exemple d’orientation du moment magnétique U d’une particule dans
le cadre de I’approche semi-classique.
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3.1.3.A Energie :
On peut déterminer I’énergie d’une particule dont son moment magnétique i fait
un angle 6 avec le champ magnétique H par :

[ E=—i.H=-uHcosd (3.52) ]

3.1.3.B Fonction de partition :

La probabilité P (8)dQ pour que le moment magnétique 1 pointe dans 1’intérieur
de I’angle solide élément dQ est donnee par :

UuH cos6

P(O)dN = ~e KsT df) (3.53)
Ou dQ = sinf d6 de, et z la fonction de partition pour une particule donnée par :
uH cosf uH cosf
=Je KgT d,():je KT sin6 dO de

Ou encore :

T uH cos@
Z=21Tj e KT sinf df (3.54)
0

Soit :

_ el 1l 3.55
— T UH KT (3:55)

3.1.3.C Moment magnétique :

La seule composante non nulle de % selon I’orientation du moment magnétique est
donnée par :

u, = U u cosd P(0) sinb db do (3.56)

Soit :

u’H 1 T uH cosf

u, = 2K, T hqu e KT cos6 sinf d6 (3.57)
KgT

D’ou :

_ h———
u, u[cot KT (3.58)
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3.1.3.D Susceptibilité magnétique :

L’approche semi-classique pour le paramagnétisme est proposée par Langevin deés

1905. Elle donne un résultat proche de la solution quantique, et aussi donne des

résultats semblables dans les cas limites.

On obtient le méme effet de saturation pour les champs magnétiques faibles.

Alors que pour les champs magnétiques forts (faibles températures), on trouve la

loi de Curie :

Pour champs magneétiques forts on a (ugH < KzT), on peut utiliser le

développent : coh(x) = i + g + --- (en tenant compte que x < 1) :

_ thuH KgT [<KBT+ uH ) KBT] 358
4 = ujcoth =l ~ v \om tar) “uml GO
_ 1u’H 359
uZ ~ 3 KBT ( . )

On remarque que cette expression est proche de la relation (3.45).
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3.2 GAZ PARFAITS :

3.2.1 Fonction de partition :

Considérons une enceinte de volume V qui contient N molécules de gaz de masse
m. Dans I’espace des vecteurs d’onde un état occupe un volume égal 87n3, et
inversement dans 1’espace des vecteurs k le nombre d’états par unité de volume est

v e e
pocy alors la densité d’état s’écrit :

L
p(EYAE = p(k)dk = o &’k = o 4mk*dk (3.61)

L’énergie cinétique d’une molécule est liée au vecteur d’onde par la relation :

h2k?
E=—— (3.62)

Alors la fonction de partition correspondante a cette énergie pour une molécule est
donc :

z= L::Op(E) exp (— %) dE (3.63)

C’est la fonction de partition dans la limite classique (passage au continu), ou le
facteur de dégénérescence dans la fonction de partition est remplacé par p(E)dE. Ou
p(E) est la densité d’état du systéme et E, est I’énergie seuil correspondant a 1’état le
plus bas possible.

Par I’utilisation de la relation (3.62), la fonction de partition devient :

[ s Amk?dk 3.64
“T8ns ), P\ T zmr) ™" (3.64)
2 h?
Sionpose a“ = , On obtient :
ZmKBT
r=—Y .fme‘“my(ak)zd(ak) (3.65)
2m2ad ), '
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: . CooNT
La relation (3.65) est une intégrale égale a e et finalement on trouve :

1%
zZ=—7 (3.66)
(2avr)’
Soit :
vV v
2= (2mrmKzT)3/? (3.67)
Oou
h
A =2aVn = —— (3.68)

\J2rmKgT

A est appelée «la longueur d’onde thermique de Broglie». c’est
approximativement la longueur d’onde associé a une particule ayant une énergie
cinétique KzT.

3.2.1.A Fonction de partition des particules discernables :
Dans le cas ou les particules sont indépendantes (discernables) la fonction de

partition totale s’écrit est :

N 3N 3N

2=(5) =V (i) =" () @9

3.2.1.B Fonction de partition des particules indiscernables :
Si les particules sont indiscernables la fonction de partition est trouvée a partir de
la division de la relation (3.69) par N! :

3N

)T (3.70)

vy (mKBT
" N!'\ 21h2

La fonction de partition dépend de 8 (ou T ), V et N, a partir de I’expression (3.70)
de Z et des résultats du chapitre 2, nous pouvons calculer toutes les gquantités
thermodynamiques.
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3.2.2 Energie moyenne :
Dans le cas ou les particules sont indiscernables, 1’énergie est calculée a partir de

la relation (3.70) :

m )—%lnﬁ]—lnN! (3.71)

3
InZ=N [an + Eln (Znhz

Comme N est tres grand, nous utilisons la formule de Stirling pour évaluer

InN!=NInN — N, cela conduit a I’expression :

1Z—N[1V+31(m) 3 +1] 3.72
nZ=N|hg+sn(5=5) -5k (3.72)
D’ou:
(E) = 61nZ_3N_3NKT -

=" z2p 2K G73)

Cette expression montre que ’énergie d’un gaz parfait ne dépend que de la

température (loi de Joule).
3.2.3 Capacité calorifique :
Utilisant la relation (3.73) de I’énergiec moyenne pour calculer la capacité

calorifique :

<6(E)> 3
C,=|—=—=] ==NK; (3.74)
|74

oT 2

3.2.4 Pression :
La pression est calculée a partir de la dérivation relation (3.72) par rapport au

volume :
:l<61nZ> :lﬁ:NKBT (3.75)
g\ oV Jgn BV |4
Soit :

[PV = NK;T = %(E) (3.76) 1

C’est I’équation d’état d’un gaz parfait.
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3.2.5 Entropie :
L’entropie est calculée a partir de :
S =Kg(InZ + B(E))

Ou encore:

(E)
S=KBlTlZ+ T

Introduisons les expressions de In Z (3.72) et (E) (3.73) dans cette derniére

relation, on obtient :

[5 — NK, [m% + ;ln (27;;25) + ;] 3.77) }

3.2.6 Potentiel chimique :

En fin le potentiel chimique est donnée par :

dlnZ V rmKyT\>/?

aN N\ 2rh2
Ou encore :
3 m 3
e 6(Nan—NlnN+N§ln(W) —N3Ing+N)
B ON
3 mKgT
= —KgT [an — InN + Eln ( i )]
— K,T (=InV + InN) — K,T | (mKBT)3/2
Soit ;
N mKgT\>/?
u = KBTII’IV =S KBTln <W> (378)
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3.2.7 Fonction de distribution de Maxwell :

3.2.7.A Fonction de distribution de Maxwell des vitesses :

D’aprés la relation (3.63) la probabilité que 1’énergie du systéme Soit comprise
entre E et E + dE s’écrit :

p(E) exp (— %) dE

(3.79)
Iy p(E) exp (- %) dE

P(E) dE =

Par définition P (E) est densité de probabilité.
D’aprés I’expression (3.79), on peut définir la probabilité qu’une particule ait une

vitesse comprise entre v et ¥ + dv par :

m v?

1 _muv~
P(®) d*% = —p(He 2KeT d*F (3.80)
Avec d3v désigne le produit dv, dv, dv,, et p(¥) d*v est la densité d’état

correspondante.

La densité d’état p(¥%) d3¥ est donnée, d’apres I’expression (3.61) par

P e d V -
) d3% = p(k)d3k = — d3k (3.61
p@) d*v = p(k) a3 (3.61)
Soit :

p(%) d®% = # (%)3 435 =V (%)3 437 (3.81)

3 -
Le facteur (%) provient de la transformation des composantes de d3k aux

composantes d3v.
Remplacant les relations (3.67) de z et (3.81) dans I’expression (3.80), on obtient :

m )3/2 mv?

- 33 — 2 KAT 3
PW)d*v <2T[KBT e 2KsT d°v  (3.82)

Cette relation est appelée la fonction de distribution de Maxwell des vitesses par
particule.
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3.2.7.B Fonction de distribution de Maxwell des impulsions :

On peut déduire la fonction de distribution des impulsions a partir de I’expression

-

S5 1 o
(3.82) et en tenant compte que d3v = $d3p , on obtient :

2

—> - 1 —_—— N
PO P = Cmigmer © ™ 4P (383)

Remarque : On peut aussi trouver ce résultat a partir de la relation (3.80). En
effet, puisque le coefficient ip(f?’) est constant et v* = vy + v + v7, la condition de
normalisation de (3.80) donne:

2

o 1 0 muvi 0o m vy 0 mv2
- - - 5 7T 5 7T S T
f PW)d3v = —p(v)j e 2KgT dvxf e 2KpT dvyf e 2KsT dp, =1
0 z —00 — 0 —

Utilisant la propriété de I’intégral de Gauss f_t: e @* dyx = \/E on obtient :

’
a

m \3/2
) (3.84)

1
2P = (ZnKBT

Remplacant (3.84) dans (3.80) on obtient le résultat de la relation (3.82), et en
> 1 > . R . .
tenant compte que d3v = §d3p dans (3.82), on obtient I’expression (3.83) donnée

par :

PE) O = o ¢ TR 45 (385)

C’est la fonction de distribution de Maxwell des impulsions par particule.
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