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Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension du calcul différentiel et intégral tradition-
nel qui permet de généraliser les concepts de dérivation et d’intégration a des ordres
non-entieres. Cette théorie permet également de représenter de maniere plus précise les

phénomenes physiques ou biologiques qui ne suivent pas une évolution linéaire ou continue.

Le calcul fractionnaire trouve des applications dans divers domaines, tels que la
physique, la mécanique des fluides, la biologie, ’économie et la finance. Les équations
différentielles fractionnaires sont utilisées pour modéliser des phénomenes tels que la dif-
fusion des fluides, la propagation des ondes, la croissance de populations, les processus de
filtration, I'analyse des signaux, la dynamique de marché, etc.

Les équations différentielles fractionnaires peuvent étre classées selon différents criteres :
linéaires ou non-linéaires, a coefficients constants ou variables, a une ou plusieurs vari-
ables, etc. La résolution de ces équations peut étre réalisée a I’aide de différentes méthodes,
telles que la méthode de variation de la constante, la méthode de Laplace, la méthode de
la transformée de Fourier, decomposition d’Adomian ou la méthode de la perturbation
d’homotopie.

La résolution des équations différentielles fractionnaires peut étre complexe, car les méthodes
de résolution traditionnelles ne sont souvent pas directement applicables. Cependant,
I'utilisation de techniques de calcul fractionnaire et de méthodes spécifiques de résolution
permettent de trouver des solutions analytiques ou numériques a ces équations. En
outre, les équations différentielles fractionnaires offrent des solutions plus générales et
plus précises pour un large éventail de problemes physiques et biologiques, ce qui les rend
tres utiles pour les chercheurs et les ingénieurs qui travaillent sur ces problemes.
L’objectif de ce cours est de fournir une compréhension approfondie des concepts clés liés
aux équations différentielles fractionnaires. Comprendre les concepts de base du calcul
fractionnaire, y compris les définitions de la dérivation et de I'intégration fractionnaires, en
particulier la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov et

Caputo. Apprendre les méthodes de résolution pour les équations différentielles fraction-



naires, notamment les méthodes de transformée de Laplace, decomposition d’Adomian et

la méthode de perturbation d’homotopie.
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CHAPITRE 1

Fonctions spéciales

Dans ce chapitre, nous allons étudier les propriétés de certaines fonctions spéciales
qui ont des propriétés intéressantes et utiles en physique, en méchanique, en ingénierie
et dans d’autres domaines scientifiques. Elles apparaissent fréquemment dans la résolution
d’équations différentielles et d’autres problemes mathématiques complexes. Plus précisément,

nous allons nous concentrer sur les fonctions Gamma d’Euler, Beta et Mittag-Leftler.

1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1. On appelle fonction Gamma (la fonction factorielle), la fonction définie

par l'intégrale suivant, ot la variable apparait comme un paramétre:
() —/ t*~le tdt, a > 0. (1.1)
0

L’intégrale (1.1) est uniformément convergente pour tout « € [a, b], avec 0 < a < b < oc.
Donc, I'(ar) est une fonction continue pour tout a > 0.

Une autre définition pour la fonction Gamma comme limite est donnée par:

(a+n—1)(a+n—2)..(a+1)ala—1)!
(@)n = (@ —1)!

=(a+n—1)(a+n—-2)..(a+1a
Propriétés de fonction Gamma
L. T'(a+1) = ol'(o), Vo € RY. .

2. T'(n)=(n—1)!, Vn € N*,



Preuve
1. En faisant une intégtration par parties de (1.1), on obtient
(o) =[—e e+ (a—1) /OO e 2t
0
=(a—1)I'(a—1), Ya > 1.

2. En particulier, quand o = n un entier positive, on utilise la premiere propriété, on

obtient

I'(n)=(n—-1)I'n-1)

=(n—1)L

3. Remplagons « par 1, on obtient I'(1) = / etdt =1
0
4. Posons t = u* dans (1.1), pour obtenir

MNa) = 2/ e du, a >0,
0

pour o = %, on trouve F(%) = 2/ e du = 2? = /7.
0

2n+1).

Utilisons la premiére propriété, on peut obtenir I'(2),I'(3), (%), ..., ['(¥%

Remarque 1. La fonction Gamma peut étre aussi définie pour les valeurs négative de «
comme suit:

INCES
T(a) = % a£0,—1,-2, ...

Propréités:

2. T(@)T(a + 1) = YO (2a).

2



3. N(@)(l—a)= —=

sin(ma)

Exemples.

/ tPetdt = T(11).

0

/ 07 dt = 7V'D(11).
0

1.2 Fonction Beta

Définition 2. On appelle fonction Beta, notée par B(a, (), la fonction définie par

I'intégrale:

1
B(a, ) = /O N1 — )P tdt, o, B € RY. (1.2)

INCHNE)

La fonction Beta peut étre aussi définie par B(«, 5) = Tt s -

Propréités:

3. B(a,p) = aigilB(a —1,05).

Exemples.

1
/ (1 —t)2dt = B(4,
01 2 1
/ 31— ) 5dt = B(
0

).
12
33

N Ot

).

1.3 Fonction Mittag-LefHer

Définition 3. On appelle fonction de Mittag-Leffler de paramétre «, la fonction définie

par la somme
o0 k
x
E,(z) = e — R*.
() ; Tlak+1) €



La généralisation de Mittag-Leffler & deux paramétre est donnée par la formule suivante

E,p(x) = ki:% F(%:—ﬁ)’ z,BER, a €R™.
De la définition, on a:
o ki =¢e",
o Fyy= %(em - 1),
o Fi3= x—lg(ex —z—1),
o Bim =i (e = S0 3.

Remarque 2. Sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique sont des cas particulier de la

fonction Mittag-Leffler

Fan(2?) = ch(z), Baa(s?) = ~sh(z).

T

Propriétés de fonction Mittag-Leffler
L. Eop(2) = 155 + 2Eaars(@).

2. & Ep(@) = L {Bupa(2) — (8- 1) Eap(@)}.

Preuve

_xg;ka+a+@
= B (). (1.3)



2. Posons I = B, g11(2) + azit Ey g1 ()

I — 3E d — "
= Flasnle HO‘I%Z T(ak+ B +1)
B > Bak > axk
_;P(amﬁﬂ) T2 Tk + B+ 1)
< (ak+B)z*
B ; L(ak+5+1)
B kz_; I'(ak + )
= E, 5(z). (1.4)

Dou Ea p1(z) = ﬁ {Eap(z) = (B)Eapt1(2)}-
En eemplagant g par § — 1, on obtient le résultat.

Généralisation de la fonction Mittag-Leffler. Une généralisation de Mittag-Lefller

est donnée par
Z ()i = Ly + k)
k:‘F ak + )’ L(y)

1.4 Exercices

Exercice 1:

Montrer que
L (=D)*C(k+n+1) =kIT(n)(n+ k) (7).

I'(p)I'
2 Bl = HoE

Exercice 2:

Montrer que 2= E, g(x) = n|EZ—E]-i,-na(x)
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CHAPITRE 2

Intégrale et dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville

Les opérateurs d’intégration et de dérivation fractionnaires de Riemann-Liouville sont
des généralisations des opérateurs d’intégration et de dérivation classiques a des ordres
non entiers. Ces opérateurs ont des applications importantes dans divers domaines scien-
tifiques. ils ont des propriétés intéressantes, telles que la linéarité, la regle de Leibniz et
le théoreme fondamental du calcul. Ils peuvent étre utilisés pour résoudre des équations

différentielles fractionnaires et pour modéliser des phénomenes physiques complexes.

2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction définie sur [a, b], notons par J!f la primitive f qui s’annule en a,

vt € [ab], JLF(E) = /tf(r)dr

L’itération de J! f permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a. De plus,

d’aprés le théoreme de Fubinni

(JLF@)? = (JLF) o (JLF) (1) = / / " Fr)drdu
:/(t—T)f(T)dT.

a

Soit n € N*, notons (J! f)" la n-iéme itération de J! f, une récurrence directe montre que

(UL 0 = gy | (e = s ey

(n—
Généralisons cette derniére par la fonction Gamma, quand n est réel, on obtient

1

TS0 = 5o [ = e
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Définition 4. Soit n € R, Uopérateur J' défini sur L, [a, b] par

1

Jlf(x) = m/x(a: — )" f(r)dr, a <2 <b

est appelé I'opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de R-L d’ordre n.

Par convention, pour n = 0, on écrit JO = I, ou I désigne I'opérateur identité.

Il est évident que intégrale au sens de R-L coincide avec la définition classique de J7' dans
le cas n € N sauf qu’on a prolonger le domain de fonctions intégrables au sens de Riemann
aux fonctions Lebesgue intégrable.

En plus, dans le cas n > 1, il est claire que l'intégrale J” f existe pour tout = € |[a, b] car
c’est le produit d’une fonction f intégrable et une fonction continue (z —.)"!. Pour le

cas 0 < n < 1, la situation est compliqué.

Théoréme 1. Soit f € Ly[a,b] et n > 0, alors J' f(x) existe pour tout = € [a, b].

De plus, la fonction J? elle méme est un élément de L, ]a, b].

Remarque 3. La définition de l'intégrale de R-L a deux types basée sur les limites

d’intégration:

o JIf(x)= L)/ (x — 7)" ' f(7)dr, Dintégrale & gauche.

I'(n

b
o . J'f(x)= ﬁ/ (1 —2)" "L f(7)dr, lintégrale & droite.

Théoréme 2. Soit n,m > 0 et ¢ € Li[a, b] alors
Jr Mg = T p.p sur [a, b,

si, de plus ¢ € Cla,b] or m +n > 1.

L’identité est satisfaite partout sur [a, b].

Preuve

On a
T T0(@) = gz [ @0t [ (= rrotryde
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Ce intégrale existe car ¢ € Lq[a,b] donc J'¢ € Li[a,b], et alors J"¢ € Li[a,b] et par le

théoreme de Fubini, on peut interchanger les ordres de 'intégration

T () = m / ' / (o= (1 — ) () didr
L[ ([

- T / ) ( / (x— )™\t — T)”‘ldt) dr.

Faisant le changment de variable t = 7 4 s(x — 7), on obtient

JIINp(x) = m /aff o(T) /o (z—7)" 11 —s)" s Yo — 1) Mo — 7)dsdr

! ' wimet [ — 5)" "t dsdr

= s L o= [yt

- B<nam> ‘ n+m—1

= T /. ¢(r)(z —7)""" dr
1 ’ n+m—1

= Totm) /. o(t)(x —7) dr

= J7 " (x),

presque partout sur [a, b].

Théoréeme 3. Les opérateurs {J” : Ly|a,b] — Li[a,b], n > 0} forment une semi groupe

commutative avec élément neutre JP.

Théoréme 4. Soit n > 0, on assume que ( fz)ro; est une suite de fonctions uniformément
convergente sur [a, b] alors on peut interchanger entre I'intégrale fractionnaire et la limite,

(e lim (7)) () = lim (7 f) (@)

En particulier, la suite (J7 fi)%2, est uniformément convergente.

Preuve
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On note la limite de (f;)72, par f, il est claire que f est continue, on a

T ful(w) — J2 f ()] < ﬁ V) — FOI (e — eyt
1 z .
< =Sl [ @t
1 n
Sm | fe = f |l (z —a)
1 n
< NCES] | fo = fllo (b—a)

qui converges vers zero quand k tend vers oo pour tout x € [a, b].

Corollaire 5. Soit f une fonction analytique sur (a — h,a + h) pour quelque valeurs de

h >0, et n > 0 alors

k=0
pouragmga—i-%et
n . S (‘T - a)kJrn k
Jif () —%F(H,{H) f(a),

pour a < x < a+ h.

En particulier, J” f est analytique en (a,a + h).
Applications
1. Soit f(z) = (z —a)?, B> —1 et n > 0 alors

R = s [ @0 = aar

Posons t = a + s(z — a) on obtient

Jrf(x) = ﬁ(m — a)”+5/0 s7(1 — s)""tds
— F(B + 1) (x _ a)n+/3
- I(n+p4+1) '
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2. Soit f(x) = ¢, avec ¢ une constante arbitraire

T () = —— / “( = et

['(n)
= F(n)/a (x —t)"dt
= o) (x —a)".

3. Calculer l'intégrale de R-L _.J" f(z) pour n > 0 de la fonction

ool f(x) = o)

_ L ’ T — n—lebt
) /_Oo( t) dt.

Posons t = x — s, alors

1 00
_oojgebm _ m/ Sn—leb(cﬂ—s)dt
n

L, /OO 1 _—b
= ——¢e" s" e dt.
['(n) 0

Set u = bs, donc

1 > 1
- n . n u d
Jrf(x —F(n e i u
| CL Y
_ = n—1,-ug
- T(n) bn /0 N “
= bh e bx

2.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Il existe plusieurs définition de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette

partie les définitions de Riemann-Liouville, Grunwall-Letnikov et Caputo qui sont les

plus utilisées.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Si n > 0, on note [n] la partie entiére de n ou [n] est le seul entier qui vérifier [n] < n <

[n] + 1.
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Soit f : [a,b] — R, en s’inspirant de la relation classique 4 4 _ dt2 o J!, on peut définir une

dérivée fractionnaire d’ordre 0 < n < 1 par

" d

el 1-n

- = o ,
dtn dt
Plus généralment, si n > 0 et m = [n] + 1, on peut poser

dr am
dtn  dtm

o J ",
On obtient la dérivée de R-L définie par

Définition 5. Soit n > 0, m = [n] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de R-L & gauche

de la fonction f d’ordre n est donné par Va € |[a, b|

Dife) = () o a s
_ —F(ml— 5 C;i—mm / oy ()

De plus, la définition d’intégrale & droite était associée 4 —-%. Ce raisonment conduit &
) dx

la définition suivante Vz € [a, b]

Dpf) = (32) oyt

I L N
S iyt ) NGO R (T

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et

sont appelées dérivées de Liouville,

Définition 6. Soit n > 0, m = [n] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de R-L & gauche

de la fonction f d’ordre n est donné par Vx € R

Dif(e) = () e dr @)
=t ! d—m/x (& — 7)™ f (7).

m—n)dt™ J_
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De plus, la définition d’intégrale & droite était associée & —%. Ce raisonment conduit &

la définition suivante Vz € R

D i) = (55) e se)

(-1 ar

~ S | =

Remarque 4. 1. Pourn=0,m=1,ona D! f(z) =L (J}) = f(z)
2. Toutes ces dérivée coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers.
Théoréme 6. On assume que ny,ny > 0, de plus soit ¢ € Li[a,b] et f = J" 2. Alors
DD f = Dt .

Il n’est pas necessaire de savoir la forme explicite de la fonction, c¢’est suffisant de savoir

quelle exists.

Preuve
Utilisons 'hypothése de f et la définition de la dérivée au sens de R-L, et pour m; =

[n1] + 1, my = [ns] + 1 on obtient

D;ll D;le — DZMD;M J;Ll+n2¢

— D™ Jjmi—ni [yma Jma—nz Jni +n2¢
a a a *
En utilisant, la propriété de semi groupe de J7', on trouve

DDy f = D e pre et
= D™ i Pz g i gy
= DT
=D
= ¢.

D’autre part, D"+ f = ¢.
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Théoréme 7. Soit n > 0, alors pour tout f € Ly[a, D]
DyJyf =T

Preuve
Pour n = 0, c’est évident car D', J! sont les opérateurs identité.
Pour n > 0, soit m = [n]+ 1. Alors par la définition de D et la propriété de semi groupe

de J}' et que pour m entier naturel D™ J™ f = f, on obtient

Dy f = DI f
= D" f
pu— f_

Théoréme 8. Soit n > 0, on assume que (f)52; est une suite de fonctions continues,
uniformément convergente sur [a,b] et que D fi exist pour tout k. De plus, assume que
(D f)72.; converges uniformément sur [a+ ¢, b] pour tout € > 0, alors pour tout x € (a, 0]
on a

Jim (D} fi) (@) = (D Tim (/) (@)

En particulier, la suite (J7 fi)52, est uniformément convergente.

Preuve

Rappelons que DI'f = D™ J™ " f et on (JI' " fr)k>1 est uniformément convergente sur
la, b], et on peut interchanger I'intégrale fractionnaire et la limite et par hypothése D™
de cette série converges uniformément sur chaque compact semi-itervalle de [a,b]. D’oi
par un théoreme standard de I'analyse, on peut interchanger entre la limite et 'opérateur

dérivé pour a < x < b.

Corollaire 9. Soit f une fonction analytique dans (a — h,a + h) pour quelque h > 0, et

. = (n\ (z—a) ™ _, h
soit n > 0 alors DI f(z) = ( )—D f(z), pour a < x < a—+ 2.
kz:; k)T(k—n+1) 2

n e (@—a)f
Daf(ﬁ)—;ml) f(CL),pOllI'CL<LZ'<CL+h.
En particulier, D7 f est analytique sur (a,a + h).
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Remarque 5. Les coefficients binomials (Z) pour n € R, k € N* sont définies par

(n) _n(n—1)..(n—k+1)

k k!
Applications

1. Soit f(z) = (z —a)?, 3> —1 et n > 0 alors

I'pg+1)
I'm—-—n+p8+1)

On calcule D™(z — a)™ "*# par réccurence, on obtient

npn . L(B+1)
Daf(l’)—m

Dm (.T . a)m—n+ﬂ

Y

Dy f(x) = DI " f(x) =

D™(x — a)’™".

2. Soit f(z) = e, avec A > 0

Dy f(x) =D™J;"" f ()

2.3 Relations entre ’intégrale et la dérivée fraction-

naire au sens de Riemann-Liouville

L’étude des dérivées et intégration de Riemann-Liouville séparément, c’est claire que

D? est 'inverse 4 gauche de J et le théoreme suivant preuve que dans certain conditions,

D7 est aussi I'inverse & droite.

Théoréme 10. Soit n > 0, §'il existe ¢ € L'[a,b]/ f = J"¢, alors

J.Dyf = f, pp.



18

Preuve

Par définition de f et l'effet que D! est l'inverse & gauche de J, on a
Ja Do f = J3(Dg S ¢)
= ngﬁ

= f.

Si f ne satisfait pas les conditions du théoreme, alors on obtient une présentation différente

pour JI'D} f.

Théoréme 11. Soit n > 0 et m = [n] + 1, on assume que f est une fonction qui vérifie

que J"f € A™[a,b], alors

m— 1 [E . CL n k—1 _—
Jnan Z F Zlig{r D Jm nf( )
k=0

Développement de Taylor
Le théoreme de Taylor joue un role trés important dans l'analyse mathématique, ce

théoreme est généraliser dans le calcul fractionnaire.
Théoreme 12. (Cas classique) Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
1. fe A™a,b

2. Pour tout x,y € [a, b],

@)= 3 D) 4 Dm o).

Théoréme 13. (Cas fractionnaire) Sous les hypothéses du théoreme précédent, on a

(I _ a)n—m k+n—m

I'(n—m+1)

(x —a)

li Drtnem JrDyf(x).
(k+n—m+1) WMz—sat f(2)+Ja D3 f(x)

fx) =

lim, o+ I " f(2 —1—2 I

Exemples 14. Soit f(z) =23 a=0,n = 2.8, m = 3.

Jg—2.8(23) — J82(Z3) — F(4) 3.2
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D'ou J§ 2%(2%) — 0 quand z — 0.

3! 3!
DF-02(,3 3-k+0.2 _ 3.2k
) = e —hr02+1) 32— k)"
D’ou D*%2(23) — 0 quand z — 0% (car 3.2 — k > 0).

Alors f(x) = J38D2%(23) = 23,

Théoreme 15. La formule de Liebniez pour les opérateurs R-L, soit n > 0, et soit f, g

des foncions analytiques sur (a — h,a + h) pour quelque h > 0. Alors
[n]

Do) =3 ()P Nt +§( ) DA,

k=0
h
poura <z <a-+ 3.
Preuve

Utilisons la formule dans corollaire (9), on obtient

Do =3 (3 r g U

M

e (o e

=0

5 () 2 (e

0 k=j

e i(lﬂ) Jxv:la—)j::rnl)(l?j>Dlg(x)

=0

71

<.

D

NE

[
Il
o

Utilisant la relation suivante (’]‘) ("I_J ) = (H.J ) (l_’:j), on obtient

J
[n)

Do) = X () o) @ +§() 1) ).

k=0

2.4 La dérivée fractionnaire de Grunwald—Letnikov

Dans le calcul différentiel, il est bien connu que la dérivée peut étre éxprimer comme

quotient différentille. La dérivée d’ordre 1 d'une fonction f est définie par

Df(a) = f(z) = lim LB =S @ = 1)

h—0 h
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Appliquons cette définitions deux fois donne la dérivée seconde

DQf({L') _ f”($) _ llmf(x) - 2f(l' - h’) + f(.%' - 2h)

h—0 h? ’

et par induction, pour n € N,
.1 n
D" i) = 1) = fi S 1) () o = k)
k
Notation.
n
835a) = -1 () =
On conclure le résultat suivant.

Théoréme 16. Soit n € N, f € C"[a,b] et a < z < b, alors

D" f(x) = lim - ARf(r).

La dérivée de Griinwald-Letnikov est une généralisation de la dérivée donnée dans le

théoreme précédent.

- n!

Dg f(z) = lim h™" k_o(—l)kmf(x — kh)
b (LD,

h—0 P k!F(n —k+ 1)

Tanque (Z) = 0 pour k > n, n € N, supposons que h prend les valeurs hy = %2,

N =1,2,... Alors

Dy f(z) = hm hy Z nn—+k1—)|— )f(x — khy).

Tanque N — oo quand hy — 0, la définition suivante est justifier.

Définition 7. Soit n > 0, f € C™l[a,b] et a < x < b, alors
N

D' f(x) = lim h—nA" f(z) = lim iZ(—nk(Z)f(x—khN)

N—oo hn
N k=0

est appelée la dérivée de Grinwald—Letnikov d’ordre n de la fonction f.
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Théoréme 17. Soit n > 0, f € C[a,b] et a < x < b, alors
Dif(x) = Dif(x).

Théoréme 18. Soit n > 0, f € Cla,b] et a <z < b avec hy = “F*, on a

N

T ) = Jim 1 S -0# (1) o ki)

N—oo
k=0

2.5 Exercices

Exercice 1:

Calculer I'intégrale de R-L J§ f(x) pou n > 0 des fonctions suivantes:
1. f(z) = sin(wzx), w > 0.
2. f(x) = cos(wz), w > 0.
3. flz)=(1+=x)"L.

Exercice 2:
Soit n > 0, p > max{1, %} et ¢ € Lp[a, bl. Alors J"¢(z) = o((z — a)" ).

[N

Exercice 3:

Soit fi et fo deux fonctions définies sur [a, b] telque D f et D f, exists presque partout.
Montrer que pour ¢1,¢2 € R, D™(c1f1 + cafs) = 1D f1 + co D fo.

Exercice 4:

Calculer la dérivée de R-L Dy f(z) pour n > 0 des fonctions suivantes:
1. f(z) = sin(wx), w > 0.
2. f(z) = cos(z).

3. flz)=(1+2)2
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Exercice 5:
Soit f € Alla,b], 0 < n < 1. Alors D" f exists presque partout sur [a, b].

De plus, D} f € Lyfa, ] pour 1 < p < et D2 f(w) = iy (2 + £ J7 /(0852 ar)

Exercice 6

Déterminer le developpement de Taylor dans les cas suivants
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CHAPITRE 3

Dérivée fractionnaire au sens de

Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo est une autre généralisation de I'opérateur
de dérivation classique a des ordres non entiers. Cette dérivée possede également des
propriétés intéressantes, telles que la linéarité, la regle de Leibniz et le théoreme fonda-
mental du calcul. Elle peut étre aussi utilisée pour résoudre des équations différentielles
fractionnaires avec des conditions initiales ou des conditions aux limites non locales. En
comparaison avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, la dérivée fractionnaire de
Caputo est souvent préférée car elle est mieux adaptée a la modélisation de phénomenes
physiques réels, et elle permet d’obtenir des solutions plus régulieres. Cependant, la
dérivée fractionnaire de Caputo est plus difficile a calculer en pratique que la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville.

3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Définition 8. Soit n > 0, et m = [n], alors on définit 'opérateur D;} par
Dif =JmD™f, D™f e L'[a,b]

Commengons par le cas classique pour n € N,dans ce cas m = n et la définition
implique que Dg f=J°D"f =D"f, ie. pour n €N la définition de 153 coincide avec le
cas classique. Analysons ce opérateur dans le cas fractionnaire n ¢ N avec un exemple

simple.
Exemples 19. Soit f(z) = (z — a)?, 8 > 0, alors

D'z —a)? = J"™"D™(z — a)®, n > 0.
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0, <m,
TGt T) (r —a)’™™, sinon.
Alors
0, € {0,1,...,m—1},
DMz — a)ﬂ — - Bed | }
syl G a)f—, sinon.
Application. f(z)=a2> n=%1 m=1ecta=
Dia? = 2 4t
L'

Théoréme 20. Soit n > 0, et m = [n], supposons que f € A™|a,b] alors

~

DZ = Dg(f - Tm—l[f : CL]), b.-p
To—1lf : a] est le developpement de Taylor de degrée m — 1 de la fonction f centrée en a.

Preuve

On a par définition:

A A ) s T« DHf(a)
= o /a T0m —n) (f(T) 2 o (1 — a)k> dr
©« D*f(a)

Utilisons intégration par parties, et notons ¢g(7) = f(7) — (7 — a)* on obtient

k!

R (fm -y 2 a)’f) i

= |:F<t;)m_n)g<7'):|:+/a‘ F(t_ﬂ i (1)dr

(m—n+1 (m—n—l—l)%g
d

%g(t)'

_ tm—m+1
= Ja
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De méme facon pour m fois:

m—n _ gm—n md_m
']a (g(t)) - ']a * dtmg(t)
m gm-—n dm
= ’]a Ja dt_mg(t)
S ©« DHf(a)
= T (f()—; - (t—a)k)
g A" d" (= DHf(a)
=J"J! dt—mf(t), car —— (kz:% i (t— a)k> =0.
Alors
dm
Dy (f(t) = Tualf  alt)) = 22 I (F() = Tnalf - a](2))
o dm m—n ¢
- dt_m a g( )
d" m ym—n d"
- dt_mJa Ja dt_mf(t)
m—n d"
= Ja dt_mf(t)
= Dy, f(t).

Définition 9. Soit n > 0, et m = [n], f une fonction telque D?(f — T,,—1[f : a]) exists,

alors on définie
Dif = Dg(f = Tnalf - al)
I'opérateur D7 est appelé I'opérateur différentielle fractionnaire d’ordre n de Caputo.

Lemme 21. Soit n > 0, et m = [n], supposons que f est définie telque Dy, f et D7 f

exists, alors
Df, f(z) = D; f(x) —

Preuve

Soit n > 0, m = [n], par la définition de Caputo:

m—1

Dt 1) = D21 () — 3 LD D oy
k=0 '
S DHf(a)

. a)k—n'



Exemples 22.
n .0 1-3 1.0 3
D*aiL‘ - JO 2D - :]020 - O

2. Soit f(z) =€, A>0eta=0

Dn AT Dn AT mz:l Dke)\x|x:0 ( O)k’—n
k! 6 - /7., 1\ -
0 ~T(k—n+1)
m—1
)\k k—n
— Dgekw _ :r;—’
— Lk—n+1)
Donc
0 A\Fgph—n m=l o \kpk-—n
Dn Az _
+0° ZF( k—n+1 k:OF —n+1

|
WK
=3
>
L
+
=

> )\k—i—mxk—&-m—n
:ZF(k+m—n+1)
k

kZ:: k:+m—n—|—1)

= )\mxmanLmin+1 ()\ZC) .

Lemme 23. Sous les hypothéses du lemme précédent, on a

Di.f=Dif

si et seulement si D*f(a) =0, Vk =0,m — 1.

Exemples 24. f(z) = 2", a=0,n=2 doncm =3

n pips_ L0 5
D f( ) O 5 - F(6 _ g>aj5 )
; I'(6) 5-3

D, f(z) = Dha® = — 2
P —3)
Théoreme 25. Si fest continue et n > 0 alors

Dr i f = f.

*a~ a
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Preuve

Soit ¢ = J*f, on a D¥¢(a) =0, k =0,...,m — 1. Alors

D Juf =Dl =Dig=DrJif = f.

*a~ a
Encore, on trouve que la dérivée de Caputo n’est pas I'inverse a droite de R-L intégrale.

Théoréme 26. Soit n > 0, avec m = [n], et f € A™[a,b] alors

m— 1

=0

(z — a).
Preuve

DM f=Drf=J""D"f,

Appliquons J? et utilisons la propriété de semi groupe de l'intégrale de R-L, on obtient

d’une part
JrDrf=J2J DM f = JD™ f (3.1)

Et d’autre part, le developpement de Taylor classique nous donne

m— k
= 2 f —a) + J" D" f(x). (3.2)

k=0

Alors de (3.1) et (3.2), on obtient le résultat.

Corollaire 27. (Taylor expansion pour la dérivée de Caputo) Soit n > 0, avec m = [n],

et f € A"[a,b] alors

—a)* + Jy'Dg, f(x).

m—1 k
=y 2
k=0

Lemme 28. Soit f € C*[a,b] pour quelque a < b et k € N, de plus soit n,e > 0 telque

dleNavecl<ketnn+ee|l—1,]] alors:

D3, Di.f = Dijf.
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Remarque 6. 1. Cerésultat ne peut pas étre vérifier en général si la dérivée de Caputo

a été remplacé par R-L.

Exemples 29. f(z)=1,n=1lcte=3,a=0

2. La condition d’existence de [ avec les propriétés mentionner dans ce lemme sont

necessaire

Exemples 30. f(z) =z, n=c=etn<l<n+e=Ia=0

mais

7 7_9 9 7_9
Dix=J; Dx=J; 0=0.
Théoreme 31. La formule de Liebniez pour les opérateurs de Caputo, soit 0 < n < 1,
et soit f, g des foncions analytiques sur (a — h,a + h) pour quelque h > 0. Alors

DL (fo)(a) = o)) - Fla) + (g (@) + 3 () AN o),

poura<x<a+g.

Preuve

Appliquons la définition de Caputo, on obtient

Dl (f9)(x) = Dy(fg(x) — fla)g(a))
= D3 (fg(x)) = fla)g(a) Dy 1],
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appliquons la formule de Liebneiz pour R-L

DL (fo)(a) = (D)) + Y- (1) (04D 9) @) = fladg( D2

on ajoute et soustracte f(z)g(a)D[1],

a

DL (f9)(a) = FDLate) ~ a(a) + 3 () (DU 9)le) + ala)(Fo) ~ f(a) D2
~ f)Date) + Y (1) (DHNUE )@ + o@)(f1e) - )DL
Remplacons D?[1] = %, on trouve

DL (fo)(e) = S g@(0) = ) + (Datens) + 3 () D))

k=1

3.2 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise aussi certaines propriétés
des dérivées et intégrales classiques: la dérivée fractionnaire de I'intégrale du méme ordre
donne l'identité, la dérivée d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée,
I'intégration par parties reste valable et les opérateurs fractionnaires se conjuguent trés
bien avec les transformées de Fourier et Laplace.

Linéarité. Les opérateurs de la difffentiation et l'intgration fractionnaires sont des
opérateurs linéaires pour n’importe quelle approche.

Intégration par parties. La formule d’intégration par parties est une des propriéétés
extensibles aux opérateurs fractionnaires mais 14 encore sous certaines restrictions.On va

présenter ici une version simplifiée avec des conditions explicites.

Corollaire 32. Soit n > 0, et m € N tel que m = [n]. Soit f € C™([a,b]) et g €
C™(la, b]) alors
b
[ sonzata= [ oo

/ D g(t)dt = / D2, (g (t)dt
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Transformée de Fourier. La transformé de Fourier d’une fonction f € L!(R) peut-étre

définie par
“+oo
VEER, FIfIE) = [ ft)e "t

—0o0

Soit n € N. Si f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a I'ordre n sont intégrables, alors
FIF™IE) = (@€)"FIf1(€)
Ce résultat se généralise aux opérateurs fractionnaires définis sur R.
Lemme 33. Soit 0 <n <1, f € LY(R) et D*™" ™ f e LY(R), 1 <k < m. Alors
FLIfIE) = (£i&) " Ff1(6).

Corollaire 34. Soit n > 0, et m = [n] et f € L*(R). Alors

FID"[I(E) = (£i&)"FIf1(E)-

3.3 Exercices

Exercice 1:

Donner des exemples pour que la dérivée fractionnaire
ni yn2 nz yyni n1+n2 ni ryn2
Da DCL % Da Da ) Da % DCL Da *

Exercice 2:

Calculer la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre n des fonctions suivantes avec n > 0:

1. f(z)=0C, C eR.
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Exercice 3:
Montrer que pour ny,ny > 0, si f(t) € C*([a,b]), k € N et s'il exists m € N avec m < k

et ny, ny + ng € [m — 1, m] alors
(DiaD2f) (t) = (DLt f) (¢).

Exercice 4:

Montrer que, pour m —1 <n <met C; € R,
L. Dyf(t) = Dgg(t) < f(t) = g(t) + 227, Cit" 7,
2. D, f(t) = Dig(t) & f(t) = g(t) + X7, Cjtn .

Exercice 5:
Montrer que pour f € A" ([a,b]), pour n > 0 et m = [n]|, si DI, f = 0 alors

m

f(z) = ZCk(x —a)*, Cr €R.

k=0
Exercice 6:
Montrer que, pour n > 0 et m = [n], si f est une fonction telque f*(a) = 0, k =
0,1,...,m — 1 alors

les dérivées fractionnaires de R-L et Caputo coincident, i.e.,
Dy f=D!f.

Exercice 7:

Montrer la formule de Leibniz’ pour les opérateurs de Caputo.
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CHAPITRE 4

Equations Différentielles

Fractionnaires

Les equations différentielles fractionnaires sont des équations qui impliquent des dérivées
d’ordre non entier. Elles peuvent étre utilisées pour modéliser des phénomenes physiques
tels que la diffusion et la conduction thermique, ainsi que pour d’autres applications
en sciences et en biologie. Les méthodes de résolution pour les équations différentielles
fractionnaires sont similaires a celles utilisées pour les équations différentielles ordinaires,
mais avec des techniques supplémentaires pour traiter les dérivées fractionnaires. Dans
ce chapitre, quelques méthodes courantes de résolution des équations différentielles frac-

tionnaires sont présentés.

4.1 La transformée de Laplace

la méthode de la transformée de Laplace a ’avantage de donner directement la solu-
tion d’équations différentielles avec des conditions initiales ou aux bord sans nécessité de
trouver une solution générale, puis d’en évaluer les constantes arbitraires.
De plus, le tableau prét des transformées de Laplace réduit le probleme de la résolution

des équations différentielles a une manipulation plus algébrique

Définition 10. La transformée de Laplace d’une fonction f(t), ¢ > 0 est définie par
£Uf) = [ et = G

La fonction f(t) est appelée la transformée inverse de F(s), noté L7{F(s)}.

Shift remplacant s par s — a dans la transformée

L{e"f(t)} = F(s —a).
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La transformée de Laplace des dérivées et intégrales

L{FM(O)} = 5"F(s) = "7 [(0) = 5" f(0) — .. = F*7(0).
! 1
£( | 10y} = SF (o).
0
Quelques fonctions et leurs transformées de Laplace
f(t) Lf(t)
1 1
tn L
>0 =
6at 1
cos(bt) >0, 75
sin(bt) s >0, —525;},2
e cos(bt) §>a, iR
e sin(bt) s> a, m
e, n=1,2,...| s>a, d—'nﬂ
Propriétés.
1. Ltf(t) = —F'(S)
2. Lt"f(t) = (—1)"F"(s)
L(f xg)(t) = F(s)G(s), where (f x g)( fo g(t —7)dr.

Si f(t) est discontinue at ¢t = 0: Lf'(t ) =sLf(t) — t1_1>r517f(t).
Exemples 35. Soit I'equation suivante

v +y=te’, y(0)=-3 (4.1)
Appliquons la transformée de Laplace en (4.1)

L{y'} + L{y} = L{te™"}
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alors
sC{y} —y(0) + L{y} = 1)
aprés simplification, on obtient Y'(s) = L{y(t)}
Vs +1) = — =3
N (s +1)2
D’ou
Vo) — L 3

(s+1)3 s+1

Appliquons la transformée inverse de Laplace, on trouve
y(t) = tPe™t — 3e7 ",
Exemples 36. Considérons I’équation suivante:
y" =2y + 2y = cos(t), y(0) =1, y'(0) =0.
Appliquons la transformée de Laplace en (4.2)

L{y"} = 2L4y'} + 2L{y} = L{cos(t)}

[s*Y (s) — sy(0) — 5/ (0)] — 2[sY (s) — y(0)] 4 2Y (s) = o i 1
S s—2
Y<S) - (32+1)(32_23—|—2) + §2—25+2
1 s 2 4(s —1) 2

Y(s) = - . -
(s) 5(s2+1) (32—|—1)+52—25+2 s2 —2s+2

Appliquons la transformée inverse de Laplace, on trouve

y(t) = % [cos(t) — 2sin(t) + 4e'cos(t) — 2¢'sin(t)] .

La transformée de Laplace de I’intégrale au sens de Riemann-Liouville.

On a

1

0 = s / (t — )" f(r)dr

(4.2)
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oin > 0et f € LY [a,b]). Remarquons que J"f(t) est la convolution de la fonction

t—t"let f, alors

L{mF(1)) = ﬁﬁ{t”‘l}ﬁ{f(t)} — 5F(s), 5> 0.

Ou F(s) est la transformée de Laplace de la fonction f(t).

Exemples 37. 1. f(t)=t* a>—1, n>0.
L{re} = sLftey = Lt

2. f(t)=¢e"n>0.
E{Jn at} =g nﬁ{eat} — Ln%

a

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville.

Rappelons que la transformée de Laplace de f™, m entier, est donnée par

L{F™ () = smF(s) = s™ 1 f(0) — ... — F7D(0)

,_.

m—

sm™ k— 1f
k=0
ou
m—1
LL(@)) = s"F(s) = Y 8" fF(0).
k=0

On sait que la dérivée fractionnaire au sens de R-L d’une fonction f est

pour n > 0, D"f(t) = D™J™ " f(t), ot m = [n] et f € L'[a,b].
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Maintenant, si on assume que la transformée de Laplace de f exists, alors

L{D"f(t)} = L{D™ T f (1)}

_ SmL{Jmfnf(t)} _ Z SkDmfkfl {Jmfnf«))}
k=0
_ Sm[SnimF<S)] . Z SkDmfkfl {anmf<0)}
k=0
=s"F(s) — )y s*D"EL£(0)
k=0
= s"F(s) — 3 s DR £(0), s > 0.
k=0

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
La dérivée fractionnaire de Caputo de f(t), is given:
forn >0, m = [n|

DIf(t) = J™ D™ f(2).

Alors, la tronsformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo de f(t) est donnée

par
m—1
L{DIf(t)} = s"F(s) — Z s"FIDR£(0), s > 0.
k=0
Preuve.

L{DIf(1)} = £LI™ D" f(1)}
= $L{DT f()

m—1
— g—mtn SmF(S) . Sm—k:—lf(k) (0)
k=0

m—1

=s"F(s) = Y _ s" 1 0(0),

k=0

Théoréme 38.
a—p3
L{PE, 5(at®)} = ——, s* > a.
s* —a
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Preuve.

LU By p(at®)) — / IR (at®)dt

. 7sttak+ﬁ ldt
Z Fak + 5 /

_ZF k+6 {takJrﬁ 1}

. Z CLk FO[I{? "‘ 6
~ ZTak+§ skl
1 <=/ a\k
=52 ()
k=0
s h

= — , §% > a.
5 —a

Exemples 39. Soit 1’équation suivante
3
y"(t) + Diy(t) +y(t) = o(t)
Appliquons la transformée de Laplace, Posons Y (s) = L{y(t)} et ¥(s) = L{o(t)}

C{y" (0} + L{DF (D)} + L{u(0)} = L{B(1)}

V(s) = o ((s) + 0(0)(s + s )y(0) + (7 + 1y (0))
s?4+s2+1
Y(S) = y(O) (kz:%( ) (82 + 1)k+1 + kz:%(_:Dk (52 I 1)k+1> +
y'(0) (g( )k( 21 1) + Z( )k (s2 + 1)k+1> + ;(_1>k¢(3) (s2 4+ 1)

Utilisons la transformée inverse de Laplace, on trouve

[SIE

= 1 k+1 = k+1
0 =00 (S0P -0+ 3 e )

k=0 k=0
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k=0

ik (k+3) (k+1) k Lk+2) p(k+1l) (42
0 (SR )+ S -0
k=0

1 k+1)
/ P(t T2 k+2)E; +(k+4)(—72)d7'.

Exercice. Résoudre les équations suivantes

o Diy(t) —y(t) =t° — 2, y(0) = 2.

y(t) Ly(t)
o _—
tcxflefat 1
T(a) (ra)e
t* 1 B o(at®) -
Ea(_ata) S(Si‘-‘ra)
1 - Ea(_ata> S(S‘g-‘ra)
taEa,ﬁ(ata) ::D‘—a
1 a b 1
o (e — ") G=aGh
tEB( ) BEB-&-l(at) sﬁ(sl_a)z
_ s -8B

4.2 La méthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian est une méthode analytique pour résoudre
des équations différentielles fractionnaires non linéaires. Cette méthode est basée sur
la décomposition de la solution en une série de fonctions Adomian. Ces fonctions sont
calculées en utilisant une série d’opérateurs différentiels et de fonctions de base. Cette
méthode est une méthode puissante car elle peut résoudre des équations différentielles frac-
tionnaires non linéaires sans avoir besoin de simplifications ou d’approximations. Cepen-
dant, cette méthode peut étre difficile a appliquer pour certaines aquations complexes.

De plus, la méthode de décomposition d’Adomian ne garantit pas toujours la convergence
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de la solution et peut nécessiter des itérations pour obtenir une solution précise.

Considérons I’équation différentielle suivante:
Lu+ Ru+ Nu = g. (4.3)

Ot L est un opérateur linéaire inversible R est le reste de I'opérateur linéaire et N est

Iopérateur nonlinéaire. Alors
L 'Lu+ L '"Ru+ L™ '"Nu=Lg. (4.4)

Et,on a L™'Lu = u—¢, donc u = ¢ + L™'g — L™'Ru — L~'Nu, ou ¢ apparaitre de
condition initiale.
La méthode de décomposition d’Adomian suppose que la solution u s’écrire de la forme

d’une série comme suit
(o)
U = E Unp,
n=0

remplagons dand I’équation (4.3), on obtient la récurrence suivante

Uy = ¢ + L_1g7
Up = —L 'Ruy_1 — L7 'Nu,_q, n> 1.
o
On décompose le term nonlinéaire Nu en séries Nu = ZA”’ ou les A, depends en
n=0

Ug, U1, ..., U, sont apelés les polynomes d’Adomian.
o

Cherchons d’une solution u de la forme Z Uy, -

n=0
Soit V = Z u; A\
=0
N(V(\) = ini [ Zu@x ] A"
n=0 A=0
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Ag =N (uyp)

A= L N g+ uh + . )1 — N ()
1l |2 L

Ay =2 [ N 4+ ..)} — N () + LN ()
o1 v L >

As 1 —d—sN(uo + ug A + )} = ugN'(ug) + ugua N" (ug) + U—?N(S)(uo).
31 | v L 3]

Alors N(u) = Z A,
n=0

Exemples 40. Pour 'opérateur Ny = f(y)

Ao =f(yo)-

Ay =y1f'(yo)-

o2
Ay =y f'(vo) + 2—1,f”(y0)-
3
A =y (o) + e f (o) + 51 (00).

2 2 4

Yy Yy Yy
Ay =yaf' (o) + (y1ys + 2—?)f”(y0) + 2—1'y2f(3)(yo) + 4—1,f(4) (%o)-

Exemples 41. Pour l'opérateur Ny = 1>
AO :y(%

Ay =y1f (o) = 24190

2
y
Ay =yaf' (o) + jf”(yo) = 2yoy2 + U5

Exercice:
y'(t) + 2 (t) = =1, y(0) = 0.

La solution exacte est y(t) = tan(—t).



yo =y(0) = J{1} = —t.

—t3
Y1 :—J{Ao} = —3 .
—2t°
p— A p— .
Y2 J{ 1} 15
—17t7
0 = — A = .
ys = = J{de} = 75

Douy=yo+uy +y2+ ...
La solution analytique des équations différentielles fractionnaires linéaires a
coefficients constants

Considérons léquation différentielle linéaire & coefficients constants suivante
an DOy (t) + an_1 DPr=1y(t) 4 ... + a1 D1 y(t) 4+ agD™y(t) = f(t) (4.5)

y'=0pouri=0,1,..,n.
Ou DP = Dgt, fo<Pr1 < .. <Ppa<n<pf,<n+letaq(i=01,..,n)est une
constante réelle.
Appliquons I'opérateur inverse D~—Pn 4 I'équation (4.5), on obtient
Apn—1 — Qo — .
y(t) + —— D=1 Bny(t)+...+a—D50 Bry(t) = —D B f ().

Utilisons la méthode de décomposition d’Adomian, on obtient la récurrence suivante

1

n(t) == (D5 0) ot DR 0)) ),

2
Ay — _ a _
(0P (B Dy 4k DR ) (),

Qn Qn

. _ (o g, ’
y2 =(—1)° <_a =Dy () 4+ a—ODBO 'Bny(t)) Yo(2)-
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Ajoutons les termes de récurrence, on obtient la solution par la de décomposition d’Adomian

TOEDIAGEDIES ( 1Dﬁn1B"y<t>+...+“—ODﬂo—ﬁnyu))syo(t)

’I’L an

- _Z (a” Inl pnor—buy(t) 4 .. 4 —2 pho—bn ()>SD5nf(t).

Qn

Exercice:

Considérons 1’équation fractionnaire de Riccati

Diy(t) = —y*(t)+1, 0<a <1,
y(0) = 0.

Appliquons le shéma d’Adomian

Yo = y( )+ Ja{l} = Fa+1’
Yn+1 = _Ja(An—l)a n > 0.

Ot les A, sont les polynomes d’Adomian de f(y) = .
N Tatt
'l + 2«
=_Jo 2y t3a'
& {wo} a?l'l + 3«
161"2al'4a
= — J*9 — _ 75504
b2 {2ou} = = 3ar1 1 50
Alors
t* '+2 1612174
y(t) = 29 20 ey

Ta+1 o2T1+3a  al'l+3all+5a

4.3 La méthode de la perturbation d’homotopie

La méthode de perturbation d’homotopie est une méthode numérique pour résoudre
des équations différentielles fractionnaires non linéaires. Cette méthode consiste a in-

troduire un petit parametre dans 1’équation différentielle fractionnaire et a considérer
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I’équation comme une série de puissance de ce parametre. Ensuite, cette série de puis-
sance est résolue en utilisant la méthode d’homotopie pour trouver une solution approchée
de I’équation originale. Enfin, en augmentant progressivement la valeur du parametre, la
solution est améliorée jusqu’a ce que la solution finale soit atteinte.

Pour utilisée 'idée pricipale de cette méthode, on considére 1’équation nonlinéaire

suivante:
A(u) + f(r) =0, € Q, (4.6)
ou
Blu.—) = r. 4.
(n50) =0 € (47)

ou A est un opérateur différentielle générale. B est I'opérateur au frontiére, f(r) est une
fonction analytique et I' est la frontiére du domain 2.
En générale, I'opérateur A peut étre écrits en deux parties L et N, ou L est la partie

linéaire et N est la partie nonlinéaire de 1’équation, donc on peut ’écrire comme

L(u) + N(u) — f(r) = 0. (4.8)
définissons la homotopie: V(x,p) : Q x [0,1] — R satisfait

H(V,p) = (1 = p)[L(V) = L(uo)] + p[L(V) + N(V) — f(r)] = 0. (4.9)
Ou

H(V,p) = L(V) = L(ug) + pL(uo) + p[N (V) — f(r)] = 0. (4.10)
Our e pe(0,1] et ug est la condition initiale approximative de (4.9) et (4.10), on a :

H(V,0) = L(V) = L(uo) = 0,
H(\V,1)=L(V)+N(V) - f(r)=0.
Le changement de p de zero vers l'unité est juste que V(r, p) passes de ug(r) vers u(r),
dans la topologie, on appelle ¢ca une déformation.
L(V) — L(up) et L(V) + N(V) — f(r) sont homotopies. L’hypothése de base est que la
solution de (4.9) ou (4.10) est

V =Vy+pVi + p* Vo + ..
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La solution approximative de notre probléme peut étre éxprimer comme
wu=1lmV =vy+ Vi + Va...
p—1

Exemples 42. On considére I'equation différentielle suivante:

La solution exacte est u(t) = 117

Dans la vue de HPM, on construit I’homotopie suivante
(1—p)(v' —up) + p(v' +0*) =0, p€[0,1], t € Q.

Par HPM, définissons I'homotopie: V : Q x [0,1] = Ret up = 1.

La solution est
V=Vo+pVi+p*Va+ ...
De (4.11) et (4.12), on obtient

Pl Ve =g
pt Vi du, +VE =0, V1(0)=0

p* Vi +2VVi =0, V3(0) =0

Appliquons 'opérateur intégrale, on obtient:

(4.11)

(4.12)
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La solution est

V:UO—FV}—'—‘/Q

=1—t+t>+ ..
1
1—t

Résolution d’un probléme fractionnaire par la méthode de perturbation d’homotopie

Soit le probéme fractionnaire suivant

Dy(t) = f(t,y(®), yP(©0) =y, k=0,1,...,n—1.
Le probléme peut s’écrire de la forme

Dey(t) + Ly(t) + Ny(t) = g(t)
y®(0)=c, k=0,1,....,n— 1.

O les ¢, sont les conditions initiales, L est 'opérateur linéaire qui peut contenir d’autres
opérateurs fractionnaires.

Dans la vue de la méthode de perturbation d’homotopie, on construit ’homotopie suivante

D%(t) + p[Ly(t) + Ny(t) —g(t)] = 0, p € [0,1]. (4.13)

Si p =0 alors D*y(t) = 0.
Si p = 1 alors I'equation revient au probléme initial.

Utilisons le paramétre p, on écrit la solution de la forme

y(t) = yo(t) + pyr(t) + p°y2(t) + ... (4.14)

Posons Ny(t) = h(y), et remplagons (4.14) dans (4.13) et ramassons les termes du méme
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ordre de p, on obtient

O les fonctions hq, hs, ... satsfaient ’équation suivante

h(yo(t) + pyr(t) + pPya(t) + ...) = hi(yo) + pha(yo, y1) + p*h3(Yo, 1, y2) + ...

Appliquons l'opérateur J I'inverse de D, les premiers termes de la HPM solution sont

i
L

wlt) =340 = Sy 0= e
yi(t) == J*(Lyo(t)) — J*(ha(yo)) + J*(9(2)).
ya(t) = — J*(Ly(t)) — J*(ha(yo, 11))-

ys(t) = = J*(Lya(t)) — J*(ha(yo, 1, y2))-

Exemples 43. Considérons le probléme suivant

Dfoy(t) = _y(t)a 0<a<2,
y(0) = 0, ¥'(0) = 0.

On peut construire ’homotopie suivante

Diy(t) + py(t) =0 (4.15)
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Remplagons (4.14) dans (4.15) et ramassons les termes du méme ordre de p, on obtient

Yolt

D%o(
D%y (t
p* 1 Dyt
D%ys(

) =0.

) = —Yo
) =~y
) =~y

ys(t

Appliquons l'opérateur J* I'inverse de D, les premiers termes de la HPM solution sont

yo(t) =1

n(t) == I wl) =~ g

() = = Il0) =~ () = s
() = = J*(a) = ~ s

Alors la solution est donnée par

L& (o
un =2 T(ka +1)

k=0

4.4 Exercices

Exercice 1:

Résoudre les equations suivantes en utilisant la transformée de Laplace
1. y/(t) + 2y(t) = 4te™?, y(0) = —3.
2. y"(t) — 2y (t) + 2y(t) = cos(t), y(0) =1 et y/(0) = 0.

Exercice 2:
Résoudre les equations différentielles fractionnaires suivantes en utilisant la transformée

de Laplace
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L y"(t) + DEy(t) + y(t) = 6(2).

2. Dly(t) —y(t) = f(t), y(0) =2et 0 <n < 1.

3

3. Diy(t) +y(t) =%, y(0) = a et y/'(0) = b.

Exercice 3:

Résoudre les equations différentielles suivantes en utilisant la decomposition d’Adomian

L y'(t)+32(t) =1, y(0) = 0.
Diyy(t) + Ay(t) = f(1), t>0,
y*(0)=0,k=0,m—1, m—1<n<m.
Exercice 4:

Considérons I'equation différentielle fractionnaire de Ricati:

Dry(t) = —y*(t)+1, 0<n<1,
y(0) =0.
Résoudre cette equation en utilisant la decomposition d’Adomian.
Exercice 5:

Résoudre 'equation différentielle suivante en utilisant HPM:

Diy(t) = —y(t), 0<n<2
y(0) =0, ¥'(0) = 0.

Conclusion

En conclusion, les équations différentielles fractionnaires sont une extension impor-
tante des équations différentielles ordinaires qui trouvent des applications dans de nom-
breux domaines scientifiques et techniques, tels que la physique, 'ingénierie, la finance et
la biologie. Les équations différentielles fractionnaires présentent des défis uniques pour
leur résolution, car elles impliquent des dérivées d’ordre non entier qui ne peuvent pas

étre traitées par les méthodes standard pour les équations différentielles ordinaires.
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Dans ce polycopié, nous avons présenté les bases du calcul fractionnaire, y compris les
dérivées et intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous
avons également discuté des différentes méthodes de résolution des équations différentielles
fractionnaires, notamment la méthode de décomposition d’Adomian, la méthode de per-
turbation d’homotopie et la méthode de transformée de Laplace.

Nous avons également introduit les fonctions spéciales qui apparaissent souvent dans
les solutions des équations différentielles fractionnaires, telles que les fonctions de Mittag-
Leffler, les fonctions Gamma-Euler et Beta. Ces fonctions sont importantes car elles per-
mettent de décrire de maniere précise et efficace les solutions des équations différentielles
fractionnaires.

Ce polycopié a pour objectif de fournir une introduction aux équations différentielles
fractionnaires et a leurs méthodes de résolution, tout en soulignant I'importance de ce
domaine de recherche qui actif, avec de nombreux défis théoriques et numériques restant

a relever.
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Ces ouvrages fournissent des introductions détaillées aux concepts de base du calcul
fractionnaire et des équations différentielles fractionnaires, ainsi que des méthodes de

résolution.
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