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AVANT-PROPOS

Ce polycopié est destiné aux étudiants de premiére année du systeme Licence-Master-Doctorat (L.M.D)
spécialité : Sciences de la Matiére (SM) et Sciences et Technologie (S.T). Il suit le programme enseigné dans

les départements de Physique au sein des Universités Algériennes.

Ce polycopié contient des rappels de cours et des exercices résolus sur les différents chapitres du module

de Physique 1 “ Mécanique du point ”.

Les rappels de cours ont été introduits pour souligner les concepts de base de la mécanique classique du
point matériel. Les exercices accompagnants ces rappels de cours ont été choisis pour but d’apporter une
formation efficace aux étudiants afin de faciliter leur compréhension du cours et de consolider leurs

connaissances.

Ce polycopié est divisé en cing chapitres :

Chapitre - 1 : Equations aux Dimensions, Calcul des Incertitudes et Calcul Vectoriel

Chapitre - 2 : Cinématique du point matériel

Chapitre - 3 : Le mouvement relatif

Chapitre - 4 : Dynamique du point matériel

Chapitre - 5 : Travail et Energie

Je tiens a souligner que ce polycopié n’est pas un substitut aux cours et travaux dirigés. La présence de
I’étudiant et son interaction avec son enseignant est irremplacable. Ce polycopié sert comme support et

accompagnateur a I'étudiant dans son parcours d’apprentissage et de connaissance.

Je souhaite a tous nos étudiants une bonne expérience universitaire et un parcours plein de succes et

réussite.

Dr. Sid Ahmed Sfiat
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Chapitre 1

Equations aux Dimensions, Calcul des Incertitudes et Calcul Vectoriel

1.1 Equations aux Dimensions:

La dimension est la grandeur physique associée a un objet physique indépendamment de 1’unité utilisée pour
la mesure de 1’objet. Il existe sept grandeurs de base du systéme international choisi par les physiciens, a
partir desquelles on peut former toutes les grandeurs de la physique.

Dimension | Mass | Longueur | Temps | Intensité | Température | Quantité Intensité
fondamentale électrique de matiere | Lumineuse
Unité (S.1) Kg m A k Mol Cd
Symbole M L I O N J

Une constante physique est une grandeur dimensionnée. Une constante numérique est adimensionnée. Il ne
faut pas confondre dimension et unité. En effet, une quantité physique a une et seule dimension mais elle
peut étre exprimée dans plusieurs systémes d’unités différentes.
Deux quantités physiques sont homogénes si elles ont la méme dimension. On ne peut additionner ou
soustraire que des grandeurs de méme dimension et exprimées dans le méme systéme d’unité. L’analyse
dimensionnelle permet de retrouver la dimension et unité d’une grandeur si on connait une équation simple
liant cette grandeur a d’autres de dimension connue.
Voici quelques régles a suivre afin de trouver la dimension et 1’unité d’une grandeur physique :
On utilise les crochets [ ... ] pour exprimer la dimension de 1’objet considéré.
Les arguments des fonctions mathématiques sont sans dimension.
SiA=B"xC™" alors [A] = [B]"x [C]™

Gl = T et [fAdx] = [4].[x}

La dimension d’une grandeur G est donnée en fonction des 7 dimensions fondamentales :
[G] = M*LYT?0%1°N°J¢ avec des nombres réels comme exposants.

Le tableau suivant illustre les différentes grandeurs formées a base de grandeurs fondamentales:

Grandeur Relation dimension Unité de base
Longueur d L M
Surface s=L? L2 m?
Volume v=L* L3 m’
Temps t T S
Vitesse v=d/t LT ms™
Accélération a=v/t LT? ms
Fréquence v=1/T T! s ou Hertz (Hz)
Mass m M Kg
Mass Volumique p=m\V ML kgm®
Force F=ma MLT? kgms™, Newton (N)
Energie E =mc? ML*T? kgm?s?, Joule (J)
Puissance P=E/ ML?T? kgm?s® , Watt (W)
Pression P=F/S ML™T? kgm™s?, Pascal (Pa)




Intensité de courant
Charge électrique
Voltage
Resistance
Capacité
Inductance

Q=lt
U="p/
R=U/
C=QI
U =Ldi/dt

I
IT
ML2T3
ML2T?
MIL?TY 2
ML2T?1°2

Ampere (A)
A-s, Coulomb (C)
kgm?’s®A™ | Volt (V)
kgm®s2A?, ohm (Q)
kg'm?s*A? , farad (f)
kgm?s?A* | henry (h)

Le tableau suivant montre les différents multiples utilisés avec les unites :

Multiple | 10" | 10" [ 10° | 10° | 10° | 10° | 10"
Préfix | femto | pico | nano | micro | milli | Centi | Déci
Symbole F p n n m C D
Multiple | 10" | 10° | 10° | 10° 10° | 10% | 10"
Préfix | deca | hecto | kilo | méga | giga | Tera | Peta
Symbole | Da h K M G T P




Exercices :

1. Trouver la pulsation o du pendule simple sachant qu’elle est en fonction de 1’accélération de gravité
g, la longueur du fil | et la mass m du point matériel attaché au fil.
e o = am?Pg® ol a est une constante numérique sans dimension.
Alors, [o] = [m][11°[g]° =T
-I—-l — MaLb(LT-Z)c
En identifiant les deux parts de I’équation, on obtient :

a=0,b=—l etc=30
2 2

Donc, o = a\/%

2. Trouver la pulsation d’oscillation o d’une étoile sachant qu‘elle est en fonction de la densité de
I’¢étoile p, de son rayon R et de la constante de la gravitation G.
e ® = kp?RPG® ou k est une constante numérique sans dimension.
Alors, [o] = [p]*[RI)[G]* = T
-I—-l — (M L-3)aLb(M-1L3T-2)c
En identifiant les deux parts de 1’équation, on obtient :

a=c=% etbh=20

. . . , . M
3. La force universelle de gravitation est donnée par la relation : F = G "rl—z
o Déterminer la dimension de la constante G et son unité.

e F= Gm—y >G = Fr?
r mM
_[FIr)? _ (MLT™2)(L)? _ |\ a1y 32
donc, [G] = v Ve =M-L°T

D’ou G =6.67x10™" kg'm?®s

4. Donner les dimensions et unités Sl des grandeurs physiques suivantes :
La permittivité du vide &y, la perméabilité du vide y, , la constante de Planck h, la constante de
Boltzmann k et la constante de Stefan o.

e En utilisant la relation de la force électrique : F = —92 — ¢ = — 92
4mMEQ T 4TF r
_ 1lgllQ] _ _I*T%  _ 1\ rdy 314 12 eli-3cd A2
[eo] = 707 = mr= = MTLTT 1 (kg ms"AY)
e En utilisant la relation de la force magnétique : F = u, hbt Uo = 2k
2nr 11121

_ [Fllr] _ MLTZL
ol = fta =~

= MLT? 1% (kgms2A?)
e En utilisant la relation de I’énergie de rayonnement : E = hv - h = VE
[h] = £ = ML2T2T = ML2T T (kgm?s™) ou (Js)

v]
e En utilisant la relation de I’énergie cinétique d’une molécule de gaz monochromatique :

E=3kTok=2
2 3T
2m—2
[K] = & = #=— = ML*T?0" (kgm’s*K™) ou (OK™)

e En utilisant la relation de la puissance rayonnée par unité de surface d’un corps noir :




2n? k4 2n* k*
P=——T*=0T*> 0="—
15 c2h3 15 c2h3
[k]4 _ (MLZT—29—1)4

= - MT30* 34
[0] - [c]2[A]3 - (LT-1)2(ML2T—1)3 =MT~O (kgS K )

5. Donner les dimensions et unités Sl des grandeurs électriques suivantes : RC, % et VLC
e Dutableau, on a: [R] = ML?T31?, [C] = MIL?T* et [L] = ML2T?I?
Donc, [RC] =T (s)
L
F=T©
[VIC]=T ()

6. Donner la dimension et I’unité de la constante R des gaz parfaits.

e PV =nRT —>R=ﬂ
nT

—17—273
[R] = gm — ML NZ E = ML2T?NO™ (kgmZsZmol 'K )

7. La vitesse d’un objet est exprimée par I’équation : v = At> — Bt ++/C .
o Donner les dimensions et unités des coefficients A, B et C.
o [v] =[Al[t]® = [B][t] = [C]V/?=LT*
[A] = LT* (ms™),
[B] =LT?(ms?
[C] = L°T? (m%™?)

8. La force de frottement agissant sur un corps est proportionnelle au carré de sa vitesse.

o Donner la dimension et I’unité de la constante de proportionnalité.
e F=kv? k==
v2
[F] _ MLT™?

[k] = 1z =

vz T (LT-1)2

=ML™ (kgm™)

9. Dans un circuit électrique, I’intensité du courant obéit I’équation différentielle:
R % + %i = 0, ou R est une résistance et C est une capacité.
o A l’aide de ces grandeurs, définir une grandeur T homogene a un temps.
ail _ 11, I L
* [Rdt] o [Cl] ~ [R]IC] = [%] =T

Donc, t=[RC] =T
2
10. L’¢longation d’un ressort obéit 1I’équation différentielle: ZTZ + %% + wely =0
o Déterminer les dimensions des grandeurs w, et Q.
a’y] _ [@ody ¥] _
[F] = [?OE] = [wo?y] = -2 = LT 2
[wol?[y] = LT72(s™)
- [we] =T
[wol [dy] _ [wol V] _ ;72
[Q] [dt] [@] [T] LT
- [Q] = 1 Sans dimension.




1.2 Calcul des Incertitudes:
Toute mesure physique est accompagnée d’une marge d'erreur appelée incertitude.
D'une maniere générale, si I’on mesure une grandeur X et que 1’on obtient une valeur moyenne ap avec une
incertitude Aa, on notera :
X=aytAa.
Dans ce cas Aa est appelée incertitude absolue et a la méme unité que ay.

On définit également I'incertitude relative % qui représente lI'importance de l'erreur par rapport a la grandeur

mesurée. Elle est forcément sans unité et souvent donnée en pourcent.

Supposons qu’une grandeur physique G = G(x, y, z) dépende de plusieurs grandeurs X, y, Z mesurées avec
les incertitudes Ax, Ay, Az.

L'erreur maximum possible sur G est:

AG = 27| ax + |2 |Ay+| |z
Voici quelques cas a considérer :
= G=xty > AG = Ax+ Ay
" G=xy - AG = |x|Ay + |y|Ax

x |x|Ay+|y|Ax
. G = ; - AG = y—2
. x%y -B At
G = k2 AG = Gllal T+ 1B+ Iyl oo + Y| )

Le nombre des chiffres significatifs conservés dans un résultat ne doit jamais impliquer une précision
supérieure a celle des données.

Dans un calcul, D’incertitude d’un résultat ne doit jamais étre supérieure a celle de la donnée la moins
précise.




Exercices :

1. Trouver la résistance électrique R dans un simple circuit électrique ou I’intensit¢ du courant a la
valeur de | =0.10 mA avec une incertitude Al = 0.01 mA et la tension U aux bornes de la résistance
a lavaleur de U =1.50V avec une incertitude AU =0.01 V.
e Tout d’abord on calcule la valeur moyenne de la résistance R sachant que R=U/I ;
cela donne : R = 1.50/0.10x10 = 15000 Q.

UAI+IAU _ 1.5%0.01¥1073+40.1x1073x0.01
. (0.1x1073)2
Finalement, la mesure que 1’on a effectué nous donne : R = (15000 £ 1600) Q.

= 1600 Q

En suite, I’incertitude AR =

2. La période d’oscillation T d’un pendule simple est donnée par la formule :

T=2T[\/z.
g

o Donner ’incertitude sur g si :
La période est T=(2.20 + 0.01) s et la longueur | = (120 £ 1) cm.

e Tout d’abord on calcule la valeur moyenne de 1’accélération de gravite g :

T = 271\/% -y =4n2i2=4n2 2~ 9.79m/s?

(2.2)?

2lAT

0.01 2%1.2%0.01
z 201 Zizoo

= 41?
[ 2.23

L’incertitude Ag = 41 [T2 ~ 0.17 m/s?

Finalement, g = (9.79 + 0.17) m/s?

3. Soit A I’angle d’un prisme et D 1’angle de déviation d’un rayon incident aprés traversée du prisme.

L’indice de réfraction du prisme dans le cas de minimum déviation est :
_ sm((A+D)/2)

sm( )

o Trouver l'incertitude relative % dans le cas AA = AD.

o An=|—
on _1 M -cotan (é)ﬁ =1 (cotan( ) cotan( ))
94 2 sin(?) 2 sin(?) 2"
an _ 1(cos (%) 1 A+D
3 =3y ) = 3 (cotan)

%n = —(|c tan(—) cotan( ) |AA + |cotan(—)| AD)

AA+| |AD

Dans le cas: AA = AD = ¢, l'incertitude relatlve = devient :

%n = %s(|cotan (A;D) cotan( ) | + |cotan( +D)|)

Puisque |cotan (A;D) cotan( ) | = cotan (';) — cotan (%)
Donc, %n = %s(cotan (2))

4. On mesure le diamétre et la masse d’une bille en or :
d=(10.00£0.01) mMmetm=(9.9+0.1) g
o Calculer le volume de la bille avec son incertitude relative ainsi que son incertitude absolue.
o Calculer la masse volumique (densité) de la bille avec son incertitude relative ainsi que son
incertitude absolue.




e LevolumedelabilleV = %m’3 - %nd3 ~ 523.6 mm3 = 0.5236 cm?

AV Ad
= 37 = 0.003 = 0.3%

S AV =V AVV = 523.6 % 0.003 ~ 1.571 ~ 1.6 mm?3
Donc, V = (523.6 + 1.6) mm®

9.9

e p= % = -~ 1891 g/cm3
Ap _Am AV _ 014 0.003 ~ 0.01 + 0.003 = 0.013 = 1.3%
p m 14 9.9

Ap = pAp = 1891 % 0.013 ~ 0.25 g/cm?
Donc, p = (18.91 + 0.25) g/cm?

5. Les cOtés d’un rectangle sont : a = (5,35 0,05) cm et b = (3,45+ 0,04) cm
o Calculez le périmetre et I’aire du rectangle.
e L=2(a+b)=2(535+3.45)=17.60 cm
AL =2(Aa+ Ab) =2%*(0.05+0.04)=0.18 * 0.2cm
Le périmétre est : L = (17.60 £ 0.18) cm ou (17.6 £ 0.2) cm
S = a*h = 5.35*3.45 = 18.4575% 18.46 cm’

AS = a*Ab + b*Aa = 5.35%0.04 + 3.45*0.05 = 0.3865 ~ 0.39 cm?
L’aire est : S = (18.46 + 0.39) cm? ou (18.5 + 0.4) cm?

6. Le rayon d’une sphére est r= (10,00 + 0,08) cm
o Calculer l’aire et le volume de la sphere.
e S=4nr?= 4710% ~ 1256 cm?
AS = 8nrAr = 810 % 0.08 =~ 20 cm?
L’aire est : S = (1256 + 20) cm?
e V= ng'T3 ~ 4189 cm?
AV = 4mr?Ar ~ 100 cm?3
Le volume est : V = (4189 + 100) cm®

7. Unvolume cylindrique de :
masse m = (23,2 £ 0,1) g, de diamétre d = (1,62 £ 0,03) cm et de hauteur h = (3,44 £ 0,05) cm
o Calculez son volume et sa mass volumique.
o V=7d*h=7-162%+344~709cm?

AV = g dhAd + gdzAh ~ 0.37 ¢cm3
Le volumeest: V = (7.09 + 0.37) cm?

_ E _ 23.2 _ 3

e p=L =GN 3.3g/cm
A_p _Am AV 0.1 037 _ 3
o TV T2 e 0.06 - Ap=0.2g/cm

La mass volumique est: p = (3.3 £ 0.2) g/cm3

8. Les «cOtés opposé et adjacent a l'angle 6 d'un triangle rectangle sont respectivement :
a=(121+£0.1)cmetb=(23,3+£0.2) cm.
o Calculez I'angle 0 et la longueur de I'hypoténuse.

e 0= tan‘l(%) = tan‘l(%) ~ 27.4°




A = —7—Aa +—"—Ab

A8 = 0.0069 rad ~ 0.4°
Donc, 8 = 27.4° + 0.4°
e c=+Va?+b? =~ 26.25

Ac = == Aa + = Ab
Ac ~ 0.22

Donc, la longueur de I'hypoténuse ¢ = (26.25 + 0.22) cm

9. Un véhicule consomme V = (48,6 £ 0,5) litres de carburant en parcourant une distance
d = (530 £ 20) km.
o Calculez sa consommation moyenne en litres par 100 km.

e (= 100V 48.5%100 ~ 92 l/100km

d 530
AC = 10022222 + 0.51/100km

Donc, C = (9.2 +0.5) [/100km
Le véhicule roule a une vitesse v = (100 + 5) km/h et s'immobilise en untempst= (3.3 £0.1) s.

o Calculer I’accélération moyenne de ce véhicule en m/s?.
(100 £ 5) km/h = (100 + 5) * 1000/3600 m/s = (1000 + 50)/36 m/s

o a=dv/dt =222+ 84m/s?
Aa = tAthrvAt ~ 0.7 m/s
Donc, a = (8.4 +0.7) m/s’

10. Soit les deux circuits suivants avec :
R;1=(150£10)Q,R,=(200+12) Q,E=(100+5)Vetr=(10+£1) Q
o Calculer I’intensité du courant dans le circuit suivant :

I r

g m—
|F&
E
Ry R
e L’ intensité du courant est donnée par la formule : | = HLR
Les deux résistances R; et R, sont en séries :
Rr = Ry + Ry = 150 + 200 = 350 Q
-1 0.278 A
104350
ARy = AR; + AR, =10+ 12 =22 Q
A= 2| AR + | 2| Ar + |2 AR = SROE+ IS A+ AR
1 100 100
Al = 10+350 5+ (10+350)2 1+ (10+350)2 22 =~ 0.0324

Donc, I’intensité du courant est | = (0.278 £ 0.032) A




o Calculer I’intensité du courant dans le circuit suivant :

4|E“=r' | |

Rl RZ

e Les deux résistances Ry et R, sont en paralléles :

R{*R 150%200
p = ke ~ 85.714 Q
R1+R; 1504200

= & ~ 1.045 A
10 + 85.714
AR = (Rl)Z(A;Z-:'}gf)ZZ)ZARl _ 150(21*5102:220000)22*10 ~ 547 Q
AL = |5 AE + [T ar + || AR = —AE + A+
Al = 10+815.714 5+ (1o+s13(5).0714)2 1+ (1o+;§.0714)2 5.47 = 0.123 4

Donc, I’intensité du courant I = (1.045 + 0.123) A

AR




1.3 Calcul Vectoriel:

Un scalaire est une grandeur totalement definie par un nombre et une unité : temps, température, masse,
énergie, volume, etc...

Un vecteur est une entité mathématique définie par une origine, une direction, un sens et une intensité :
déplacement, vitesse, accélération, force, moment cinétique, etc.

A chaque vecteur A on peut associer un vecteur unitaire 1 qui a la méme direction et de norme égale a
I’'unité. On obtient le vecteur unitaire en divisant le vecteur initial par son module :

—

_ A

=G

Dans l'espace rapporté a une base orthonormée (i, J, 73), le vecteur 4 est exprimé par la formule :
A=AJd+Aj+ Ak

u

et son module |4] est: |4| = \/sz + A, + 4,7

En notant par a, S et y les angles respectifs formés par le vecteur A avec les axes OX, OY et OZ;
A, = Acosa
A, = Acosp
A, = Acosy.

On peut en déduire I’expression : cos?a + cos?p + cos?y =1

Operations Vectorielles:
1.3.1 Addition de vecteurs:

Soient deux vecteurs U et V, la résultante vectorielle de U et V est un vecteur W situé dans le méme plan tel
que: W=U+V:
W = (Uy + V)T + (Uy, + V)j + (U, + )k

I_I; —
W v
g
U U

La magnitude du vecteur W est exprimée par I’expression :

] = [0 + (7] + 205 «[7] = coso
avec 8 = (l_f, V) I’angle entre les vecteurs UetV.
Si 6 = 90° on retrouve la formule de Pythagore :

— —2 —2

w| = Jlu]" +|v]

La soustraction de deux vecteurs U et V est un vecteur S situé dans le méme plan tel que :

S$=U-V=(Ux—V)i+ Uy = V)j+ (U, — V)k.

La magnitude du vecteur S est exprimée par 1’expression :

— — 2 —2 — —
81 = [ + 7" ~ 2[5 < 7] = coso
10




1.3.2 Produit Scalaire:
Le produit scalaire entre deux vecteurs U et V est un scalaire défini par la relation :
= |ﬁ| * |V| * cos0O
Le produit scalaire est nul si un des vecteurs est nul ou les deux vecteurs sont orthogonaux.

Dans l'espace rapporté a une base orthonormée (i, J, E), le produit scalaire est exprimé par :
U-V=U, Vo +Uy,-V,+ U,V
Le produit scalaire permet de mesurer I'angle compris entre deux vecteurs UetV:

<
1

\ =

cosl = =
U

IVI
U Vit Uy Vy+U, Vg

cosf =

\/Ux2+Uy2+U22\/Vx2+Vy2+VZZ
L’angle est aigu si le produit scalaire est positif et obtus si le produit est négatif.
Le vecteur projection du vecteur U sur le vecteur V est ;

UV—>
Uy =

| §
1.3.3 Produit Vectoriel:

Le produit vectoriel entre deux vecteurs U et V est un vecteur noté W = UAV orthogonal aux deux vecteurs

avec un sens qui donne au triplet(U, V, W) une orientation directe. Le produit vectoriel est nul si les vecteurs
sont colinéaires ou si un des deux vecteurs au moins est nul.

Dans l'espace rapporté a une base orthonormée (i, 7, k), le produit vectoriel est exprimé par :

W = (UyV, = U BT~ UV, = U V)T + (UnVy — Uy Vo )k
L’aire du parallélogramme construit a partir des vecteurs UetVest:
le module |W| = |UAV| = |U]| « [V| * |sind|

11




1.3.4 Produit Mixte:
Le produit mixte entre trois vecteurs U, V et W est un scalaire défini par I’expression :

W, W, W,
S=W-(UNV)=|U: U, U,
Ve VoV,

Le produit mixte est nul si les trois vecteurs sont coplanaires, ou deux vecteurs sont paralleles, ou si un des
trois vecteurs au moins est nul.

Le produit mixte est positif si le triplet (U, V, W) forme un triedre direct et négatif si le triplet (T]’,T/TW)
forme un triédre indirect.
Le produit mixte est invariant par permutation circulaire.

—

Sa valeur absolue représente le volume du parallélépipéde construit sur les trois vecteurs (U, V, W).

1.3.5 La dérivée:

L'opération dérivée est une application qui a chagque vecteur A est associé un vecteur donnée par :

dA _ dAxo dAyf_I_ dAZE
dat — dt dt dt

1.3.6 Gradient:
L'opération gradient est une application qui a chaque champ scalaire S est associé un champ vectoriel dont la

valeur en chague point est donnée par :

— 3 - as - as - as 7
gradS—VS—£l+£]+£k

1.3.7 Divergence:

L'opération divergence est une application qui a chaque vecteur A est associé un scalaire dont la valeur en
tout point est donnée par :

, = =%  OA d0A 0A
divA =V.A=—"2+-24+—=
dx dy 0z

Il est utile de savoir que :

%divz = din—': et divSA = VS.A + SdivA

1.3.8 Rotationnel:

L'opération rotationnel est une application qui a chaque vecteur A est associé un champ vectoriel dont la
valeur en chaque point est donnée par :

-

7R

2 A _OAA |92 9 9| _ 04z 94y\o 04y 0Ax\o 04y 047

rot A=VN\ = |— 5 2 _(ay SI— (5, — 5t (5 ay)k
A, A, A,

e

Il est utile de savoir que : rotgradM = VAVM = 0 et divrot A = V.VAA = 0

12




1.3.9 Généralités sur les triangles:

K/
L4

Dans un triangle rectangulaire, on a les relations usuelles suivantes :

ino A

sind =—

c

E—B

c cos =z

B tang =

an =1

A

i l_ cotanfd = —

) B
C=,A*+B?

K/
A X4

Dans un triangle quelconque, on a les relations des sinus et cosinus suivantes :

sinat sinf _ siny
A B ¢

C= \‘.-"_4: + B? — 24 + B * cosy

e Lasomme des angles intérieurs d’un triangle quelconque est égale a 180°,

) , s 1 . 1 . 1 .
e La surface d’un triangle est égalea: S = EA - Bsiny = EA - Csinf = EB - Csina
e La somme de n’importe quels deux cOtés est supérieure au troisiéme.

13




Exercices :

1. Dans un repere orthonormé OXYZ on a les vecteurs :

A=471-37+2k , B=21—3]+3ket C=—-21—]+k

O

O

O

Calculer le module de chaque vecteur.
Calculer les vecteurs D = 24+ 3B —CetE=A+B—C
Calculer le vecteur projection du vecteur D sur le vecteur E

|Z|=\/Ax2+Ay2+AZZ=\/42+32+22=\/29
|§|=\/Bx2+By2+BZZ=\/22+32+32=m
|6|=\/Cx2+CZ+CZZ=\/22+12+12=«/8
D=24+3B—-C=160—14] + 12k
E=A+B-2C=101—4j -3k

l—)’E — D_EZE.’ — 16%¥10+14+4—12+3 13 — ﬁi

102+42+32 25

=l

2. Dans I’exercice précédent, calculer :

(@]

o

(0]

I’angle entre AetB
I’angle entre AetC
I’angle entre BetC

A-B=4%2+4(=3)(-3)+2%3=23

A B = [4||B| cos(a,B) - cos(a,b) = % = \/2_;3/5 ~ 091 = (a,b) ~ 24.41°
A C=4%(-2)+(-3)(-1)+2%1=-3

A-C = |4||C| cos(a, c) = cos(a,c) = ?T% = \/2;9‘35 ~ —0.23 - (a,¢) ~ 103.15°
B-C=2x(-2)+(-3)(-D)+3*1=2

B-C= |§||Z')| cos(b,c) = cos(b,c) = l;’% = \/%\/g ~ 0.17 - (b, c) = 79.98°

3. Dans I’exercice précédent, calculer :

o

o

I’aire du parallélogramme construit a partir de DetE

le volume du parallélépipede construit sur les trois vecteurs ADetE
o T ]k
S =|DAE| =116 -14 12
10 -4 -3

S = |907 + 168 + 74k| = \/90% + 1682 + 1742
L’aire du parallélogramme : S =~ 258 u?

o 4 -3 2
V=|A(DAE)|=|[16 -14 12
10 -4 -3

Le volume du parallélépipéde : V = 8 u3
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4. Soit les vecteurs A et B .

o Démontrer que [4AB|” + (4.B)? = [4|'[B|”

o Démontrerque A L B si |[A+B|=|4- B|
. |Z/\§| = ||| « |B| « sine|

= |Z)| |_)| * cosf
Donc : |A/\B| +(A.B) = 4 r B|’ (cos?0 + sin?0) = [4|'|B|’

|4
|4+ B | |4 - B| =(A+B).(A+B)=(4A-B).(A-B)

i+ 5| = 4 -5 -
S|4+ B +24B =4 +|B] -24B -~ AB=-4B > 4B=0
Donc:4 1 B

5. Soit les trois vecteurs 4, B et C. Donner leurs projections sur les axes OX, OY, O’X’ et O’Y”’
sachant que |4| = 10w, |B| = 8uet |C| =9 u, 8 = 60° et ¢ = 15°,
o Calculer larésultante D = 4 + B + C dans le systétme OXY et O°X’Y".

OX oy o’x’ oY’
a 0 —10 10*sin60 ~ 8.66 —10*c0s60 = -5
B 8*sin60 ~ 6.93 8*cos60 = 4 0 8
¢ | —9*sin15%2.33 | 9*cos15% 8.69 | —9*cosl5 ~ — 8.69 9*sinl5 * 2.33
D 4.60 2.69 —0.03 5.33

Remarque : |D| ~ v28.40 u dans les deux systémes.

6. Soit le vecteur 4 = 4xt%7 — 3sin(2t)j + %E ou t et x sont des variables réelles indépendantes.

da dA
Calculer = et —

dA 2x
¢ —= 8xtl — 6cos(2t)] — roy?
A _ 4294 2}
=T 470+ t+5

15




7. Soit les fonctions f(x,y, z) et g(x, y, z)définie dans I’espace des réels comme :
— [x2 21,2 — |3 - _1
o fx,y,z2)=+x>2+y?+z —|r|etg(x,y,z)—\/m =

o Calculer gradf = Vf(x,y,z) et gradg = Vg(x,v,2)
Bf_> af-» 8f—’ X - y - z 7

¢ Vf(x y,z) = l+ _] + _k \/x2+y2+zzl \/x2+y2+22] Jx2+y2+z2
Sz xl+yj+zk
virl = m
Donc : V|7| = TI
dg - , 0g 7
. Vg(x y,z)—a—g r+-- g +—gk
= _x N -y > —Z 7
Vg(x,y,z) = L+ + k
'g( y ) (xZ + yZ + 22)3/2 (xz + yZ + 22)3/21 (xZ + y2 + 22)3/2
_ —(xT+yj+zk)
Vm (x2+y2+22)3/2
Donc: V= = —

773

8. Le vecteur V(t) est dépendant de la variable réelle t.
) . o avl dlv
o Démontrer que si sa direction est constante, alors |E| = % :

) : : = = dv
o Démontrer que si sa magnitude [V| est constante, alors V L —

Le vecteur V(t) est exprimé comme V(t) = |V|1_7’ ol ¥ est son vecteur unitaire.
B ay|
dt

£ d|V|v

w= = WG

—

. — d
e Sila dlrectlon de V est constante, alors v est constante — d—: =0

) _ )

Donc: |
dt dt

—2
vl

— —,2 — —
e Silamagnitude |V| est constante : [V|” = V.V = constante - dd— =0

~

S
dt

— dv
Donc: V L —
dt

9. Soit le vecteur V = 8xyT — 6ycos(2z)] — - +5) Xk
o Calculer rot V, divV et divrot V .
L Ji k
0 0 0
rotV =VAV = | ox ay 0z
2x
8xy —6ycos(2z) -— 5
e TrotV = —12ysin(22)7 +7 5)] — 8xk
o divV =V.V = 8y — 6c0s(2z) +( +5)2

e divrot V = 0 (Théoréme)
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10. Soit le vecteur 7 = acoswtt + bsinwtj ol a, b et w des constantes réelles.

N -, d?7
Calculer r/\E et r/\m.

dr
[ ] =

= —awsinwtl + bwacoswt]

d%v .
== —aw?coswtl — w?bsinwt]
a2y _ 0)2?
datz
- 2 .
L di ' J k
e A, =| acoswt bsinwt 0
0

—awsinwt bwacoswt

—

. dar -
rNA— = abwk
dt

- 47T 2= A =
® T\—=—wWrA\r
N A
-, 4?7
- *AN—=0
/\dt2

17




Chapitre 2

Cinématigue du point matériel

La cinématique est la branche de la mécanique qui décrit le mouvement d’un corps par apport au temps. La
trajectoire est le lieu géométrique des positions successives occupées par le point matériel au cours du temps
et par rapport a un systeme de référence choisi.

2.1 Le déplacement:
Déplacement est un vecteur reliant deux positions du mobile M; et M, aux instants t; et t, respectivement :

M1M2 = OMZ - 0M1

2.2 La vitesse:
Le vecteur vitesse V d’un mobile est le taux de variation de son vecteur position OM par rapport au temps.

Cette variation peut concerner la direction de OM, son module ou les deux. L’unité de la vitesse dans le
systeme international (S1) est le metre par seconde (m/s).
La vitesse moyenne d’un mobile entre deux instants t; et t, correspondant aux positions Mj et M, est définie
.o _ OM;-OM; _ AOM
par le rapport : V,,, = oot — a
Le vecteur vitesse instantanée d’un mobile, au temps t, est donnée par la relation
AOM _ dOM

V = limy,_—— = &=
At=>0 "5y dt

Le vecteur vitesse instantanée V est a chaque instant, tangent a la trajectoire et son sens est celui du
mouvement.

2.3 L’accélération:

Le vecteur accélération @ traduit le taux de variation du vecteur vitesse V en fonction du temps. Cette
variation peut concerner la direction de la vitesse, son module ou les deux. L’unité de ’accélération dans le
systéme international (S) est le m/s? .
L’accélération moyenne d’un mobile entre deux instants t; et t, correspondant aux positions M; et M, est
donnée par le rapport : a,,, = Yooha _ 2V
to—t; At
V, et V, sont les vitesses du mobile aux positions My et M,
Le vecteur accélération instantanée d’un mobile au temps t est donnée par la relation :
o7 _ a7
At dt
d est toujours orienté vers le coté concave de la trajectoire.

a = limAt—>0
Passage de la vitesse a la position : 7#(t) — 7(0) = fot V()dt
Passage de I’accélération a la vitesse : V(t) — V(O) = fot?i(r)dr
Le mouvement est dit accéléré si @ - V est positif, et décéléré ou retardé si @ - V est négatif.
Quant au sens du mouvement il est indiqué par le sens de la vitesse V.

2.4 Mouvement rectiligne:
Mouvement rectiligne est un mouvement pour lequel la trajectoire suivie est droite. Le repére peut alors étre
réduit a une origine O et un axe OX porté par la trajectoire.
La position M du mobile est repérée par le vecteur position : OM(t) = x(t)T
Le graphe de x(t) constitue le diagramme des espaces.
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Exemple : le diagramme des espaces dans le cas d’une chute libre d’un corps laché a ’origine O d’un axe

. . , 1
vertical orienté vers le bas est : x(t) = Egt2

x(m}

© t{s)
Déplacement est un vecteur reliant deux positions du mobile M; et M, sur I’axe (OX) aux instants t; et t;
respectivement : M{M, = OM, — OM; = (x; — x;)7

- —d - - Ax
La vitesse moyenne est V,,, = Z2=X0 7 = X3
ty—ty At
Mz
E
L b=
M At

e ty t(s) t

La vitesse moyenne est donc la pente de la sécante M;M,

distance totale parcourue

la vitesse moyenne scalaire est donnée par le rapport = .
temps total mis

- - T - dx -
Le vecteur vitesse instantanée V = V,7 = ﬁz

d . . . s
ﬁ représente la pente de la tangente au diagramme des espaces au point correspondant a I’instant t.

AVy > _ dzx?

dt dt2

Le vecteur accélération instantanée a = a, 1

E
=

@ = 0 si la concavité est vers le sens positif de "axe [Ox)

. < 0 sila concavité est vers le sens négatif de 'axe [(Ox)

a] t 'tI{S}
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2.4.1 Mouvement rectiligne uniforme:
Le mouvement d’un mobile est uniforme lorsque la valeur algébrique de sa vitesse V, est constante. C’est un

mouvement sans accélération en vertu de la relation :
=0 - x(t) — x(0) —f Vodt =Vt - x(t) = x(0) + Vt

Clx—d—

@y V. X

Xo

2.4.2 Mouvement rectiligne uniformément varie:
Le mouvement d’un mobile est uniformément varié lorsque 1’accélération du mobile a,, est constante.
@y = 5 V() = % (0) = [, aydr =ast - V(t) = (0) + ayt
t t
Ve =25 x(6) = x(0) = f, V(@)dt = [; ((0) + a,7)dr
x(t) = x(0) + V. (0)¢t + %axtz

x(t) = x(0) + V,(£)t — laxtz

x(t) = x(0) + 20
Vx(t) —Vy(0)2
x(t) = x(0) + ZE0E
X
a, v, X

A e

Vo

Natures particulieres du mouvement rectiligne :
« V. constante : le mouvement est rectiligne uniforme ;
* a, constante : le mouvement est rectiligne uniformément varié ;
* a, V, > 0:le mouvement est accélére (uniformément si a, constante) ;
* a, V, < 0:le mouvement est décéléré ou retardé (uniformément si a, constante).

2.5 Mouvement curviligne:

On introduit I’abscisse « S » représentant la valeur algébrique de ’arc  M; M, entre deux instants t; et t,
correspondant aux positions M; et M, . On définit, respectivement, la vitesse et 1’accélération curvilignes par
les relations :

V(t) =

ds(t) dV(t) _d*s@®)

a(t) = T de2
20




Exemple : Mouvement circulaire varié sur une trajectoire de rayon R :

Mz
5 s=Ra8
dd
M V=R
_pie

En général, pour déterminer le mouvement curviligne d’un mobile, on utilise ses composantes intrinséques
qui sont ses projections algébriques sur :
= un axe tangentiel (MT) muni du vecteur unitaire U dirigé dans le sens du mouvement

= un axe normal (MN) muni du vecteur unitaire U, , orienté vers le coté concave de la trajectoire.

- — - I — — — s —
Le vecteur vitesse  est orientée selon le vecteur Uiy : ¥ = viiy = — @y

Le vecteur accélération @ a deux composantes : @ = ar + ay = arly + ayly

ar et ay sont, respectivement, les composantes tangentielle et normale de 1’accélération.

Les vecteurs unitaires W, et Uy forment une base orthonormée appelée base de Frenet.
—>:d_'_’>:d_253T E@:d_zsﬁT dsds dir

dt  dt? dt dt dt? dtdt ds

1

‘ . du
On admettra sans démonstration que : % =y

p(s) est appelé rayon de courbure de la trajectoire au point consideré.
I en résulte I’expression explicite suivante de 1’accélération :

v3

P = Baal

Le rayon de courbure de la trajectoire au point considéré est donne’ par 1I’expression :
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Mouvement rectiligne varié : rectiligne signifie qu’il n’y a pas de variation de la direction du vecteur

vitesse ; dans ce cas le rayon de courbure p de la trajectoire est infini et de ce fait la composante normale

., . . d
ay = 0, et varié veut dire la composante tangentielle a; = d—: # 0.

Mouvement circulaire uniforme : circulaire signifie que le mobile se déplace sur une trajectoire circulaire de

2
rayon R = p et de ce fait ay = % + 0, et uniforme veut dire a; = 0.

2.6 Etude du mouvement en coordonnés polaires:
Ce systeme de coordonnées est approprié pour étudier les mouvements plans a symétrie de rotation. Le
repérage s’effectue relativement a un axe polaire (OX), d’origine O appelée pdle. On peut alors repérer la
position de tout point M du plan contenant (OX) par :
Le rayon polaire r(t) = |0—M| et I’angle polaire 6(t) = (0X, OM)
Dans ce systéme on utilise la base constituée par les vecteurs unitaires :

e 1, ayant la direction et le sens de oM

e 1y obtenu par rotation de U, d’un angle 90° dans le sens trigopnométrique.

La base (u,, up) est liée au point M, et de ce fait les directions des vecteurs unitaires peuvent varier avec

le temps. Leurs dérivées vérifient un certain nombre de relations, notamment, on I’admettra :
di, df dig _ df

T ale e T
ug u,
¥ M
r x = rcosd
y = rsinf
g
8] ¥

Les coordonnées polaires r et 8 du point M sont liées aux coordonnées cartésiennes par les relations
suivantes :

x =rcosf et y=rsinf
U, =icosf + jsin@ et Uy = —isind + jcosh
Le vecteur position est: OM = ru,

T >

- 7 d ao . N
Le vecteur vitesse est : V = — Ur tr—lg =7U, + rfuy

Le vecteur accélération est: @ = (¥ — r62)u, + (270 + rf)u,

2.7 Etude du mouvement en coordonnées cylindrigues:
Lorsqu’un mouvement a lieu sur une surface cylindrique ou en spirale, on utilise souvent les coordonnées
cylindriques que 1’on définit par rapport au systéme cartésien.
Le mobile M est alors repéré dans la base (ﬁp,ﬁg,ﬁ) par :
les coordonnées polaires p et 6 de sa projection sur le plan (O, X, Y) et sa coordonnée axiale z.
U, = icosf + jsind et Uy = —Isind + jcos6

Le vecteur position est: OM = pu, + zk
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| x = pcosf
|
¥y = psiné
=z

X
Le vecteur vitesse est : V = Tt U+ zk = pu, + pOuy + zk

Le vecteur accélération est: @ = (5 — p62)u, + (206 + pd)ty + 7k

2.8 Etude du mouvement en coordonnées sphérigues:

Lorsqu’un mouvement a lieu sur une surface sphérique, on utilise souvent les coordonnées sphériques que

I’on définit par rapport au systéme cartésien. Le mobile M est alors repéré dans la base (U,., Uy, Uy,) par :
(r,8,¢) ou r représentant la coordonnée radiale correspondant a la distance de 1’origine O au mobile M,
I’angle 6 compris entre 0 et 7, correspond a 1’angle entre OM et ’axe OZ et 1’angle ¢ compris entre 0 et

21, correspond a I’angle entre le plan défini par I’axe OZ et OM avec ’axe OX.

x = rsingcosd

v = rsingsing

Z =TCcosg

U, = lcos@sind + Jsingsind + kcoso
Uy = lcos@cosd + Jsingcosd — ksind
U, = —ising + jcosp

Le vecteur position est : OM = r,

dar —

. . 17 do - o« . — .— A— .« —
Le vecteur vitesse est : V = —urtr—ug+ rgsinfu, = ru, + réug + rgsinbu,

Le vecteur accélération est :

d=(¥—10? —r¢*sin®0)u, + (270 + rf — r¢?sinfcosO )uy + (r@sinf + 27¢sing + 2ré@cosd ),

2.9 Le mouvement harmonique simple:

.z . . p \ . . ae
Considérons un point M qui se déplace sur un cercle de rayon A a la vitesse angulaire w = -, constante.

Lorsque M se déplace sur sa trajectoire, sa projection, My sur I’axe (OX), effectue des oscillations sur le

segment PP’ centrées en O.
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La projection My du mobile M a pour abscisse : x = Acos6

La valeur de I’angle 6(t) est 8(t) = 6, + wt

Soit: x = Acos(6, + wt)

Le mouvement de My est un mouvement harmonique simple; ses caractéristiques sont :
A : I’amplitude

o : la pulsation ou la fréquence angulaire

0, + wt : la phase et 9, la phase initiale.

Le mouvement harmonique est périodique:
1 w

21 ;- 21 .
x(t) = x(t+—) de periode T = —et de fréquence f = el
Sa vitesse V(t) = —Awsin(6, + wt)
et son accélération a(t) = —Aw?cos(8, + wt) = —w?x(t)
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Exercices :

1. Le diagramme des vitesses d’un mobile A animé d’un mouvement rectiligne sur un axe OX est
donné par la figure ci-dessous :

©)
@)
@)

V(D) 4
20

10

Tracer le diagramme de ’accélération en fonction du temps.

Quelles sont les différentes phases du mouvement et leur nature. Justifier.
Déterminer la position du mobile aux instants t = 10 s, et t =20 s, sachant qu’a
t=0s, le mobile est a 10 m de I’origine.

A quel instant le mobile rebrousse-t-il chemin ?

km/s)

I | 11 | \V4
| t(s),
5 10 15 20\
e Le graph de I’accélération :
a(t) [(m/s?)

2 -

| l | |

5 10 15 20 t(s)
-2r
Ak

Entre 0 et 5 s, la vitesse est constante — 1’accélération a; = 0

— Mouvement rectiligne uniforme.

Entre 5 s et 10 s, la vitesse varie uniformément — I’accélération est représentée par la pente
a, = 15—0 =2m/s?

— Mouvement rectiligne uniformément varié.

Entre 10 s et 15 s, la vitesse est constante — 1’accélération az = 0

— Mouvement rectiligne uniforme.

Entre 15 s et 20 s, la vitesse varie uniformément — 1’accélération est représentée par la pente
a, = 2= —4m/s?

s
25




— Mouvement rectiligne uniformément varié.
Le déplacement du mobile en t = 10 s est représenté par la distance initiale et les surfaces S,
et Sy dans le graph V(t) = X(10) = 10 + 5*10 + (10 +20)*5/2 =135 m

Le déplacement du mobile en t = 20 s est représenté par la distance initiale et la somme des
surfaces Sy, Sy, Sy et Syv dans le graph V(t) :
— X(20) =10 + 5*10 + (10 +20)*5/2 + 5*20 + 20*5/2 = 285 m

A P’instant t = 20 s, la vitesse du mobile change de signe et devient négative.
— Le mobile rebrousse chemin a cet instant.

2. Un objet est lancé vers le haut du sommet d’un immeuble avec une vitesse de 12.0 m/s. 1l atteint le
sol 4.25 s plus tard.

@)
@)
@)

Quelle est la hauteur maximale atteinte par 1’objet ?

Quelle est la hauteur de I’immeuble ?

Avec quelle vitesse atteint-il le sol ?

Le mouvement de 1’objet est uniformément varié. Il atteint sa hauteur maximale quand sa
vitesse s’annule. On choisit I’axe Oz orienté positivement vers le haut, avec origine le
sommet de I’ immeuble. La hauteur maximale atteinte par 1’objet est donc :

V(t)2-v(0)2 V(0)?
Hpax = 2(t) = 29 =25 = 7.35m

La hauteur de I’immeuble est égale a la valeur absolue de I’abscisse de 1’objet au moment de
sa collision avec le sol (soitat=4.25s): z(t) =V (0)t —% gt?

h =1z(4.25)| = 37.5m

La vitesse de la collision de I’objet avec le sol (soitat=4.255s) :

V() =V(0)—gt

V =V (4.25) = —29.65 m/s ; le signe — résulte de I’orientation de 1’axe.

3. Un mobile se déplace suivant une droite avec I’accélération : a = 9 — t2.

o

Trouver les expressions de la vitesse et du déplacement en fonction du temps en
considérant les conditions suivantes : t = 3s; v = 2m/setx = 7 m.
En intégrant ’expression de 1’accélération on obtient I’équation horaire de la vitesse :

v(t) = v(3) + [, a(@)dr =2 + [{(9 — t})dr
Donc, v(t) = —5t2 +9t — 16
En intégrant I’expression de la vitesse, on obtient 1’équation horaire de la position :

x(t) = x(3) +J
3

Donc, x(t) = —¢° +26% — 16t + =

t
1
v(t)dt =2 + J (—512 + 97 — 16)dr
3

4. Le mouvement rectiligne d’un mobile est défini par I’équation :
s=3t3 -2t +12t + 1.

©)

Calculer la vitesse et ’accélération

Etudier la nature du mouvement
La vitesse du mobile est v = % =9t2 — 4t + 12

La vitesse v est toujours positive car 4 = —416 < 0 et le coefficient de t2 >0
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e I’accélération du mobile est a = v _ 18t — 4

dat
e Le mouvement est accéléré ou retardé selon le signe du produit « a - v». Quant au sens du
mouvement il est indiqué par le signe de v qui est toujours positive dans notre cas.

N4z LT 2
Donc Le mouvement est : accéléré pour les valeurs de t > 2/9 et décéléré pour 0 < t < 5

5. Un mobile se déplace suivant I’axe OX avec une vitesse v = 2t — 5 (m/s)
o Calculer son accélération ainsi que son équation horaire sachant qu’a 1’ instant t = 0, le
mobile se trouvait au point d’abscisse x = 6 (m).
o Etudier la nature du mouvement

r . d e
e [L’accélération du mobile est a = d—: = 2 (m/s?), I’accélération est constante.

e En intégrant I’expression de la vitesse on obtient 1’équation horaire :
x(8) = x(0) + [, v(v)dr =6 + [, (2t — 5)dr =t — 5t + 6
e Etudions le signe de "a * v" = 2(2t — 5) : il est positif pour t > 5/2 (mouvement accéléré)
et negatif pour t < 5/2 (mouvement décéléré).
6. Un mobile se déplace en mouvement rectiligne. Son accélération est donnée par:a = —”—: X.
Sachant qu’a I’instant t = 1 s, le mobile se trouvait :
au point d’abscisse x = 1 m avec une vitesse v = — % m/s:

o Déterminer la nature du mouvement, écrire son équation horaire.
e On remarque que nous avons une equation différentielle qui est 1’équation caractéristique du

2

mouvement rectiligne sinusoidal : a + w? x = 0 avec w? = %

et sa solution est de la forme : x(t) = Acos(wt + ¢) avec x(1) =1
s

avec une vitesse v(t) = —Awsin(wt + ¢) avec v(1) = >
x(1) =Acos(w+ @) =1 et v(1) = —Awsin(w + @) = —%
: . =
Par conséquent : wtan(w + @) = e
i T - -1 G - _T
Puisque w = =, alors : tan(w + ¢) =5 O wte=7 o ¢=-—3
S A= 1 _ 1 2
"~ cos(w+p)  V3/2 3
Donc I’équation horaire du mouvement rectiligne sinusoidal est :
2 s T
x(t) = Ecos(;t -3)
Pulsation w = g rad/s , amplitude 4 = j—§ m et phase initiale ¢ = —g rad.

7. Le mouvement plan d’un mobile est défini par : x = sin®(t) et y = 1+ cos (2t)

o Déterminer la trajectoire du mouvement.

o Calculer les coordonnées du vecteur vitesse et celles du vecteur accélération

e Sachant que cos(2t) = 1 + 2sin?(t) , on obtient la relation entre x et y suivante :
y = 2(1 — x) qui est I’équation d’une droite. Puisque 0 < x < let0 <y <2:
La trajectoire est donc un segment de droite joignant les points (1,0) et (0,2)

e Le vecteur vitesse a les coordonnées :
v, = 2sin(t) cos(t) = sin(2t) et v, = —2sin(2t)
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Donc, v, = —2v, avec 1,(0) = v,(0) = 0 et v, (g) =, G) =0
Le vecteur accélération a les coordonnées : a, = 2 cos(2t) et a, = —cos(2t)
Vs

Donc1 ay = —%ax avec ax(O) =2 , ay(O) =—1 et a, (g) = -2 , Cly (;) =1

8. Une particule se déplace dans un plan XY selon laloi : a, = 2sint et a, = 3cost.
Sachantque pourt=0onait:x =0ety = —-2; V, = —2etl}, =0 .

@)
©)

Trouver 1’équation du mouvement.
Trouver 1’équation de la trajectoire.

v, (t) — v, (0) = fot a,dt - v,(t) = —2cost

vy (t) — vy, (0) = fotVydT - v,(t) = 3sint

x(t) — x(0) = fot v, dt - x(t) = —2sint
y() —y(0) = fot vydt - y(t) = —3cost +1

En utilisant la propriété trigonométrique : (sint)? + (cost)? =1

4 9
La trajectoire est une ellipse qui est centrée en (0,1) avec petit axe a = 2 et grand axe b = 3.

9. Soit un mobile M en mouvement tel que : OM = 6costi + 6sintj + (8t — 3)k

o

©)
©)
@)

Déterminer la nature de la trajectoire de M dans I’espace (O, X, Y, Z) ?

Exprimer ¥ et d en coordonnées cylindriques et déterminer leur module ?
Trouver ¥ et @ dans la base de Frenet ?

En déduire le rayon de courbure p ?

La nature de la trajectoire dans le plan (O, X, Y):

X = 6cost et y = 6sint

D’ou x%+y%? =36

Le mouvement dans le plan (O,X,Y) est circulaire de rayon R= 6 m et de centre O
Suivant I’axe Oz : z = 8t — 3 ; le mouvement est rectiligne suivant OZ.

Donc le mouvement suivant ’espace (O, X, Y, Z) est hélicoidal.

La position du mobile M, sa vitesse et son accélération sont donc exprimeées en coordonnées
cylindriques comme :

OM = 61, + (8t — )k

— dOM - - -
vV=——= 6ug + 8k avec |v| = 10m/s
— d_) — —
d=="=—61, avec |d| = 6m/s>
dt
v et a dans la base de Frenet :
1_5 = 101—'iT
— — — — — V> 172—>
a:aT‘l‘aN:aTuT‘l‘aNuN:EuT'i‘ uN

50
Donc, le rayon de courbureest: p = S m
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10. Un bras OA tournant avec une vitesse angulaire uniforme w autour d’un axe OZ, est. articulé en
A avec une tige AB. Latige AB est solidaire d’un curseur B pouvant coulisser le long de 1’axe OX.
Le bras et la tige peuvent se croiser lorsque la tige passe par derriére I’articulation en O.
Sachantque AB=LetOA=R:
o Trouver I’équation du mouvement de B, sachant que B passe en Ap au tempst=0
o A quel instant la vitesse s’annule-t-elle ?

Yy

wit B

e En utilisation la loi des cosinus : AB* = 0A% + OB? — 20A. 0Bcos(wt)
[? = R? + x? — 2xRcos(wt) — x(t) = Rcos(wt) + +/L? — R2sin(wt)

On peut Vérifier que x(0) = R + L
d wR?sin 2wt)

X .
o v(t) = == —wRsin(wt) — PN

. k N .
e Lavitesse s’annule quand wt = kr - t= f ou Kk est un entier.

11. Soit le vecteur position d’un mobile 7 = 2t27 + (5 — 3t)j — t3k.
o Calculer sa vitesse et son accélération.
o Etudier la nature du mouvement.
e Lavitesse du mobile ¥ = % = 4t7— 3] — 3t%k
Son module |¥| = V9 + 16t2 + 9t*
dv -

e L’ accélération du mobile @ = == 47 — 6tk

Son module |a| = V16 + 36t2
Le produit scalaire a@.v = 16t + 18t3 est positif

Par conséquent, le mouvement du mobile est accélére.
3

e Le rayon de courbure est donne’ par la relation : p = Iﬁi\?il
BAG = 1867 + 1263 + 12k
. (9+16t2+9t*)3/2
Donc, le rayon de courbure est: p = (241324021 144112

12. En coordonnées cylindriques, le vecteur position oM = (t? + 2)u, + 2tk avec = 2t
o Calculer sa vitesse et son accélération dans la base (ﬁp,ﬁg,ﬁ)
o Calculer sa vitesse et son accélération dans la base (7,7, k)
e Le vecteur vitesse est V = pu, + pbg + 7k = 2tu, + 2(t* + 2)up + 2k
o Le vecteur accélération est @ = (5 — p62)u, + (206 + pd)ty + 2k
d = —(4t* + 6)u, + 8ty
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o Puisque W, = icos6 + jsinf et Uy = —Isinf + jcos6
- V = 2 [tcos(2t) — (t2 + 2) sin(20)]T + 2 [tsin(2t) + (£ + 2)cos(2D)]j + 2k
- d = —[(4t? + 6)cos(2t) + 8tsin(2t)]7 — [(4t? + 6)sin(2t) — 8tcos(2t)]]

13. On donne les equations paramétriques de la trajectoire plane d'un point mobile par rapport a un
référentiel cartésien : x = 3t ety = 2t? — 3t
o Déterminer I'équation de la trajectoire, Quelle est son allure ?
o Calculer la vitesse du mobile
o Montrer que son accélération est constante
o Déterminer les composantes normale et tangentielle de I'accélération dans un repere de
Frenet et en déduire le rayon de courbure.

° x:3t—}t:§+y:§x2—x
— La trajectoire est une parabole.

e La vitesse du mobile :
X X

v() =T =3 et v,()=""=4t-3
Le module de la vitesse : |¥| = V16t2 — 24t + 18 m/s
e L’accélération du mobile :

_ dvx _ _dvy _
a,(t) = e 0 eta,(t)= e 4
L’accélération du mobile est constante : |d| = 4 m/s?
e Dans le repére de Frenet, ’accélération tangentielle :
dav| 16t—12

ar(t) == = Feminss
. ) 12
, ) = (g2 — .2 = ___ 2
L’accélération normale : ay(t) a ar 1662 —24t118

2 16t2-24t+18)3/2
Le rayon de courbure : p = = = ( = )
N

14. Convertir le vecteur 4 = A, 7+ A,j
suivant les coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires.
e Nousavons u, = icosf + jsin@ et Uy = —isind + jcos6
En inversant, on obtient :
— [ =1UU,cosf —Uysind et J=1u,sinh + Uycosb

ug 1,

M Y M

r r x = rcosd
¥ = rsinf

O X a X
A = A, (d,cos6 — Ugsind) + A, (U, sind + dgcosh)
A= (Aycos8 + Aysind)u, + (A, cosd — Aysind)uy = A U, + Aglig
A, = Aycost + Ay sind
{ Ag = Aycos — Aysinf
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15. Convertir le vecteur 4 = A, 7+ Ayj + Ak
suivant les coordonnées cartésiennes en coordonnées sphériques.

e Nousavons:
U, = lcos@sinb + Jsingsind + kcos6

U, = —ising + jcosp
Uy = lcos@cosd + Jsingcosd — ksind
A=Ad, + Ay, + Aglg
Ay = Aycospsing — A,sing + Agcos@cost
Ay, = A,singsing + A,cos@ + Agsingcos6

A, = A,cosO — Aysinf
En inversant les coordonnées, on obtient :
Ay = Axcossing + A, singsing + A,cos6
Ag = Ayxcospcost + A, singcosd — A,sinf
Ay = —Aysing + Aycos
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Chapitre 3

Le mouvement relatif

Considérerons un mobile M et les deux systéemes de coordonnées cartésiennes suivants :
R (O, X, Y, Z), suppose fixe, qui est appelé repére absolu et R’ (O, X', Y’, Z'), en mouvement quelconque

par rapport a ‘R (O, X, Y, Z), qui est le repére relatif.

3.1 Le mouvement absolu:

Le mouvement du mobile M considéré par rapport au repere absolu R (O, X, Y, Z) est caractérisé par les

grandeurs :

= le vecteur position OM=7=xi+ yJ + zk
= lavitesse absolue V, = ? =xi+y/+ 7k

i p - AV s s a7
= |’accélération absolue a, = oty zZk

Les dérivations sont effectuées dans R dans lequel la base (7,7, k) est invariable.

3.2 Le mouvement relatif:

Le mouvement du mobile M considéré par rapport au repere R' (O', X', y', Z'),

grandeurs :
» le vecteur position O'M = (?’lﬂ%’) =xT+y] +2k'

I—>l

- H — s d
= lavitesse relative V, = (dr

dVr

* J’accélération relative a, = R) =xT +y'] + 2k’

> 2

Les dérivations sont effectuées dans ER dans lequel la base (', ] ,E') est invariable.

OM=00"+0'M

F=Fp+7

3.3 Composition des vecteurs vitesses:
La relation de Chasles permet d’écrire : OM = 00’ + O'M
OM =ty +7 =F +xT + V] + 2k
dOM _ d00/  dO'M _ di, a7
dat dt dt  dt = dt

Donc la vitesse absolue V, =

Vo= Ly y Ty % 27 4y + 2R
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V, =V, +V,
df,
dt

Id]

. . o dl d . . \
avec vitesse d’entrainement V, = + x' + Y + 27— qu1 représente la vitesse du repere R’ par

rapport au repere R. Le premier terme E représente la vitesse de translation de 1’origine O’ par rapport a R
et le deuxiéme terme traduit le changement d’orientation du référentiel mobile R’ et vitesse relative
V.=xT+y] +2 K
Soit £ le vecteur représentant la vitesse angulaire du changement d’orientation du référentiel mobile R’ par
apport au référentiel fixe R. Les vitesses d’entrainement et relative \76 et \7; sont exprimeées par :

V, = (V(o') |&n) + OAGF|R)

V=&

3.4 Composition des vecteurs accélérations:
L’accélération absolue définie dans le repére R est :
A
a gt
22 2"’
5“ - (C;trzo T /C;tlz +y dt? tz
a,=a,+a,+a,

[dl +y,d2
dt2 dt?

par rapport au repere absolu R,

dk’
dt

=) 7 . di)’ d]
atz) + T+ +ZK) +2(x' —+ y' -tz

Avec a, =

- = (X' +y'" + 7'k") représentant 1’accélération relative, et

. dt - dj’

— [ [

a. =2(x prra Al
Ces accélérations peuvent étre exprimées en fonction du vecteur 2 représentant la vitesse angulaire du

changement d’orientation du référentiel mobile R’ par apport au référentiel fixe R par :
a, = (d(0)IR) + (AAF'|R") + BARAF|R")
> dVr %)

ar
a = zrz/\(vr|zn')
On peut conclure que si deux reperes sont en translation rectiligne uniforme I’un par rapport a 1’autre, alors
les accélérations d’un point matériel M mesurées dans 1’un ou 1’autre de ces repeéres, sont égales ; ce type de
repéres sont appelés « reperes galiléens ».
On peut aussi conclure que si le repere mobile R’ est en translation par rapport au repere fixe H ou si le

-, dk’ R . . i -
+ 7' E) est une accélération complémentaire, dite de Coriolis.

mobile M est fixe par rapport au repere mobile R’, I’accélération de Coriolis s’annule.
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Exercices :

1. Un nageur traverse une riviére, de largeur L = 0.25 km, d’une rive a I’autre, perpendiculairement au
courant, a une vitesse constante v = 2 km/h. La vitesse du courant est V = 1 km/h. Ces vitesses sont
mesurées par rapport & un observateur placé sur une des rives.

Quelle est la trajectoire, la vitesse du nageur et le temps mis pour atteindre 1’autre rive.
Quelle doit étre sa direction de départ si le nageur veut atteindre un point directement oppose a
I’autre rive. En déduire le temps mis pour atteindre la rive opposé dans ce cas.

e Le nageur est dévié d’un angle 3 de sa direction initiale tel que : tanf = % = %
V,=V,+V, =Vi+v)
Le module de la vitesse absolue |V, | = VVZ + v2

e La position du nageur est : vj
x=Vt et y=vt Vi
e Satrajectoire est une droite : y = %x B

e Le temps mis par le nageur pour atteindre I'autre rive :
T=%=0125h

v
e Ladistance parcourue :

D= VT =L[1+% = 01255 km
v

e Pour atteindre un point directement opposé a [’autre rive, la vitesse absolue Va doit étre
perpendiculaire aux deux rives avec une magnitude :

|\7a| =VvZ—-V2
La vitesse du nageur doit étre orientée opposée au courant avec un angle « :

74 1 T
a = arctan ——— = arctan— = —
Vv2_y?2 V3 6

e Le temps mis pour atteindre la rive opposé T’ = %‘/2 = %5 h

2. Un mobile est décrit par le vecteur position dans un repere fixe R par :
OM = 3tT+ t2] + (3t + 4)k et par O'M = (2 — 3t)7' + (t2 — t)]’ + tk’ dans un repére
mobile R’. Ce dernier est en mouvement rectiligne par rapport a R.
o Déterminer la vitesse absolue et la vitesse relative de M.
o En déduire la vitesse d’entrainement et la nature du mouvement de R’ par rapport a R.
o Déterminer 1’accélération absolue et 1’accélération relative du mobile M

e Lavitesse absolue V, = % =37+ 2tj + 3k

OM_ 37 +Qt—1D] +F

Puisque les deux reperes sont en mouvement rectiligne 1’un de I’autre :

e La vitesse relative V, =

, J=] et k=K

e En utilisant la relation de décomposition des vitesses : \7a =
Alors, la vitesse d’entrainement V, = V, — V.. = 67+ j + 2k
Son module |V, | = V4T est constant et indépendant du temps t.
Donc, le mouvement de R’ par rapport a R est un mouvement rectiligne uniforme.

=T

— —

e+ r
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g . - av, -
e [’accélération absolue du mobile M : a, = d—t“ =2j
aVr| iy _ oo
|1 R) =2

a, = a, parce que le mouvement de R’ par rapport a R est un mouvement rectiligne uniforme.

e L’accélération relative du mobile M : &, = (

3. Un mobile est décrit par le vecteur position dans un repéere mobile R’ par :
0'M = 5ti" + (2t% — t)]' — 2tk’. Ce repére est en mouvement de translation rectiligne par apport a un

repére fixe R, de vecteur vitesse Ve =2ti+]+ k

o Trouver I’expression de la vitesse absolue de M par rapport au repére R

o En déduire le vecteur position de M dans le repere fixe R, sachant qu’a I’instant t = 0, dans le repere
R, M est au point (0, 1, -2).

o Calculer I’accélération relative a, et absolue a, du mobile M.

e Lavitesse relative V, = dZ'tM = 57" + (4t — 1)]’ — 2k’
Puisque les deux repéres sont en mouvement rectiligne 1’un de 1’autre :

-

1=7, j=] et k=k
En utilisant la relation de décomposition des vitesses : V, = V, + V,

Alors, la vitesse absolue V,(¢) = (2t + 5)i + 4t] — k
e le vecteur position de M dans le repére fixe R:

OM(t) = OM(0) + [ V,(v)dt = — 2k + (¢? + 50)7 + 23] — tk
Donc, OM(t) = (¢2 + 56)T+ (2t2 + 1)] — (t + 2)k
R) =4/

Lot . av,
e L’accélération relative a, = (d—tr

> A1 At - av, 5 o
e L’accélération absolue a, = d—t“ = 2T+ 4j

On peut Vérifier que pour ce cas : a, = a, + a, parcequea, =0

4. Un repére mobile R’ (OX’, OY’, OZ) est en rotation par rapport a un repére fixe
R (OX, OY, 0Z) suivant I’axe Oz avec une vitesse angulaire constante Q.
Un mobile M se déplace sur la droite OX’ suivant la loi : X" = Acos{t, A une constante.
o Déterminer la vitesse relative et la vitesse d’entrainement de M par leurs projections dans le repere
mobile X’OY’ a I’instant t en fonction de A et {1.
o Endéduire la vitesse absolue exprimée dans cette méme base de projection.
Montrer que le module de celle-ci est constant.
Déterminer 1’accélération relative, 1’accélération d’entrainement et 1’accélération de Coriolis de M
par leurs projections dans le repere mobile X’OY’ a I’instant t en fonction de A et {1.
o Déduire ’accélération absolue exprimée dans cette méme base de projection, et montrer que le
module de celle-ci est constant.
o OM(t) = AcosQt?’ et 0 = Qk’
Sachant que: 7' = cosQti + sinQy , ' = —sinQt + cosQtj et k' =k
“24]x)
V, = —AQsinQt[cosQti + sinQt] ]
La vitesse d’entrainement V, = (V(O’)|R) + OAF|R) = 0 + Qk'AAcosQt 7'
V, = AQcosQt)’ = AQcosQt[—sinQtl + cosQtj]
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e Lavitesse absolue V, = V, + V. = AQcosQt]’ — AQsinQt?’ = AQ[—sinQtl’ + cosQt]’]
On peut vérifier que V, = AQ[—sin2QtT + cos2Qt]]
[V.| = 4Q, le module de la vitesse absolue est constant.

22| R’) = —AQZcosQti”

a, = —AQ%cosQt[cosQtl + sinQt]]

L’accélération d’entrainement a, = (@(0")|R) + (EA?’IR’) + ﬁ/\(ﬁ/\?'lR’)

a, = 0+ 0 + 0k'A(Qk'AAcosQt 7 = —AQ2cosQtl’

a, = —AQ2%cosQt[cosQtl + sinQt]]

L’accélération de Coriolis a, = 28A(V,|R') = 20k’ A(—AQsinQti") = —2402sinQtj"

a, = —2A0%sinQt[—sinQtl + cosQtj]

L’accélération absolue a, = a, + a, + a,

a, = —2A0%cosQtl’ — 2AQ0%sinQt)”

a, = —2A0%[cos2QtT + sin2Qt]]

av,

dt

|a,| = 2A02, le module de L’accélération absolue est constant.

e L’accélération relative a, =

On peut vérifier que a, =

5. Unrepere R’ (OX’, OY’, OZ) en rotation par rapport a un fixe R (OX, OY, OZ) suivant I’axe
Oz avec une vitesse angulaire constante Q. Un mobile M se déplace sur la droite OX’ suivant
laloi : OM(t) = Ate®t7’, A une constante.

o Déterminer les vitesses relative, d’entrainement et absolue.
o Déterminer les accélérations relative, d’entrainement, de Coriolis et absolue.

e Lavitesse relative V, = (% R’) = A(1 + wt)e® 7

e Lavitesse d’entrainement :
V, = (V(0)|R) + BAGIR) = 0+ Qk'A Ate®t?’ = AQte®t]"
Sachant que : 7' = cosQtl + sinQt] , ' = —sinQtl + cosQtj et k' =k
La vitesse absolue \7a = Ve + \7}
V, =[-QtsinQt + (1 4+ wt)cosQt]Ae®T + [QtcosQt + (1 + wt)sinQt]Ae®t]
e L’accélération relative &, = dd—‘zr R") = Aw[(2 + wt)]e®tT
a, = Aw[(2 + wt)]e® [cosQtl + sinQt) ]
L’accélération d’entrainement :
. = @(O)IR) + (2AF'[R") + BAEAF|R")
=0+ 0 + 0k'A(Qk'AAte®'T = —AQ%te®T = —AQ%te® [cosQtT + sinQt]]
accélération de Coriolis :
¢ = 28A(V,|R") = 20k’ AA(1 + wt)e®T’
a. = 20A(1 + wt)e®t] = 20Ae® (1 + wt)[—sinQtl + cosQt]]
L’accélération absolue a, = a, + a, + a,
a, = Ae“ {[(w? — O3t + 2w)][cosQtT + sinQtf] + [2Q(1 + wt)][—sinQtl + cosQt]]}

a
—
ae
La
—
a

T - dav,
On peut vérifier que a, = d—t“
dOM(t)

——|R) et OM(t) = Ate®t[cosQtl + sinQtj]

avec Va = (
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6. Une bille tombe sans vitesse initiale d’un immeuble de hauteur H. La chute de celle-ci est. libre selon un
mouvement uniformément accéléré d’accélération g.

O

Quelle est la trajectoire de la bille dans un référentiel lié a une voiture se déplacant suivant un
mouvement rectiligne uniforme de vitesse v et passant a la verticale de chute au moment du lacher ?
Quelle est la trajectoire de la bille dans un référentiel lié a une voiture se déplacant suivant un
mouvement rectiligne uniformément accéléré d’accélération a et passant a la verticale de chute au
moment du lacher ?

La distance parcourue par la bille dans sa chute libre aprés un temps t est :

zZ = zg

La distance parcourue par la voiture avec une vitesse constante au cours de la méme durée t est
x =t

Par élimination du temps, on obtient 1’équation de la trajectoire de la balle par rapport au repere
mobile lié a la voiture:

1 . .
z=H- ﬁgx2 ; la trajectoire est donc une parabole.

La distance parcourue par la bille dans sa chute libre apres untempstest: z = H — %gt2

La distance parcourue par la voiture se déplacant suivant un mouvement rectiligne uniformément
accéléré d’accélération a au cours de la méme durée t est :

1
x = -at?

2
Par élimination du temps, on obtient 1’équation de la trajectoire de la balle par rapport au repére
mobile lié a la voiture :

z=H— %x ; la trajectoire est une droite.

7. Deux mobiles A et B se déplacent dans deux voies rectilignes avec les vitesses respectives :
Va=20m/s et Vg =30m/s.

O

Déterminer le vecteur vitesse relative de A par rapport a B quand les deux mobiles roulent dans la
méme direction.

Déterminer le vecteur vitesse relative de A par rapport a B quand les deux mobiles roulent en sens
inverses.

Déterminer le vecteur vitesse relative de A par rapport a B quand les deux mobiles roulent
maintenant sur deux voies qui se coupent formant entre elles un angle de 60°.

La vitesse relative de A par rapporta B : V, 5 = V, — Vg

Soit u etV deux vecteurs unitaires paralléles aux deux voies rectilignes.

Les deux mobiles roulent dans la méme direction : u = v

Donc, V5 = 201 — 306 = —10u

Les deux mobiles roulent en sens inverses : U = —vV

Donc, V5 = 20U + 304 = 50u

Les deux mobiles roulent sur deux voies qui se coupent formant entre elles un angle de 60° :
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— Ve

Vi =200 —30v - |V,5| =202+ 302 — 2x20x30c0s60 = 10V7 m/s
La direction du vecteur vitesse relative VA/B est défini par I’angle a de telle maniere que :

Vass| _ [Vs] Vel _ 3 _ . 3V3
im0 = Sina sina = Vo] sin60 = o5 — a=arcsin (2ﬁ)
~ 79.11°

8. Des flocons de neige tombent verticalement avec une vitesse de 30 m/s.

o Avec quelle vitesse ces flocons frappent-ils le pare-brise d’une voiture roulant avec une vitesse
constante de 40 m/s sur une voie horizontale.

e Lavitesse de la voiture par apport au sol représente la vitesse d’entrainement.
La vitesse des flocons par apport au sol représente la vitesse absolue.
La vitesse des flocons par apport a la voiture représente la vitesse relative.
V,=V, +

vV

—

<

T

a
-

=

v,

T

=l

v,

La voie est horizontale :
V, =-30] et V, =407
- V., =—407 — 307
[V,| = V402 + 302 = 50 m/s

v, 4
Les flocons tombent sous un angle : @ = arctan:* = arctan ~ 53.13°

a

o Avec quelle vitesse ces flocons frappent-ils le pare-brise d’une voiture roulant avec une vitesse
constante de 40 m/s sur une voie avec une inclinaison ascendante d’un angle de 30° :
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V.
V, = —30] et V, = 40cos307 + 40sin30j
-V, =—20V37 —50]
[V,| = 1037 m/s
Les flocons tombent sous un angle : a = arctan%§ ~ 34.72°

o Avec quelle vitesse ces flocons frappent-ils le pare-brise d’une voiture roulant avec une vitesse
constante de 40 m/s sur une voie avec une inclinaison descendante d’un angle de 30° :

. V=V, +V.
SV =V, -V,

-V,

-_———_————— T

<

V, = 30 et V, = —40cos307 — 40sin30]
- V., =—20V37 —10j
[V,| = 1013 m/s
Les flocons tombent sous un angle : @ = arctan2v/3 =~ 73.90°

9. Le mouvement d’un bateau s’effectue dans la direction Ouest par rapport a la terre a une

vitesse de 10 km/hr. Son mouvement s’effectue dans la direction du Nord 30° Quest a une
vitesse de 8 km/hr par rapport a I’eau.

o Calculer la vitesse et la direction du courant d’eau par rapport a la terre.
. Va est la vitesse absolue du bateau par rapport a la terre, Ve est la vitesse d’entrainement du courant
d’eau par rapport a la terre, et Vr est la vitesse du bateau par rapport a I’eau :
V,=V,+V,
-V, =V, -V,
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> || = \/IVaIZ + |\7r|2 — 2|V, ||V,|cos60 = V84 km/hr

La direction du vecteur vitesse d’entrainement V, est défini par I’angle a de telle maniére que :

v v . v, s 2
|. 9| — |'T_| - Ssina = t—r|Sln60 ==
sin60  sina Vel V7
_ aresin (2) ~ 49,110
- = arcsin (ﬁ) ~ 49.11

10. Un carrée OABC de coté L tourne autour de son coté OA a la vitesse angulaire o constante.
Un point matériel M se déplace suivant BC a partir de B avec une accélération constante a et
une vitesse initiale V, au point B.
Z|Z

Calculer la vitesse absolue et I’accélération absolue du point matériel M.

Déterminer la vitesse relative, la vitesse d’entrainement du point matériel M.

En déduire sa vitesse absolue.

Déterminer 1’accélération relative, 1’accélération d’entrainement, 1’accélération de Coriolis.
En déduire son accélération absolue.

0O O O O O
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Le vecteur de position par rapport au repére absolu :
OM = OC + CM = L7’ + (L — x)k avec x =%At2 + Vot

Enutilisant: OM =0'M , k=k' , & = wk, %=wf’ et %=
. = dOM ar’ > . >
La vitesse absolue V, = — = LE — (At +Vy)k = Lwj — (At + VK

V, = Lwj — (At + )k

-

L1 Lt = ayv,
L’accélération absolue a, = —=
5a = _L(J\)Zi)’ - Ak
: .= dO/M _ dOM
La vitesse relative V,. = d; =—

V. = —(At + Vk

. . A -2 dﬁ N T V4
La vitesse relative d’entrainement V, = d—; + wAO'M
V, = Lwj’
La vitesse absolue :

V,=V. +V, = Loj’ — (At + V,)k . On retrouve le méme résultat.

L’accélération relative :
av, >
a =D _ gk
dt
L’accélération d’entralnement :

- dzam) — — ,—) da ,—) 37 =
e = —5 + GA(BAO'M) + = AO'M = wkALwj
a, = —Lw?T

L’accélération de Coriolis :

4. = 26AV, =0

L’accélération absolue :

a,=a,+a,+a,

a, = —Lw?i’ — Ak . On retrouve le méme résultat.

=0/

—wl
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Chapitre 4

Dynamique du point matériel

La dynamique est ’analyse de la relation entre les forces appliquées sur un corps et les changements du
mouvement de ce corps. Elle explique la relation qui existe entre les forces et les autres grandeurs
cinématiques.

4.1 Repere galiléen:

Un repére galiléen est un repere constitué d’un systéme libre soi au repos ou en mouvement rectiligne
uniforme. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport & un référentiel galiléen est lui-
méme galileen.

4.2 L a Force:
Une force est définie par une droite d’action, un sens, un point d’application et une intensité.
L’unité de la force est : Newton (N) (kgms™).
Il existe deux types de forces :
= Forces d’interaction a distance comme :

La force de gravitation : F = G "r‘—f
lortrinie « B — AT qQ
La force électrique: F=qE , F = kr—2

La force magnétique : F = qgBAB , F = y, 121#::
= Forces de contact comme :
La force de frottement : F = uN

La forces élastique : F = K(L — Lg)

4.3 La quantité de mouvement:

La quantité de mouvement d’une particule est une grandeur vectorielle définit par le produit de sa masse par
son vecteur vitesse instantanée : p = mv

La quantité de mouvement d’un systéme isolé est conservée.

Une particule libre se déplace toujours avec une guantité de mouvement constante.

4.4 La loi fondamentale de la dynamique:
La loi fondamentale de la dynamique est donnée par les lois de Newton :
» Principe d’inertie: Dans un repere R Galiléen, le centre d’inertie de tout systéme matériel
mécaniquement isolé, est soit au repos ou en mouvement rectiligne uniforme.
= Principe fondamentale de la dynamique : Dans un référentiel galiléen, la somme vectorielle des
forces appliquées a un point M de masse m et son accélération a sont liées par la loi : ma = Ziﬁ

» Principe d’action et de réaction : La force exercée par un premier corps sur un deuxiéme corps est
égale et opposée a la force exercée par le deuxieme sur le premier :

Fyp = —Fpy

4.5 Loi fondamentale genéralisée de la dynamique:
La variation de la quantité de mouvement d’un corps par rapport au temps est €gale a la résultante des forces
extérieures appliquées :

dF -
— = 2if
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4.6 Le moment d’une force:
Le moment d’une force appliquée a un point matériel situé au point M, par rapport au point fixe O est défini
par :

M, =OMAF

4.7 Le moment cinétigue:
Le moment cinétique d’un point matériel de masse m et de vitesse ¥, par rapport au point O est défini par :

L, = OM Amv = OMA P

4.8 Théoréme du moment cinétigue:
La dérivée du moment cinétique d’un point matériel M par rapport a un point fixe O dans un référentiel
galiléen est égale a la somme des moments par rapport au méme point O des forces extérieures appliquées
au point M :

dL,

— = 2iMj
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Exercices :
1. Un corps (M) de masse m se déplace suivant le vecteur position :

7= (t2+30)T—t3+ 3t — Dk

Trouver la force F agissant sur le corps.

Le moment 7 de F par rapport a 1’origine O.

La quantité de mouvement p du corps et son moment cinétique L par rapport a I’origine.
dp - dL

Vérifier que : F=-"ett=—

e Drapres le principe fondamental de la dynamique :

@)

o O

@)

N
—

- dzr -
F =md =m— = m(21 — 6t))

dt?
e LemomentZdeF par rapport a 1’origine O est égal :
L, { J k
T=O0MAF =2 431) —t3 @Bt-1)
2m —6mt 0

% = 6mt(3t — 1T + 2m(3t — 1)] — 2mt2(2t + Ok
e Laquantité de mouvement p est égale :

—

—

p = mv =m— = m[(2t + 3)T — 3t%] + 3k]

dt
e Le moment cinétique L par rapport a I’origine O est égal :
7 7 k
Lo, =OMAp=|(t?+3t) —-t3 (3t-1)

mQ2t +3) —3mt? 3m
L, = 3mt2(2t — 3)T+ m(3t2 — 2t — 3)] — 2m(2t + Nk
e On peut Vérifier que :
dp

P = m[27 - 6t]] est égale a la force F.

% = 6mt(3t — 1)+ 2m(3t — 1)] — 2mt2(2t + 9)k est égale au moment 7.

2. Deux corps (M1) de mass m; et (M2) de masse m, sont placées en contact sur une table
horizontale. Les coefficients de frottement statique et dynamique entre les corps (M1), (M2)

et la surface de contact sont respectivement ug et u, . Une force F faisant un angle 6 avec I’horizontal
et de module constant, est appliquée sur le corps (M1) :
N

P,

Déterminer le module maximum de la force F nécessaire pour faire bouger les deux corps.
Ecrire la relation fondamentale de la dynamique pour chague masse dans le cas de mouvement.
En déduire l'accélération @ du systeme.

Déterminer la force de contact entre les deux corps.
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e Lamass (ML) étant en état statique est soumise aux forces :
F, son poids 1_51, la réaction de la table ﬁl , la réaction de la mass (M2) ﬁlz et la force de frottement
statique fsl :
F+P, +N, +R, +f,; =0
La mass (M2) étant aussi en état statique est soumise aux forces :
son poids 1—52, la réaction de la table ﬁz, la réaction de la mass (M1) ﬁm et la force de frottement
statique f, :
P,+N,+Ry  +f;, =0
En projetant ces deux équations sur 1I’axe horizontal OX et vertical OY :
OX:Fcos@ —Ri; — fs1 =0

Ry1 —fs2 =0
_P2+N2:0

Principe d’action et de réaction : Ry, = Ry;

fs1 = usNy = ps(Fsinb + Py) = pus(Fsint + myg)
et fo2 = UsNy = usP, = pgmyg

FcosO — ug(Fsinf + myg) — ugm,g =0

Donc: F = —5——(m; + my)g

cosO—pugsinf
¢ larelation fondamentale de la dynamique pour chaque masse dans le cas de mouvement :
Lamass (M1): F+P,+N; + Ry, + £y =mya,
Lamass (M2): P, +N, + Ryy + f4p = m,a,
Ou on a remplacé les forces de frottements statiques fs par des forces de frottement dynamiques fd.
En projetant ces deux équations sur I’axe horizontal OX et vertical OY :
OX:FcosO — Ry, — fg1 = maq
Ry1 = fa2 = maa,
OY : —Fsind — P, + N, =0
—P,+N, =0
fa1 = ualNy = pa(Fsinb + Py) = pq(Fsin® + myg)
et faz = UalN2 = paPp = pamag
Principe d’action et de réaction : Ry; = Ry
Le systeme de mass (M1) et (M2) se déplace avec la méme accelération: a; = a, =a
FcosO — uy(Fsind + myg) — ugmy,g = (my + my)a
Donc, I’accélération des deux masses est :
_ F(cosO — pgsinf) — pg(my + my)g
B (my + my)
e La force de contact entre les deux corps R;, = R,; =R
R =mya+ fg, = my(a+ pag)
— mz
~ (my +m,

a

) (cosO — puysin)F

3. Deux corps (M1) de mass m; et (M2) de masse m; sont reliés par un fil inextensible passant
par une poulie de masse négligeable (voir figure). Les coefficients de frottement statique et
dynamique entre le corps (M1) et la surface de contact sont ug et u; respectivement.
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Etudier la condition d’équilibre statique des deux corps (M1) et (M2).
Etudier le mouvement du systeme.
Calculer la tension du fil reliant les deux corps.
La mass (M1) étant en état statique est soumise aux forces :
son poids 1_51, la réaction de la surface de contact ﬁl, la tension du fil Tl et la force de frottement
statique f :
P,+N,+T, +f, =0
La mass (M2) étant aussi en état statique est soumise aux forces :
son poids 1_52 et la tension du fil T} :
P,+T,=0
En projetant ces deux équations sur I’axe horizontal OX et vertical OY :
OX: T,—f;=0
OY:—P,+N; =0
—P,+T,=0
Le fil est inextensible et la poulie est de masse négligeable — T, =T, =T
fs = usNy = usmq g
- myg—f=0 ->my—pum; =0
Donc, la condition d’équilibre statique des deux corps (M1) et (M2) est :
my; = lismy
le principe fondamental de la dynamique pour chaque masse dans le cas de mouvement :
Lamass (M1): P, + N, + T, +f; =m,a,
Lamass (M2): P, +T, =m,a,
Ou on a remplacé la force de frottement statique fs par la force de frottement dynamique fd pour la
mass (M1).
En projetant ces deux équations sur I’axe horizontal OX et vertical OY :
OX:Ty—fa=maq
OY:-mg+N;, =0
-my,g + T, = —m,a,
Le fil est inextensible et la poulie est de masse négligeable — T, =T, =T et a;, =a, =a
fa = ttalN1 = pgmy g
(my — pgmy)g = (my + my)a
Donc I’accélération du systeme est :
_ (my — pgmy)
(my + my)
La tension du fil T est :
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4. Un point matériel (M) de mass m se déplace sans frottement sur la surface inclinée d’un block
(B). Ce dernier se déplace sur I’horizontale avec une accélération constante y. Sachant que la vitesse
initiale du point matériel (M) est nulle par apport au block (B) :

N

Etudier le mouvement de (M) dans le repere mobile R’.

Déterminer la réaction du block (B) sur la mass m.

Déduire 1’accélération ¥ pour que le point matériel (M) se souléve du plan incliné.
En appliquant le principe fondamental de la dynamique dans le repére mobile R’ :
P+N+F,+F =ma,

ou ﬁe = —my force d’inertie d’entrainement et ﬁc = 0 force d’inertie de Coriolis.
En projetant sur les axes OX et OY :

mgsind —mycosf = ma, - a, = gsinf —ycosf

—mgcosd + N — mysinf = 0

e Laréaction du block (B) surlamassm: N = m(gcos6é + ysin0)

e Le point matériel (M) se souléve du plan incliné - N =0

gcos +ysin@ =0 - y = —gcotand

Le block (B) doit se déplacer avec une accélération orientée vers la gauche.

o O O

5. Un point matériel (M) de mass m se déplace sans frottement & I’intérieur d’une surface
circulaire de rayon R et de centre O. La masse m est lancée de A avec une vitesse initiale v,.
En utilisant le Principe fondamentale de la dynamique :
o Déterminer I’expression de la vitesse de la masse m.
o Déterminer a quel angle la vitesse s’annule.
o En déduire I’expression de la réaction N de la surface sur le point matériel (M).
En appliquant le théoréeme du moment cinétique :
o Trouver une équation différentielle régissant 6(t).




e Enappliquant le principe fondamental de la dynamique :
P+N=ma
En utilisant les coordonnées polaires :
m[(# — r0?)u, + (270 + r)udy]| = (mgcosd — N)U, — mgsinfuy
Puisquer =R - r=%=0
mRO? = —mgcosf + N
{ RO = —gsinb
La vitesse v = R% =R§ > T=Ri > vdv= —gRsinfdo

dat

v 0

1

f vdv = f —gRsin6df - E(v2 —v,2) = gR(cosf — 1)
Ca 0

L’expression de la vitesse de la masse m est :

v = Jv,2 — 2gR(1 — cosB)

2
e L’objets’arréte:v=0 - cosfd=1-— %
2

6 = 1- A
= arcos( ZgR)
e Laréaction N de la surface sur le point matériel (M) :

N 2
N = mRO? + mgcosf = m% + mgcos6

v42 — 2gR(1 — cosH) v42 — gR(2 — 3cos0)
N=m + mgcosf =m
R R
e Le théoréme du moment cinétique : L, = OM A p = OMAmv
OM = —Ru, et V=i,

Donc, io = —mRvk
Le moment des forces : M, = OM AF
M, = W/\(ﬁ + ﬁ) = —Ru,A(mgcosd — N)u, — mgsinfd, = mgRsinfk

dt

On retrouve le méme résultat.

dL, - dv. o dv _
Z M, - —mREk = mgRsindk - P —gsinf
i

6. Une particule de charge g et de masse m, se déplacant avec une vitesse ¥ dans un champ
électromagnétique : un champ électrique E = ET etun champ magnétique B = Bj, subit une force de la
forme : F = q(f + E’Aﬁ) . On suppose E et B constants en module et direction. Initialement, la
particule est a I’origine avec une vitesse initiale nulle.

o Etudier le mouvement de la particule et trouver I’équation différentielle du mouvement.
e En appliquant le principe fondamental de la dynamique pour la particule :

md = q(E +9AB) — m(ki+ jj + 7k) = q[Ei + (%1 + yJ + 2k)ABj]

m(¥T + j + 7k) = q[Ei + B(ik — y1)| = q{(E — By)i + Bik}

mi = q(E — Bz) J'C'=%(E—BZ')
my =0 - j=0
mZ = qBx 5=9Bx
Puisque x(0) = y(0) =z(0) =0 et x(0) = y(0) = 2(0) =0
y@) =0
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i=4px - i=21(E-1p%) o i+@=LE
m m m m m
On peut montrer que les solutions des équations différentielles x(t) et z(t) sont :

— _MmE aB mE
x(t) = 257 cos (m t) + e

— _IME . (2B E
z(t) = qusm(mt)+Bt

7. Une automobile de mass 1000 kg entre dans un virage circulaire de rayon R =100 m.
o Si la chaussée n’est pas inclinée, quelle doit étre le coefficient de frottement statique entre les pneus

et la chaussée pour éviter le glissement de la voiture roulant avec une vitesse v = 25 m/s.

Quelle est I’inclinaison de la chaussée pour permettre une vitesse de 25 m/s par tous les temps (sans
frottement).

Si la chaussée est surélevé de 30° par rapport a I’horizontale et le coefficient de frottement statique
est us = 0.1, trouver la valeur de la vitesse maximale a laquelle I’automobile peut rouler sans risque.

La chaussée étant horizontale, 1’automobile est soumise aux forces : son poids P, la réaction de la
surface N et la force de frottement statique sur les pneus f; :

—

N ¥

f. \
Centre X
[ | 0

P
En appliquant le principe fondamental de la dynamique :

P+N+f, =ma
Le mouvement étant uniforme et circulaire, I’accélération a est orientée vers le centre du virage avec

2

. v
une magnitude a = =

En projetant 1’équation sur 1’axe radial OX et vertical OY :
OX:fs =ma
OY:—=P+N=0
fs = usN = usmg
v? v?
Donc usmg = m— - U= g
AN :us, =0.625
e Dans ’absence de frottement, la chaussée est inclinée par un angle 6 :

N

Centre -
. R F

g

L’automobile est soumise aux forces de son poids P et la réaction de la surface de la chaussée N :
En appliquant le principe fondamental de la dynamique :
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P+N=ma
Le mouvement étant uniforme et circulaire, I’accélération a est orientée vers le centre du virage avec

‘UZ
un module a = =

En projetant 1’équation sur 1’axe horizontal et radial OX et vertical OY :
OX: Nsinf = ma
OY:—P+ Ncosf =0

mg 2

v
N = - mgtanf = ma =m-—
cos0 R

v? v?
tanf = — — @ = arctan (=)
Rg Rg

AN : L’inclinaison 6 =~ 33°
La chaussée étant surélevé et les frottements statiques sur les pneus sont présents : L’automobile est
soumise aux forces : son poids P, la réaction de la surface N et la force de frottement statique sur les
pneus f; :
En appliquant le principe fondamental de la dynamique :

P+N+f, =ma
Le mouvement étant uniforme et circulaire, I’accélération a est orientée vers le centre du virage avec

172
un module a = Y

Centre

30°

En projetant 1’équation sur 1’axe radial OX et vertical OY :
OX': Nsinf + fscos0 = ma
OY : =P + Ncosf — f,sinf = 0

fs = usN

m
cosO—pugsinf

in6+ 0
o p? = sinB+pugcos
cosO—pgsinf

Donc la vitesse maximale a laquelle 1I’automobile peut rouler sans risque est :

sinf + ugcosf

cosf — ugsinb g
AN: v=2654m/s

8. Trouver les accélérations des corps de la figure ci-dessous en négligeant les forces de frottement ainsi que
les masses des poulies et celles des fils que nous considérons comme inextensibles.
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e Enappliquant le principe fondamental de la dynamique pour les trois masses séparément :

Lamasse M1: P, + T, = m,3a,
En projetant sur I’axe ascendant : —m g + T; = mya,
Lamasse M2 : P, + T, = m,3,
L’accélération @, = a,, + A, ou I’accélération d’entrainement a, = a'; = —a,
En projetant sur I’axe ascendant : —m,g + T, = my(a,, — a,)
Lamasse M3 : Py 4+ T; = m,3;
L’accélération a3 = a3, + A, ou I’accélération d’entrainement a, = a'; = —a,
En projetant sur I’axe descendant : my;g — T3 = mz(asz, + a;)
Puisque les poulies sont de mass négligeable et les fils sont inextensibles :

>y =a3=a, , 1 =T 1=T,+T; et T,=T;=T
Les trois projections deviennent :

-mqyg + 2T = mya,

—myg +T =my(ar — a;)

mzg —T =ma(a, + a;)
C’est un systeme de trois équations avec trois inconnues aq, a, et T :

( 4dm,m; —mym, —myms
al =

 mym, + myms + 4myms
! a = 2(mymz —mym,)
" mym, + myms + 4myms
4m,m,
T = mg
\ mym, + myms + 4m,ms,
On remarque que si m, = ms ; 1’accélération relative a, s’annule.

my

. - 4momsy 5 11z : s
On remarque aussi que si m; = o I’accélération absolue a; s’annule.
2 3

9. Etudier le cas statique et le cas dynamique des deux corps de la figure ci-dessous en négligeant les
masses des poulies et celles des fils que nous considérons comme inextensibles. Les coefficients de
frottement statique et dynamique entre les corps (M1) et (M2) et la surface de contact sont ug et gy
respectivement.
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o

e (Cas statique :
La mass (M1) étant en état statique est soumise aux forces : son poids P,, la réaction de la surface
ﬁl, la tension Tl et la force de frottement statique Fls :
P,+N,+T, +f, =0
En projetant sur les deux OX; et OY; axes :
OXi:mygsina —T; — f1,=0
OY;:—mygcosa +N; =0 — N; =mygcosa
La mass (M2) étant en état statique est soumise aux forces : son poids P,, la réaction de la surface
ﬁz, la tension T} et la force de frottement statique fZS :
P,+N,+T, +f,, =0
En projetant sur les deux OX; et OY; axes :
OXy:Ty — fo5 =0
OY;:—myg+ N, =0 = N, =m,g
sachant que fis = usNy = psmygcosa , frs = psNy = pusmyg
et T, =T, =T car les fils sont sans mass et inextensibles.
La condition d’équilibre statique est donc : my (sina — yscosa) = psm,
e Cas dynamique :
En appliquant le principe fondamental de la dynamique pour les deux masses séparément :
Lamasse M1: P, + N; + Ty + f14 = mya,
Ou on a remplacé les forces de frottements statiques fs par des forces de frottement dynamiques fd.
En projetant sur les deux axes OX; et OY;:
OXi:mygsina — Ty — fig = may
OY;:—mygcosa+N; =0 — N; =mygcosa
Lamasse M2: P, + N, + T, + f,4 = m,a,
Ou on a remplacé les forces de frottements statiques fs par des forces de frottement dynamiques fd.
En projetant sur les deux axes OX; et OY,:
OXz: Ty — foq0 = Mmya,
OY;:—myug+ N, =0 - N, =m,g
fia = taNy = pgmigcosa et frq = pgN, = pagmyg
Puisque les fils sont sans mass et inextensibles

> ar=a,=a et T;=T,=T
(sina—pgcosa)m,—pugm,

L’accélération du systéme est : a =
mqi+m,

__ (sina—pgcosa+ug)mym,

Latensiondu filest: T

mqt+tm,
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10. Etudier le cas statique et le cas dynamique des deux corps de la figure ci-dessous en négligeant les
masses des poulies et celles des fils que nous considérons comme inextensibles. Les coefficients de
frottement statique et dynamique entre les corps (M1) et (M2) et la surface de contact sont ug et uy
respectivement.
e Cas statique :

La mass (M1) étant en état statique est soumise aux forces : son poids 1—51, la réaction de la surface
N,, la tension T, et la force de frottement statique fy :
P,+N,+T, +f;; =0
En projetant sur les deux axes OX; et OY; :
OXi:mygsina—T; — f1,=0
OY;:—mygcosa + N, =0 — N; =mygcosa
La mass (M2) étant en état statique est soumise aux forces : son poids P,, la réaction de la surface
ﬁz, la tension T} et la force de frottement statique fZS :
P,+N,+T,+f,, =0
En projetant sur les deux axes OX; et OY; :
OXy:—mygsinB +T, + fo,, =0
OY;: —m,gcosf + N, =0 — N, =m,gcosf
sachant que fis = usNy = psmygcosa , fos = psNy = usmpgcosp
et T, =T, =T les fils sont sans mass et inextensibles.
La condition d’équilibre statique est : m, (sina — ugcosa) = my(sinf8 — uscosf)
e Cas dynamique : On est confronté a deux cas :
» m,(sina — puscosa) > m,(sinf — uscosp)

— La mass M1 est en mouvement descendant et la mass M2 ascendant :

En appliquant le principe fondamental de la dynamique pour les deux masses séparément :
Lamasse M1: P, + N; + Ty + f4 = m,a,

Ou on a remplacé les forces de frottements statiques fs par des forces de frottement dynamiques fd.
En projetant sur les deux axes OX; et OY; :

OXi:mygsina — Ty — fig = may

OY;::—mygcosa + N, =0 — N; =mygcosa

Lamasse M2: P, + N, + T, + f,4 = m,a,

Ou on a remplacé les forces de frottements statiques fs par des forces de frottement dynamiques fd.

En projetant sur les deux axes OX; et OY, :
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OXz: —mygsinf + T, — f,4 = mya,

OY;: —m,gcosfp + N, =0 - N, =mygcosf

fia = taNy = pgmygeosa , frqg = palNo = ugmagcosp
Puisque la poulie et les fils sont sans mass et inextensibles

> aq=a,=aetTy =T, =T

(sina—pgcosa)m,—(sinf+ugcosfim;

L’accélération du systéme est : a =
mi+m;

» my(sina — uscosa) < my(sinf — pugcosf)
— La mass M1 est en mouvement ascendant et la mass M2 en mouvement descendant :

Par analogie au premier cas :
(sinB—-pugosp)mq—(sina+pgcosa)m;

L’accélération du systéme est : d@ =
mi+tm,

On remarque que a # —a et cela est du a la présence des forces de frottement.
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Chapitre 5

Travail et Energie

5.1 Travail d’une force:

Le travail d’une force F appliquée a un point matériel en déplacement entre deux points A et B est :
W,p = f((f))ﬁ- dl = f(ff))(dex + F,dy + F,dz)

Le travail d’une force F perpendiculaire au vecteur déplacement est nul.

Le travail d’une force F constante en magnitude et direction est égal :
Wyp = F - AB - cos (F,ZIT?))

L’unité du travail est : joule (J) = Newton-metre (N'm)

5.2 Puissance d’une force.
La puissance d’une force F & chaque instant est :

P=Fv
La puissance d’une force est aussi définie comme la variation instantanée de son travail :
aw
P==
dt

L’unité de la puissance est : Watt = joule/s

5.3 Force conservative:
Une force est dite conservative si son travail entre deux points ne dépend pas du chemin suivi.

Toute force conservative dérive d’une fonction potentielle E,, (x,y, z) tel que :

- —— _ 0Ep. | 0By, | 0Ep7
F = —gradE,(x,yz) = Lt o) +— k
OE,
Be=—%¢
_ _0Ep
- IFy =-%, Wi =—0E, =E,(4) - Ey(B)
OEp
\ = =5
oF; _ OFy
ady T oax
. — . . - s> —_ - aF aF
Si une force F est conservative, son rotationnel estnul : rot F=VAF =0 - a_zx = a_xz
|25 = 2%
dy oz

5.4 Energie Cinétique:
L’énergie cinétique d’un point matériel de masse m et de vitesse U est :

1
E, =-mv?
L’énergie cinétique peut aussi étre définie en terme de quantité de mouvement comme :
_r
¢ 2m

5.5 Energie Potentielle:

L’énergie potentielle est la fonction potentielle associée a la force conservative.

L’énergie potentielle est définie a une constante pres ; elle est toujours rapportée a un référentiel pris comme
origine pour la calculer.

Le travail d’une force conservative F est relié a I’énergie potentielle par 1’expression :

55




WAB == _AEp = Ep(A) - Ep(B)
Voici quelques exemples d’Energies potentielles :
Energie potentielle d’un ressort de raideur K est :

E, = Kx?

Energie potentielle gravitationnelle d’une masse m dans le champ crée par une masse M est :
Ep=—Go7

Energie potentielle de pesanteur est :
E, =mgz

5.6 _Théoréme de l’énergie cinétique:
La variation de I’énergie cinétique d’un point matériel entre deux positions A et B est égale a la somme des
travaux des forces qui lui sont appliquées entre ces deux positions.

AE. =Y W;

5.7 Energie Mécanique Totale:
L’énergie mécanique d’un point matériel est la somme des énergies cinétiques et potentielles :
Er =E.+E,

3.8 Principe de Conservation de I’Energie Mécanique Totale:
L’énergie mécanique totale d’un point matériel soumis a des forces conservatives est conservée.

Er)a = ED)@E > (E)w + Ep)a = (Ec)m + (Ep)e — AEr=0

5.9 Forces non Conservatives:
Si une des forces n’est pas conservative, I’énergie mécanique n’est pas conservée. Dans ce cas :
AE; = Y; W; (forces non conservatives)
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Exercices :

1. Soit la force F = 8xyi — (x% + y2)j appliquée & un point matériel en le déplacement entre deux points
A(0,1) et B(1,2) :

@)
@)

(@)

Calculer le travail de cette force suivant le cheminy = x + 1
Calculer le travail de cette force suivant le cheminy = x2 + 1

Que peut-on conclure a propos de la force F ?

Suivantlecheminy =x+1 - dy=dxet 0<x<1
(B) (B)

Vl/ﬁ) = f F-di = f (8xydx — (x? + y*)dy

(4) 4
(B)

Vlfq(;) = j (8x(x + 1dx — (x? + (x + 1)?)dy
(4)
1
W = f (6x% + 6x — 1)dx = 4
0
Suivant lecheminy =x2+1 - dy=2xdx et 0<x<1
)] (B)
Wq(;) = f F-dl = f (8xydx — (x? + y?*)dy
(4 7))
WP = [(8x(* + Dldx — [x* + (2 + 1)?] 2xdlx

6
Puisque les travaux de la force suivant les deux chemins sont différents, on peut conclure que la

@ _ [ (5 4 2y3 19
Wy = | (=2x>+2x° + 6x)dx = —
0

force F n’est pas conservative.

2. Soit la force F = y2T+ 2xyJ . Calculer son travail suivant les chemins suivants :

O

O O O O O

0(0,0,0) - A(1,0,0) » B(1,1,0)
La droite 0(0,0,0) —» B(1,1,0)
La parabole reliant 0(0,0,0) - B(1,1,0) : y = x? dans le plan XOY
Le chemin fermé : 0(0,0,0) - A(1,0,0) » B(1,1,0) - (€(0,1,0) - 0(0,0,0)
Calculer 7ot F , que peut-on conclure a propos de la force F?
Calculer le travail de F de 0(0,0.0) —» B(1,1,0) d’une maniére générale.
Suivant le chemin 0(0,0) - A(1,0,0) - B(1,1,0)
4 (B)

wD = w® 4 w® = f Fodl+ f Fedl

0) (4
Suivant 0(0,0.0) - A(1,0,0): Onay =0 — dy=0,dz=0et 0<x<1

1 (4) 1
WO(A) = J oy y?dx + 2xydy = [ 0dx —0dy = 0.
La force est perpendiculaire au déplacement OA.

Suivant A(1,0,0) » B(1,1,0): Ona x=1 —- dx=0,dz=0 et 0<y<1
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(B)
1
VIQ(;) = .[ y2dx + 2xydy = f y2(0) + 2ydy =1
) 0
Donc, Wo(jl)g =1
Suivant la droite 0(0,0,0) » B(1,1,0): y=x - dx=dy,dz=0 et 0<x<1
(B)
1
WO(;) = f x%dx + 2x%dx = f 3x%dx =1
) 0
Suivant la parabole reliant 0(0,0,0) - B(1,1,0) :
y=x? 5dy=2xdx,dz=0 et 0<x<1
(B) 1
WO(;) = f y2dx + 2xydy = f Sx*dx =1
) 0
Suivant le chemin fermé :
0(0,0,0) - A(1,0,0) » B(1,1,0) - €(0,1,0) - 0(0,0,0)
@ _gy@ 4) (4) (4)
WOABCO - WOA + I/VAB’ + WBC + WCO
(4) (B) © 0)
W o = f F-dl+ f F-dl+ f F-dl+ | F-dl
0) (4) (B) ©
; . @) _ @ _
Suivant 0(0,0,0) - A(1,0,0): Wy, =Wy, =1
Suivant 4(1,0.0) » B(1,1,0): W% =w) =1
Suivant B(1,1,0) —» €(0,1,0): Ona y=1 - dy=0, dz=0 et 0<x<1
© 0
WB(g) = f y2dx + 2xydy = f dx + 2x(0)dx = —1
(B) !
Suivant €(0,1,0) -» 0(0,0,0): Ona x=0 - dx=0,dz=0et0<y<1

Wae' = ((Bc))yzdx + 2xydy = flo dx + 2x(0)dx = -1
@ _ @ )] (4) 4 _
Woasco = Woa + Wyg + W' + Wy =0
T ] k
TotF=VAF == 5 5|~ &y =20k=0
y2 2xy 0

On peut conclure que la force F est conservative. On remarque que son travail est indépendant du
chemin. On remarque aussi que le travail suivant un chemin fermé est nul.

Cherchons la fonction potentielle associée a la force F:

( 2 0Ep
yo=——=" 2
9x E,(x,y,2) = —xy* + C(y,2)
F)
2xy = _ai; - E,(xy,2)=-xy*+(C(y,2)
_ _95 Ep(x,y,2) = Ep(x,y)
- 0z
E,(x,y,z) = —xy* + C(y)
9B, 2 +dC dc 0 C(y) tante K
- — = — —_— e d _—= 4 =
3 xy O O y) = constante

La fonction potentielle associée a la force F est égale
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E,(x,y,z) = —xy* + K

D’une maniére générale, le travail de Fde 0(0,0,0) > B(1,1,0) est égale :
Wop = —AE, = E,(0) — E,(B) = E,(0,0,0) — E,(1,1,0) = 1

3. Un corps de mass M est relaché sans vitesse initiale du haut d’une montagne de hauteur H

comme le montre la figure ci-dessous.
A

TN

D
L e D e e e e e m = = —
B

Trouver les vitesses du corps M aux points B, C et D.
o Trouver les forces de réaction de la surface sur le corps M aux points C et D.
e Dans I’absence de frottement, on a conservation d’énergie mécanique totale :
Er)ay =ED@E > (Ec)w + (Ep)wy = (Ec)i) + (Ep)p
En prenant le niveau (B) comme référence initiale de 1’énergie potentielle
- (Ep) =0
Puisquevy, =0 - (Ec)) =0

- MgH=%Mv§ - v =.2gH
e (En)wy=ED© = (E)w* Ep)w = EDc + Ep)c
1
MgH=§MvCZ+MgR - v.=+2g(H—R)
e (En)wy=EDwy — (Ec)w + Ep)wy = (Ec)w) + (Ep)w
1
MgszMv5+2MgR - wvp =429(H—-2R)

e En appliquant le principe fondamental de la dynamique pour le corps au point C :
P+ N, = Ma,

(n

u}—‘ Y—c

=l

En projetant sur les deux axes (11) et (L) :
(1) : Ma, = —Mg
(J_) MaJ_ = NC

59




2
v _(H—-R)
Ne=M—=2———Myg

e Enappliquant le principe fondamental de la dynamique pour le corps au point D :

ﬁ'{'ﬁl) = MﬁD
{:II}—‘

(L)

En projetant sur les deux axes (11) et (L) :

(1) : Ma, =0
(L):Ma, =Mg+Np, - Np=Ma, —Mg
2
v2 (2H — 5R)
Np=M-—=2-Mg=-—"—-—"—0M
p="pg M R

4. Quelle vitesse faut-il donner a une fusée pour qu'elle échappe au champ gravitationnel de la
terre ? Accélération de gravité a la surface de la terre g, = 9.81 m/s?,
Rayon de la terre R = 6.36x10°m.

e En appliquant le principe de la conservation d’énergie mécanique totale :

Er)py=EDw - (Edwy+ Ep)apy = E)w + (Ep)r
1 ) mM 1 ) mM

Emv, —GF:EmUF—GT—Z
La fusée échappealagravitt —» r=o et vy =0
1, mM , M
- Emv,—6?=0 - =26ﬁ

La force du poids définie par la loi universelle de la gravitation :
mM M
mgo=G_5 = go=0G
- i =2geR
AN :v, = 1.12x10*m/s

5. Une masse M tombe d’une hauteur H sur un ressort libre de raideur K.
o Trouver la distance de compression maximale du ressort.

I
- —\—'—/— Sy [ Energie potentielle de pesanteur=0)

e Dans I’absence de frottement, on a conservation d’énergie mécanique totale :
Ero=Enw — (E)o+ Ep)ay = EDwF) + (Ep)r
v=vp=0 - (E)pn=E)m» =0 - (Ep)uy = (Ep)p
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Le niveau zéro de I’énergie potentielle de pesanteur est indiqué sur la figure.
- Mghz—ng+%Ky2 - %KyZ—ng—Mgh:O

C’est une équation de deuxiéme degré. Seule la racine positive est acceptable.

Mg +M2g% + 2MgKh Mg Kh

6. Une balle de masse m est tirée d’un pistolet avec une vitesse v. Elle percute un block en bois de masse M
attache’ au bout d’un fil de longueur L. Les deux corps (Block+balle) s’écartent d’un angle 6.
o Trouver la vitesse de la balle v en fonction de I’angle 6.

m _____________
= M | Energie potentielle de pesanteur=10)

.

e La conservation de quantité de mouvement avant et aprées la collision entre la balle et le block :
Chocmou - mv=(m+M)V - V=—
(m+M)

Dans I’absence de frottement, on a conservation d’énergie mécanique totale :

(ET)(I) =ED)E > E)w+ Ep)gy = (Ed)w + (Ep)wr
1 1 m
—(m+M)V2+O—0+(m+M)gh -» h=—V?=

29"~ 2g\m+ M)
o (m+M)\/E

0
h =L(1-cosB) = 2Lsin2(—)

- v =2sin (g)(;—m\/ﬁ

v]?

7. Une balle de masse m est tirée d’un pistolet avec une vitesse v. Elle percute un block en bois de masse M
attachée a un ressort libre de raideur K. Le coefficient de frottement dynamique entre le block en bois

(M) et la surface de contact est uy .
o Trouver la vitesse de la balle v en fonction de la compression maximale du ressort.

Sl rm B | =]

Lo

e La conservation de quantité de mouvement avant et apres la collision entre la balle et le block :
m

v
(m+M)
En présence de frottement, on n’a pas de conservation d’énergie mécanique totale, on utilise le
9 9

théoréme de 1’énergie cinétique :
AE. = (Ec)ry — By = z W, = W(l_’)) + W(ﬁ) + W(f) + W(ressort)
i

Chocmou -» mv=m+M)V - V=
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2

1 2 _ 1 2
(Ecday = E(m +M)VE = 2’

La somme des travaux des forces :
Y W; = W(F) + W(ressort) = —f (Lo — L) — %K(L — Ly)?

et (Ec)r =0

w(P) =W(N) =0; ces forces sont perpendiculaires au déplacement.
La compression maximale du ressort (L, — L) = X
La force de frottement f = uyy(m + M)g
- lKX2+ (m+ M) X—lm—2 2=0
2 Ka 92 2 m+ )’
La vitesse de la balle est :

(m + M) KX?
v = T 2,[1ng +

(m+ M)

8. Une masse M attachée au bout d’un fil de longueur L est écartée d’angle 6; au point A et relachée sans
vitesse initiale. Au point B, elle percute et se colle a une petite masse m. Les deux corps (M+m)
s’écartent d’un angle 6,.
o Trouver la relation entre les deux angles 6, et 6,.

c@ o
ha
L ___

|
|
|
|
|
|
|
|
!
B, T { Energie potentielle de pesanteur=0) ————— 4o
e Lachute de lamasse M de (A) a (B;) :
Dans 1’absence de frottement, on a conservation d’énergie mécanique totale :

Er)ay =ED@py > (E)w + (Ep)wy = (Ec)s,) + (Ep)sy)

1
0+Mghy = MVE +0 = Vs, = \/29h;

e Lacollisionentre Metm :
La conservation de quantité de mouvement avant et apres la collision entre la balle et le block :

Chocmou — MVg =(m+MVs - Vg =—Vp =——[2gh

- (m+M)

e Mouvement des deux masses M et mde (B,) a (C) :
Er)ey = Erde = (EDsy T (Ep)ey = (Ec)e + (Ep)(
— VBZZ — M Zh
=2 ™
. 61 . 92
hy = L(1 — cos8;) = 2Lsin? (?) et h, = L(1— cos@,) = 2Lsin? <7>

1
E(m+M)VB?2+0=O+(m+M)gh2 - h,

La relation entre les deux angles 6, et 6, est :

sn(2) = GZpsin(2)
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9. Un corps de mass M est relaché sans vitesse initiale du haut d’un quart de cercle de rayon R
comme le montre la figure ci-dessous. Le corps est soumis a une force de frottement de
magnitude constante f tout le long de son parcours. Il atteint le point B avec une vitesse v et
s’arréte au point C.

A
., —— - —— - ——— rR-—————— ==
I
|
|
! |
'-.\ I
' I
et 1
LN
AN I
I I
.
*
_’.J' N, R
P I
- e [
/'/- .-"'-\'- |
= P T, 1
- /,/"J /,-"’A T I
- /f”' f/”_ﬂ,l:m :
- ~ " o e
- f‘/ f"/ f‘, _\H—P"—\-._ !
" — — - - - - [
{ Energie potentielle de pesanteur=0) B C

o Trouver la magnitude de la force de frottement f

o Trouver la distance BC.

e En présence de frottement, on n’a pas de conservation d’énergie mécanique totale, on utilise le
théoréme de ’énergie cinétique sur le quart de cercle :

AE, = (E) @y — (E)ay = z_Wi = w(P) + W(N) + w(b
l
La force de réaction N est perpendiculaire au déplacement : W(ﬁ) =0
- SMv?2—0=MgR—f=

2 1 )
- f=ﬁ[MgR—§MV ]

e Surle parcours (BC) : AE, = (E¢)c) — (Ec)my = XiWi = W(P) + W(N) + W(f)

Les forces du poids P et de la réaction N sont perpendiculaires au déplacement :

= = 1 Mv?
> WE)=wN)=0 - 0-;Mv’=—fD > D="-
2
La distance d’arrét BC est égalea: D = iz
4gR—2v

10. Une pompe a eau a une puissance P = 12 hp. Elle est utilisée a pomper de I’ecau d’un puits de
3
profondeur H avec un débit de Moo
At mn

o Quelle est la profondeur maximale du point si le rendement de la pompe est € = 80%.
e Par unité de temps, la pompe fait un travail égal a I’énergie potentielle de la pesanteur de 1’eau.
La puissance nécessaire pour pomper 1’eau d’une profondeur H est donc égale a :

AW (Am)gH Am pAV
At At A9 T A I
eP
- H=—p
PY x;
AN:P =12 hp = 12x746 = 8952 Watts
H=22m
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11. Un corps de mass M est attaché a un ressort de raideur K comme le montre la figure ci-dessous.
Le ressort est libre et n'est pas tendu au point A.
o Silavitesse du corps au point C est v,, Trouver la vitesse du corps au point B et A.

e Dans I’absence de frottement, on a conservation d’énergie mécanique totale :
Er)any = Er)ey = EDwmy + Ep)my = (Ec)e) + (Ep) (o)

1 1 1
(En)o) = B + (Ep)e) = 5 MVZ = 2MgR + 5 K(2R)* = 5 MvZ — 2MgR + 2KR?

1 1
Er)on = Ec)an + (Ep)ny = EMUZ — Mgh + EK(L — Lg)?

1 1 1
SMv? = Mgh+ > K(L = Lo)* = 5 MvZ — 2MgR + 2KR?

> v= \/vg +%[4R2 —(L—Ly)%1—29(2R — h)

0
h = R(1 — cos@) = 2Rsin? (E) et L=+/(Lo+R)?2+R2—2R(Ly+ R)cosb

e aupointB: ==, h=Ret L=.(Lo+R)?+R?

K
Vg = jvg + ZM[RZ — 12 — RL, +L0JL% + 2RL, +2Rzl — 2gR

e aupointA: 6=0, h=0 et L=1L,

4K
vy = |VE +WR2 —4gR

12. Un projectile est lancé avec une vitesse de grandeur v, dirigée selon un angle 8 avec I'horizontale.
o Calculer la hauteur maximale H,,,, atteinte par le projectile.
o Calculer la vitesse du projectile lorsqu'il a atteint la moitié de sa plus grande hauteur.
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v

vycost
A

B liLfl':l"l @

1
|

2 l

! 1

|

! I

Fem-m - b

Dans I’absence de frottement, on a conservation d’énergie mécanique totale :
ED)oy = ErDan = (Ec)o) + (Ep)oy = (Ec)my + (Ep)

La hauteur maximale H,,, est atteinte par le projectile au point A lorsque :
V4 = Vycosl

1 1
EMUS +0= EMUSCOSZ(H) + MgH pax
TR vE(1 — cos?(0)) _ vEsin?()
max Zg Zg
Er)oy=En@ = (Ec)w) *+ (Ep)oy = (Ec)i) + (Ep) )
%Mvg = %Mvé + Mg% - Vg =~V — 9Hmax

/ sin2(6)
- vB=v0 1-— 2
ax

.. A P ey H
vg = v, Il y’a deux positions B et C avec la méme vélocité ou la hauteur H = mT

En général, il y’a toujours deux positions avec la méme hauteur dans la trajectoire parabolique avec
la méme vélocité ; une ascendante et I’autre descendante.
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