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Avant-propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants inscrit en premiére année systéme LMD, mathéma-

tiques et informatique.

Le contenu de ce polycopié, correspond au programme officiel de la matiére Algebre I enseigné

en premiére année.

Le manuscrit contient cing chapitres :
- Notions de logique

- Ensembles et applications

- Relations binaires sur un ensemble
- Structures algebriques

- Anneaux de polynomes



Chapitre 1

Notions de Logique

1.1 Table de vérité
1.1.1 Proposition

Définition 1.1.1 On appelle proposition (assertion) toute affirmation (énoncé) ayant un
sens, et a laquelle on peut clairement attribuer la valeur « vrai » ou « faux ».

Par exemple, « 1 > 3 » est une proposition fausse, et « 17 est un nombre premier » est une
proposition vraie.

Nous noterons par la suite P,Q, R, ... des propositions.

1.1.2 Négation

Définition 1.1.2 La négation de la proposition P, noté nonP ou P, est la proposition qui
affirme qu’elle est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.

Par exemple, la négation de la proposition P : « 1 >3 » est nonP : « 1 <3 ».

1.1.3 Table de vérité

Définition 1.1.3 En notant 1( ou V) la valeur « vrai » et 0 (ou F) la valeur « fauz »,

on peut résumer l’état d’une proposition P par une table de vérité comme suit :

P | non P P | non P
1 0 ou Vv F
0 1 F Vv

Tab 1 : Table de vérité de P et non P.
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1.2 Equivalence

Soient P et () deux propositions.
On dit que P et Q) sont équivalentes si elles ont les mémes valeurs de vérité. On note
"P << Q" quiselit" P équivalent a Q"

la table de vérité de I’équivalence logique "P < Q" est

P Q| Pse @
11 1
110 0
0] 1 0
0] 0 1

Tab 2 : Table de vérité de (P < Q)

Propriété 1.1
Soit P une proposition, alors la négation de la négation de la proposition P est équivalente
a P.

(7) = 0

1.3 Les connecteurs "ET" , "OU"
1.3.1 La Conjonction «A»

Soient P et @) deux propositions.
La proposition "P et Q" notée par "P N\ Q" est vraie si P et () sont toutes les deux vraies et
est fausse sinon.

On peut résumer l’état de proposition "P N Q" par la table de vérité suivante :

P Q| PAQ P Q|PAQ
1] 1 1 VIV A%
110 0 ou V| F F
01 0 F|V F
010 0 F|F F

Tab 3 : Table de vérité de P A Q
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Propriété 1.2
Soit P une proposition, alors « P A\ P» est une proposition fausse.

Preuve il suffit de remarque que la table de vérités de P A P

P|P|PAP
1{o] 0
0[1] 0

Tab 4 : Table de vérité de P A P

1.3.2 La disjonction «V»

Soient P et ) deux propositions.
La proposition "P ou Q" notée par "P V Q" est vraie si au moins l'une des deux propositions
est vraie et est fausse sinon.

On peut résumer [’état de proposition "P /' Q" par la table de vérité suivante :

P Q| PVQ P Q|PVQ
1)1 1 VIV A%
110 1 ou VI F A%
011 1 F|V A%
00 0 F|F F

Tab 5 : Table de vérité de PV Q

Propriété 1.3
Soit P une proposition, alors « P\ P» est une proposition vraie.

Preuve il suffit de remarque que la table de vérités de PV P

P|P|PVP
1jo] 1
01| 1

Tab 6 : Table de vérité de PV P
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Théoréme 1.3.1 (Régles de Morgan)

Soient P et ) deux propositions, alors :
1. PAQ&PVQ
2. PVQ & PAQ
Preuve On établit la preuve de ces régles en donnant les valeurs de vérités des propositions

logiques correspondantes.

PIlQI|P|Q|PANQ|PVQ|PAQ|PVQ|PVQ|PAQ
171]0]0 1 1 0 0 0 0
17001 0 1 1 0 1 0
0111170 0 1 1 0 1 0
0101171 0 0 1 1 1 1

On voit que les propositions P A Q et PV Q ont les mémes valeurs de vérité, donc elles sont

équivalentes. De méme pour PV Q et P A Q.
Théoréme 1.3.2 Soient P , ) et R deux propositions, alors :

. PNQEQAP et PVQ&ESQVP.

2. (PN\QANRSPAQAR) e¢ (PVQ)VRS PV(QVR).

3. PN(QVR) < (PANQ)V(PAR) et PV(QAR) < (PVQ)AN(PVR).
(On dit que le «OU» et le «ET» sont commutatifs, associatifs et distributifs I'un sur ’autre).
Preuve
Démontrons par exemple la deuxiéme équivalence de 3 a 1’aide d’une table de vérité ( vous

démontrerez le reste de maniére analogue).

PIQIR[QAR|PV( QAR [PVQ|[PVR]|(PVQ)A(PVR)
1111 1 1 1 1 1
1{1]0] o 1 1 1 1
1{o]1] o 1 1 1 1
1/0[0] 0 1 1 1 1
011 1 1 1 1 1
0[1]0] O 0 1 0 0
0/0|1] O 0 0 1 0
0/0/0] O 0 0 0 0
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On lit effectivement les mémes valeurs de vérité dans les quatriéme et huitiéme colonnes.

1.4 Implication

Définition 1.4.1 La proposition "P = @ " est la proposition "nonP ou Q" qui se lit " P

implique Q". Sa table de vérités est donnée par

P Q| P= @
11 1
110 0
0] 1 1
0] 0 1

Tab 7 : Table de vérité de P = Q

Contraposée et réciproque

Soient P et ) deux propositions.

— La contraposée de I'implication « P = @» est 'implication « Non() = NonP>».
— La réciproque de I'implication « P = @» est 'implication « @ = P».
Propriété 1.4

Une implication et sa contraposée sont équivalentes.
(P = Q)< (Non@ = NonP)

Preuve On peut utiliser deux maniére différentes.
1. En utilisant les valeurs de vérité des implications « P = @» et «Non() =NonP>», on

obtient :

P | Q| NonP | Non@ | P= @ | Non() =NonP
111 0 0 1 1
110 0 1 0 0
01 1 0 1 1
00 1 1 1 1

Tab 8 : Table de vérité de P = @ et Non(@) = NonP
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On voit que les propositions « P = @» et «Non) =NonP» ont les mémes valeurs de vérité,
donc elles sont équivalentes.

2. En utilisant la définition de I'implication, on obtient :

(Non@ = NonP) < (Non (Non@) V NonP)
< (Q V NonP)

& (P= Q)
Propriété 1.5

Soient P, () et R deux propositions, alors :
(P=Q)N(Q=R))=(P=R)

Preuve Démontrons & ’aide d’une table de vérité.

/—}’DIH /—f; /—1:; /—f;
171711 1 1 1 1 1
17110 1 0 0 0 1
1101 0 1 1 0 1
110]0 0 1 0 0 1
0111 1 1 1 1 1
0]11]0 1 0 1 0 1
0]0]1 1 1 1 1 1
0]0]0 1 1 1 1 1

Propriété 1.6

Soient P et () deux propositions, alors :

La proposition "P = @ et Q = P" est la proposition notée par "P < Q"
Preuve

En utilisant la table de vérités suivante :

Py Py
PlQIP=0|0=P|PAP|P=0O
11 1 1 1 1
110 0 1 0 0
011 1 0 0 0
00 1 1 1 1




1.5 CNS, SSI, Il faut et il suffit 13

On voit que les propositions «(P = Q) A (Q = P)» et «P < (» ont les mémes valeurs de

vérité, donc elles sont équivalentes.

1.5 CNS, SSI, Il faut et il suffit

Les expression «Condition nécessaire et suffisante (C.IN.S)», «Si et seulement si (SSI)», «il

faut et il suffit» signifient toutes « 1’équivalance ».

= =
Condition nécessaire Condition suffisante
Il faut I suffit
Seulement si Si

Considérons par exemple I'implication vraie :
(z+1) =d4<=z+1=2.

Pour que (z+1)? soit égal a 4, il suffit que z+1 soit égal & 2, ou encore (z+1)? vaut 4 si z+1
vaut 2. Mais, pour que (z + 1)? soit égal a 4, il n’est pas nécessaire, il n’est pas obligatoire
que z + 1 soit égal 2 (car = + 1 peut aussi étre égal & —2) ou encore 1'égalité (z + 1)? = 4 ne

se produit pas seulement si z + 1 vaut 2 (Uimplication (z + 1) =4 = z + 1 = 2 est fausse).

1.6 Quantificateurs
On définit les deux symboles V et d, appelés quantificateurs, de la maniére suivante :

1.6.1 Quantificateur universel (V) : «Pour tout>»

Une proposition P peut dépendre d’un paramétre x, par exemple «x? 4 2z > 0», la propo-
sition P (x) est vraie ou fausse selon la valeur de x.

La proposition « Vx € E P (x) » est vraie lorsque les propositions P (x) sont vraies pour
tous les éléments x de ’ensemble F.

On lit : «Pour tout (Quelque soit) x appartenant & E, P (x) »

Exemple 1.1

— «Vz €R, 22+ 22 > 0 » est une proposition fausse.

- «VnéeN, @ € N » est une proposition vraie.
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1.6.2 Quantificateur existentiel : «Il existe»

La proposition « 3x € E P (x) » est vraie lorsque ’on peut trouverau moins un x de E pour
lequel P (x) est vraie.

On lit : «Il existe x appartenant & F tel que P (x) »

Exemple 1.2

— « 3z €R, 22+ 2z > 0 » est une proposition vraie.

— «dz €N, 22+ 2+#0 » est une proposition fausse.

Remarque 1.1

La proposition : «Il existe un et un seul élément x de E tel que la proposition P (x) est

vraie» s’écrit en abrégé «3lx € E, P (x)».

1.6.3 La négation des quantificateurs

La négation de « Vo € E P (x) » est « dx € E nonP (z) » et La négation de « 3z € E
P(x) » est « Vo € E nonP (z) »

Exemple 1.3

— La négation de « Vo € R, 224+ 22 >0 » est « I € R, 22+ 22 <0 ».

— La négation de « 3z € N, 22 +2#0 » est « Vz €N, 22 +2=0».

Remarque 1.1

On peut distribuer V sur «ET>» et 9 sur «OU» mais on ne peut pas distribuer V sur «OU»

et J sur «ET».

1. Ve e E,P(x)NQ(x)) & (Vzx e E,P(z)) AN(Vz € E,Q (2))
2. (Izr€e E,P(x)VQ(x) & (Fz € E,P(z))V(Ir € E,Q (x))
3. Yz € E,P(z)VQ(z)) < (Vz € E,P(x))V (Vx € E,Q (z)).
4. (Jz € E,P(x)ANQ(z)) = Fz € E,P(z))A(Fz € E,Q (z))

On peut permuter des quantificateurs de méme nature mais on ne peut pas permuter des

quantificateurs de natures différentes.
1. Ve e E\Vy€ E,P(z,y)) & (Yy € E\Nz € E,P(x,y)).

2. (3r € E,Jye E,P(x,y)) < (Jy€ E,Jx € E, P (z,y)).
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1.7 Types de raisonnements
1.7.1 Raisonnement direct

Pour montrer que la proposition « P = Q) » est vraie, on suppose que la proposition P est
vraie et on montre qu’alors @) est vraie.

Exemple 1.4

Soit n € N, montrer que «si n est impair alors n? est impair».

Supposons que n est impair, alors il existe un entier naturel k tel que n = 2k + 1, Calculons
alors n?.

n? =2k +1)° =4k + 4k + 1 = 2(2k> + 2k) + 1

Donc, il existe un entier naturel p = 2k? + 2k tel que n? = 2p + 1,ce qui montre que n? est

impair.
1.7.2 Disjonction de cas

Si l’on souhaite vérifier une proposition P(x) pour tous les x dans un ensemble E , on montre
la proposition pour les x dans une partie A de E , puis pour les x n’appartenant pas a A.
C’est la méthode de disjonction ou du cas par cas.

Exemple 1.5 :

Montrer que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2.

Soit n € N, on peut distinguer deux cas

Premier cas : n est pair, n = 2k avec k € N.

On a:
nn+1)=2k(2k+1) = 2ky, avec ky = k(2k+1) € N.

d’ot n(n + 1) est pair.
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Deuxiéme cas : n est impair, n = 2k 4+ 1 avec k € N.

On a:
n(n+1)=2k+1)(2k+2) =2ky, avec ko =(k+1)(2k+1)eN.

d’ott n(n + 1) est pair.

On déduit que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2.

Exemple 1.6
Montrer que «Pour tout z € R, |z — 1] < 2? — x4 1».
Soit z € R,

Premier cas : z > 1
P?—z+l—|r—1=22-2+1—(z-1)
=22 —21r+2
=(z+1)74+1>0
et donc, |[v — 1| <22 —z + 1.

Deuxiéme cas : z < 1

P—rx+l—|r—1=2 -2+1—(—2z+1)
=22>0

et donc, |z — 1| <22 —x + 1.

Conclusion : Dans tous les cas |z — 1| < 2% — 2 + 1.

1.7.3 Absurde

Le raisonnement par l’absurde pour montrer « P = () » repose sur le principe suivant : on

suppose & la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une contradiction.

Exemple 1.7 :
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Soient x,y € R, , Montrer que : si ?ﬁ = 245 alors x = y.
Supposons que ﬁ = zy? et © # y et on cherche une contraduction.
On a:

H=aa=r@tl)=y+1)
>’ —yP—y=0

= (@—y)(r+y)+(@-y) =0
=@x—-y(r+y+1)=0

=x+y+1=0, car t—y #0

szr+y=-1

Qui est impossible, car la somme de deux nombres positifs ne peut étre négative.(On obtient

une contradiction).

Alors, d’aprés le principe de raisonnement par absurde, on déduit que si ﬁ = x%l alors
T =1.
Exemple 1.8 :

Montrer que \/5 est irrationnel.

Supposons que est rationnel. Alors

V2=2

q

avec p € Z,q € Z* et p et q sont premiers entre eux (pged(p,q) = 1).

On a:
\/§:§:>2:’q’—z:>p2:2q2.

Commme p? = 2¢? alors p? est pair, alors p est pair.
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Comme p est pair, alors dpy € Z tel que p = 2py.

Donc
P =20 = (2p0)’ = 2¢° = ¢® = 2p2.

Commme ¢ = 2pZ alors ¢? est pair, alors ¢ est pair.

Comme q est pair, alors dgp € Z* tel que ¢ = 2qq.

Ce qui donne une contradiction, car pged(p, q) = 1.

D’aprés le principe de raisonnement par absurde, on déduit que v/2 est irrationnel.

1.7.4 Contraposée

Le raisonnement par contraposition est basé sur [’équivalence suivante :
(P=Q)< (Q=P)

Donc, pour mantrer que P = (), on montre que si @ est vraie alors P est vraie.

Exemple 1.9

Soit n € N, montrer que «si n? est pair alors n est pair».

On sait que «si n? est pair alors n est pair» équivalente & «si n est impair alors n? est
impair».

Et comme la proposition «si n est impair alors n? est impair» est vraie (Voir 'exemple 1.4),
alors d’aprés le principe de raisonnement par contraposée, on déduit que «si n? est pair alors
n est pair».

Exemple 1.10 :

Soit a,b € R. Montrer que

(a#3etb#3)= (ab—3a—3b+9+#0)
Par contraposée, on démontre que

ab—3a—3b+9=0= (a =3 ou b=3)
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On suppose que ab — 3a — 3b+ 9 = 0, donc
ab—3a—3b+9=0=a(b—-3)—3(b—-3)=0

=0b-3)(a—3)=0

= (a=3 ou b=23)

Alors, d’aprés le principe de raisonnement par contaposée, on déduit que
(a#3etb#3)= (ab—3a—3b+9#0).

1.7.5 Contre exemple

Pour montrer qu’une proposition du type «Vx € E P (x)» est vraie, il faut montrer que pour
chaque x de E, P (x) est vraie. Par contre pour montrer que cette proposition est fausse il
suffit de trouver x € E tel que P (x) soit fausse. Trouver un tel x c’est trouver un contre-
exemple a la proposition «Vx € E P (z)».

Exemple 1.11

Montrer que la proposition «Vx € C, 22+ 1 # 0» est fausse.

Un contre exemple pour = ¢ ou © = —i, on trouve z2 + 1 = 0, ce qui montre que la

proposition est fausse.

1.7.6 Reécurrence

Leprincipe de récurrence permet de montrer qu’une proposition P(n), dépendante de n, est
vrate pour tout n > ng avec n,ng € N.

La démonstration par récurrence se déroule en 3 étapes :

— FEtape 1-Initialisation : On prouve que P (ng) est vraie

— FEtape 2-Héridété : On montre que P(n) = P(n + 1), on suppose que P(n) vraie, et on

démontre alors que la proposition P(n + 1) est vraie.

— Etape 3-Conclusion : On rappelle que, par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour

tout entier naturel n > ny.
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Exemple 1.12
Montrer que : ¥n € N*, 3 j? = 2ntCntl)
k=1

Dans ce cas, on a : ng = 1 et la proposition P(n) définie par > k* = w.

k=1
Etape 1-Initialisation : On prouve que P (ng) est vraie

Pour n =1, 0on a:

ikz S 2] et nPOELEeD _ 104DE@x1HD) _

6 6

k=1
Donc, la proposition est vraie pour le rang ny.

Etape 2-Héridété : On montre que P(n) = P(n+ 1)

n(n+1)(2n+1)
6

n
Supposons que la proposition P(n) est vraie c’est a dire > k? = et montrons que

k=1

n+1)(n+2)(2n+3)
6 .

n+1
la proposition P(n 4 1) est vraie c’est a dire > k2 =
k=1
On a:
n+1

kz:jlk:? = <k§j1k:2) +(n+1)°

_ n(n+1)6(2n+1) + (n + 1)2

=" (n(2n+1)+6(n+1))
= ("T“) (2n% + Tn + 6)
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
G .
Ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.

Etape 3-Conclusion : D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition

P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 1.

Exemple 1.13 :

Montrer que
n 2 1)2
ZkS _ n*(nt
k=1 !

On décompose la démonstration en trois étapes :

(i) Initialisation : on prouve P(ng) avec ng = 1.
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On a:
no 3
YR =(1)"=1
k=1
et
(no+1)? _ (12(141) 1
4 - 4 -

Ce qui montre que P(ng) est vraie.
(i) Héredité -

On suppose que P(n) vraie, c.a.d
i w2 (o41)”

et on démontre alors que la proposition P(n + 1) est vraie, c.a.d

n+1

3 (n+1)2%(n+2)?2
LK = e

n+1
Zk?’ 13+23+ A0S+ (n+1)°

50 ks
k=1
2
— ”2(7LT+1)_|_(H+1)3
= (n+1)° ("{+(n+1)>

_ 2 ([ n244n+4
=(n+1) (%)

_ (n+1)*(n+2)?
- 4
d’ou la proposition P(n + 1) est vraie

(iii) Conclusion : on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout

n > ng, ng € N .

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition P(n) est vraie pour tout

entier naturel non nul.
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1.8 Exercices

Exercice 1
Soient f et g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les expressions

suivantes puis donner leurs négations.

1. f est majorée.

2. f est bornée.

3. f est croissante.

4. f est strictement décroissante.
5. f ne s’annule jamais.

6. f est inférieur a g.

Solution

— P, :«f est majorée»

M eRVzeR; f(x) <M

Sa négation est :

P :«YM eR,3x €R; f (v) > M»

— P, :«f est bornée»

dn, M e RVx e Rm < f(zx) <M

ou

JA e R* Vz e R;|f (2)| < A

Sa négation est :
Py «Ym,M e R, Ar € R; (f () > M) ou (f (x) <m)»

— P :«f est croissante»

Va,b € Rya < b= f(a) < f(b)

Sa négation est :

Py :«Ja,beR,(a<b)A(f(a)> f(b))»
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— Py :«f est strictement décroissante»
Va,b e R,a<b= f(a) > f(b)
Sa négation est :
Py:«3a,beR,(a<b)A(f(a) < f(b)»

— Ps :«f ne s’annule jamais»

VeeR, f(x)#0

Sa négation est :

Ps:«3x R, f(x) =0»

— P :«f est inférieur a g»

Ve eR, f(x) <g(x)

Sa négation est : Ps: «3x € R, f (x) > g(z)»

Exercice 2 :

Dans chacun des cas suivants, dire si la proposition est vraie ou fausse puis la nier :

1. (VzeR), (2z > z).

2. VzeR), (x>0=2z>ux)

3. (3z € N) ,(5z + 11 = 3z + 14).

4. 2+6=5)A(3—-1=2).

5. (246=5)VvV (3—1=2)

6. (24+46=5)=(3—1=2)

7. VzeC), (x> +1+#£0)
Solution :

Dans chacun des cas suivants, dire si la proposition est vraie ou fausse puis la nier :
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1. La proposition P; : (Vx € R), (2z > x) est fausse, car il existe 2 € R tel que 2z < x ( on

peut prendre par exemple x € |—o0,0]).

Sa négation est

P : (3z € R), (22 < 2)

2. La proposition P, :(Vx € R), (x > 0 = 2z > x) est vraie, car pour tout € R,onaz <0

ou2x > x.

Sa négation est

Py:(3z €R),(z>0A22 < x)

3. La proposition Ps :(3x € N) ,(5z + 11 = 3z + 14) est fausse, car la solution de ’équation
Sr+11=3z+14estz =3¢ N.

Sa négation est

Py : (Vo € N), (5x + 11 # 32 + 14)

4. La proposition Py :(2+6 =5 ) A (3 — 1 = 2) est fausse, car P, est une conjonction de

deux proposition, V et F donne F.

Sa négation est

Pr:(246#£5)V(3—1+#2)
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5. La proposition Ps :(2+6 =5 ) V (3—1 = 2) est fausse, car P, est une disjonction de deux

proposition, V ou F donne V.

Sa négation est

Ps:(246#£5)A(3—1+#2)

6. La proposition Fs:(24+6 =5 ) = (3 — 1 = 2) est vraie.

Sa négation est

Ps:(2+6=5)A(3B—1+#£2)

7. La proposition P; :(Vz € C ), (2® + 1 # 0) est fausse, car il existe x = +i € C tel que
?+1=0.

Sa négation

P (FreC), (22 +1=0)

Exercice 3 :

Soient P;, P», P3 et P, trois propositions telles que :

P:VzeR JyeRzx>y.

Py:Vzx eR, 22 —4>0.

Py Vo e R,Vy € R si x>y alors 2% +y* > 0.
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Py:Vz eR,Vy €R, si x>y alors (v +y)?+1>0.

1. Les propositions P;, P, P3, P, sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leurs négation.

Solution :

1. Les propositions P, P, P;, P, sont-elles vraies ou fausses ?

- P, est une proposition vraie, car pour tout x € R, on peut prendre y = = — 1.
- P, est une proposition fausse, car pour z =0 € R, 2?2 —4 = —4 < 0.

- P5 est une proposition vraie, car pour tout x,y € R, on a

T >y = a2 >y?

= 2% +y* > 29

et comme y? > 0 alors 22 + 3% > 0.

- La proposition P, : Vz € R, Vy € R, si x > y alors (z +y)? + 1 > 0 est vraie, car si >y
alors = + y > 2y et par suite (z 4+ y)* > 442 ce qui donne (z 4+ y)* + 1 > 4y + 1 et comme
4y* +1 >0, alors (z +y)>+1>0.

2. La négation.

- La négation de P; est

P:dreRVyeR <y

- La négation de P, est

P:dreRa2-4<0
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- La négation de P; est
P:3r e R, Iy eR, (x> y) A (22 +9y% <0)
- La négation de Pj est

Pz eRIyeR (z>y)A((x+y)?+1<0)

Exercice 4
Ecrire les contraposées des implications suivantes et les démontrer. n est un entier naturel,

x et y sont des nombres réels

L@#y)=@+)E-)#@-1)F+1).
2. (zy #£0)=x #0et y#0.

3. n premier= n = 2 ou n est impair

Solution Soient n € Net z,y € R

On sait que la contraposée de 'implication (P = Q) est (@ = F) et de plus on a :
(P=Q)< (Q=P)
1. La contraposée de (z #y) = (z+1)(y—1) # (xr — 1) (y+ 1) est
E+Dy-D=@@-DNy+)=z=y

Supposons que (z+ 1) (y—1) = (z — 1) (y+ 1), alors
vy—cs+y—l=syt+torv—-—y—-1=-acs+y=z—y
= 2z =2y
==y
2. La contraposée de (zy #0) = x # 0 et y # 0 est

r=0ouy=0=2y=0

Supposons que z = 0 ou y = 0, alors xy = 0 (Triviale).



1.8 Exercices 28

3. La contraposée de «n premier= n = 2 ou n est impair» est
(n # 2 et n pair) = (n non premier)

Supposons que n # 2 et n pair, alors 2 divise n, donc n n’est pas premier.

Exercice 5

Montrer en utilisant le principe de raisonnement par I’absurde que :
. 142
1. Pour tout réel x # 3 on a : =8 # —2.

2. Siz,y >0 tel que = p— = Aalors x = y.

3. Si a et b sont deux entiers relatifs tels que a 4+ byv/2 = 0,alors a = b = 0.

Solution
2 . 1422
1. Pour tout réel x # 3 on a : 3= # —2
Soit x # 3, supposons que HQI = —2 et on cherche une contradiction.
On a :
HE— 28 1+20=-2(3—2)
S 1+2x=—-6+22

& 1=-6
qui est impossible.

Alors, D’aprés le principe de raisonnement par I’absurde, on a : Pour tout réel x # 3 on a :

1+2x 7& 2

2. Siz,y > 0 tel que ?ﬁ +1,a,10rs T =1y.
Soient z,y > 0.
Supposons que +1 = - +1 et © # y et on cherche une contradiction.
On a :
e+ =yy+1)

s+ r=9y*+y
s?—y +r—y=0
S (@-y)(r+y) +(x-y)=0

Sx—y)(x+y+1)=0
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et comme x # y, alors © — y # 0. Donc
r+y+l1=0r+y=-1

C’est une contradiction, car la somme des deux nombres positifs ne peut étre négative.
Conclusion : D’aprés le principe de raisonnement par ’absurde, «Si z,y > 0 tel que -2 =
y+1

y _
—alors T = y».

3. Si a et b sont deux entiers relatifs tels que a 4+ byv/2 = 0,alors a = b = 0.

Soient a, b deux relatifs.

Supposons que a + byv/2 = 0 et (a,b) # (0,0) et on cherche une contradiction.

Alors nécessairement b # 0 car si b = 0 alors on devrait aussi avoir a = 0, ce qui est contraire
a ’hypothese (a, b) # (0,0) .

Mais alors, on a : :

a+b/2=0&/2=-2¢cQ

Ce qui est faux.
Conclusion : D’aprés le principe de raisonnement par I’absurde, «Si a et b sont deux entiers

relatifs tels que a + bv/2 = 0,alors a = b = 0>.

Exercice 6 :
Montrer en utilisant le principe de raisonnement par contraposée que :

soit n € N

n? — 1 n’est pas divisible par 8 = n est pair

Solution :

Soit n € N

n? —1 n’est pas divisible par 8 = n est pair

Par contraposée, on démontre que

n est impair = n? — 1 est divisible par 8
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Soit n est impair, alors n = 2k 4+ 1 avec k € N.

Pour k& = 2p (le ca ou k est pair), on a n = 2k + 1 = 4p + 1, par suite
n?—1= (4p+1)7°—-1
= (16p* +8p+1) —1
=8(2p? +p)

ce qui montre que n? — 1 est divisible par 8.

Pour k£ = 2p + 1 (le ca ou k est impair), on a n = 2k + 1 = 4p + 3, par suite
n?—1= (4p+3)°—1
= (16p? +24p +9) — 1
=8(2p*+3p+1)

ce qui montre que n? — 1 est divisible par 8.

D’aprés le principe de raisonnement par contaposée, on déduit que

n? —1 n’est pas divisible par 8 = n est pair

Exercice 7 :

Montrer en utilisant le principe de raisonnement par récurrence que :

1. Pour tout entier naturel non nul,

2. Pour tout entier naturel non nul,
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Skl = (n+ 1) — 1.
k=1

3. Pour tout entier naturel n, n3

— n est divisible par 6.
Solution :

Pour tout entier naturel non nul, on a :

k _ n+2
k=2 5

M=

i

1

(i) Initialisation : On prouve que P(ng) est vraie avec ng = 1.

On a:
et

Ce qui montre que P(ng) est vraie.
(ii) Hérédité : P(n) = P(n+1)?

On suppose que P(n) vraie, c.a.d
3 k —9_ nt2
2 2

et on démontre alors que la proposition P(n + 1) est vraie, c.a.d

1
kK _ 2 _ n+3
2k T on+1
1

3
+

T
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On a

3

ol

+1 ko 1 n 2 n
:12k == 5 A

-~

3
V)

=252+ (3

-9 2(n+2)—n—1
- - on+1

_ n+3
- 2 - 2n+1

d’ou la proposition P(n + 1) est vraie

(iii) Conclusion : D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition P(n)

est vraie pour tout entier naturel non nul.

2. VneN*,

Dans ce cas, on a : ng = 1 et la proposition P(n) définie par > k.k! = (n + 1)! — 1.

Y okkl=(n+ 1) —1.
k=1

k=1

Etape 1-Initialisation : On prouve que P (ng) est vraie

Pour n=1,o0n a:

Shkl=11l=1et (n+1)—1=(14+1)-1=1

k=1

Donc, la proposition est vraie pour le rang ny.

Etape 2-Héridété : On montre que P(n) = P(n+ 1)

Supposons que la proposition P(n) est vraie c’est a dire Y k.k! = (n+ 1)! — 1 et montrons

n+1
que la proposition P(n + 1) est vraie c’est a dire Y k.k! = (n+2)! — 1.
k=1

k=1
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n+1

ST hk = (ikk') F (1) (n+ 1)

=(n+1)!=-14+Mn+1)(n+1)
=((n+1)H 1+ (n+1) -1
=((n+1)H(n+2) -1

=(n+2)! -1
Ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.
Etape 3-Conclusion : D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition

P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 1.

3. Pour tout entier naturel n, n® — n est divisible par 6.

3 — n est divisible par 6.

Dans ce cas, on a : ng = 0 et la proposition P(n) définie par n
Etape 1-Initialisation : On prouve que P (ng) est vraie
Pour n=1,o0n a:
n?—n=0=6x0.
Donc, la proposition est vraie pour le rang ny.
Etape 2-Héridété : On montre que P(n) = P(n+ 1)
Supposons que la proposition P(n) est vraie c’est a dire n® —n est divisible par 6 et montrons
que la proposition P(n + 1) est vraie c’est a dire (n +1)° — (n 4 1) est divisible par 6.
On a:

n+1)°—(n+1)=n*+3n+3n>+1-n—1

= (n®*—n)+3n+ 3n?

=(m*—n)+3n(n+1)
On sait que n (n + 1) est pair, donc il existe un entier naturel & tel que n (n+ 1) = 2k.

Alors,
(n+1)° = (n+1) = 6p+ 6k

Dong, il existe un entier naturel s tel que (n +1)° — (n + 1) = 6s. D’ont (n 4 1)° — (n +1)

est divisible par 6.
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Ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.
Etape 3-Conclusion : D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition

P(n) est vraie pour tout entier naturel n.



Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Ensembles
2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1 Un ensemble est une collection d’objets, ces objets s’appellent les éléments

de l’ensemble.

— Nous désignerons en général les ensembles par des lettres majuscules : E, F, A, B,etc. Les
éléments d’un ensemble seront désignés en général par des lettres minuscules : a,b,x,y,
etc.

— Si a est un élément d’un ensemble E, on écrit a € E et on lit «a appartient & E ».

— Si a n’est pas un élément d’un ensemble E, on écrit a ¢ E et on lit «a n’appartient pas &
E».

Définition 2.2 L’ensemble vide noté &, c’est ’ensemble qui ne contenant aucun élément.

Exemble 2.1

- N=1{0,1,2,...} est 'ensemble des entiers naturels.

— 7Z=1{...,—1,0,1,...} est 'ensemble des entiers relatifs.

— R est ’ensemble des nombres réels.

Exemble 2.2

Soit

E={xeN/z <8}

E' est un ensemble défini par

E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
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Le nombre d’éléments de E est fini, on 'appelle cardinal de E et on note Card (E) = 9.

2.1.2 Parties d’un ensemble et complémontaire

Définition 2.3 On dit qu’un ensemble F' est une partie d’un ensemble E ou que F' est inclus
dans E ou que F est un sous ensemble de FE, si tout élément de F' est un élément de E et
on note F' C E.

(FCFE)e NVa,ae F=ackFE)

Définition 2.4 On dit que l'ensemble E égal & l'ensemble F siona: (E C F) et (FCE).

(E=F)s ((ECF)\N(FCE))

— L’ensemble des parties de E est noté par P (E).
AeP(E)«s ACE

— Si E posséde n élément, alors P(E) posséde 2".
Exemple 2.3
Soit
E ={a,b,c,d}
On a Card(FE) = 4 donc Card(P(F)) = 2* = 16.
@, {a} {0}, {c} {d} . {a,b} {a,c} {a,d} . {b,c},{b,d},
{07 d} ? {a’ b7 C} ? {a’ b7 d} Y {a7 C? d} ) {b7 C’ d} Y {a’7 b? C? d} 9

Définition 2.5 Soient E un ensemble et A une partie de EE. On appelle complémentaire de

P(E) =

A dans E, l’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A et on note CgA.
CgA={a€ E/a¢ A}

Propriété 2.1
Soient A, B deux parties d’un ensemble E.

1. Cg(CgA)=A, Cpgo=FE, CpFE =02.
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2. Si A C B alors CgB C CgA.

Preuve

Soient A, B deux parties d’un ensemble E telles que A C B, alors

ACB&sVYaace A=a€eB
sVa,a¢ B=ag¢ A
< VYa,a € CpB = a€ CgA

& (OpB Cc CgA
2.1.3 Intersection et réunion

Définition 2.6 On appelle intersection de deux ensembles E et F, et on note ENF, ’en-

semble des éléments x tels que x € E et x € F.
ENF={x:2€FE et x€lF}

St ENF =, on dit que E et F sont disjoint.
Définition 2.7 On appelle réunion de deux ensembles E et F, et on note EU F, [’ensemble

des éléments x tels que x € E ou x € F.
FEUF={x:2€FE ou z€F}

Propriété 2.2
Soient A, B et C trois ensembles.
1. ANB=BNA, AUB=BUA.
2. ACAUB, BC AUB.
3. ANBCA, AnBCB.
4. AnN(BNC)=(ANnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC.
5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

Preuve Soient A, B et C trois ensembles.
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1. Soitx € ANB,on a:

re€ANB & (x € A) A (z € B)
& (reB)A(ze A

SarxreBNA
d'on ANB=DBnNA.

Soit t € AUB, on a:
r€AUB & (x € A)V (z € B)

& (reB)V(re A

SreBUA
dot AUB=BUA.
2.3. Trivial.
4. Soit x € AN (BNC)

reAN(BNC)s (ze A)A(ze BNO)
s@eAA(r€B)A(rel)
s@eAA(@eB)A(zel)
s (e AA(reB)A(rel)
s (@ eANB)A(z € Q)
srxe(AnB)NC
Dou AN(BNC)=(AnB)NC.

Pour la deuxiéme égalité, méme raisonnement que la premiere égalité.

5. Soit x € AN (BUC)

T€AN(BUC) & (z€A)A(xeBUC)
s@eAA(zeB)V(xel))
S(zeAV@eB)A(zed)V(zel)
& (@EAUB)A(ze AUC)

< (AUuB)N(AUCQ)
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D’ou AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Pour la deuxiéme égalité, méme raisonnement que la premiere égalité.

2.1.4 Différence et différence symétrique

Définition 2.8 On appelle différence de deux ensembles E et F', et on note K\ F', [’ensemble

des éléments x tels que © € E et x ¢ F.
ENF={r:xe€FE et v ¢F}

Définition 2.9 On appelle différence symétrique de deux ensembles E et F, et on note EAF,

l’ensemble difini par :
EAF = (ENF)U(FN\FE)=(FUFR)N(ENF)

Exemple 2.4

Soient A, B et C' trois ensembles tels que

A=1{0,1,2,3,4,5,6,7}
B=1{0,1,4,5,6}

C ={0,2,3,4,5}
— B et C sont des sous ensembles de A.
- BNC={z:2€B et z€C}={0,4,5}
- BUC={z:2x€B ou ze€(C}=10,1,2,3,4,5,6}.
-B\C={z:2€B et z¢C}=1{1,6}
- (\B={z:2€C et o¢ B}={2,3}.
~ BAC = {1,2,3,6}.
- CaB={rxe€AJx ¢ B} ={2,3,7}
- CaC={xcA/x ¢ C}={1,6,7}

Théoréme 2.1 Soient A, B deux parties d’un ensemble E. Alors on a les égalités suivantes :
1. Ck(ANB)=CgAUCEgB.

2. Cp(AUB) = CrAN CgB.
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Preuve

1. Soitz € Cp(ANB). Alorsz € Fetx ¢ ANB,doncx ¢ Aoux ¢ B. Donc x € CpA

ouz € CgB. Donc z € CrAU CgB, d’ou l'inclusion
Cgy (A N B) C CgAUCgB.

Réciproquement, Soit z € CrAUCEB. Siz € CgA, alors © ¢ A doncx ¢ AN B, et par suite
r e Cg (A N B) .
De méme si z € CgB, alors © ¢ B doncx ¢ AN B, et par suite x € Cg (AN B).

Dans les deux cas x € Cg (AN B), d’ou 'inclusion
CEAUCEB C CE(AQB)

La premiére égalité est donc démontrée.

2. Pour la deuxiéme égalité, en posant A; = CpA, By = CgB et en utilisant Cr (CrA) = A.

2.1.5 Partition d’un ensemble

Définition 2.9 On appelle partition d’un ensemble E, toute famille G C P (F) telle que :

a- Les éléménts de G sont disjoints deux o deux, c’est a dire
VA, Be G, ANB =9

b- G est un recouvrement de E.

UA=F
AcG

Exemple 2.5

Soit E un ensemble tel que :
E =10,1,2,3,4}
1. La famille
Gy = {{0,1},{2},{3,4}}

est une partition de F.

2. La famille
Gy = {{Oa 1} ) {2} ) {27 3, 4}}

n’est pas une partition de F, car {2} N1{2,3,4} = {2} # @.
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2.1.6 Produit cartésien

Définition 2.10 Soient E, F deux ensembles.
On appelle produit cartésien de E et F, et on note E X F, l’'ensemble des couples (x,y) tels
que x € F et y e F.

ExF={(z,y)/re EetyecF}

Exemple 2.6

Soient F, I’ deux ensembles tels que :
E={1,2,3,4} et F ={a,b,c}
Alors,

(La),(2,a),(3,a),(4,a),(1,0),(2,0),(3,b), (4,b),
ExF=
(1,¢),(2,¢),(3,¢),(4,¢)

(a7 1) ) <b7 1) ) (C7 ]‘) ’ (a7 2) ’ (b7 2) ? (C’ 2) ? (a’ 3) ? (b’ 3) Y

<C7 3) ) (a7 4) Y (b7 4) ) (C7 4)
Remarque 2.1 £ x F'=F x E si et seulement st 2 = F.

FxFE=

2.2 Applications

Définition 2.11 On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F', toute corres-
pondance f entre les éléments de E et ceux de F qui o tout élément x € E fait correspondre

un unique élément y € F noté f (z).

f:E—F

z— f(z)
— -F : l’ensemble de départ.
— I : l’ensemble d’arrivée
— x : lantécédent de y par f.
— y= f(z) : l"image de x par f.

(f : B — F est une application) < (V1,22 € E (21 =29 = f(21) = f (22)))
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Exemple 2.7
1.
f:R—=R
T — ﬁ
f est une application.
2.
g:N—N

T T

g n'est pas une application. (Par exemple 1’élément x = 3 n’a pas une image par g).
3. L’application identité Id
Ild: E— F

i Id(x)=x
2.2.1 Egalité deux applications

On dit que deux applications f,qg sont égales si

1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble d’arrivée F.

2. Pour tout x € E, f(z) = g(z).

On note f = g.

2.2.2 Compositions d’applications

Soient f: E — F et g: F — G deux applications. On note g o f I'application de E dans G
définie par :

Ve e E,(gof)(z)=g(f(x))

Cette application est appelée composée des applications f et g.

2.2.3 Restriction et prolongement

Soient f une application de E dans F et AC E C G.
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La restriction de f a A est définie par :

flatA—F

w— fra(x) = f(z)
On appelle prolongement de f a G, toute application g : G — F' telle que pour tout x €
G,g(x) = f(x).

On dit aussi que f est un prolongement de f 4.

2.2.4 Injection, surjection et bijection

Soient E, F deuxr ensembles et f une application de E dans F.

Injection

On dit que f est une application injective si et seulement si
Vo, 20 € By f(21) = f(29) = 21 = 29

ou

Vry,z9 € By 71 # 29 = f(21) # f (72)
Exemple 2.8
Soit f : RT™ — R une application définie par

Vz € RT, f(z) = 22

Soient z;, 19 € R
f(z1) = f(x2) = 2] = 73
= (1’1 +.I'2) (%1 — .1'2) =0
= IT1 = To.
Donc, f est une application injective.
Exemple 2.9
Soit g : R — R une application définie par

Vz € R g(x) = 22 + x.
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Soient 1,12 € R
g(z1) =g (12) = 22 + 21 = 23 + 2o

= (.731 —5172) (.731 +$2> + (1’1 —332) =0

= (ZL‘l —ZCQ) (1+I’1+5E2) =0.
Donc, on peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exemple pour z; = 2
et to = —3ona: g(xr)=g(xs) =6.

Alors, g n’est pas une application injective.

Surjection

On dit que f est une application surjective si
Vye F,3x € E; y= f(x)

Exemple 2.10
Soit f: R — {2} — R — {3} une application définie par

VmER—{Z},f(x):%.

Soit y € R — {3}, on cherche un élément = de R — {2} §’il existe tel que y = f(x).
On a: _—

y=f(r) =>y=25

=y(r—2)=3z+1

2y+1

=z =0

r e R—{2}7
Par ’absurde, supposons que x = 2 et on cherche une contradiction.

2y+1
y—3 2

r=2%&
S2y+1=2(y—3)
< 1= —6.

Qui est impossible. Donc d’aprés le principe de raisonnement par ’absurde, on déduit que

x # 2.

D’ou f est une application surjective.
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Exemple 2.11

Soit g : R — R une application définie par
Vz € R, g(z) = 2? + 3z.

Soit y € R, on cherche un ¢lément x de R sl existe tel que y = g(z).
On a:
y=g(xr)=>y=2a2>+3z
=12 +3z—y=0
Cette équation admet des solutions pour y € [—%, +00 [ . Donc pour y ¢ ] —00, —% [, I’élément
y n’a pas d’antécédent.

Alors, g n’est pas une application surjective.

Bijection

On dit que f est une application bijective si f est une application injective et surjective.
Vye F.Alz e B, y=f(x)

Exemple 2.12
Soit f: R — {2} — R — {3} une application définie par

Vo € R — {2}, f(a) = =L,

f est une application surjective (voir 'exemple 2.10).
Reste a montrer que f est une application injective.
Soient 1,25 € R — {2}
flz) = f (@) = 205 = 2240

xr1—2 xro—2
ﬁ<3ZL‘1+1)([E2—2)—($1—2)<3ZL‘2+1):0

= T = To.
Donc, f est une application injective.
D’ou f est une application bijective.
Théoréme de la bijection :
Si f continue et strictement croissante (Resp : strictement décroissante ) sur un intervalle
la, ], alors f réalise une bijection de [a,b] sur [f (a), f (b)] (Resp : [f (D), f (a)])-

(Cela vaut aussi pour un intervalle ouvert).
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2.2.5 L’application réciproque

St f: E — F est une application bijective, alors il existe une unique application g : F — E

telle que
gof:]dE et ng:IdF

L’application g est appelée l'inverse ou la réciproque de f et on note :
g=f"

Exemple 2.13

Soit f: R — {2} — R — {3} une application définie par

Vo € R — {2}, f(x) = =L,

f est une application bijective (voir 'exemple 2.12), alors elle est inversible et on a :
TR = {3} >R - {2}

2z+1

€T = r—3

Proposition 2.1 Soient f: E — F et g: ' — G deux applications, alors :
1. (f est injective) A (g est injective) = (g o f est injective) .

2. (f est surjective) A (g est surjective) = (g o f est surjective) .

3. (f est bijective) A (g est bijective) = (g o f est bijective et (g o N t=r"1o g

Preuve

1. Supposons que (f est injective) A (g est injective) et montrons que g o f est injective.

Soient a,b € E, on a :
(gof)(a)=(gof)(b) = g(f(a))=g(f(?)
= f(a)=f(b) (car g est injective)
= a=b (car f est injective),

ce qui montre que g o f est une application injective.

2. Supposons que (f est surjective) A (g est surjective) et montrons que g o f est surjective.

Soit z € (G, comme ¢ est surjective, alors il existe y € F tel que z = g(y).
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Comme y € F et f est surjective, alors il existe © € F tel que y = f(x), donc z = g(y) =
9(f(x)).

On déduit que pour tout z € G il existe z € E tel que z = g(f(z)).

Ce qui montre que g o f est une application surjective.

3. Supposons que (f est bijective) A (g est bijective) et montrons que

(g o f est bijective et (g o Ht=f"1o 9.

De 1 et 2 on déduit que g o f est une application bijective.

Soit z € G, alors il existe y € F et € E tel que z = g(y),y = f(x) et z = g(f(x)).

Donc,
y=g"(2)
= f"y)
z=(g0f) " (2)
Alors,
(gof) ' ()=2=f1y)=Fo ') =(f"og™)(2)
D’ou

(gof) ' =fTlog!
Proposition 2.2 Soient f: E — F et g : F' — G deux applications telles que F' C F

alors :
1. (go f est injective) = (f est injective) .
2. (g o f est surjective) = (g est surjective) .

Preuve
1. Supposons que (g o f est injective) et montrons que (f est injective)

Soient a,b € E, on a :
fla)=f(b)=g(f(a)) =g (f () (carg est injective)
= (9o f)(a) = (g0 f)(b)
= a=1b (cargo f est injective),

ce qui montre que f est une application injective.

2. Supposons que (g o f est surjective) et montrons que (g est surjective).
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Soit z € G, alors il existe z € E tel que z = (go f) (z) =g (f (z)).
Dong, il existe y = f (z) € F tel que z = g (f (x)) = g (v) .
On déduit que pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y).

Ce qui montre que g est une application surjective.

2.2.6 Image directe - Image réciproque

Soient E, F deux ensembles et f une application de E dans F.

Définition 2.12 On appelle image directe d’un ensemble A C E, l’ensemble

fA) ={f(z) [z e A}

Définition 2.13 On appelle image réciproque d’un ensemble B C F, l’ensemble

f71(B)={z€E/ f(z) € B}
Proposition 2.3 Soient f: E — F une application et A,B C E et M,N C F. Alors :
Proposition 2.2.1 1. f(AUB)=f(A)Uf(B).
2. f(ANB) C f(A)Nf(B).
8. fHMUN) = f (M)U 71 (N).
4o fTHMAN) = fH (M) N fHN).

. f_l (CFM) = CEf_l (M) .

Preuve

1. Soit y € F), alors
ye f(AUB) & dJr e AUB,y = f(x)

s Ir((zeAVreB)A(y = f(z))

sz Any=f@)V(zeBAy=f(z)))

< (Fr,(re ANy = f(x)V Tz, (x € BAy = f(x)))
e f(A)Vyef(B)

eye f(AUf(B)
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d'ou f(AUB) = f(A)U f(B).
2. Soit y € F, alors
yef(ANB)s r e ANB,y= f(x)

sd((ze ANz eB)A(y = f(z)))

sz Any=f@)A(xeBAy=f(z)))

= (Fz,(r € ANy = f(x) ATz, (r € BAy = f(x)))
= (e f(A)A(yef(B)

=ye f(A)Nf(B)
d'ot f(ANB) C f(A) N f(B).

3. Soit z € F, alors
ref'(MUN)& f(z) e MUN

& (f(x) e M)V (f(z) eN)
& (@efT(M)V(xe fTH(N)

=z e fH(M)UfH(N)
dou fA(MUN) = f1(M)u f71(N).

4. Soit = € FE, alors
ref'(MNN)& f(z) e MNN

& (f(x) e M)A (f(z) €N)
& (@e M)A (xe fTHN)

=z e fHM)NfH(N)
dot fH(MAN) = f1 (M) f~ (N).

5. Soit x € E, alors
S fil (OFM) = f(l‘) e CpM

& (f2) e F) A(f(x) & M)
& (z€E)A(x ¢ f7H(M))

=T c CEfil (M)
d’ou f_l (CFM) = CEf_l (M) .
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2.3 Exercices

Exercice 1

Soit E = {a, 8,7} un ensemble. Peut-on écrire :
(a) —a€eE (b)—aCFE (¢)—{a}CFE
(d—oCE (e)—@€kE (f)—{9}CEFE

Solution

On peut écrire (a) —a€ £ (¢)—{a} CE (d)—@ CE.

a) —a € E vraie, car a est un élément de ’ensemble E.

b) — a C E n’a pas de sens puisque « n’est pas un ensemble.

c) — {a} C E vraie, car {a} est un sous ensemble de E.

d) — @ C FE vraie, ’ensemble vide est inclu dans tous les ensembles.

e) — @ € E, 'ensemble vide n’est pas un élément de F.

f)—{@} C FE faux.

Exercice 2
Soient A =1{0,1,2,3} et B=1{0,2,4,6}. Décrire les ensembles ANB, AUB et Ax B.
Solution

Décrire les ensembles AN B, AUB et Ax B

1. AnB
ANB={z/r € Aetx e B}
={0,2}
2. AUB
AUB = {x/x € A oux € B}
=4{0,1,2,3,4,6}
3. Ax B

Ax B={(z,y)/x € Aetyéec B}
(0’0)7(072)7(074)’(076)7(1’0)7(172)’(174)a<1a6)7

(2,0),(2,2),(2,4),(2,6),(3,0),(3,2),(3,4),(3,6),
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Exercice 3
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble F.

Montrer que :

ANB=ANC & ANCE =ANCE

Solution
i- (=) On suppose que ANB=ANC
Soit z € ANCE,

On a:
r¢B=x¢ ANB
=x¢ ANC
r€EAetr g ANC=2¢C
=z € CY,
donc
reANCE

On a prouvé 'inclusion

ANCEc AnCY

En échangeant B et C', on obtient I'inclusion contraire, donc par double inclusion
ANCE=AnC¢

ii- (<) On suppose que ANCE = AN CY, en utilisant Pimplication précédente avec CE et
Ce.

Soit z € AN B,

On a :

1¢CB=a2¢ ANCE

=z ¢ ANCE
re€Aet ANCE = 1 ¢ C§

=xeC,
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donc

e ANC

On a prouvé 'inclusion

ANBCANC

En échangeant CZ et CS, on obtient I'inclusion contraire, donc par double inclusion
ANB=ANC
Alors, d’aprés (i) et (ii), on déduit que
ANB=ANC& ANCE=ANCE

Exercice 4

Soient A, B deux parties d’un ensemble E. On suppose que
ANB+ @, AUB#+#E,A¢ B, B¢ A
On pose :
Al :AHB,AQ :AHCE,A?, - BﬂC’é,A4 - CéUB.

Montrer que :

1. Ay, Ay, Az, Ay sont non vides.

2. Ay, Ay, Az, Ay sont deux & deux disjoints.
3. AAUAUA3UAL=FE.

Solution

1. Ay, As, Az, Ay sont non vides. On a;
A1 =ANB+# @, daprés l’énoncé.
Ay =ANCE=ANB#9@, car AZB.
A3 =ANCg =B~ A+2, car B¢ A.
Ay=C§P=E~N(AUB)#9@, car AUB#E.

2. Ay, Ay, Az, Ay sont deux & deux disjoints.
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On démontre que

ANA; =2 avec i#j et i,j€{1,2,3,4}

AiNAy=(ANB)N(ANCE)
=ANBNANCE

= (ANA)N(BNCE)
=ANY

=
AiNAs;=(AnB)N (BNCy)

=ANBNBNCi
=(BNB)N(ANCH)
=BNgo

=@
AiNAy= (AN B)N (CHYP)

=(ANB)N(CanCE)
=ANBNCANCE
=(AnCHn(BNCE)
=oNa

=0
AyNAs=(ANCE)n(BNCy)

=ANCENBNCH
=(AnCHn(BNCE)
=oNY

=g
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Ay N Ay = (ANCE) N (CAYB)
= (AnCE)n (CEnCE)
=ANCENCENCE
= (AnCf)n(cEncp)
=oNnCE

=o
AN Ay = (BNCE) N (CR05)

= (BNCH) N (CANCE)
=BNCaNC4ENCE
=(BNnCE)n(CanCy)
=onCcs

=g
3. AUAUA3UA, = F

AjUAUA3UA = (ANB)U(ANCE) U (BNCy) U (CuvP)
=(ANB)U(ANCE)U(BNCH U (CHNCE)
=[(AnB)u(AncCElu(BnCHu(CanCE)]

=[(AuA)N(AUCE)Nn(BUA)N(BUCE)]
ul(BuCi)n(BUCE)Nn (Cauli)n(CAuCE)]

=[AN(AUCE)N(BUANE]U[(BUCHNENCEN (CAUCE)]
— [AN ((AUCE) N (BUA)] U[CEN (BUCE) N (CAUCE))]
=[An(Au(BnCE))ulcin(Cau(BUCE))]
=[AN(Au@)U[Cin (CHUE)]
=AUCH
=F

Exercice 5
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Soit f: R — R une application définie par

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Montre que f(R)=[-1,1].

3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [—1,1], g(z) = f(x) est une bijection.
Solution

1. f est-elle injective ?

Soient x1,x2 € R

flar) = fa2) = 1%2% = 12423

= (21 — x2) (1 — z129) = 0.
Donc, on peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exemple pour z; = 2
et zo=1ona: f(z) = f(x2) = 1.
Alors, f n’est pas une application injective.
f est-elle surjective ?
Soit y € R, on cherche un élément = de R s'il existe tel que y = f(z).

On a:

y=flr) oy= %

Syr?—22+y=0
Cette équation admet des solutions pour y € [—1,1]. Donc pour y ¢ [—1, 1], I'élément y n’a
pas d’antécédent.
Alors, f n’est pas une application surjective.
2. Montre que f (R) =[-1,1].
L’équation y = f(z) a des solutions réelles si et seulement si A =4 (1 —y?) >0, donc il y a
des solutions si et seulement si y € [—1,1].
Ainsi,

fR) = [-1,1]

3. Montrer que la restriction ¢ : [—1,1] — [-1,1], g(x) = f(z) est une bijection.

Soit y € [—1, 1], on cherche un élément unique = € R tel que y = g(z).
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Siy €]—1,0[U]0,1], alors les solutions possibles sont

ou

1++/1—y2
Yy

La deuxiéme solution n’appartient pas a [—1, 1] (elle est strictement supérieure a 1 si y > 0,
et strictement inférieure & —1 si y < 0).

D’autre part

En effet,
1<1+/1—y?=0<

\/_
Donc,

—1<—L _<y<

- 1+\/1_— - \/_

Si y = 1, ’équation g(z) = 1 a pour unique solution z = 1.

Si y = —1, ’équation g(x) = —1 a pour unique solution x = 1.

Si y = 0, ’équation g(z) = 0 a pour unique solution z = 0.

Dans tous les cas, on a prouvé que pour tout y € [—1,1], I'équation g(z) = y admet une
unique solution avec x € [—1, 1]. Nous avons bien prouvé que g est une bijection.

Exercice 6

Soit f: R — R une application définie par
Vr € R, f(z) = 2?4+ 3z + 1.

et soit A =[-2,1].

1. Déterminer l'image directe de A par f.

2. Déterminer l'image réciproque de A par f.
Solution

1. Déterminer I’image directe de A par f.

Par définition, on a

f(A) ={f(2) Jz € A}
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On cherche toutes les valeurs prises par f(x) lorsque x parcourt [—2,1].

On a
2
f@)=(z+3) =3
donc
rcAs 2<zgr<1
3 3 3
<:>—2+§§l‘+5§1+§
1 3 5
©3sTHys)
S0< (1+5)<?
ARG R
Alors,

2. Déterminer I’image réciproque de A par f.

Par définition, on a
fHA) ={z eR/f(z) € A}

donc,

Alors,



Chapitre 3

Relations binaires sur un ensemble

3.1 Définitions de base

Définition 3.1 Soient E et F' deuxr ensembles

Une relation binaire de E vers F' est une partie ® de E X F. Si (z,y) € R alors on dit que
x est en relation avec y et on le note Ry.

Dans le cas ou E = F on dit que R est (jeﬁnie sur F.

Exemple 3.1

— L’égalité «=» est une relation sur un ensemble F.

— L’inégalité «<» est une relation sur N, Z ou R.

— L’inclusion «C» est une relation sur P(X), ot X est un ensemble quelconque.
Remarque 3.1

On peut représenter une relation binaire par un graphe. Par exemple la relation «<» sur

Iensemble £ = {0,1,2,3,4}
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Fig 3.1 : Graphe de la relation « < »
sur 'ensemble £ ={0, 1,2, 3,4}

3.1.1 Relation réflexive

Définition 3.2 Soit R une relation binaire sur un ensemble E.

R est réflexive si pour tout © € E, on a : xRx.

Exemple 3.2
— L’inégalité «<» sur N, Z ou R est réflexive.

— L’inégalité «<» sur N n’est par réflexive. Car on peut trouver un entier naturel = qui n’est

pas en relation avec lui méme.

3.1.2 Symétrique

Définition 3.3 Soit ® une relation binaire sur un ensemble E.
R est symétrique si pour tout x, € E, on a :
xRy = yRz.

Exemple 3.3

— L’inégalité «<» sur N, Z ou R est symétrique.
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— L’inégalité «<» sur N n’est par symétrique. Car on peut trouver deux entiers naturels x, y

tels que x est en relation avec y et y n’est pas en relation avec x.

3.1.3 Antisymétrique

Définition 3.4 Soit R une relation binaire sur un ensemble E.

R est antisymétrique si pour tout x,y € E, on a :
(zRy et yRz) = = =y.

Exemple 3.4

— L’inégalité «<» sur N, Z ou R est antisymétrique.

3.1.4 Transitive

Définition 3.5 Soit R une relation binaire sur un ensemble E.

R est transitive si pour tout x,y,z € E, on a :
(xRy et yRz) = zR=z.

Exemple 3.5
— L’inégalité «<» sur N, Z ou R est tansitive.

— L’inégalité «<» sur N est tansitive.

3.2 Relation d’ordre

Définition 3.6 Soit R une relation binaire sur un ensemble F.
On dit que R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisymétrique ettransitive.
Exemple 3.6

— L’inégalité «<» sur N, Z ou R est une relation d’ordre.

3.2.1 Ordre total et partiel

Définition 3.7 Soit R une relation d’ordre sur un ensemble E.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont comparable ssi :

xRy ou yRx.
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2. On dit que R est une relation d’ordre total, si tous les éléments de E sont deux o deux

comparables. St non, on dit que la relation est une relation d’ordre partiel.

Exemple 3.7

Soit E un ensemble et X = p (£). On considére sur X la relation binaire suivante
VA, Be X, AT B & ACB.

Alors,
1- T est une relation d’ordre

— (i) T est réflexive, car pour tout ensemble A € X | on a
ACA=ATA
— (ii) T est antisymétrique, car pour tous A, B € X | on a
(AT B) et (BT A)= (A C B) et (B C A)
= A=2RB
— (iii) 7T est transitive, car pour tous A, B,C' € X , on a
(AT B) et (BTC)=(A C B) et (B C C)
=Vr (t€eA=x€B) et (reB=xel))
=V (rteA=ze()
=B CcC

= ATC

De (i), (ii) et (iii) on déduit que T est une relation d’ordre sur X.
2- L’ordre est - il total ?

~SiE=10,alors X ={0} etona:VA Be X, A= B =), donc
VA, Be X, ACB

ce qui montre que 'ordre est total.
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— Si FE est un signgleton, alors £ = {a} et X = {0}, {a}}, pour tous A, B € X on a
A=0 v A={a}
et
B=0 Vv B={a},

donc

VA, Be X, ACBouBCA

ce qui montre que 'ordre est total.

— Si E contient au moins deux éléments distincts a et b, alors
JA={a}, B={b}, (A SZ B) et (B SZ A)

ce qui montre que 'ordre est partiel.

3.3 Relation d’équivalence

Définition 3.8 Soit R une relation binaire sur un ensemble E.
On dit que R est une relation d’équivalence sur E si R est réflexive, symétriqueet transitive.
Exemple 3.8

Dans R, on définit la relation binaire § par :
Va,b € R, adb < cos’a+sin®b=1

Montrer que ¢ est une relation d’équivalence.
Soient a,b,c € R, on a :
(i)
cos’a +sin?a =1 = ada

Alors, § est réflexive.
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adb = cos?a +sin’b = 1
= (1 —sin®a) + (1 — cos?b) =1
= — (sin®a + cos?b) +2 =1
= cos?b +sin®a = 1

= bia

Alors, 0 est symétrique.

(i)

(adb et bic) = (cos?a +sin®b =1 et cos’b+sin’c = 1)
= (cos?a + sin® b + cos? b + sin? ¢ = 2)
= (cos?a +sin’c=1)

= adc

Alors, ¢ est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que 0 est une relation d’équivalence.

3.3.1 Classe d’équivalence

— Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Soit x € E, la classe d’équivalence

de = est
Clix)=7 ={yec E | yRa}

— Cl(z) est donc un sous-ensemble de E.

— On appelle ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, l’ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E . Cet ensemble est noté E/R.

Exemple 3.9

Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vo,y € R, 2Ry < 23 -3z =933y

Montrer que R est une relation d’équivalence et déterminer la classe d’équivalence de x € R.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence
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Soient z,y,2 € R, on a :
(i)
2 —3r=2%—3z =Rz

Alors, R est réflexive.

(i)

Ry = 23 — 3z =93 — 3y
=y —3y=2%—3z

= yRx

Alors, R est symétrique.

(iii)

(xRy et yRz) = (23 — 3z =y> — 3y et y3 — 3y = 23 — 32)
= (2% — 3z = 2% — 32)
= Rz
Alors, R est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de xr € R
Soit x € R, on a :
Cl(z)={ye E / yRa}
={yelE | y*—3y=2a®-3z}
v —-3y=2 -3z (P —2%)-3@y—2)=0
S (y—2)(y*+ay+a*-3)=0
y—x =20

-~
v +aoy+2t—-3=0

On résout la deuxiéme équation.
A=z?—4(2?-3)=3(4—2?

Alors,

Si x € ]-2,2[, 'équation admet deux solutions

_ —x—/12-322 _ —x++/12-322
Yy = D) ou y= 2
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Si x = —2, I’équation admet une solution

y=1
Si x = 2, I’équation admet une solution

y=-—1

Six € |—o00,—2[U]2,4+00[, ’équation n’admet pas de solutions.

Donc,

( {% _w_\/;2_3x27 _m+\/212_3m2} si z€]-2,2|

{z} si z€]—00,-2[U]2,+00|

{-2,1} si z=-2

L {12} siz=2
Proposition 3.1

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. On a les propriétés suivantes :

1. Vz e E,
Cl(z) # o
2.
Cl(z) =Cl(y) & 2Ry
3. Vx,y € F,

Cl(z)=Cl(y) ou Cl(x)NCl(y) =2

4. Soit F' un ensemble de représentants de toutes les classes alors {Cl(x), x € F'} consti-

tue une partition de E.

Démonstration :

1. Comme R est une relation d’équivalence, alors xRz (R est réflexive).

d’ou z € Cl (z) ,donc Cl () # 2.

2.

(=) Supposons que Cl (z) = Cl(y) .

Soit z € Cl(x), alors z € Cl (y) et donc zRzx et zRy, d’apres la transitivite, zRy.
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(<) Supposons que zRy.
On démontre que Cl (z) C Cl(y).
Soit z € Cl (x), alors zRx et comme xRy, alors d’aprés la transitivité, zRy ce qui implique
z € Cl(y).
D’ou Cl(z) C Cl(y).
De la méme maniére on démontre que Cl (y) C Cl(x).
3. Soient x,y € E. Supposons que Cl(z) N Cl(y) # @, alors il existe z € Cl(z) N Cl(y),
donc zRz et zRy.
Montrons que Cl (z) = Cl (y).
Soit t € Cl (z), alors
((tRz) A (2Rz)) A (2Ry) .

Comme R est symétrique et transitive, alors
(tRz) A (2Ry) ,
et d’apres la transitivité de R, on déduit que
tRy,

ce qui implique
teCl(y),
d’ou
Cl(x) C Cl(y).

De la méme maniére, on démontre que
Cl(y) c Cl(x),

finalement, on trouve

Cl(z) =Cl(y).

4. Est une conséquence directe de (1) et (3) : Il faut montrer que

(a) -

E= U aq
a:iEE/gn
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(b) -
aNa; =9, i#]
(a) est une conséquence de (1) : Les classes d’équivalence de E sont toutes non vides (tout
élément de F appartient & une classe d’équivalence).
(b) est une conséquence de (3) : Deux classes d’équivalences sont soit les mémes, soit dis-

jointes.

3.4 Les congruences

Définition 3.9 Soit n un entier naturel non nul. On dit que deux entiers relatifs a et b sont
congrus modulo n ou encore que a est congru & b modulo n si n divise a — b. On notera
a=0bmodn oua=bln).
Exemple 3.10
— 2021 = 21[20].
— 305 = —15[5].
Proposition 3.2
La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.
Preuve
Soient n un entier naturel non nul et a,b,c € Z. On a :
()

a—a=0=0xn=a=aln]
Alors, la relation de congruence est réflexive.
(i)

a=bn]l=a—-b=kn

=b—a=(-k)n

= b=aln]

Alors, la relation de congruence est symétrique.
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(i)

(a=bnjetb=cn]) = (a—b=kmnetb—c=kon)
= (a—b+b—c=kn+kmn)
=a—c= (ki +k)n

= a = c[n]
Alors, la relation de congruence est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que la relation de congruence est une relation d’équivalence.
Proposition 3.3
a = b[n] si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.
Preuve

Soient (q1,71) et (g2,72) les deux couples uniques d’entiers tels que
a=qn+nry et b=qn+re,

avec 0 < ry,r9 <.

Alors,
a—b=(q —q)n+(r—rz)
a—benZ < r—ryg €n.
Or
—n<ri—re<n et |-n,n[NnZ={0},
donc
1 = TIa.

Proposition 3.4

Soient n un entier naturel non nul et a,b,c,d € Z.

1. Si a =b[n] et si ¢ =d[n], alors
a+c=b+dn], a—c=b-d[n], axc=bxdn], a® = bt¥[n] avec k € N*
2. Si a = b[n|, alors pour tout p € Z

a+p=0b-+pn, a—p=0b-—pln, aXp=bxpln]
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Preuve

Soient n un entier naturel non nul et a,b, c,d € Z.

1. Si a = b[n| et si ¢ = d[n], alors
- a— b est un multiple de n et ¢ — d est un multiple de n.
On en déduit que : (a — b) + (¢ — d) et (a — b) — (¢ — d) sont des multiples de n.
Cest-a-dire (a+¢) — (b+d) et (a — ¢) — (b — d) sont des multiples de n.
Donc a+c=b+d[n] et a—c=b—d[n].
- Puisque a — b est un multiple de n , ¢(a — b) est un multiple de n.
Puisque ¢ — d est un multiple de n , b(c — d) est un multiple de n.
On en déduit que c(a — b) + b(c — d) est un multiple de n.
C’est-a-dire ca — c¢b + bc — bd est un multiple de n.
On a alors ac — bd est un multiple de n , c’est-a-dire ac = bd|p].
- Considérons pour k € N* la proposition P(k) : a* = b¥[n].
Pour k =1, 0n a a' = a et b' = b et on sait que a = b[n] donc P(1) est vraie.
Supposons que la proposition P(k) est vraie pour un entier k& > 1.
On a a® = b*[n] et a = b[n]. On en déduit que ( d’aprés la propriété précédente ) :
a® x a = b* x bjn] & aFtt = bF+i[n)
La proposition P(k + 1) est donc vraie.
On a donc démontré par récurrence que P(k) est vraie pour tout entier k > 1.
Donc a* = b*[n] pour tout k € N*.
2. Si a = b[n|, alors pour tout p € Z
- Alors a — b est un multiple de n ,
On peut écrire a —b = (a +p) — (b + p). Donc (b+ p) — (a + p) est un multiple de n.
On en déduit que a + p = b+ pln| pour tout p € Z.
- De méme on peut écrire a — b = (a — p) — (b — p). Donc a — p = b — p[n] pour tout
p € Z.
D’autre part, puisque a — b est un multiple de n, pour tout p € Z, p(a — b) est un

multiple de n, ¢’est-a-dire que ap — bp est un multiple de n donc a X p = b X p[n] .
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3.5 Ensemble Z/nZ

Pour tout entier n > 2, Z/nZ est ’ensemble quotient de Z par la relation de congruence

modulo n.

On a:
Z/n7 = {o, i) n/—\l}
ot x est la classe de x c’est a dire l’ensemble des nombres dont la division euclidienne par
n a pour reste x.
Exemple 3.11
~ 7./27. = {0, i} avec 0 = {nombre pairs} et 1 = {nombre impairs} .
~ Z/5Z = 0,1,2,3,4}.
Opérations
On va définir une opération somme notée + et une opération multiplication notée x sur

Z/nZ de la fagon suivante :

S
+
=
I
S|
+
=

IS
X
>
I
IS
X
>

Exemple 3.12
Quelques calculs dans 7,/97

)-

5+6=11 =2, 3x7=21 =3

34+6=0=0,

on dit que 3 est U'opposé de 6 et que 6 est U'opposé de 3.

~

2 x5 =10 =1,
on dit que 2 est Uinverse de 5 et que 5 est linverse de 2.
3x6=9=0

on dit que 3 et 6 sont des diviseurs de zéros.
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Exemple 3.13

L’opération somme + et l'opération multiplication x sur Z/5Z

e ol Do = O -
= O | o DO DO
DO | O | Lo o
W DO | O | -

po| i = o o wo
= N o | O

Qo = i ho| O b

ol = o X-

3.6 Exercices

Exercice 1

Soit R la relation binaire dans E = {0,1,2,3,4,5} définie par xRy si et seulement si x X y
est pair.

1. Déterminer I'g graphe de R.

2. R est-elle réflexive ¢ est-elle symétrique ¢ antisymétrique ¢ transitive ¢

Solution
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1. Déterminer I'y, graphe de R.
Ty = {(z,y) € E x E | 2Ry}
—{(v,y) € Ex E | x x y est pair}
((0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5), )
(1,0),(1,2),(1,4),(2,0),(2,1),(2,2),
=4 (2,3),(2,4),(2,5),(3,0),(3,2),(3,4),

(47 O) ’ (47 1) ) (47 2) ) (4’ 3) ? (47 4) ’ (47 5) )

\ (5,0),(5,2),(5,4) )

Fig 3.2 : Graphe de la relation «R»
sur 'ensemble £ ={0,1,2,3,4,5}

2. R est-elle réflexive ?
R n’est pas réflexive, car il existe x € F tel que x n’est pas en relation avec lui méme. ( Par
exemple x =1, on a 1 X 1 =1 est impair).

Est-elle symétrique 7
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R est symétrique, car pour tout x,y € F on a

xRy = = X y est pair
= y X x est pair

= yRzx
Est-elle antisymétrique ?
R n’est pas antisymétrique, car il existe z,y € E tel que x est en relation avec y et y est en
relation avec x mais x # y. (Par exemple x =1 et y = 0, on a (1R0) A (0R1) A (z # y)).
Est-elle transitive ?
R n’est pas transitive, car il existe x,y, z € F tel que xRy et yRNz mais x n’est pas en relation
avec z. (Par exemplex = 1,y = 2 et z = 3, on a (1R2)A(2R3)A(1 n’est pas en relation avec 3)).
Exercice 2

Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vo,y €R, Ry < ot — gyt =22 — 2

Montrer que R est une relation d’équivalence et déterminer la classe d’équivalence de x € R.
Solution
1. Montrer que R est une relation d’équivalence
Soient z,y,2 € R, on a :
(i)
2t — ot =2 —2? = 2R
Alors, R est réflexive.
(i)
Ry = ot —yt =22 — 42

=yt — ot =2 22

= yRx

Alors, R est symétrique.
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(i)

(2Ry et yR2) = (2t —y* = 22—y et y? — 24 = 9% — 2?)
N DY RN R QS S B e
=gt — 2t =22 — 22

= Rz

Alors, R est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de xr € R

Soit x € R, on a :
Cl(z) ={ye £ | yRa}

={yeR / y'—at=y*—2?}
yioat =yt =t e (Y —a?) (Y +a%) = (v —2%) = 0

&Y —2%) (¥ +2°-1) =0
y2_$2:0

Y +a2*—1=0
On résout la deuxieme équation.

Si z € |-1,1[, 'équation admet deux solutions
y=+vV1—-22 ou y=—1—22
Si xz = £1, ’équation admet une solution
y=20

Six € |—o00,—1[U]1, +o0[, 'équation n’admet pas de solutions.

Donc,

{—z,2,V1—22 —V1—2%} si ze]-1,1]
Cl(z) =19 {—=z,x} si z€]—00,—2[U]2,+00]

{-1,0,1} si ze{-1,1}

Exercice 3
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Dans Z, on définit la relation binaire R par :
Ve,y € Z, xRy < x—y est un multiple de 5.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer l’ensemble quotient Zx.

3. Montrer que 84 = ﬂ et 5_2 N3l =go.
Solution
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

Soient x,y,z € Z, on a :
(i)

r—x=0=0x5=x—y est un multiple de 5

= Rz

Alors, R est réflexive.
(i)
xRy = x — y est un multiple de 5
=x —y =05k, avec ke Z
=y —x = —5k,
=dp=—-ke€eZ y—z=>5p

= y — x est un multiple de 5

= yRx

Alors, R est symétrique.
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(iii)
(xRy et yRz) = (r — y est un multiple de 5 et y — z est un multiple de 5)

xr —y = Dbk
= . avec ki, ko € Z
Yy — 2 = bky

=x—Yy+y—2z=>5k + bko
=12 —2=>5(k + ko)
= dks =k +ky€Z, v — 2= >5ks
= x — z est un multiple de 5

= 2Rz

Alors, R est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer I’ensemble quotient Zx.

On sait que Z /5 est 'ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de Z.

Et comme R c’est la relation de congruence, alors

3. Montrer que 84 = 14 et 52 N 31 = ©.
On sait que deux classes d’équivalences sont soit les mémes, soit disjointes.

On a
84 — 14 =70 =14 x 5,

ce qui implique

84R14,

alors,
81 = 14
Et on a

52 — 31 =21,
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ce qui implique

52 n’est pas en relation avec 31,

alors,

84 N 14 =g

Exercice 4

Dans R?, on définit la relation binaire R par :
(a,b) R (c,d) = a<cetb<d.

1. Montrer que R est une relation d’ordre.
2. L’ordre est il total ¢
Solution
1. Montrer que R est une relation d’ordre.
Soient (ay,by), (az,bs), (a3, bs) € R? on a :
(i)
a; < ay et by <by = (ay,b1) R (a1,b1)

Alors, R est réflexive.

(i)

(al, bl) 3% (CLQ, bg) (CLl < Clg) A (bl < bg)
et = et
(az,ba) R (a1,b1) (a2 <a1) A (by < by)
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Alors, R est antisymétrique.

(iii)

(a1,b1) R (ag,be) (a1 <az) AN (by <by)
et = et
(az,b2) R (as,b3) (a2 <az) A (by <b3)

Alors, R est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’ordre.
2. L’ordre est il total ?

Soient (ay,b1) = (2,5), (az,bs) = (7,3) € R?, on a :

(a1,b1) nest pas en relation avec (ag,bs)
et

(ag,by) mlest pas en relation avec (aq,by)
On déduit que l'ordre est partiel.
Exercice 5

Soit T la relation sur R? définie par :

2Ty < dneN, y=a"
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1. Montrer que T est une relation d’ordre.
2. L’ordre est il total ?
Solution
1. Montrer que T est une relation d’ordre.
Soient x,y,z € R, on a :
(i)
r=2'=3In=1€N, z=a"= 2T

Alors, T est réflexive.

(i)

x Ty dny €N, y=a2™
et = et
y T x dn, €N, © =y

=z = (z™)" = gmn2
= NNy = 1

=ny=n9 =1

donc,
rT=y
Alors, T est antisymétrique.
(iii)
x Ty dny €N, y=a™
et = et
y T z dng €N, 2z =y™

= 7 = ynz — (xnl)'fm = gphn2
J— — n,
= dng =ning € N, z =2"

=Tz

Alors, T est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que T est une relation d’ordre.
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2. L’ordre est il total ?

Soient v =5,y =3 € R}, on a:
x n’est pas en relation avec y
et

y n'est pas en relation avec x

On déduit que l'ordre est partiel.



Chapitre 4

Structures Algébriques

4.1 Loi de composition interne

Définition 4.1 Soit E un ensemble.

On appelle loi de composition interne (L.C.I) sur E, toute application de E X E dans E.

Exemple 4.1

— Les lois de composition définies par l'addition et la multiplication sur les ensembles N, 7Z,
Q, R sont des lois internes.

— Soit E un ensemble quelconque. Soient X, Y € P(E), la loi de composition (X,Y) — XUY

est une loi interne sur P(E).

4.1.1 Partie stable

Définition 4.2 Soit x une loi de composition interne dans un ensemble E.

On dit que la loi * est stable par rapport l'ensemble F C E si
Ve,ye F, xxy¢€ F.

4.1.2 Propriétés d’une loi de composition interne

Soient x et A deux lois de composition interne dans un ensemble E.

1. La loi * est dite associative si et seulement si :

Va,y,z € B, (xxy)kz=xx(y*2)
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2. La lot x est dite commutative si et seulement si :
Ve,ye E, zxy=yx*xuz
3. La loi x admet sur E un élément neutre (noté e), si et seulement si :
deec E\Nx € B, rve=exx ==z

L’élément neutre, lorsqu’il existe, est unique. En effet, supposons que €' est un autre

élément neutre pour la loi *, alors ¢ =€ xe=exe =e.

4. L’élément v € E admet un élément symétrique, noté, x’ si la loi x admet un élément
neutre e et si

zxx =x'xx=¢e

Le symétrique x' de x € E est unique pour la loi x. En effet, soit " un deuxieme

élément symétrique de x. En utilisant [’associativité de la loi x, on obtient

/ /

T =exx !

" "

=" sxx)x2' =a"x(x*x2')=a"xe=2a".

5. % est distributive par rapport a A, si et seulement si :

rx (yAz) = (zxy) A(x * 2)
Vr,y,z € FE,
(yAz)xxz = (y*xx) A(z % x)

6. On dit que l’élément a est régulier si

rTxa=yYxa=T=y
Ve,y € E, et

axT=a*xy=2x=1y
Proposition 4.1
Soit Y% une loi de composition interne dans un ensemble E, associative et admettant un
élément neutre e, alors
— si a et b sont deux éléments inversibles (symétrisables), alors (a¥%b) est inversible et on
a:

(a%b)™' = b yat
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— Tout élément symétrisable dans (E, %) est régulier.
Preuve

1. Soient a,b € F deux éléments inversibles, alors
(add) % (b1 ka™') = ak (bkb ') ka!
= akexka !

=a%ka !

De la méme maniére on montre que
(b~1%a™!) % (akb) = ¢
d’ott on déduit que (a¥%b) est inversible et que
(akd) ' =b"'ya!

2. Soit x € F un élément symétrisable dans F, alors ! existe et pour tous a et b dans F,

on a :

akr = bkr = (akz) kz' = (bkz) k™
= av (vkz) = bk (rkz™t)
= a%e = bke

=a=b
Ce qui montre que x est régulier a droite de .

De la méme maniére on montre que x est régulier a gauche de ¥%.

4.2 Groupes

Définition 4.3 Soit G un ensemble muni d’une loi x. On dit que (G,*) est un groupe si et
seulement si

— x est interne dans G.

— * est associative.

— % admet un élément neutre dans G.
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— Tout élément de G admet un symétrique pour la loi *.

Et si de plus * est commutative, on dit que G est un groupe abélien (ou commutatif ).
Exemple 4.2

Soit E =]—1,1]. On définit sur E la loi * par

_ a+b
Va, b€ E, axb= {7

Montrer que (E,*) est un groupe abélien.

1. Montrer que * est interne, c’est a dire
Ya,be FE, axbe F.

Soient a,b € F, on a :
a,be E=lab| <1

=1+ab>0

Donc,

a+b
axbe B -1 <77 <1

< [l <1

Sla+bl <|14+abl=1+ab

&la+b—1—ab<0

Premier cas : si a + b < 0, alors
la+bl—1—ab=—-a—b—1—ab
=—a(l4+b)—(14+0)
=—(14a)(1+0)<0
Deuxiéme cas : si a + b > 0, alors
la+b—1—ab=a+b—1—ab
=a(l—5b)—(1—-0)
=—(1-a)(1-0)<0

Dans les deux cas, on déduit que la loi * est interne dans F.
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2. La loi * est commutative, c’est a dire

Va,be E, axb=">bxa.
Soient a,b € E, on a :

__ atb __ bta __
axb= {705 = 75, = bxa
donc, * est commutative.

3. La loi * est associative, c’est a dire

Va,b,c € E, ax(bxc) = (axb)x*c
Soient a,b,c € E, on a :

_ b+c
ax* (bx*c)= a* i
b+
a+ 1+ch
= =
1+a1+bcc
_ (a+abc+b—i—c) % ( 1+bc )
- 1+-be 1+bc+ab+ac
_ a+b+ctabe
" 1+betabtac’
et

(a*b)*c:fﬂr—*abb*c

a+b
— 1+ab tc

1+ la-:_abb ¢
_ (a+b+c+abc) % ( 1+ab )
1+ab 1+ab+ac+be

a+b+ct+abe

1+ab+ac+bc”
4. La loi * est admet un élément neutre, c’est a dire

dee E,Va e E, axe=ex*xa=a.

Soit a € E, on cherche un élément e dans E tel que a xe =exa = a.
On a:

axe=a< L =g

1+4ae

S a+e=a-+a’e

Se(l—ad?)=0

car |a| < 1.
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Comme la loi * est commutative, alors
Oxa=ax0=a,

donc, * admet un élément neutre e = 0.

5. Chaque élément de E admet un symétrique dans E, c’est a dire
Vae E, 3’ € E, axad =ad xa=e.

Soit a € F, on cherche un élément o' dans F tel que a xa’ = d' xa = e.

On a:

/ ata’ __
ax*xa —64:)1+aa,—0

Sa+ad =0,

Sa =—a€ L.

Comme la loi * est commutative, alors
axa=axa =0,

donc, chaque élément a de E admet un symétrique a’ = —a dans E.

Finalement, (F,*) est un groupe abélien.

4.2.1 Sous-groupe

Définition 4.4
Soit (E,*) un groupe, on appelle sous groupe de (E,*) tout sous ensemble non vide F de E
tel que la restriction de * a F' en fait un groupe.
Proposition 4.2 Soient (E,*) un groupe d’élément neutre e et F' un sous ensemble de E.
On dit que F' est un sous groupe de E si et seulement si
- (1)

ecF

Ve,ye F, zxyec F

VeeF, z'eF
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Exemple 4.3

1. Soit (E,*) un groupe d’élément neutre e. Alors, F1 =) et F5 = E sont des sous groupes
de E.

2. L’ensemble

nZ ={nk /| k€ Z}, avec ne€N

est un sous groupe de (Z,+)
Proposition 4.3
Soient (E,x) un groupe et F un sous ensemble de E.
On dit que F' est un sous groupe de E si et seulement si
- (1)
F#0

- (i)

Ve,y € F, zxy ' €F
Preuve
(i) (=) Soit F' un sous groupe de (E,x*), alors
— % a un élémnt neutre dans F', donc F # ().

1

— Soient z,y € F, comme F muni de la restriction de * est un groupe alors y~" existe dans

F et comme F' est stable par rapport & * on déduit que z *y~! € F.

(ii) («=) Soit F' un sous ensemble de E tel que
F#0
Ve,yEF, zxy ' €F

Montrons que F' muni de la restriction de * est un groupe.

(1) Comme F # () alors il existe a € F et d’apres la deuxiéme hypothese
e=axa ' E€F,

ce qui montre que la restriction de *x admet un élément neutre e dans F.

(2) Soit x € F, c omme e € F alors d’aprés la deuxiéme hypothése on aura

xl=exx ' EF,
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ce qui montre que tout élément x de F' est inversible dans F' par rapport a la restriction de
xa F.
(3) La restriction de x a F est une loi de composition interne, car pour tous x et y dans F,
d’apres (2) on a

yleF

et en utilisant la deuxiéme hypothése on déduit que
cxy=xx(y ) eF

(4) La restriction de x & F' est associative, car * est associative dans E.
Proposition 4.4
Soient (E,x) un groupe d’élément neutre e et Fy, Fy deux sous groupes de E. Alors Fy N Fy
est un sous groupe de FE.
Preuve
Notons FF'=F NF, On a:
(i) F#0, car e € F, Fy.
(ii) Soient =,y € F
r,y€ F=x,ye FiNE
= (z,y € F}) et (z,y € F3)
= (zxy € ) et (rxy € Fy)

= (xxy e F1NF)

=>zrxy € F

(iii) Soient z € F
reF=xeFNF

= (x € F1) et (x € FYy)
=@ tel)et (vl eR)
= (e iNF)

=z leF

De (i), (ii) et (iii) on déduit que F} N Fy est un sous groupe de E.
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Remarque En général, la réunion de sous groupes n’est pas un sous groupe.

Exemple 4.4

On considére le groupe (Z,+). On a (2Z,+) et (3Z,+) sont deux sous groupes de (Z,+)
mais (272 U 3Z,+) n'est pas un sous groupe de (Z,+), car

2,3€2ZU3Z et 2+ 3 ¢ 2ZU3Z

4.2.2 Groupe quotient

Soient (E, ) un groupe et F un sous groupe de E. On définit une relation binaire R sur E
par :

Va,be E, aRbsaxbleckF

R est une relation d’équivalence sur E.
En effet, pour a,b,c € E on a :

(i) R est réflexive, car
axat=ecF, car F estun sous groupe de I,

donc, a R a.

(ii) R est symétrique, car
aRb=axblelF

= (axb ) eF
=bxaleF

=bRa

(iii) R est transitive, car
(aRD)et (BRc) = (axbreF)et (bxcteF)
= (axb V) *x(bxc ') € F, car F est un sous groupe de E
=ax*x (b lxb)xc' € F, car * est associative,
=axcteF

=aRc
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On note E/F 'ensemble quotient £/R. On définit sur £/F x E/F Popération & par :

v(a,b) € E/F x EJF, a®b = a*b

Proposition 4.5

Si (E,*) est un groupe abélien, alors (E/F,®) est un groupe abélien, appelé groupe quotient
de E par F.

Preuve

(1) @ est une loi de composition interne,

On montre que * est une application de F/F x E/F dans E/F.

Soient a, 6, C,d € E/F, montrons que

(a,b) = (c,d) = adb = ¢dd
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Supposons que (a, b) = <'C, d), alors : Vo € F,

donc

v€ a®b Sr€ axb

& R (a*b)

szx(axb) el

SrxblxaleF

= (xxbtxa ) x(axct) € F, car F est un sous groupe
= (x*xb ) *(atxa)xc! € F, car * est associative

= (x*xb Hxctel

= ((xxb D xcHx(bxdt) € F, car F est un sous groupe
= ax*x (b xb)xcxd™t € F, car x est associative et commtative
=zxctxdteF

=zx(dxc) e F

= a2 (d*c)

= 2R (c*xd), car * est commtative

=T Ec m

=z€ cDd

adb C cdd,

et de la méme maniére on montre que

par suite :

cdd C adb,

adb = cdd,
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ce qui montre que la loi @ est interne dans E/F.

(2) @ est associative, car Va, b, € E/F,on a
i (bed) = ae (5re)
= ax(br)
= W , car * est assoctative
_ G;Q@c

— @@@@c

(3) ® admet un élément neutre,

Si e est ’élément neutre de x, alors e est I’élément neutre de @, car Va € E/F, on a

ade = ake = a
et
eda = e*xa = a
(4) Tout élément est inversible,
Soit a € E/F, alors (d)_l —at
d@(a)_l = a*.afl = ¢
et
(a) "4 = alxa = ¢

(5) @& est commutative, car Vd,b € E/F,on a

d@i) = a;kb

= bxa, car x est commutative
=bda

De (1), (2), (3), (4) et (5) on déduit que (E/F, @) est un groupe abélien.
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Exemple 4.5
On sait que nZ est un sous groupe de (Z,+) avec n € N. Donc (Z/,Z,®) est un groupe

quotient.

4.2.3 Groupe des permutations

Définition 4.5 Soit E un ensemble non vide .

On appelle permutation de E , toute bijection o : E — E.

Définition 4.6 Lorsque l'ensemble E = {1,2,3,...}, on note S, le groupe des permutations
de E.

S, est un groupe fini de cardinal n! que l’on appellera le groupe symétrique d’ordre n.

Une permutation o € S, se note :

Exemple 4.6
Supposons que E = {1.2,3,4}, soient o, u deux permutation de Sy telles que :

1 2 3 4

g =
3 1 2 4
et
1 2 3 4
ILL:
4 1 3 2
On a
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On peut calculer o o u comme suit :

oo =

4 3 2 1

Exemple 4.7 Déterminer les permutations de l’ensemble E = {1.2,3}.

Dans ce cas, on a : S3 = {01,09,03,04,05,06} tel que :

1 2 3 1 2 3
o1 = :Id37 02 =
1 2 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3
03 = ) 04 =
3 2 1 2 1 3
1 2 3 1 2 3
05 = ’ O =
2 3 1 3 1 2

(S3,0) est un groupe non commutatif.

4.2.4 Homomorphisme de groupes- isomorphisme de groupes

Soient (E, %) et (G,A) deux groupes, avec e et h leurs éléments neutres respectifs.
Définition 4.7

Une application f : E — G est appelée homomorphisme de groupes de E dans G si :
Va,be B, f(axb) = f(a)Af ()

— Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de E sur G. On dit alors

que E est isomorphe a G, ou que E et G sont isomorphes.
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— St E =G, on dit que [ est un endomorphisme de E, et si de plus [ est bijective, on dit
que f est un automorphisme (de groupe) de E.
Exemple 4.8

Soient f et g deux applications telles que :
iR +) — (R, x)

T — e’

et
9:(R*,x) = (R, +)

x +— In|z|

Pour x,y € Ret a,b € R* on a
f@+y)=e™

=er x eY

= [(z) x [ (y)

et
g(axb)=Inla x b

=In|a| + In |b|

=g(a)+g(b)
Alors, f est un homomorphisme de groupes de (R, 4) dans (R*, x) et g est un homomorphisme
de groupes de (R*, x) dans (R, +).
Définition 4.7
Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E, %) dans (G,A).

— On appelle noyau de [ l’ensemble

ker f = f71 ({h}) ={z € E / f(z) = h}

— On appelle tmage de [ l’ensemble

Im f=f(E)={f(z) /z€E}
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Proposition 4.6
Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,*) dans (G,A). Alors

1.
fle)=nh
2. Vx e F,
(f@) =)
Preuve
1. On a

flexe)=[f(e)=hA f(e)

et comme f est un homomorphisme on déduit que

fle) Afle)=hAfle)

et comme tous les éléments du groupe (G, A) sont réguliers, on dé duit que

2. Soit z € E, on a

et

On dé duit que

Proposition 4.7
Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,x) dans (G,A). Alors
1. Limage d’un sous groupe de E est un sous groupe de F'.

2. L’image réciproque d’un sous groupe de F est un sous groupe de E.
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Preuve
1. Soit E’ un sous groupe de E .

(i) On a e € E’, car £’ est un sous groupe de E, donc

fle)e f(E),
par suite
J(E) #0.

(ii) Soient a,b € f(E'), alors il existe z,y € E’ tels que a = f(x) et b = f(y), donc

a Ab™h = f(z) A (fy) ' =flx) A fly™") = flaxy™)

et comme £’ est un sous groupe de E alors x x y~* € E' | par suite

a A= flzxy™h) € f(E),

de (i) e t (ii) on déduit que f(E’) est un sous groupe de F.
2. Soit F” un sous groupe de F', alors

(i) f(e) = h et comme F’ un sous groupe de F, alors

heF,

donc e € f7Y(F").
(i) Soient x,y € f~1(F"), alors
f(@), f(y) € F,
et comme F’ estun sous groupe de F’ alors
f@A(f) e e fx)Afly™) € F

& flrxy™t) el
ce qui montre que

rxyte fTHF).

De (i) et (ii) on déduit que f~*(F’) est un sous groupe de F.
Proposition 4.8
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Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,*) dans (G,A). Alors

1. f est injective si et seulement si ker f = {e} .
2. [ est surjective si et seulement st Im f = F.
Preuve
Soit f: E — F un homomorphisme de groupes.
1. (=) Supposons que f est injectif.
On a

e € ker f.

Montrons que ker f C {e} .
Soit x € ker f, alors f (z) = h

fl@)=he f(z)=f(e)
=z =-e, car f est injectif
=z € {e}

d’ou ker f C {e}.
(<) Supposons que ker f = {e}.
Soient a,b € F,

fla)=f@)=f(a) A (f(0))" =h
= fla) AF(b)=h

= flaxb™) =h

— axb €ker f

—axb=e , car ker f = {e}

=a=2>,
ce qui montre que f est injectif.

2. La preuve est immédiate, sachant que

Imf = f (E)
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4.3 Anneaux

Définition 4.8
On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois de composition internes + et o telles

que :
1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 04 l’élément neutre de + ).
2. e est associative

3. e est distributive par rapport a +.

Si de plus e est commutative, on dit que (A, +,®) est un anneau commutatif.

Si e admet un élément neutre, l’anneau est dit unitaire.

On note 04 l’élément neutre de + et 14 l'élément neutre de e.

On note —x le symétrige de x par la loi + (appelé opposé de ) et v~ le symétrige de x
par la loi e (appelé inverse de x).

Exemple 4.9

(Z,+, x), (R,+, x), (C,+, x) sont des anneaux commutatifs unitaires.

4.3.1 Reégles de calculs dans un anneau

Soit (A,+,e) un anneau, alors on a les régles de calculs suivantes :

Pour tous x,y et z € A,
1. 0jexz =204 =04y4.
2. ve(—y)=(-z)ey=—(vey)
B.re(y—z)=(rey)— (vexz).
4. (y—z)ex = (yex)— (zex).
Preuve

1. Soit z € A, alors
Opex=(04+04)02=(040z)+(0402)

car e est distributive par rapport a +
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comme tous les éléments de A sont symétrisables, on déduit que
0Op0z=04.
De la méme maniére on montre que
ze04 =04.
2. Soient x,y € A et montrons que x ® (—y) est le symétrique de (z e y). On a :
(zo(-y))+(rey)=re(-y+y) =2xe04=04
comme + est commutative on déduit que
(zo(=y)) =—(rey).
De la méme maniére on montre que
(—z) oy =—(vey).
La preuve des propriétés 3 et 4 utilise essentiellement la distributivité de la loi e par
rapport a —+.
4.3.2 Anneaux intégres

Définition 4.9
Soit (A, +,e) un anneau commutatif.
— On dit que y € A* = A~ {04} divise © € A, ou que y est un diviseur de x ou que x est

divisible par vy, st

dze A", x=yez.

— Si 04 ne posséde pas de diviseur dans A, on dit que (A, +,e) est un anneau intégre ou un
anneau d’intégrité.

— (A, +, e) est un anneau intégre si
Ve,ye A, (zey=04=2=04 ouy=04)
— QOu encore, par contraposition, si

Ve,ye A, (x#0a et y#0s4= oy #0y)
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4.3.3 Sous anneaux

Définition 4.10

On appelle sous anneau de (A, +,e), tout sous ensemble A" de A tel que muni des restrictions
des lois + et o est anneau.

Si A est un anneau unitaire et 14 € A, on dit que A’ est sous anneau unitaire.
Proposition 4.9

Un sous ensemble A'de A est un sous anneau si et seulement si :

1. A" £ 0,

2.Ve,ye A (x —y) e A

3.Ve,yc A (xoy) € A

Exemple 4.10

(Z,+, x) est un sous anneau de (R, +, X).

4.3.4 Homomorphisme d’anneaux

Soient (A, +,e) et (B, ®,®) deux anneaux et f: A— — B.

Définition 4.11 On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si :

Ve,y€ A, fle+y)=f(x)® fly) et flzoy) = f(z)® f(y)

- St A= B on dit que f est un endomorphisme d’anneau de A.
- 51 [ est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux

— Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d’anneaux.

4.3.5 Idéaux

Soit (A, +,e) un anneau.
Définition 4.12 On appelle idéal o droite (respectivement & gauche) de l'anneau A, tout

ensemble I C A tel que

1. I est un sous groupe de (A,+),

2. Ve e A, (Vyel), veyc I (respectivement yex € I).
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Si I est idéal a droite et a gauche de A, on dit que I est un idéal bilatére de A.

Si Uanneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle seulement
d’Idéal sans préciser s’il l’est a droite, a gauche ou bilatére.

Exemple 4.11

— Soit (A, +,e) un anneau, alors I = {04} est un idéal bilatére de A.

— Dans l'anneaw commutatif (Z,4, %), nZ est un idéal.

4.3.6 Anneaux quotients

Soient (A, +,e) un anneau commutatif et I un idéal de A. On considére le groupe quotient

(A/I,®), et on définit Uapplication & de A/l x A/I dans A/I par
v(a,b) cAJIx A/l a®b = aeb

(A/I,,®) est anneau commutatif. Si de plus A est un anneau unitaire, alors (A/I,®,®)

est un anneau unitaire et 14 est son élément unité.

4.4 Corps

Définition 4.13

On dit qu’un anneau unitaire (k, 4, ®) est un corps si tout élément non nul de k est inversible.
Si de plus o est commutative, on dit que k est un corps commutatif.

Proposition 4.10

Tout corps est un anneau intégre.

Exemple 4.12

— Q, R, C sont des corps commutatifs pour les lois usuelles +, X.

— (Z,+, x) n'est pas un corps car les éléments de 7 n’ont pas d’inverses pour la loi X.

4.4.1 Sous corps

Définition 4.14
On appelle sous corps, d’un corps (k,+,e), tout sous ensemble k' de k tel que, muni des
restrictions des lois + et e est un corps.

Proposition 4.11
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k' C k est un sous corps de (k, +, ®) si et seulement si
1. kK #0
2. Va,bek',a—betaeb ! ck.

Exemple 4.13

— @Q est un sous corps de R pour les lois usuelles.

— R est un sous corps de C pour les lois usuelles.

Proposition 4.12

Z/,Z est un corps si n est premier

4.5 Exercices

Exercice 1

On munit R? de la loi % définie par :

V(z,y), (@, y) €R?, (z,y) % (@,y) = (z+ 2/, ye” +ye )

1. Montrer que (R?, %) est un groupe.

2. (R2, %) est-il abélien ?

Solution

1. Montrer que (R? %) est un groupe :

(1). Montrer que % est interne, c’est a dire
V(z,y).(«",y) € R? (z,y) k (2',y) € R%

Soient (z,9), (z/,y') € R?, on a :

r+a2' €R

et

ye” +y'e* €R
Donc,

(:L, _I_ aj/’yeil}/ + yle—x) E RQ

On déduit que la loi % est interne dans R2.
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2). La loi % est associative, c’est a dire
( )

V(z,y), (@ y), (2" y") €R (z,y) % ((@,9) Kk (z".y")) = ((z,9) % (2, 9) Kk (z".y") .

Soient (z,v), (,y), (z",y") € R?, on a:
(2.9) K (@) % (2,y")) = (0, 9) K (2 42" e’ + ')

" 1o " " ’
— (I+J]/+I ’yex +x _}_ylef:r+x +y e*ﬂﬁ*l“) ,

et
((z,y) % (2, y) % (z7,y") = (z+ 2/ ye” +y/e®) k (2", y")

= (x +a’ 2", (ye +yle?) e + yue_m_x)

" 1 ” " ’
— (x+x,—|—$ ’yem—&—m _'_yle—z+:c _'_y e—x—z))

et donc on a
(z,) J ((2',) % (2",9")) = ((2.9) Kk (")) % (2",5) -
(3). La loi % est admet un élément neutre, c’est a dire
J(er,e2) € R2V (z,y) € R?, (z,y) & (e1,e2) = (e1,e2) %k (z,y) = (2,9).

Soit (z,y) € R?, on a

(xay) * (61762) = ($7y) <~ (ﬂf + 6179661 + 62671)

r+e=x
=
ye +eget =y
61:0
=
Y+ ee ™ =y
61:()
=

62:()
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et
(61762)* (l’,y) = (xay) g (61 +x762€x + ye_el) = (l’,y)

ert+r==x
=
e’ +ye 4 =y
61:0
~
e’ +y=1y
6120
= )
6220

donc, % admet un élément neutre (0,0).

(4). Chaque élément de R? admet un symétrique dans R?, c’est a dire
V(z,y) € R?, 3(a,b) € R?, (2,y) %k (a,b) = (a,b) % (z,y) = (0,0).

Soit (x,y) € R?, on cherche un élément (a, b) dans R? tel que (z,y) % (a,b) = (a,b) % (z,y) =
(0,0).

On a:
(z,y) % (a,b) = (0,0) < (z + a,ye” +be™") = (0,0)

r+a=0

= )
yet +be " =0
a=—x

=
ye * +be ™ =0

a=—x
~
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et
(a,b) % (z,y) = (0,0) & (a+ x,be” + ye~*) = (0,0)

a+x=0
g )
be® +ye =0
a=—x
~
be* 4+ ye* =0
a=—x
And )
b=—y

donc, chaque élément (z,y) € R? admet un symétrique (—z, —y) dans R?.
Finalement, (R?, %) est un groupe.
2. (R% %) est-il abélien ?

C’est a dire la loi % est-elle commutative ?

V(z,y), (2 y) e R (z,y) %k (2/,y) = (2',y) % (z,y) .

(2,9) % (&, y/) = (& + @',y + y/e~?)
et
(@) % (2,y) = (2 + 3, /e® + ye)
Pour (z,y) = (1,0) et (2",y) = (0,1) on a :
(1,0) % (0,1) = (1,e7?)
(0,1) % (1,0) = (L,¢)

D’ou (R?, %) n’est pas un groupe abélien.
Exercice 2

On considére les permutations suivantes

1 2 3 1 2 3

o1 =
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03 = ) 04 =
2 3 1 3 1 2

1. Calculer 01009, 01003, 03003, 03009, 040 04.
2. (S3,0) est - il groupe commutatif ¢
Solution

1. 01002

1 2 3
3 1 2
:0’4
De la méme maniére, on trouve
1 2 3 1 2 3
01003 = ) 02003 = =01
3 2 1 1 3 2
1 2 3 1 2 3
03002 = ) 04004 = =03
3 2 1 2 3 1

2. (93, 0) n’est pas un groupe commutatif, car
09003 # 0300

Exercice 3
Soient (G, *) un groupe et H, K deux sous-groupes de G.
Démontrer que :

H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.
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Solution

(=) En utilisant le raisonnement par 1’absurde.

Supposons que H U K est un sous-groupe de G et que ni H C K, ni K C H.
Soient r € H\ Ketye K\ H.

Puisque H U K est un groupe et que x,y €« HUK,onaxxy € HU K.

Mais si x xy € H, alors

vV x(xxy) =y € H, car H est un sous groupe,

ce qui est une contradiction.

On obtient de méme une contradiction dans I'autre cas possible x *x y € K.

1

(xxy)xy ' =z € K, car K est un sous groupe.

L’hypothése de départ est donc fausse, alors d’aprés I'absurde on déduit que H C K ou
K CH.

(<)Si H C K, alors HU K = K qui est un sous-groupe de G.

De méme, si K C H, H U K = H qui est un sous-groupe de G.

Exercice 4

Soit

A= {%, m € Z, n entier naturel émpair}

Démontrer que (A,+, x) est un anneau. Quels sont ses éléments inversibles ?
Solution
1. Démontrons que A est un sous-anneau de (Q, +, x).

Solent z =

m
n

s y=+teA ona:

Comme ng, produit de deux nombres impairs, est impair, et que A # ) (carlg =1 € A), on
déduit que A est un sous-anneau de (Q, +, x).

2. Déterminons les inversibles de A.
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Soit x = " € A inversible, et soit y = ’EJ € A tel que zy = 1.

— m _ P =
xy=1< 7 g & mg =mnp
En particulier, m est nécessairement impair.
Réciproquement, si z = @ avec m impair, alors y = & € A (si m < 0, il suffit d’écrire
n m

y=—r)etzy=1
Dong, les inversibles de A sont les éléments ™ avec m € Z,n € N* et m, n impairs.
Exercice 5

Soient + et o deux lois de composition internes dans R? définies par :

V(a,b),(c,d) € R?  (a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+d)

V(a,b),(c,d) € R?,  (a,b)e(c,d) = (ac — bd,ad + cb)
Montrer que (R% +, ) est un corps commutatif.
Solution
1. (R?,+) est un groupe abélien

(a). + est commutative
V(a,b),(c,d) €R*  (a,b)+ (¢,d) = (¢,d) + (a,b)

Soient (a,b), (c,d) € R? on a
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

= (c+a,d+ )

= (¢,d) + (a,b)

(b). + est associaive,

V(a,b),(c,d), (e, [) €R? - (a,b) + ((c,d) + (e, f)) = ((a,0) + (¢, d)) + (e, )

Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R? on a
(a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) + (c+e,d+ f)

=(a+c+eb+d+ f)
=(a+c,b+d)+ (e, f)

= ((a,0) + (¢, d)) + (e, f)
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(c). Elément neutre

J(e1,e9) € R%V(a,b) € R? (a,b) + (e1,e2) = (e1,€2) + (a,b) = (a,b)

Soit (a,b) € R?, on a

(a,b) + (e1,e2) = (a,b) < (a+e1,b+e3) = (a,b)

at+e=a
=

b+62:b

61:()
A 5

6220

comme la loi + est commtative, alors
(617 62) + (a7 b) - ((l, b) + (61, 62) - <a7 b) )

d’ou + posséde un élément neutre Og2 = (0,0).

(d). Elément symétrique
V(a,b) € R?, 3 (a, V) € R?,  (a,b) + (a', V) = (a',V) + (a,b) = (ey, €2)

Soit (a,b) € R?
(a,b) + (a',b') = (0,0) & (a +d',b+ 1) = (0,0)

a+a =0
=

b+b =0

a = —a
<~

b =-b

comme la loi + est commtative, alors
(@', V) + (a,b) = (a,b) + (¢/, V') = (0,0),

D’ou tout élément (a,b) € R? est symétrisable et son symétrique est (a’,0') = (—a, —b).

2. e est associative,

V(a,b),(c.d), (e, f) €R? (a,b) o ((c,d) o (e, f)) = ((a,b) ® (c,d)) ® (e, f)
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Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R? on a:
(a,b) e ((c,d) e (e, f)) = (a,b) e (ce —df,cf + ed)
= (a(ce —df) —b(cf +ed),a(cf+ ed)+ (ce — df)b)

= (ace — adf — bef — bed, acf + aed + ceb — dfb)

et
((a,b) @ (c,d)) e (e, f) = (ac — bd,ad + cb) e (e, f)

= ((ac — bd) e — (ad + ¢b) f, (ac — bd) f + e (ad + ¢b))

= (ace — bde — adf — cbf,acf — bdf + ade + cbe) ,

et donc on a
(a,b) @ ((c,d) o (e, f)) = ((a,b) ® (c,d)) @ (e, f)
3. e est commtative,
V(a,b),(c,d) €R?,  (a,b)e(c,d) = (c,d)e(a,b)
(a,b) o (c,d) = (ac — bd, ad + cb)
= (ca — db, cb + ad)

= (Cv d) b (a’v b)
4. o est distributive par rapport a + , V(a,b),(c,d), (e, f) € R?

(a,b) o ((¢,d) + (e, f)) = ((a,0) ® (¢,d)) + ((a, ) ® (e, f))
et
((c,d) + (e, f)) @ (a,0) = ((c, d) ® (a,b)) + ((e, ) @ (a,]))
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R, on a
(a,b) o ((c,d) + (e, f)) = (a,b) ® (c+e,d+ f)
=(a(c+e)—b(d+f),a(d+ f)+ (c+e)b)

= (ac+ae —bd — bf,ad + af + cb+ eb)

et
((a,b) ® (c,d)) + ((a,b) ® (e, f)) = (ac — bd,ad + cb) + (ae — bf,af + eb)

= (ac—bd+ae —bf,ad+ cb+ af + eb),
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donc
(a,b) o ((c.d) + (e, f)) = ((a,b) ® (c,d)) + ((a,) ® (e, f))
Comme la loi e est commtative, alors
((e;d) + (e, f)) @ (a,b) = (a,b) ® ((c,d) + (e, f))
= ((a,b) o (c,d)) + ((a,b) ® (e, f))
= ((c.d) o (a, b)) + ((e, f) ® (a,D))

d’ou e est distributive par rapport a —+.

5. Elément neutre par rapport a e

Jd(ay,az) € R%, Y (a,b) € R?,  (a,b) o (a1,az) = (a1, as) @ (a,b) = (a,b)

Soit (a,b) € R?

(a,b) ® (ay,a2) = (a,b) < (aa; — bag, aay + a1b) = (a,b)
aa; — bas = a
=
aas + (Ilb =b
ay = 1
Aad ;
A9 = 0

(ala aQ) + (a> b) = (a’ b) + (ala a’2) = <a7 b) )

comme la loi e est commtative, alors

d’ot e posséde un élément neutre 1gz = (1,0)

6. Elément symétrique par rapport a e

V(a,b) € R2— {(0,0)},3(a, ) € RZ— {(0,0)}, (a,b)e(a,l)) = (V') ® (a,b) = (1,0)
Soit (a,b) € R? — {(0,0)}, on cherche un élément (a’,¥’) dans R? — {(0,0)} tel que

(a,b) @ (a’',b0') = (d’,0') ® (a,b) = (1,0)
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On a:
(a,b) e (a',0') = (1,0) & (aad’ — bb',al’ + a'b) = (1,0)

aa — b =1
abl +a’'b=0
ae €R

Ang 5
e R*

i

comme la loi e est commtative, alors
(@', V) + (a,b) = (a,b) + (', V') = (1,0),

donc, chaque élément (a,b) € R*—{(0,0)} admet un inverse (%, ==5z) dans R* —{(0,0)}.

Exercice 6

1. Est-ce que 23 est inversible dans L)1 Z ? Si oui, quel est son inverse ?

2. Est-ce que 25 est inversible dans Z/oZ ? Si oui, quel est son inverse ?

Solution
1. 23 et 121 sont premiers entre eux, et donc ﬁ est inversible dans Z /191 7Z.

Pour trouver son inverse, il faut résoudre 1’équation de Bezout
23u+121v =1

Avec lalgorithme d’Euclide, on trouve que

121 =23 x5+ 6
23=6x%x3+5

6=5x1+1

6=56x1+16-5x1=1
©6-(23-6x3)=1
S6x(4)+23x(-1)=1

& (121 —23 x 5) x (4) 4+ 23 x (1) =1

& 121 x (4) +23 x (=21) = 1
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Ainsi, I'inverse de ﬁ dans Z /1917 est —21 = 100.
2. 5 divise a la fois 25 et 90. Ainsi, % n’est pas inversible dans 7 /goZ.

Exercice 7

1. Montrer que Z/¢Z admet des diviseurs de zéro. Z/¢Z est -il un corps ?

2. Montrer que Z/5Z est un corps.

Solution

1. On sait que

]}
X .
ol -
I

<l

et

wl
I
|

1 x
Donc, Z/¢Z admet des diviseurs de zéro.

Ce qui montre que Z/gZ n’est pas un corps.

2. Z/5Z est un corps, car 5 est premier.



Chapitre 5

Anneaux de Polynémes

5.1 Polynétme

Définition 5.1
Soit k = R ou C.

Un polynome a coefficient dans k est une expression de la forme

P(X)=ap+au X +aX?*+..+a,X"

= ZaiXi7
i=0
ot n € N et les coefficients ag,aq, ..., a, sont des éléments de k. Le symbole X est appelé
Uindéterminée (on pose X° =1 ).

L’ensemble des polynomes & coefficients dans k est noté k [X] .

k [X] = {polynomes a coefficients dans k}

— Les a; sont appelés les coefficients du polyndome.
— Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynéme nul, il est noté 0.

— Les polynomes comportant un seul terme non nul (du type a, X*) sont appelés monomes.
— Soit P(X) =ag+a X +a X%+ ...+ a, X", un polynome avec a,, # 0. On appelle terme
dominant le monome a, X". Le coefficient a,, est appelé le coefficient dominant de P.

— Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un polynome unitaire.
Exemple 5.1
~ P(X)=3-5X+X?%et Q(X) =7+ X° sont deux polynomes.

- R(X) = 411))(: n’est pas un polynome.
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5.1.1 Degré

Définition 5.2
— Soit P un polynéme non nul, on appelle degré de P, le plus grand indice de ses coefficients
non nuls, et on le note degP.
Ainsi
degP =n< P(X)=ay+ a1 X + axX?+ ... + a, X", avec a, # 0.
a, s’appelle coefficient dominant de P. Par convention deg (0) = —o0.
— Un polynome de la forme P = ay avec ag € k est appelé un polyndéme constant. St ag # 0,

son degré est 0.

— On note

k, [X] = {P e k[X] / deg(P) <n}.

Exemple 5.2

~ P(X)=1- X+ X% est un polynome de degré 5.

— P(X) =2+ X?*" est un polynome de degré 2n + 1.
— @ (X) =3 est un polynome de degré 0.

Théoréme 5.1

Soient P,Q € k[X], on a :

deg (P 4 Q) < max (deg (P),deg (Q))

deg (P x Q) = deg (P) + deg (Q)

— Soit A une constante non nulle alors :
deg (A\P) = deg (P)

Proposition 5.1
k [X] est intégre. VP, Q € k[X]

(PQ=0)=(P=00u@=0)

Preuve
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Soient P, € k[X], on a
(P.Q =0)=deg (P x Q) =deg (P)+deg(Q) = —o0

= deg (P) = —o0 ou deg (Q) = —o0

= (P=0o0ou@=0)

5.2 Opérations sur les polyndmes
5.2.1 Egalité

Soient P, @ € k [X] tels que
P(X)=ap+au X +aX?*+..+a,X"

Q(X)=0by+b X +bX>+..+b,X"

(P =Q) < (a; = b; pour tout )

et on dit que P et () sont égaux.

5.2.2 Addition

Soient P, @ € k[X] tels que
P(X) = a0+a1X—i—a2X2 + ... +CLan
Q(X)=0by+b X +bX>+..+b,X"
On définit
(P+Q)(X) = (ap+b)+ (a1 +b;) X + ...+ (a, + b,) X"

5.2.3 Multiplication

Soient P, € k [X] tels que
P(X)=ay+a; X +a;X?+ ... +a,X"
Q(X)=by+ b X +0X%+ ... +b,X™
On définit
(PxQ)(X)=co+aX+..+6X"

avecr =n—+metc, = Y. ab; pour k€ {0,1,....,7}.
itj=k
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5.2.4 Multiplication par un scalaire

Soit P € k[X] tel que
P(X)=ap+a; X +ayX?+ ...+ a,X"

Soit A € k.
On définit
(AP) (X) = Aag + Aa1 X + ... + Aa, X"

Exemple 5.3
Soient P, Q) € R[X] tels que
P(X)=2+X —3X*
Q(X)=X+X?
On a
(3P —4Q) (X) = 6 — X — 4X? — 9X*,

et

(PxQ)(X)=cot+aX +cX?+ s X? + s Xt + 5 X7 + ¢ X5,

avec ¢y, = » . a;b; pour k € {0,1,...,6}
itj=k

Co = Z Clibj = (Zobo =0
i+7=0

C1 = Z aibj:agb1+a1b0:2><1+1><0:2

itj=1

Cy = Z (Iibj = CL()bQ + azbo + (llbl =3
1+j=2

C3 = Z aibj = a0b3 + (lgbo + a1b2 + a2b1 =1

i+7=3

Cyp = Z aibj:()

i+j=4

Cy = Z (libj = —3

i+j=5

Cg — Z aibj = -3

i+j=6
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donc,

(P x Q) (X)=2X+3X2+ X%—3X°—3X5.

Proposition 5.2
Soient P, @, R € k[X], on a

P+Q=Q+P, PxQ=QxP

P+(Q@+R)=(P+Q)+R
Px(@Q@xR) =(PxQ)xR
O+P=P+0=P

I1xP=Px1=P
Px(Q@+R)=(PxQ)+(PxR)

5.3 Arithmétique des polyndémes
5.3.1 Divisibilité

Définition 5.3
Soient A, B € k|X], on dit que B divise A (ou que A est multiple de B ou que A est divisible
par B) sl existe Q € k[X] tel que A = BQ. On note alors B | A.
Exemple 5.4
Soient A, B € R [X] tels que
A(X) =2+ X +2X? - X5
B(X)=1+X?
A est divisible par B, car il existe @) € k3[X] tel que A = BQ.
Le polynéme @ est défini par
Q(X)=2+X - X5,
Proposition 5.3
Soient A, B,C € k[X], on a
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~ Si B|Aet A| B, alors il existe A € k* tel que A= \B.
-~ Si A|Bet B|C, alors A|C.
- SiC|AetC|B,alors C|UA+ VB avec U,V € k[X].

5.3.2 Division euclidienne

Définition 5.4
— Soient A, B € k[X], avec B # 0, alors il existe un unique polynpoéme Q et il eriste un

unique polynome R tels que :
A=QB+R et deg R < deg B

Q) est appelé le quotient et R le reste et cette écriture est la division euclidienne de A par
B.

— La condition deg R < deg B signifie R =0 ou bien 0 < deg R < deg B.

— Enfin R =0 si et seulement si B | A.

Exemple 5.5

Soient A, B € R[X] tels que

AX) =14+ X+ X?+3X*-2X°
B(X) =X +3X?

Alors on trouve

Q(X)=10 _ 1y xy2_2x3

R(X)=1+1IX
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A(X)

X" 13Xt x> 1 x+1

2
—2x° ——x3
3

2
3x4+513+xz +x4+1

3x* 4 x3

1
—513 +X2+Xx+1

—EXS _EXZ
3 9
—x2+x+1
9
= 10X2+1{)X
9 27
17

R(X) e 27

B(X)
213 + x? lx+ 10
3 9 27

Q(x)

5.3.3 Pgcd et ppcm de deux polyndémes

Définition 5.5

Soient A, B € k|[X], avec A # 0 ou B # 0. Il eziste un unique polyndme unitaire de plus

grand degré qui divise a la fois A et B.

Cet unique polynéme est appelé le pged (plus grand commun diviseur) de A et B que l'on

note pgcd(A, B).
Algorithme d’Euclide.
Soient A et B des polynoémes, B # 0.
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On calcule les divisions euclidiennes successives,

A:BQl—I—Rl, degR1 <d€gB
B = RlQQ + RQ, deg Ry < deg Ry

Rl = R2Q3 + R3, deg Rg < deg R2

Ry_9 = Ri_1Qr + Ry, deg Ry < deg Ry

Ry—1 = RiQp+1,

Le degré du reste diminue & chaque division. On arréte ’algorithme lorsque le reste est nul.

Le pgcd est le dernier reste non nul Ry, (rendu unitaire).
Exemple 5.6
Soient A, B € R [X] tels que

A(X)=2+43X +4X%+2X3 — X*
B(X)=X+X?
On calcule les divisions euclidiennes successives,
A=B(1+3X — X?) + (2+2X),
B = (%X) (2X +2)+0,
Le pgcd est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(A,B) =1+ X

5.3.4 Polynoémes premiers entre eux

Définition 5.6
Soient A, B € k[X],
On dit que A et B sont premiers entre eux si pged(A, B) = 1.

Pour A, B quelconques on peut se ramener & des polyndmes premiers entre eux :

si pgcd(A, B) = D, alors A et B s’écrivent : A= DA' , B = DB’ avec pgcd(A’,B") = 1.
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Exemple 5.7

Soient A, B € R [X] tels que
AX)=1+X°

B(X)=2+43X + X?

pgcd(A,B) =1+ X,

donc
AX)=1+X)1-X+ X2 - X3+ XY

B(X)=01+X)2+X)
pged(l - X + X2 - X3+ X1 2+ X)=1

Théoréme de Bézout
Soient A, B € k[X], avec A# 0 ou B # 0. On note D = pgcd(A, B).
Il existe deux polynomes U,V € k|[X] tels que

AU+ BV =D

Proposition 5.4
Soient A, B € k[X], A et B sont premiers entre eux s’il existe deuz polynomes U,V € k [X]
tels que

AU+ BV =1

Définition 5.7

Soient A, B € k[X], avec A # 0 et B # 0. Alors il existe un unique polynome unitaire M
de plus petit degré tel que A | M et B | M.

Cet unique polynome est appelé le ppem (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note

ppem(A, B).

5.3.5 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Définition 5.8
Un polynome A de k[X] est dit irréductible s’il est de degré supérieur ou égal a 1 et si

ses seuls diviseurs sont les polynomes constants non nuls et les polynomes de la forme cA

(c ek*).
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Un polynéome A est donc irréductible s’il a exactement deux diviseurs unitaires (ces deux
diviseurssont alors 1 et %IA ot d est le coefficient dominant).
Théoréme 5.2

Tout polynéome non constant A s’écrit de maniére unique sous la forme
A=cR{". R}
ou k € N*, c € k*, Ry,...,R; sont des polynomes unitaires irréductibles deuxr & deux distincts
et Vie {1,...,k} a; € N*.
5.4 Racines d’un polynéme

5.4.1 Racines

Définition 5.9
Soit P € k[X] tel que

P(X)=ap+au X +aX?*+ ..+ a,X"

Soit a € k.

On dit que o est une racine (ou un zéro) de P si
P(a) = ap+ a1+ aza® + ... + a,a™ =0

Exemple 5.7
Soient A € R3 [X] tel que
AX)=3—-X+2X?—4Xx3

Ona :

donc, a = 1 est une racine de A.
Proposition 5.5
Soient P(X) =ag+ a1 X +aX?+ ... +a, X" € k[X] et a € k.

P(a) =0« (X — ) divise P (X)
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Démonstration
Soientt P(X) =ag+ a1 X +asX?+ ... + a, X" € k[X] et a € k.

La division euclidienne de P (X) par (X — «) donne
P(X)=Q (X —a)+R,

avec deg R < deg (X —a) = 1.
Donc, deg R = 0 ce qui donne R est une constante.
Alors,
Pa)=0& R(a) =0 R=0,

donc, (X — «a) divise P (X).

5.4.2 Multiplicité des racines

Définition 5.10
Soient P(X) =ag+ a1 X +axX?+ ... +a, X" € k[X] et a € k.
On dit que o est une racine de multiplicité k € N* (ou racine d’ordre k) de P si (X —a)

divise P alors que (X — a)*™

ne divise pas P.

Lorsque k =1 on parle d’une racine simple, lorsque k = 2 d’une racine double, etc.
Polynéme dérivé

On définit le polynéome dérivé de P (X) = ag+ a1 X + as X? + ... + a, X" € k[X] comme suit

/

P (X)=a; + 203X + ... + na, X" !

On peut définir de la méme fagon les dérivées successive.
Proposition 5.6

Soient P(X) =ap+ a1 X +aX?+ ...+ a, X" €k[X] et a € k.
On a l’équivalence entre

1. « est une racine de multiplicité k € N*.

2. Il existe Q (X) € k[X] tel que

avec @ () # 0.
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5.5 Exercices

Exercice 1

Dans les cas suivants, effectuer la division euclidienne de A par B :

1.
A(X)=X5 - X*4+5X3 —2X +3 et B(X)=2X>—X2-5X +1.
2.
A(X):X7—|—3X5_X3_7X2_|_X et B(X):X4+4X2—|—5X—3
Solution

1.
AX) =X - X*+5X3 —2X +3 et B(X)=2X>—X>-5X +1.
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A(X) B(X)

X —x*+s5x3_-2x+43 2x3 —x2 _5x+1

- 1 5 1
X7 ——_x*—_x¥+_x? 1, 1 29
2 2 2 —EX _ZX+E

15

1 1
——x*+ _x3__x2_2x+3
2 + 2 2 N \
- 1 5 1

1
——xt*+-x3+-x?-—x
X ¥ Ty Q(x)

4

29 . 29 , 145 29
— X3 -—x2 - —Xx+—
4 8 8 8

2 4 8 8 8 8

Q(X) R(X)

A(X) = B(X) (1X2—1X+@) ' <§X2+EX_§>

J/

AX)=X"+3X? - X3 -7X?+X et B(X)=X*+4X2+5X 3.

De la méme maniére, on trouve

A(X)=B(X)(X® =X +5)+ (6X°+18X* + 23X — 15)

N J/ N J/

Q(X) R(X)

Exercice 2

Déterminer les pged des polynomes suivants :

1.
P(X)=X6—7X*+8X% —7X + 7 et Q(X) =3X° —7X? +3X> 7.

AX)=X54+4X*+ X3 -5X2+3X et B(X)=X®+3X°+3X3+14X2+15X.



5.5 Exercices

128

Solution

1. pgcd (P, Q)

On calcule les divisions euclidiennes successives,

1 14 14
P:Q(gX) + (——X4+7X3—§X+7),

3
Q1 E
9 27 1 1
— Ry ——X - = S |G
@ 1( 14 28)+< 4 4)’
@ Ro

56
Ri=Ro[ 22X —28) + (0)
3 ~—
R3
Qs

Le pged est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc
pgcd(A,B) =1+ X3

2. pged (A, B)

On calcule les divisions euclidiennes successives,

B=AX—-1)+ (3X"4+9X°? + 6X* + 18X,
T [ —~ v
1 R

11
A=R, <—X + 5) + (—4X° - 13X? - 3X),

3 \ iy ),
———— Ro
Q2
3 3 99 297
— Ry —°X 4+ — —Tx?-x
i RQ( 4 +16)+< 16 16 )
@s Ra

64 16
Ry=Rs( —X + — 0
? 3(99 * 99) +L,)/
\—/_'/ Ry
Q4

Le pged est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(A, B) = X? + 3X



5.5 Exercices 129

Exercice 3
Montrer que les polynémes P et @) suivants sont premiers entre eux. Trouver U et V € k [X]

tel que UP +VQ = 1.

1.

PX)=1-2X+X34+X* e QX)=1+X+X?
2.

PX)=1+X2+X3 e QX)=1+X+X3
Solution

1. pged (P, Q) = 17
On calcule les divisions euclidiennes successives,
P=Q(X*—-1)+(-X +2),
—_—
Q1 R1
Q=R (=X =3)+(-7),
—_—— =~

Q2 R2

7 7
Qs

Rl—R2<1X—2) —l—i()/)/

R3
Le pged est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc
pyged(P,Q) =1

Trouver U et V € k[X] tel que UP +VQ =1

Q=Ri(-X —3)+ (-7) & T= Ry(~X —3) — Q
Q2 X Q2

ST=|P-QX -1 (-X-3)-0Q
Q1 Q2

&7=(-X-3)P+(-(-X-3)(X2-1)-1)Q
SLl(-X-3)P+i(-(-X-3)(X?-1)-1)Q=1

@ (X =9 P+ (X + 21X -9 Q=1
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Donc,
U=_1x_3
e et
2. pgcd (P, Q) =17
On calcule les divisions euclidiennes successives,
P=Q(1) +(X*-X),
~  —
Ql Rl
Q=R (X+1)+(—2X —1),
—— N——
Q2 Ry
1 3
Ri =Ry —=X+- ) +(-3)
2 4 ~——
R3
Q3
2 1
Ry=Rs| =X+ = |+ (0)
3 3 ~~
Ry
Q4
Le pgcd est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc
pged(P, Q) = 1
Trouver U et V € k[X] tel que UP +VQ =1
1 3 1 3
Ri=Ry|—sX+-|+(3)e3=R|—X+- |- R
2 4 ~—~— 2 4
R3
Qs Qs
1 3
&3=|Q—-R(X+1) (——X+—> - Ry
Q2
Qs
S3=Q(-3X+YH -R(X+1)(-3X+2)-1)
S3=Q(—iX+H - (P-Q) (X+1)(-3x+3)-1)
3 (XD (X +3) ) P+3 (X +3) - (X+D) (X +3) -D]e=1

@ (X7 + X =) P+ (X7 - X+ ) Q=1
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Donc,
U

1 X’2 1 X 1
\V4 1 X’? 3 X 1
Exercice 4

Soit le polynéme

P(X)=8+12X +10X% +5X3 + X1
1. Montrer que —2 est une racine double du polynome P.
2. Factoriser P dans R[X].

3. Déduire les racines de P dans C.

Solution

1. Montrer que —2 est une racine double du polynéme P.

On a:

/

P (X) =12+ 20X + 15X2 + 4X?

P(—2)=8+12(=2)+10(=2)*+5(-2)* + (-2)*
—8—24+40 — 40+ 16

=0
et

/

P'(—=2) =12 +20(=2) + 15 (=2)* + 4 (—2)°
=12 — 20 + 60 — 32

=200

Alors, P(—2) =0 et P (—2) # 0, ce qui montre que —2 est une racine double du polynéme

P.
2. Factoriser P dans R[X].
On effectue la division euclidienne de P (X) par (X + 2)*, on obtient

P(X)=(X+2°(X>+X+2)

3. Déduire les racines de P dans C
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(P(X)=0)e (X +2*(X2+X+2))
X+2=0

<~
X2+ X+42=0

On résout la deuxieéme équation. On a :
A=(1)-4(1)(2) =-T,

donc I'équation admet deux racines complexes.

Ty = 71+2iﬁ
Alors, les racines de P dans C sont :
Zy = —2 (racine double), 7 = ’I’T“ﬁ (racine simple), Zy = ’l%ﬁ (racine simple)

Exercice 5

Factoriser dans C[X] puis dans R[X]| les polynomes suivants :

14+ X
1— X8
1— (X% +3X —4)°

Solution
1. On commence par chercher les racines complexes pour factoriser dans C[X], puis on

regroupe les racines complexes conjuguées.
1+ X% = (X — egi) <X — 637”> (X — e%i> (X — e%i>
e (e8] - ()]
= [X2 — (e%i + e%ﬂi) X+ eﬁe%ﬂz} [X2 — (e%ﬂi + e%i) X+ e%"'e%ﬂi]

= [X2 - V2X +1] [X2+V2X +1]
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Les deux polynomes X? — v/2X + 1 et X2+ v/2X + 1 n’ont pas de racines réelles, ils sont

donc irréductibles dans R[X].

% 1— X8=(1+X%(1— X%

= (14+ X% (1—X?) (1+X2)
=(1+XH1-X)1+X)(i+X) (X —1)

= (X = ) (X = e F) (X = ) (X - o)
1-X)1+X)@G@+X)(X —1)

= (X2 - V2X +1) (X2 +V2X +1) (1+X) (1 - X) (1 + X)

1—(X24+3X —4) = (1 — (X2 43X —4)) (14 (X2 43X —4))

= (—X2—3X+5)(X2+3X—3)
Factoriser de —X? —3X +5

—3+/29
X = =gl

ou
X = =32

Donc,
_ N v
—X?-3X 45 = — (X + 258 (X 4+ 140)

Factoriser de X2 +3X — 3
A=(3)%-4(1)(-3)=21

_ —3-+21
X ==
ou
X — —3+v21

Donc,
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Alors,

1_<X2+3X_4)2:_<X+3+;/@> <X+3—\/E> <X+3+\/ﬁ> <X_3—\/ﬁ>
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