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Introduction

Ce polycopié est un ouvrage, principalement destiné aux étudiants de premiere année des filieres
technologiques et scientifiques.
Le manuscrit couvre une partie de l'algebre et une partie de 'analyse. La premiere débute par la
logique et la théorie des ensembles, qui sont des fondamentaux en mathématiques. Ensuite nous
étudierons les relations et les applications. Puis on discute a la structure algébrique, avec les notions
de groupe, anneau et corps et apres en termine cette partie par un domaine totalement nouveau
pour ces étudiants et tres riche, qui recouvre la notion d’espaces vectoriels ainsi que les applications
linéaires. Ces concepts, a la fois profonds et utiles, demandent du temps et du travail pour étre bien
compris.
Le programme officiel de mathématiques supérieures prévoit que les notions apparaissant dans cette
partie (logique, ensembles et applications, structures) soient acquises progressivement au cours de
I'année, car elles sont & la base de tous les raisonnements usuels (ou de la plupart des erreurs de
raisonnement usuelles) de premier cycle d’études.
L’étude de la théorie des ensembles (ainsi que I’étude de la logique mathématique) s’est développée
a la fin du X7X¢ siecle et au début du X X°.
Les deux grands noms de I'étude de la théorie des ensembles et de la logique mathématique sont
(Georg Ferdinand Ludwig Philipp) Cantor (1845-1918) pour les ensembles et (Kurt) Godel (1906-
1978) pour la logique. En mathématiques supérieures, nous avons besoin d’un vocabulaire simple
mais efficace, des notations de base ainsi que d’un certain nombre de raisonnements types qui seront
ensuite utilisés dans tous les autres chapitres.
Le premier chapitre, commun aux deux modules d’Algebre et d’Analyse, traite des quelques notions

et des concepts de bases dont vous aurez besoin durant le reste du cours de mathématiques. Beau-



coup de ces notions n’ont pas été vues au lycée et reviendront de fagon rémanente tout au long du
programme de mathématiques. Il faudra donc les assimiler et se familiariser avec elles au travers
d’exercices nombreux et variés.

L’algebre linéaire est un langage universel qui sert a décrire de nombreux phénomenes en mécanique,
électronique, et économie, par exemple.

La deuxieme partie débute par I’étude des fonctions : limite, continuité, dérivabilité sont des notions
essentielles. Les chapitres suivants sont consacrés aux application aux fonctions élémentaires et dé-
veloppements limités.

L’outil central abordé dans cette partie d’analyse, ce sont les fonctions. Elles interviennent des que
I'on s’intéresse a des phénomeénes qui varient en fonction de certains parametres. Position d’'une co-
mete en fonction du temps, variation du volume d’un gaz en fonction de la température et de la
pression, nombre de bactérie en fonction de la nourriture disponible : physique, chimie, biologie ou
encore économie, autant de domaines dans lesquels le formalisme mathématique s’applique et permet
de résoudre des problémes.

Les développements limités sont I'outil principal d’approximation locale des fonctions. L’objectif de
ce chapitre est de vous apprendre a les calculer. Vous aurez essentiellement besoin de savoir manipuler
des polynomes, ainsi que d’avoir assimilé les limites, la comparaison des fonctions et la dérivation.
Les efforts que vous devrez fournir sont importants : tout d’abord comprendre le cours, ensuite
connaitre par coeur les définitions, les théoremes, les propositions... sans oublier de travailler les
exemples et les démonstrations, qui permettent de bien assimiler les notions nouvelles et les méca-
nismes de raisonnement.

Avant de terminer, je vous informe, chers étudiants, que la clé pour résoudre les exercices et les
problémes est une lecon théorique. Comme le dit le proverbe, il m’a appris a attraper un poisson au
lieu de m’en donner un tous les jours.

Nous tenons a exprimer notre gratitude et notre reconnaissance aux deux spécialistes anonymes qui
ont expertisé ce modeste ouvrage. Grace a leurs commentaires nous avons pu améliorer la présenta-
tion du présent manuscrit dans sa forme et dans son contenu. Nous les remercions pour leur travail

consciencieux et professionnel et pour leurs remarques toujours pertinentes.
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Chapitre 1

Logique et méthodes du raisonnement

mathématique

1.1 Notions de logique

1.1.1 Proposition, Assertion

Définition 1.1.1
Une proposition (ou assertion) est une phrase ou est un énoncé mathématique qui peut

prendre 'un des deux valeurs : soit vraie, soit fausse, c’est-a-dire pas les deux en méme temps.

Exemples 1.1.2 :

1. 1l pleut.

Je suis plus grand que toi.
b—2=23.

2x3=09.

Pour tout € R on a 22 > 0.

1.1.2 Négation d’une proposition

Définition 1.1.3 :
Soit P une proposition. On appelle négation de P et on note non P la proposition définie par :

L’assertion « non P »est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
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1.1.1 Notions de logique

1.1.3 Les connecteurs logiques

Soient P et () sont deux assertions, nous allons définir de nouvelles assertions construites a partir

de P et de Q.

Conjonction « et : A »

Définition 1.1.4
Soit P et ) deux propositions. On appelle conjonction de P et () la proposition notée « P A Q »se
lit « P et @ » et définie de la maniére suivante : L’assertion « PN\ Q »est vraie si P est vraie et ()

est vraie. est fausse sinon.

On résume ceci en une table de vérité :

P Q PAQ
v v v
4 f f
f v f
f f f

Table de vérité de « P A Q »

Exemples 1.1.5 :

a. « L’Algérie est un pays arabe et africainy, est une proposition vraie .
b. « 1.4 < /2 < 1.5», est une proposition vraie.

c. « 27 est un nombre impaire et premiery, est une proposition fause.
d. « 30 est un multiple de 4 et de 5», est une proposition fause.

e. « 21 est divisible par 5 et par 6», est une proposition fause.

Disjonction « ou : V »

Définition 1.1.6 :
Soit P et Q) deux propositions. On appelle disjonction de P ou Q) la proposition notée « PV Q) »se
lit « P ou @ ». L’assertion « P ou () »est vraie lorsque ['une au moins des deux propositions P ou

Q) est vraie, est fausse lorsque P et ) sont fausses.
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1.1.1 Notions de logique

On résume ceci en une table de vérité :

P Q PvVvaQ
v v %

v f v

f A\ v

f f

Table de vérité de « P vV Q »

Exemples 1.1.7 :

%

« L’Algérie est un pays arabe ou européeny, est une proposition vraie.

b* « 27 est un nombre impaire ou premiery, est une proposition vraie.

*

d* « 31 est divisible par 3 ou par 5», est une proposition fause.

Implication « = »

Définition 1.1.8 :

c* « /3 >2 ou+/3 < 3», est une proposition vraie.

Soit P et () deux propositions. On appelle tmplication de () par P la proposition «non P ou Q) »ou

«PV Q». Cette proposition se note «P == Q». La proposition P = Q se lit «P implique Q »ou

encore «si P alors () »velle se lit souvent aussi «si P est vraie alors () est vraie ».

Sa table de vérité est donc la suivante :

P Q P—= Q
v 4 v

A\ f

f A v

f f v

Table de vérité de « P = Q »

Remarque 1.1.9 :

Si P est fausse alors l'assertion «P = @ »est toujours vraie.
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1.1.1 Notions de logique

Exemples 1.1.10 :

1* Pour x € R, « (:1:2 = 4) = (z = 2)», est fausse (car Va2 = |z| ).
2% « =3 <1 <1 = 2%+ 2x—3 < 0», est vraie ( étudier le sine de polynome ).
3% «2x6=8=6—3=2», est vraie (par la Remarque 1.1.9 ).

4% «cosh >1= 0 € [0,2n]», est vraie (par la Remarque 1.1.9 ).

Equivalence « <= »

Définition 1.1.11 :
Soit P et @) deux propositions. « L’équivalence de P et () »définie par : la proposition « P = Q)
et Q = P ». Cette proposition se note « P <= Q ». On dira « P est équivalent a () »ou « P si

et seulement si Q) ».

Cette proposition est vraie lorsque P et () sont vraies ou lorsque P et @) sont fausses.

La table de vérité est :

P Q P~ Q
v v v

A\ f

f v f

f f \4

Table de vérité de « P<=Q »

Remarque 1.1.12 :
d’apres cette table de vérité, si P et P = @) sont vraies alors @) est vraie. C’est le principe de

déduction.

Exemples 1.1.13 :

1) Pour z € R, l’équivalence « (x2 = 4) < (r =2 ouz = —2) », est vraie.
2) Pour z,y € R, Uéquivalence « 2* = y?> <= = =y », est fausse.
3) « (7 est divisible par 2) <= (7 est pair ) », est vraie.

15



1.1.1 Notions de logique

4) Pour @ € |0,2x| léquivalence « cosd =0 <=0 = Z », est fausse.
2

Définition 1.1.14 :
Soit P et () deux propositions. L’implication « non() = nonP »s’appelle la contraposée de ['im-

plication « P = Q ».

Définition 1.1.15 :

On dit que deuz propositions sont équivalentes lorsqu’elles ont les méme valeurs de vérité.

Proposition 1.1.16 :
Soit P et Q deux propositions. Alors :
a. non(non(P)) < P.
b. (P et Q) < (Q et P). Le connecteur « et » commutatif.
c. (PouQ@) <= (Q ou P). Le connecteur « ou » commutatif.
d. (PetQ)etR) <= (Pet(QetR)). Le connecteur « et » associatif.
e. ((PouQ@)ouR)<= (Pou(QouR)). Le connecteur « ou » associatif.

(non (P et Q)) <= ((non P) ou ( non Q)). Négation de « et » est « ou ».
g. (non (P ou Q)) <

h. (Pet (QouR))<= ((PetQ)ou(PetR)). « et » distributif sur « ou ».

( non P) et ( non Q))). Négation de ¢« ou » est « et ».

(
(
(
(

o

. (Pou(QetR))< ((PouQ) et (PouR)). « ou» distributif sur « et ».
j- (P= Q)N (Q = R)) = (P = R). L’implication est transitive
k. (P= Q)<= (non@Q = non P).
Démonstration : On démontre ces équivalences a 1’aide de tables de vérité. Voici des exemples
de démonstrations :
— Démontrons par exemple I’équivalence de h. a ’aide d’une table de vérité.

Il s’agit de vérifier que les deux propositions (P A (QV R)) et ((PAQ)V (P A R)) ont les mémes

valeurs de vérité pour toutes les valeurs possibles de P, () et R.

16



1.1.1 Notions de logique

P Q R QVR | pA(QVR)|PAQ P AR (PAQ)V (PAR)
v v v v v A\ v A\
A 4 f v v v f 4
A f A\ \ v f v A
A f f f f f f f
f 4 v 4 f f f f
f 4 f 4 f f f f
f f v v f f f f
f f f f f f f f

Table de vérité de « (P A (QV R))<= ((PAQ)V (P AR)) ».

On remarque que les colonnes en rouge ont les mémes valeurs de vérité. Donc, on dit que I’équivalence

h. est vraie.

Exercice 1.1.17 :

Démontrerez le reste de maniere analogue a titre d’exercice.

Exercice 1.1.18 :
Remplacez dans chaque expression les pointés --- par l'un des opérateurs logique suivants : —>, <=
ou <—.

A, B et C sont trois points du plan. x, y et z sont trois nombres réels.

1. P :les points A, B et C sont alignés --- C' le barycentre de A et B.

=20 =2,

Q

. R:x=3---22=0.
S:x+z=y+z- - z=uy.
T

CTXEZ=YXZ oo X =1

1.1.4 Les quantificateurs

Soit P(x) une propriété dépendant d’un parameétre x, ou z est un élément d'un ensemble E.
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1.1.1 Notions de logique

Quantificateur universel : « V » := « pour tout »

La proposition : « Pour tous les éléments x de F, la propriété P(z) est vraie » s’écrit en abrégé :

«VreE, Plx)»ou«VreE / P(x)»

e Le symbole "V" (un A retourné) vient de 'allemand "Alle" qui signifie "tous" en francais, se lit
"quel que soit" ou "pour tous". C’est un quantificateur, il indique que la propriété est vraie pour

tous les objets satisfaisants la condition qui suit.

e 1 est un objet mathématique (un nombre, un point, un vecteur...).

" n n

e Le symbole " € " signifie " appartient a ". C’est un opérateur qui permet de dire que x

appartient a un ensemble précisé.

e [ est un ensemble d’objets. Par exemple le plan qui est un ensemble de points, ou bien I’en-

semble R qui est ’ensemble des nombre réels.

Exemples 1.1.19

1) Soient E l’ensemble des étudiants d’un groupe.
On note P(x) : « x est présent »(x est un étudiant ).
La proposition Q) : « Tous les étudiants de ce groupe sont présents »

s’écrit alors « Yo € E, P(x)».

2) On nomme N [’ensemble des nombres naturels.
La proposition R : « Pour tout nombre naturel n, le nombre (n+ 1)(n + 2) est supérieur ou
égal a deuz »

s’écrit alors « Yn € N, (n+1)(n+2) > 2 ».

Quantificateur existentiel : « 3 » := « il existe »

La proposition : « il existe au moins un élément x de F, la propriété P(z) est vraie »s’écrit en

abrégé : « dxr € E, P(xz) » ou« Jx € E / P(x) ».

e Le symbole " 3" (un E a lenvers) vient de I'allemand " Existieren " qui signifie " exister " en

francais, se lit " il existe ".

Exemples 1.1.20 :
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1.1.1 Notions de logique

1). R l’ensemble des nombres réels.
La proposition Q' : « il existe au moins un nombre réel de carrés 1 »

s’écrit alors « 3z € R; 22 = 1.

2). [ est une fonction de R dans R.
La proposition R' : « Le graphe de f coupe la droite d’équation y —x—1=0 »
s’écrit alors « Jx € R; f(x) =z +1 »

Remarque 1.1.21 :

attention, l'ordre des quantificateurs dans une proposition est trés important.

C’est-a-dire

Si nous modifions l'ordre des quantificateurs dans une proposition, la signification de cette proposition

peut changer.

Exemples 1.1.22 :

e Vr € R, Iy € R; y = 2% + 3. Cette proposition est vraie.

e Iy € R, Vz € R; y = 2?4 3. Cette proposition est fausse.

La négation des quantificateurs

La négation de « V » est « 3 » et la négation de « 3 » est « V ».

Négation des propositions avec quantificateurs

Soient F un ensemble, x un élément de E et P(x) une propriété.
* La négation de la proposition « Vo € E; P(x) » est : « Jdx € E, nonP(z) ».

* La négation de la proposition « 3z € E; P(x) » est : « Vo € E, nonP(z) ».

Exemples 1.1.23

1 e La négation de « Vo € [—2,+2]; (22<4) » est « Jx € [-2,+2]; (2%>4) ».
2 e La négation de « 32 € C; (22 +2+1=0) » est « Vz € C; (22 + 2+ 1#0) »

3 e La négation de « Yz € R; (22 —1€C) » est « 3z € R; (22— 1¢C) ».
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1.1.1 Notions de logique

4 e Pour la proposition : « YV € R, Jy > 0; (x x y>0) » sa négation est
« dr e R, Yy > 0; (xxy<0) »

Propriété 1.1.24 :
Soient E un ensemble, x élément de E et P(x), Q(z) deuz propriétés.
1)« Ve e E,P(x) NQ(z)) <= ((Vz € E,P(x)) N (Vz € E,Q(x))).
2)« (Ve e B, P(z)VQ(z)) Z ((Vz € E,P(x))V (Vz € E,Q(z))).
3)x 3z € E,P(z) AQ(x)) & ((3z € E, P(x)) A (3z € E,Q(x))).
Y« (Jx e E,P(x)VQ(z)) < ((Jx € E,P(z))V (3z € E,Q(x)
5)« (Vo € E), (Vy € E), P(x,y)) <

)-
(Vy € E), (Vx € E), P(z,y)).
z,Y).

,(Fz € E),P(z,y)).

On peut s’écrire plus simplement ¥(z,y) € E?, P

= (
)

6)+ (3z € B),(3y € E),P(z,y)) <= ((3y € E
)

)
P
)
P

On peut s’écrire plus simplement 3(z,y) € E2 P(z,y Y).

Remarque 1.1.25 :
1o On peut distribuer « ¥ » sur « A » et « 3 » sur « \V ».
20 Mais on ne peut pas distribuer « ¥ » sur « V » et « 3 » sur « A ».

3o On peut permuter des quantificateurs de méme nature.

Dans les propriétés 2)x* et 3)x, on trouve seulement une implication. Pour le comprendre, on donne
les exemples suivants :

le a) La proposition : « Dans la section une, il existe un étudiant qui est le plus grand et un autre
qui est le plus petit »est vraie, mais un méme étudiant ne peut jouer les deux roles a la fois.

« il existe un étudiant qui est le plus grand et le plus petit » est fausse.

b) De méme, la phrase « Dans 'université, tout étudiant est un neveu bachelier ou non » est vraie,
mais la phrase « Dans l'université, tout étudiant est un neveu bachelier ou tout étudiant est un
enseigne bachelier » est fausse.

2e On donne ici des exemples plus mathématique : pour cela, on considérons les deux propositions
suivantes :

P: « dr € R; cosx = sinx et dxr € R; sinz = 0».

Q : « dz € R; cosx = sinx et sinx = O».

La proposition : P est vraie, car le réel 7 est un solution de I'équation cosz = sinx et 0 est un

solution de I’équation sinxz = 0.
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1.1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

La proposition : Q est clairement fausse, car par exemple Vz € R, cos’z 4 sin’x = 1 # 0.

3e On donne un autre exemple.

On écrit la proposition : R : « qu'une fonction f de R dans R est monotone » avec des quantificateurs
comme suit :

R: « (V(a,b) €R? (a <b== f(a) < f(b)) V (Y(a,b) € R (a < b= f(a) > f(b)) » Mais
la phrase suivante : « ¥(a,b) € R?; (a <b== f(a) < f(b)V f(a) > f(b)) » elle vérifiée par toute
fonction f de R dans IR.

1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

1.2.1 Raisonnement par Déduction

La méthode du raisonnement déductif est le suivant :
Si les deux propositions « P » et « P = () » sont vraies, alors, on peut affirmer que la proposition

() est vraie.

Exemple 1.2.1 :
Montrons que, pour tout * € R; 2> —4x +5 > 0.
Pour tout x € R, on a :
(z—22>0 = (=2 +1>0

— 22 4 +5>0.

Ici P est « Vr € R; (x—2)220 »etQ est «VeeR; a2 —4z+5>0 ».

Puisque P et P = () sont vraies, alors () est vraie.

1.2.2 Raisonnement par Disjonction de cas ( ou Cas par cas )

Soient £ un ensemble et A une partie de E.
Si l'on souhaite vérifier assertion « Vo € E, P(x) », on montre l'assertion pour les  dans A | puis

pour les x dans Cé ( le complément de A par rapport a E ).

Exemple 1.2.2 :

Montrons que,
n(n+1)(n+2)

P:V IN;
n € IN; 3

€ N.
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1.1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

Soit n € IN.
Sin =3k avec k €N on a :

n(n+1)(n+2)
3

= k(3k +1)(3k +2) € N.

Sin=3k+1 aveck €N on a :

n(n+1)(n+2)
3

= (Bk+1)(3k+2)(k+1) € N.

Sin=3k+2 aveck €N on a :

n(n+1)(n+2)
3

= (3k+2)(k+1)(3k+4) e N.

Dans les trois cas la propriété w € N est vrais. Donc, la proposition P est vrais.

1.2.3 Raisonnement par Contraposée

Le schéma est le suivant :
Pour montrer que « P = ) » est une proposition vraie, il (faut et) il suffit de montrer que
« @ = P » est une proposition vraie.
Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante : L’assertion « P = ) » est
équivalente & « Q = P ».
Donc si I'on souhaite montrer 1'assertion « P == @Q », on montre en fait que si Q) est vraie alors P

est vraie.

Exemple 1.2.3 Montrons que,
Vn € IN; (n2 multiple de 3 = n multiple de 3) .
On utilisons le raisonnement par contraposition. Pour cela, montrons que

Vn € IN; (n n’est pas multiple de 3 = n? n’est pas multiple de 3) )
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1.1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

Supposons que, n un entier naturel n’est pas multiple de 3, il existe donc £ € IN tel que soit n = 3k + 1
ou soit n = 3k + 2.
Sin=3k+1,ona:

n? :(Bk—i—l)2
=3 (3K%+2k) + 1
=3k + 1 avec k' = 3k? + 2k.
Sin=3k+2,ona:
n? :(3k+2)2
=3(3k2+4k+1) +1
= 3k" +1 avec k" = 3k?+ 4k + 1.

On a alors dans les deux cas, le nombre n? est n’est pas multiple de 3. C.Q.F.D.

1.2.4 Raisonnement par Absurde

Le raisonnement par I’absurde repose sur le principe suivant :
On veut montrer qu'une proposition P est vraie. On suppose que c’est sa négation P qui est vraie

et on montre que cela entraine une proposition fausse i.e une contradiction.

Exemple 1.2.4 :
Montrons que, /3 est irrationnel i.e /3 ¢ Q.

Définition 1.2.5 :
Nombres premiers entre eux :
Soit p et q deux entiers naturels non nuls.

On dit que p et q sont premiers entre eux, si et seulement si le plus grand commun diviseur de p et

q est égal ¢ 1 (PGCD(p,q) =1).

Définition 1.2.6
Nombre rationnel : On dit que r est un nombre rationnel si et seulement s’il existe un couple

(p,q) € Z x N* tel que r = Z c’est-a-dire

(reQ)<:><3(p,q)erN*/r:§>.

23



1.1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

DEMONSTRATION de V3 ¢ Q
Supposons que /3 soit un nombre rationnel i.e /3 € Q. 1l existe (p,q) € N x IN* tel que /3 = P
q

avec p, ¢ premiers entre eux.

<\/§ B Z) = (3 B ?) (1.1)

D’ot p? multiple de 3. D’apres 'exemple 1.2.3, on en deduit que p est multiple de 3. Donc il existe
k € N tel que p = 3k. D’apres (1.1), on obtient ¢? = 3k?, ce qui implique aussi que ¢ est multiple
de 3. ce qui signifie que 3 est un diviseur comun a p et ¢q. ce qu’est contraduction a '’hypothese « p,

q premiers entre eux ».

1.2.5 Raisonnement par Contre-exemple

Un raisonnement par contre-exemple sert a démontrer qu'une proposition quantifiée de la forme
« Vx € E; P(x) » est fausse. Pour cela, on démontre que sa négation est vraie.
Ainsi, pour montrer que « Vo € E; P(x) » est une proposition fausse, la méthode consiste de trouver

un élément = de E ne vérifiant pas P(x).

Exemple 1.2.7 :
Montrons que, l’assertion « toute fonction de R dans R est derivable sur R » est fausse.
Cette assertion est fausse, puisqu’on peut trouver une fonction de R dans R n’est pas derivable sur

R, comme par exemple : la fonction f :x +— ’12 — 1‘ n’est pas derivable en 1 et —1.

1.2.6 Raisonnement par Récurrence

Soient A une partie non vide de IN admet un plus petit élément ng, et P(n) une propriété
dépendant de n € IN. Pour démontrer qu’une proposition de forme « ¥n € A; P(n) » est vraie, on
peut utiliser un raisonnement par récurrence.

Principe de récurrence.

La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes :
1)e Initialisation : Vérifier que la propriété P(ng) est vraie,
2)e Hérédité : On suppose n > ng donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que la propriété

P(n+1) est vraie,
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1.1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

3)e Conclusion : Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € A.

Exemple 1.2.8 :
Montrons que

VnE]N*;(l—i—Q—i—?)—{—---—i—n)Z:13+23+33+...+n3‘

Soit P(n): (142434 --+n)2=13+23+33+... 4 n3.
1) Car 12 =13, P(1) est vraie,
2) On suppose P(n) vraie pour n > 1 donné, et on démontre que la propriété P(n+ 1) est vraie,

c’est-a-dire on montre que
Pln+1):(1+24+3+ - +n+n+1))>2=034+224+33 4+ 403+ (n+1)3

est vraie.
On sait que 1 +2+34---+n= @ ( La somme des termes consécutifs d’une suite arthemitique
de raison 1)

Partons du terme de gouche pour arriver au terme adroite

2
14243+ +n+(n+1)°* = ("% 4+ (n+1))
2
— ("(”2+1)> —|—n(n+1)2—{— (n—|—1)2

= <M>2 +(n+1)3,

d’apres 'hypothese de récurrence, on obtient

(14+243+-+n+n+1) =183+ 433 ... 403+ (n+1)>
(%)

Nous avons ainssi montré que limplication P(n) = P(n+ 1) était vraie pour tout n € IN*.

Alors, l’égalité est vraie pour tout n € IN*.

1.2.7 Récurrence forte (ou récurrence multiple)

Soient r un entier naturel non nul et P(n) une propriété définie pour tout entier naturel n > ng

avec ng € IN.
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1.1.3 Exercices

Si les propriétés P(ng), P(ng+1),---, P(ng+r—2) et P(ng+r— 1) sont vraies, et 'implication
(P(n) et P(n+1)et ...... et P(n+r—1)) = P(n+r)

est vraie, alors, pour tout entier n > ng la propriété P(n) est vraie.

Exemple 1.2.9 :

Soit (Up)neN une suite réelle telle que ug = 2, up = 3 et vérifiant la reltion de récurrence
Vn € IN; upt1o = 3upr1 — 2uy,. (1.2)

Montrons que

Vn € N;u, = 2" + 1.

Soit P(n) la propriété u, = 2" + 1.

Onauyg=20+1=2etu =2 +1=3, donc les propriétés P(0) et P(1) sont vraies.

Montrons maintenant que Vn € N; ((P(n) et P(n+1) ) = P(n+ 2)) est vraie.

Supposons que pour n > 2 fizie les propriétés P(n) et P(n+ 1) sont vraies, puis montrons que la
propriété P(n+ 2) est vraie.

En remplagant w, par 2" + 1 et up1 par 2" 4+ 1 dans 1égalité (1.2), on trouve

Unto =3 (2” +1-2 (2”+1 + 1))
— 2n—|—2 +1.

Donc P(n+ 2) est vraie.

Par le principe de récurrence Vn € IN;u,, = 2™ + 1 est vraie.

1.3 Exercices
e Raisonnement par déduction

Exercice 1.3.1 :
Soient a,b deur nombres réelles positifs.

Montrer que si a < b alors, a < ‘IT‘H) <beta<+ab<h.
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1.1.3 Exercices

Exercice 1.3.2 :

Soit x,y € Ry, Montrer que : si 1—%/ = alors © = y.

y
1+z’
e Raisonnement par disjonction de cas

Exercice 1.3.3 :

Soit x € R, Montrer que : 22 —4 >0 =22 —2—2 > 0.
e Raisonnement par récurrence et par Contraposée

Exercice 1.3.4 :

1) Démontrer par récurrence que :
Vn € N;4n? 4+ 4n est divisible par 8.
2) Soient n un entier naturel non nul et R(n) la propriété suivante :
R(n) : Sile nombre n? —1 n’est pas divisible par 8, alors n est pair.

a ® Ecrire la contraposée de la propriété R(n).
b e Ecrire a l'aide de quantificateurs la proposition @ suivante : « Pour tout n dans N ; R(n) ».

c ® Montrer par contraposition que la proposition () est vraie.

Exercice 1.3.5 :
1* Montrer par l'absurde que : Vx € R; |z| > % Avec o > 1 fizé.

2* Montrer par contraposition que :
Ve eR; (Ve >0, |z| <e) = |z|=0).

e Raisonnement par Absurde

Exercice 1.3.6 :

Soient (fn)neN une suite d’applications de l'ensemble N dans IN* et f Uapplication de IN dans IN*
définie par f(n) = (fo(n))* —1.

a) Traduire en termes de quantificateurs l'expression P suivante :
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1.1.3 Exercices

P : « n'existe aucun p € IN tel que f = f, ».
b) Donner la négation de P.

c) Montrer par l’absurde que P elle est vraie.

Exercice 1.3.7 :

a.) Traduire en termes de quantificateurs ’expression Q) suivante :

Q : « Sin estle carré d'un nombre entier non nul alors 2n n’est pas le carré d’un nombre entier ».
b.) Donner la négation de Q.

c.) Montrer par Uabsurde que la proposition Q) précédente est vraie.
e Raisonnement par récurrence et par contre-exemple

Exercice 1.3.8 :

Une urne contient des boules numérotées de 1 a n, réparties de la facon suivante : pour toul entier

k, compris entre 1 et n, l'urne contient k boules portant le numéro k.

On tire au hasard une boule dans ['urne et on note X le numéro obtenu.

1/ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, le nombre des boules dans cette

urne est %

2/ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, la somme de ces numéros dans
(n+1)(2n+1

cette urne est > 5

3/ Montrer par contre-exemple que la proposition R suivante :

(n)
(n+1)

R : sin est pair, alors P(X est pair) = est fausse.
e Raisonnement par récurrence

Exercice 1.3.9 :

Soit (un)neN la suite définie par ug =0, up =1 et ¥n € N; up + 2 = upy1 + up.
. _ 1 ({13 _ (1=v3\"
Montrer que Vn € IN; uy, = 7 <( 3 ) <72 ) )

Exercice 1.3.10 :  Montrer que Vn € IN; 2" > n+ 1.

Exercice 1.3.11 :

Montrer que pour tout entier naturel n non nul; (1+z)" > 1+ nx, avec x > 0 fizé.

Exercice 1.3.12 :  Montrer que ¥n € IN; 10" — (—1)" est divisible par 11 .

28



Chapitre 2

Les ensembles, les relations et les applications

2.1 Ensembles

Définition 2.1.1
Un ensemble est une collection d’éléments (d’objets), et on le note en général par un lettre majuscule,

comme par exemple : A, B, C, D, FE,...

Exemples 2.1.2 :
A ={a,b,c}, B={Ahmed, Mohammed, Ali, Fatima, Halima}, C' = {0,2,4,6,8, ...}

e Soit F un ensemble. On appelle cardinal de E' le nombre des éléments de E, et on le note card(E).

Exemples 2.1.3 :
Soient £ = {{0},{0,1},{1}}, F={neN; 1<2n< 11}, G={r e Z, 3z —1 < 0}.
Alors, card(E) = 3, card(F) =5, card(G) = oo.

e Si on a donné explicitement tous les éléments de I’ensemble ( ou bien en se donnant la liste de
tous les éléments de ’ensemble ), on dit alors que I'ensemble est donné par « Extension ».
e Si on a donné des propriétés qui nous permettent de retrouver tous les éléments de I’ensemble,

on a alors de définir I’ensemble par « Compréhension ».

Exemples 2.1.4 :
x Les ensembles donnés dans 2.1.2 sont définis par extension ( leurs éléments ).

x Soit D = {:L‘ €eR; 22-1< O}. D est défini par compréhension.
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2.2.1 Ensembles

Remarque 2.1.5 :
e [‘ordre des éléments d’un ensemble n’a aucune importance, comme exemple :
{1,3,2} ={2,3,1} = {1,2,3}.

e la répétition d’un méme élément dans un ensemble ne sert a rien.

Définition 2.1.6 :

Ensemble vide : C’est l’ensemble qui ne contient aucun élément. Il se note ¢ , ou {}.

Singletons : (’est [’ensemble qui contient un et un seul élément. Comme par exemple :

{a}, {0}, {0}

2.1.1 Appartenance

Si un objet x est un élément de E, on dit que x appartient a E et on écrit x€F.

Si x n’est pas un élément de E, on écrit x ¢ E.

2.1.2 Parties d’un ensemble (ou L’inclusion )

Définition 2.1.7 :

On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F', (ou E est une partie de l’ensemble F', ou

aussi E est un sous ensemble de F' ), si chaque élément de E est aussi un élément de F et on écrit

ECF, et on a formellement :

ECF <= pourtout z (x € E=x € F).

2.1.3 Egalité de deux ensembles :

Deux ensembles sont égaux si et seulement si chacun est inclu dans I'autre, c’est a dire :

(E=F) < (ECF e FCE)

< (pourtout x (r€ E <= z€F))

Exemple 2.1.8 :

it
7

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O,;,j) on consideére la droite (A) d’équation

2
r+y =1 et 'ensemble E = {M(w,y)/ﬂt eR;z = 1Jr$2t2/\y = ﬁth}.
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2.2.1 Ensembles

On peut écrire plus simplement E = {(1+22t2’ 1_%;) it e ]R}.
Montrons que E C (A).

242

M(z,y) €E < HeR/zv= 1z y= 11z

— z+ty=1

<~ M(z,y) € (A).

Mais (A) n'est pas une partie de E. Car M(—2,1) € (A) et M(—2,1) ¢ E.

2.1.4 Ensemble des parties

L’ensemble des parties d'un ensemble E est ’ensemble de toutes les sous ensemble (ou les parties
) de E, et on le note P(E).
Par exemple si F = {0, 1,2} alors :

P(E) = {6:{0},{1},{2}.{0,1} ,{0,2} . {1,2} ,{0, 1, 2}}.

Remarque 2.1.9 :
e Card P(F) = gcard(E)

e Soit A un ensemble, alors l'ensemble P(E) contient au moins E et ’ensemble vide.

Méthode :

Soient A et B deux parties de F.

Pour montrer que A = B,

% ) on montre que Vz € E, (v € A<= x € B),

% ) ou bien, on se partage le travail en deux étapes en montrant que A C B et B C A, c¢’est-a-dire

en montrant que Vx € E,(r € A=z € B)etVr € E,(r € B=x € A).

Propriétés 2.1.10 (Propriétés usuelles de l'inclusion).

Soit £ un ensemble.

* VA e P(E); AC A (lVinclusion est réflexive ).

*x VA, BeP(E); (ACBetBCA) = A= B (linclusion est anti-symétrique ).
* VA, BetCeP(E); (ACBetBCC)= AcCC (linclusion est transitive ).

31



2.2.1 Ensembles

2.1.5 Complémentaire

Définition 2.1.11 :

Soit E un ensemble et A une partie de E. L’ensemble complémentaire de A dans E est l’ensemble
des éléments de E qui ne sont pas dans A. Et on le note CpA, (ou E \A). s’il n’y a pas d’ambiguité
sur E on le note aussi A° ou A.

Formellement on a :

CpA={zeFE /xz¢A}.

2.1.6 Réunion et intersection de deux ensembles

Définition 2.1.12 :

Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E.

On appelle réunion de A et de B, l’ensemble des éléments de E qui sont dans A ou dans B, et est
noté AN B c’est-d-dire AUB ={x € E; € A V z € B}.

L’intersection de A et B, est ’ensemble des éléments de E qui sont dans A et dans B, et est noté

AN B, c’est-d-dire ANB={x € FE; x€ A N z € B}.

Exemple 2.1.13 :

Soient E = {a,b,c,x,y,z,a, 58,7, A\, 1,0,1,2,3}, A= {a,c,1,a,5,2}
et B={v,a,3,a,\,0,z}, alors :

ANB={a,a}, AUB = {a,¢,1,,3,2,7,3,),0, z},
CpA={bz,t,2,7,10,3} et CgB = {b,c,z,t,5,1,2}.

Propriétés 2.1.14 :
Soient A, B, C des parties d’un ensemble E.

ANB=BnNA. AUB = BUA. (N et Usont commutatives.)
(ANB)NC =ANn(BNCQC). (AUB)UC =AU (BUC). (N et Usont associatives.)
(ANB)UC = (AUC)N(BUC). (U est distributive par rapport N.)

(AUB)NC = (ANC)U(BNC). (N est distributive par rapport U.)

ANd =6 ot ANE = A. AUd—=A et AUE=E.
ANCgA=¢ et AUCEA=F (ACB)(:>(CEB C CEA) et OE(CEA):A.
CE(AQB):CEAUCEB. CE(AUB):CEAQCEB.

(2.1)
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Les propriétés (commutativité, associativité et distributivité ) seront étudiées dans le chapitre sur

les lois de composition internes.

2.1.7 Différence de deux ensembles

Définition 2.1.15 :

Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

On appelle différence de A et B, l'ensemble des éléments de E qui appartiennent a A et n’appar-
tiennent pas a B, et est noté A— B (ou A\B ), on lit A moins B.

Formellement, on a : A— B=ANCgB={x € E; x € ANz ¢ B}.

2.1.8 Différence symétrique de deux ensembles

Définition 2.1.16 :
La différence symétrique de A et de B, l’ensemble des éléments de E qui appartiennent a A et
n’appartiennent pas a B ou appartiennent a B et n’appartiennent pas a A, et est noté AAB.

Formellement, on a :

AAB = (A\B)U(B\A) ={z€E; (trc ANz ¢ B)V(r€BAx¢ A)}.

Remarque 2.1.17 :

Soient A et B deuzx parties d’un ensemble E.

AAB = (ANCgB)U(BNCgA) = (AUB)\ (ANB).

Exemple 2.1.18 :
Soit A={ze€Z; |r|] <2} et B={xe€Z; 0<3x<10}. Ona :
AB ={x€Z, € ANz ¢ B}
={reZ; x| <2AN3Bx<0V3z>10)}
={reZ; re{-2,-1,0,1,2} A(x<0Va>3)}
={-2,-1}.
AAB ={z€Z; (rc ANz ¢ B)V(zre Bhx ¢ A)}
={reZ; (Jr| <2ABr<0V3z>10))V (0 <3z <10A|z| > 2)}
={reZ; xe{-2,-1,0,1,2} A(x <0Vx>3)V(ze€{0,1,2,3} A(z < —2Vz>2))}
={-2,-1,3}.
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2.1.9 Partition d’un ensemble

Définition 2.1.19 :

Soit E un ensemble non vide, et F une famille de P(E) (F C P(E) ) .

On dit que F' est une partition de E si les conditions suivantes sont véerifiées :
1) tout élément de F est non vide. C’est-a-dire VA € F; A # ¢.

2) F est un recouvrement de E. C’est-a-dire |J A= FE.
AeF

3) Les éléments de la famille F' sont disjoints deux d deux. C’est-a-dire VA, B € F; AN B = ¢.

Exemple 2.1.20 :
Soient E =R, A=]—o00,1[, B=[1,7] et C =|7,+0o0[. Alors, les sous-ensembles A, B et C' forment

une partition de IR.

2.1.10 Produit cartésien

Définition 2.1.21 :
Soient E et F' deux ensembles, le produit cartésien de E et I’ est [’ensemble des couples ordonnés

(x,y) tels que x € E ety € F, noté E x F. Cest-a-dire :
ExF={(z,y) / x€ ENy € F}.
Plus généralement, on définit le produit cartésien de n ensembles Eq, Fo,--- , E), par :

n
HEZ‘ =E1><E2><--~><En
i=1
= {(z1,22, - ,xn) / x1 E By ANxg € Ea AN+~ ANy € Ep}

= {(z1,22, - ,xn) / Vi€ {1,2,--- ,n}; z; € E;}.

n
Si les ensembles F;, i = 1,2,---  n sont égaux a E, on note [[ E; = E".
i=1

Exemples 2.1.22 :
1) e Si A={1,2,5} et B = {a,b}, alors le produit cartésien de A et B est I’ensemble

Ax B=1{(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(5,a),(5,0)}.

2) e Si A=[1,5] et B=]—2,3|, alors l'ensemble A x B ={(z,y); 1<x<5 A —2<y <3}, est

un sous-ensemble de R? qui est représenté par un rectangle.
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Remarques 2.1.23 :

e Soient E et F' deux ensembles finis. On a Card(E x F) = CardE x CardF.
o [ exsiste deux ensembles A et B tel que A x B # B x A.

C’est-a-dire (le produit cartésien n’est pas comitative).

e Soient A et B deux ensembles,

(Ax B= Bx A) si et seulement si (A= B).

(A x B = ¢) si et seulement si (A= ¢V B = ¢).

Proposition 2.1.24 :

Soient E et F' deux ensembles, (A,C) € (P(E))? et (B, D) € (P(F))>.
le (ACE et BCF) sietseulement si (Ax BC EXxF).

20 (AxC)N(BxD)=(ANB) x (CND).

30 (AxC)U(AxD)=Ax(CUD).

40 (AxC)U(BxC)=(AUB)xC.

Preuve :
<> Montrons la premiere proppriété.
Premiérement, on suppose que (A C E et B C F') et on montre que (Ax BC E x F).
Soit (z,y) € A X B,
(x,y) e AxB <= x€A et ye B ( par définition)

= x€FE et ye F (dapres la proposition )

< (x,y) € Ex F ( par définition ).
Ce qui est montre que si (A C E et BC F) alors (Ax B C E x F).

Deuxiément, on supose que (A x B C E x F') et on montre que (A C E et B C F).
Soient ©x € Aet y € B,

r€A et yeB <= (x,y) € Ax B ( par définition )
= (z,y) € Ex F ( d’aprés la proposition )

< x€FE et yeF (pardéfinition ).
C.Q.F.D.
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> Montrons maintenant la deuxieme proppriété,

(AxC)N(BxD) ={(z,y):(x,y) € AxC et (z,y) € Bx D}
={(z,y): (xr €A et yeC) et (x€B et ye D)}
={(z,y):(r €A et z€B) et (yeC et ye D)}
={(z,y): (€ ANDB) et (yecCND)}
={(z,y) : (z,y) € (AN B) x (CN D)}
= (ANB)x (CND).

¢ Les deux derniers se traitent de la méme fagon. [

2.2 Relations binaires

Maintenant que nous avons « étudié » la notion d’ensemble, nous allons nous occuper des relations

pouvant exister entre les éléments de deux ensembles.

Définition 2.2.1 (Relation binaire) :

Soient E, F' deux ensembles non vides.

Une relation binaire R de E wvers F' est un triplet (E, F, Q) ) ot Q) est une partie de E X F.

Si le couple (x,y) € Q on dit que x est en relation avec y par R et on note xRy.

E s’appelle I'ensemble de départ de R, F l’ensemble d’arrivée de R et () le graphe de la
relation R.

Quand F = FE, on dit que R est une relation binaire sur E.

Exemples 2.2.2 :

1. Considérons E = {2,3,4}, F = {3,6,7} et QO = {(2,6), (3,3), (3,6)}.

Lorsque Q) C E X F, donc le triplet (E, F,Q) définit une relation R comme suit :
2R 6,3R6et3R3. On remarque ici que R est la relation « divise » de E vers F.
C’est-a-dire la relation « divise » est une relation binaire de E vers F.

2. L’inclusion ( C) est une relation binaire de P(E) vers P(E).

3. La relation inférieur ou égal ( < ) est une relation binaire sur R.

4. La relation paralléle (\\ ) est une relation binaire dans l’ensemble E des droites affines du plan.
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Définition 2.2.3 :

Soient R une relation binaire sur ’ensemble non vide E.

e (R est réflexive ) si et seulement si (Vo € E,x R x).

o (R est symétrique ) si et seulement si (V(x, y)€EE? (z Ry=yR x))

e (R est anti-symétrique ) si et seulement si (V(x, Y)EE? (t RynyRo = 2= y))
e (R est transitive ) si et seulement si (V(m,y, 2)ER (z Ry AN yRz= 2R z))

Exemples 2.2.4 :

1) La relation « divise » sur E ={0,1,2,3,4,5,7,8} est anti-symétrique et transitive.

2) La relation « C » est réflexive, anti-symétrique et transitive sur P(E).

3) La relation « < » est réflezive, anti-symétrique et transitive sur RR.

4) La relation paralléle (\\ ) est réflexive, symétrique et transitive sur l’ensemble E des droites
affines du plan.

5) La relation perpendiculaire « L » sur l’ensemble E des droites affines du plan est symétrique mais

(la anti-symétrie, la réflexivité et la transitivité ne sont pas vérifiées).

2.2.1 Relations d’équivalence

Définition 2.2.5 :
Soient R une relation binaire sur un ensemble non vide E.
On dit R est une relation d’équivalence sur E si et seulement si R est réflexive, symétrique et tran-

sitive.

Exemples 2.2.6 :

1) La relation « né en méme mois » sur E l'ensemble du personnes est une relation d’équivalence.
2) La relation paralléle (\\ ) est une relation d’équivalence sur l’ensemble E des droites affines du
plan.

3) La relation R définie par : ¥(x,y) € Z; * Ry <= 3k € Z / v —y = 3k, est une relation
d’équivalence sur Z..

Car, ® pour tout x € Z, on a x —x = 0 = 3 x 0, ce qui montre que Ik € Z |/ x —x = 3k. Donc,
Ve € Z; x R x est vraie. Ceci montre que la relation R est réflexive.

o Soit (x,y) € Z2 tel que x R y. Cest-a-dire 3k € Z; x —y = 3k.

Mais, on a x —y = 3k <= y—x = 3(—k). Ce qui montre que Ik’ € Z; y—x = 3k, alors y R x .
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Done, ¥(z,y) € Z% Ry = y R x est vraie. Ceci montre que la relation R est symétrique.
o Soit (x,,2) € Z3 tel que v Ry et y R z. Il existe un entier relatif k tel que v —y = 3k et un
entier relatif k' tel que y — 2 = 3k’. On a donc

kK e, x—y=3kety—2=3K) = 3k eZ; v—2=3k+k).

C'est-a-dire k" € Z /v —z = 3K", ce qui implique que x R z. Ainssi¥(z,y,2) € Z3;, xRy ety Rz =
x R z. Ceci montre que R est transitive.
4) la relation « multipte », n'est pas une relation d’équivalence sur IN. Car, la symétrie n’est pas

vérifiée.

2.2.2 Classes d’équivalence

Définition 2.2.7 :

Soient R une relation d’équivalence sur un ensemble E non vide et a € E.

On appelle classe d’équivalence de I’élément « a » l'ensemble des éléments de E qui sont en relation
avec a par R, notée Cl(a) (ou a).

Formellement, on a : Cl(a) = {z € E; zRa}.

Exemple 2.2.8 :

Soit R la relation d’équivalence qui définie dans les exemples 2.2.6.

* Cl(0) ={z € Z; R0}
={xe€eZ;, x—0=3k avec ke Z}
={--,-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,--- }.

*x 1 ={zez zR1}
={rxeZ;, x—1=3k avec ke Z}
={rxe€Z;, x=3k+1 avec k€ Z}
={,—11,-8,-5-2,1,4,7,10,13,- - - }.
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* 2 ={recZ R2}
={xeZ;, x—2=3k avec ke Z}
={reZ;, x=3k+2 avec k€ Z}
={,-10,—7,-4,-1,2,5,8,11,14,---}.

Propriétés 2.2.9 :

Soit E un ensemble non vide et R une relation d’équivalence sur E.
On a les propriétés suivantes :

1. V¥(z,y) € B2 € cl(y) <= cl(z) = cl(y) <= 2Ry

2. Pour tout (x,y) € E%, soit cl(x) = cl(y) soit cl(z)Ncl(y) = ¢.

3. l’ensemble de toutes les classes d’équivalence constitue une partition de E.

Exemple 2.2.10 :
Dans l’exemple précident, on a :
W5=2car
5 ={x€Z; zR5}
={reZ;, x=3k+5 avec ke Z}
={zeZ; x=3K+2 avec k' =k+1€Z}
= 2.

e On remarque que ’ensemble {(), 1, Q} de toutes les classes d’équivalence de la relation d’équi-

valence R sur Z qui définie dans les exemples 2.2.6, constitue une partition de Z.

2.2.3 Ensemble quotient E/R

Définition 2.2.11 :

Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E.

On appelle ensemble quotient de E par la relation R, ’ensemble de toutes les classes d’équivalence
de la relation R sur E, noté E/XR.

Formalement on a : E/R = {&; x € E}.

Exemple 2.2.12 :
Soient n un entier non nul et a,b deux éléments de Z..

a congru a b modulo n, et on note a = b[n] si est seulement si Ik € Z / a —b = kn. C’est-a-dire n
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divise a — b dans Z.. L’ensemble quotion de Z. par la relation de congruence modulo n, noté Z./nZ.

est Z/nZ. = {(.),i,é,~-- ,nll}.

2.2.4 Relations d’ordre

Définition 2.2.13 :
Soit R une relation binaire dans un ensemble non vide E.
On dit que R est une relation d’ordre dans E si et seulement si R est réflexive, antisymétrique et

transitive.

2.2.5 Ordre Total et Ordre Parliel

Définition 2.2.14 :

Soient E un ensemble non vide et R une relation d’ordre sur E. On dit que :

e R est une relation d’ordre total sur E si et seulement si pour tout (x,y) € E? onax Ry ou
y R x.

e R est une relation d’ordre partiel sur E si et seulement si R est une relation d’ordre n’est pas totale.
C’est-a-dire il existe ou moins deux éléments x, y dans E tel que, x n’est pas en relation avec y par

R ety n'est pas en relation avec x par R.

Exemples 2.2.15

» La relation > est une relation d’ordre total sur n’import quel sous-ensemble non vide de R.

» La relation divis (/) qui définie par : ¥ (x,y) € lN*Q; xRy<= TJk e N*5 = ky. est une
relation d’ordre parliel sur IN*. Car ( 2 ne divise pas 3 ) et ( 3 ne divise pas 2 ).

» La relation divis (/) n’est pas une relation d’ordre sur Z*. Car, sur Z*, (a/b et b/a) entrainent
(a =0 oua= —b) et donc la relation (/) n'est pas anti-symétrique dans Z.*.

» La relation R définie sur P(E) avec E non vide par :

VA,B € P(E), AR B <= CardA > CardB, n'est pas une relation d’ordre : Car elle n’est
pas antisymétrique. Parce que il existe deux ensembles dans P(E) tels que CardA > CardB et
CardB > CardA mais A # B.
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2.3 Exercices

Exercice 2.3.1 :

1) Soit A = {a,b}. Donner tous les sous-ensembles de A2

2) On considére les ensembles E = {1,2,3,4}, A = {(z’,j) € E?/i <j}, B = {(i,j) e E?/i :j}
et C ={(i,j) € E*/i > j}.

Montrer que A, B et C forment une partition de E?.

Exercice 2.3.2 :
Soient A, B, C' et D des sous-ensembles d’un ensemble F.

Montrer les deux égalités suivantes :

A—B=(AUB)—B et AAB=(ANB)U(ANB).

Exercice 2.3.3 :
On suppose que les sous-ensembles Ay, As, A3 et Ay forment une partition de ’ensemble E.
Combien y-a-t-il de facons de former une partition de E apartir de ces sous-ensembles A;, avec des

sous-ensembles qui sont des réunions de certains des A; ?.

Exercice 2.3.4 :

Soient E et F deuz ensembles, (A, B) € (P(E))? et (C,D) € (P(F))2.
Montrer que les égalités suivantes sont toujours vraies :

1) (AxC)N(BxD)=(ANB)x (CND).
2)(AxC)—(BxC)=(A-B)xC.

Exercice 2.3.5 :

Soient A et B deux parties d’un ensemble E.
1. Montrer les égalités suivantes :

le ANB = AUB.

2¢ AUB =ANB.

I1. Montrer les équivalences suivantes :

Je ACB+= AUB=B<+= AUB=E.
e ACB<= ANB=A<+= ANB=0.
b5e AUB=ANC<+= BCACC.

6e ACB<= BC A<= AUB=B.
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Exercice 2.3.6 :

Soient A, B, C trois parties d’un ensemble E.

Montrer que :

(1°) (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).
(2°) AAB = AAB = AAB.

(3°) AAB =92 — A= B.

(4°) AAB = AAC = C = B.

(5°) (A—B)—C=A—-(BUCQC).

(6°) A

6°) A— (B—C) = (A—B)U(A-C).

Exercice 2.3.7 :

Soit R la relation qui définie sur R? par :

V(z,y) € R%, V(' y) € R? (2,y)R(2',y) <= 2 <y ety<a
1. montrer que R est une relation d’ordre sur R?.

2. Cette relation R est-elle une relation d’ordre total ? Justifier votre réponse.

Exercice 2.3.8 :

Soit Ry la relation qui définie sur R? par :

V(z,y) € R?, Y(2',y/) € R% (2,y)Ri(2',y)) <= x <2’ ou (x=2"ety<y).

1.) Montrer que R est une relation d’ordre total sur R?.

Exercice 2.3.9 :

Soit R la relation qui définie sur IN par :

V(z,y) eN; * Ry<= Fk €N, 22+ y = 3k.

a) Montrer que la relation R est une relation d’équivalence sur IN.
b) Calculer les classes d’équivalence : 0, 1,2 et3.

c) Deduire l’ensemble quotient IN/R.

Exercice 2.3.10 :

Soit Ry la relation qui définie sur R? par :

V(z,y) € R%, ¥(2',y) € R?; (2,y)R(2',y) <= x+y =y+2
a). Montrer que la relation Ry est une relation d’équivalence sur R?.

b). Calculer les classes d’équivalence : Cl((a,a)) avec a € R et Cl((—1,3)).
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Exercice 2.3.11 :

Déterminer sur R* les classes d’équivalence et la décomposition des fonctions correspondantes des
relations suivantes

1)Vr,y € RY; 2Ry <= +ar 2=y+y 2

2.) Va,y € R*; aRoy <= 2% —x =% —y.

Exercice 2.3.12 :
Soient (a,b) € R* x R* tel que a # b et M (z,y), M'(2',y") deux points du plan euclidien P.
Sur ’ensemble P, on définit une relation binaire R par :

r = a'cost + $y' sinf
MRM'" < 360 € R tel que
y = —gq:/sinﬁ + 1/ cosb.

a) Montrer que R est une relation d’équivalence sur P.

b) Préciser les classes d’équivalence et [’ensemble quotient P/R.

2.4 Fonctions

Définition 2.4.1 :

Soient E et F' deux ensembles non vides.

Une fonction f de E vers I' est une Relation binaire de E vers I de graphe Gy telle que si tout
élément x de E, est en relation avec au plus un élément y de I, c’est-a-dire :

Vo € E\V(y1,y2) € F; (x,y1) € Gy A (x,y2) € Gf = y1 =y, on note : f: E — F

(ou E N F).

Pour signifier que x est en relalion avec y par la fonction f, c’est-d-dire (v,y) € Gy, on écrit

y = f(z).

Exemples 2.4.2 :

& Soient R la relation de E = {—2,1,3, V6, \/7} vers F = {—\/g,—l,(), V2, \/3,4} de graphe
Gx = {(3.-v3), (3.v3), (4,-2), (1, D)},

Lorsque 3 € E est en relation avec —/3 et /3 dans F, (c’est-a-dire 3 a deux images par R ), alors
la relation R ne défine pas une fonction de E vers F.

{ Soient A une partie de E et R une relation de P(E) vers P(A) définie par :
V(X,Y)eP(E)xP(A); XRY <= Y =XnNA.

La relation R est une fonction de P(E) vers P(A) que l'on note f et on écrie :
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f: PE) — PA)
X — X NA.

{ La relation binaire g de R vers Ry et de graphe Gy = {(w, Y ERXRy /y=14+Va?—z+ 2},

est une fonction de R vers Ry, et écrie :

g:]R—)IR+

r — 14+VaZ2—2x+2.

Définition 2.4.3 :

Soient E et F' deux ensembles et f une fonction de E vers F.

On appelle ensemble de définition de f ( ou domaine de définition de f ) ’ensemble des éléments de
E qui ont effectivement une image par la fonction f dans F', et on note Dy.

Formallement on a : Dy = {x € E / f(z) exsiste dans F'}.

Exemples 2.4.4 :

* Domaine de définition de la fonction f : {—3,0, %, %,
formule f(x) = ﬁ, est Dy = {%7 %, %}

* Soit h la fonction définie par :

’%’1} — {é, %,\/5,3} définie par la

wro

h: R — Ry
r — =/
Alors,
Dy, ={reR/ —\reRs}
={zeR/ -z >0}
= {0}.

* Soit k la fonction définie par :
k: Z

N

—
€T —

8]

Alors,
Dy, :{er/%eZ}
={rxeZ /IpecZ;1=pz}
={-1,1}.
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2.4.1 Egalité de deux fonctions

Définition 2.4.5 :

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont méme ensemble de définition D et

v € D; f(x) = g(x).

Exemples 2.4.6 :

Soient f et g sont des fonctions de R dans R.

On détermine dans chacun des cas suivants que les fonctions f et g sont égales ou non.
De f(@) =L et g(a) = L.

Dans ce cas on a : Dy = Dy = R*, et 3z € R* / f(x) # g(x). Comme par exemple :
F(-2) = —L £ g(-2) = L. Donc f £ g

2 flo) = Ty et g(a) = .

Dans ce cas on a : Dy = R% # Dy =R, et donc f # g.

I fz) = In¥E2 et g(x) = In(z +2) —In(1 — ).

Dans ce cas on a : Dy = Dy =] —2,1[, etVr €] = 2,1[;z+2>0A1—2 > 0A 22 > 0.

1—x
D’apres les propriétés de ln on a :
Vo €] —2,1; f(z) =in¥t2
=In(z+2)—In(l—2x)

= g(x).

Donc f=g.

2.4.2 Restriction et prolongement d’une fonction

Définition 2.4.7 :
Soient E, F' et G des ensembles non vides, f une fonction de E vers F', A une partie non vide de E
et G O FE (G contenant E) .

» On appelle restriction de f a A la fonction, notée f,, telle que :

f|AZA—)F
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» On dit que la fonction g de G vers F' est une prolengement de f a G si et seulement si Vo € Dy C

E;g(z) = f(x). C’est-a-dire f est la restriction de g a E. Que l'on écrie :

g: G — F
g(x) = f(x); si z€F
g(x) =h(x); si z¢FE.

O1u h est une fonction de G wvers F.

Exemples 2.4.8 :

. * ]R R . . .
e La fonction n’est pas strictement croissante sur IR, mais

r > Sinx

{—E E} — R
a TeStriction ae a|—5, 5| €SU Strictement croissante sur |—s, 5| .
la restriction de f a |—%, Z| est strictement croissant rz

T > ST

e La fonction

fi ]=o00,-1]U[l,4+0[ — R o ,
n'est pas définie sur | —1,1], mais
x — VaZ—1
f: R — R
TL >
r
0; lz| < 1.
est définie sur R et coincide avec f sur E =] — 0o, —1] U [1, +oc[. Donc f est un prolongement a R

de la fonction f.

e Ftant donnée la fonction :

Alors les deux fonctions §1 et §o suivantes :

g1: R — R go: R* — R
2

r o Ingy r > In(3|z]—2z).

sont deux prolongements différents de g a IR*.
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2.4.3 Fonction indicatrice (ou caractéristique)

Définition 2.4.9 :

Soit E un ensemble non vide et A une partie donnée de E.

La fonction indicatrice d’une partie A (ou fonction caractéristique d’une partie A), notée x 4 est la
xalx) =1, si x€A
xa(z) =0; si x¢ A

fonction définie par : Pour tout v € F,

2.5 Applications

Définition 2.5.1
Soient E et F' deux ensembles non vides et f une fonction de E vers F.

f est dite application de E wvers F si et seulement si tout élément de E a une et une seule image
dans F par la relation f. Cest-a-dire Ve € E, (S y e F / y= f(z)).

Ou bien la fonction f est dite application de I/ vers I' si et seulement si Dy = E.

Exemples 2.5.2 :

» La fonction f de R vers R définie par f(x) = x? est une application de R vers R.

» La relation R de E = {a,b,d, f,h,m} vers ' = {Mohammed, Fatima, Hlima, Ahmed, Bilal}
définie par ¥(x,y) € E X F; xRy <= x la premiére lettre de y. est une fonction mais pas une
application, car [’élément d dans E n’a pas d’image dans F'.

» La restriction d’une fonction f a son domaine de définition Dy est une application.

Définition 2.5.3 :
Soit E un ensemble non vide.

L’application identité de E, notée Idp est l'application de E dans lui-méme définie par :

Vo € E;Idg(z) = .

2.5.1 Image directe, image réciproque d’un ensemble

Soient F et F' deux ensembles non vides, f une application de E vers F, AC E et BC F.

Définition 2.5.4 :
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2.2.5 Applications

L’image directe de lensemble A par Uapplication f est l'ensemble noté f(A) telle que :

f(A) ={f(z) e F [/ zeA}.

Définition 2.5.5 :

L’image réciproque de lensemble B par lapplication f est l'ensemble noté f~1(B) telle que :

fY(B)={zeE/ f(z) € B}.

Exemples 2.5.6 :

1x Soit f Uapplication de R vers R définie par : f(x) = |x|2+3.

{f(z) eR; = € [-1,3]}
{f(z) eR; -1 <w <3}
{f(z) eR; =1 <z<0 ou 0<x<3}
={f(z) eR; 0<|z|<1 ou 0<|z| <3}
{f(z) €R; 0< [z <3}
{f(z) eR; 3< |z|+3 <6}

(z)

j

.2 2
€R7 SZ‘IEH—SZ

W=

; x € R}

;0 < |z] < +o0}
. 3< |z|+3 < +o0}

;%2 2 >0}

d
R
R; —oco <z < 400}
R
R
R 3
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2+ Soit g Uapplication de R vers R définie par : g(z) = cos(rx + %).

g(:c)E]R r € R}

) € Ux+§)€R}

) €ER; —1<cos(mx+ %) < 1}

LH

g(x) eR; x € Z}
) € (7rx+£)/x€Z}
)ER; (20+1)F / z€Z}
) €

r) ER; COS((204+1)F) =0/ z€Z}

{
{xE]R; COS(7T£L‘—|—§):1}
={J;€]R; (Zx—l—l)%:Qkﬂr/kGZ}
{IEE]R; szk—%/kGZ}
{2k-% / kez}.

3« Soit h lapplication de R — {2} vers R définie par : h(z) = -L5.

e 1([0,3]) ={h(z)eR; z€]0,3]}
={h(z) eR; z#2 et 0<x<3}
={h(z) eR; 0<x <2 ou 2<z<3}
={h(z)eR; —2<2-2<0 ou 0<z—2<1}
:{h(.r)elR, —1>-L > - ou +oo>ﬁ21}
— =00, -} UL 4o
e K ([-11) = fr e R—{2); h(x) € [-1,1])
={zeR-{2}; —-1< ;L <1}
:{:I;EIR—{Z}, —1§ﬁ<0 ou 0<ﬁ§1}

={reR—-{2}; -1>2—-2>—-00 ou +o00>x—-22>1}
={reR—-{2}; 1>2>—-00 ou +o00>zx>3}

=]—o00,1]U[3,4+00].
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Remarques 2.5.7 :

Soient E et F' deux ensembles non vides, f une application de E vers F, A € P(F) et B € P(F).
e VAcP(E); f(A)CF. e VD c P(F); f~Y(D)CE.

e Pourye Fona:ye f(A) avecf(A) # ¢ < Tx e A; y= f(x).

e Par définition de f~1(D), on a, pour x € E : z € f~1(D) <= f(x) € D.

o Vx € E; f({x}) = {f(2)}. Par contre 'ensemble f~1({y}) avec y € F, peut étre un singleton, un
ensemble a plusieurs éléments ou l’ensemble vide. Cela tout dépend de [’application f.

Par ezemple : Soit f : R — R telle que f(z) = 32%. Ona : f~1({3}) = {-1,1}, f1({-2}) =
et f~1({0}) = {0}.

Propriétés 2.5.8 :

Soient E et F' deux ensembles non vides, f une application de E vers F.
1). f(@)=f" o) =0, of (F)=F.

2).Y(A,B) € (P(E))? (AC B= f(A)

3).V(A,B) € (P(E))%: f(ANB) C f(A

) € (P(E))

)

) (B))-
(£) (4)
4).Y(A, B) e (P(E))? f(AUB) = f(A)
(
)
)

cf
nf(B).
U f(B).
5).YD e P(F), f~Y(CrD) = Cpf~Y(D).
6). V(D,G) € (P(F))? f~H(DUG) = f-H(D)U f1(G).
7). ¥V(D,G) € (P(E))?%, f~Y(DNG)=f f-

9

Preuve :
Pour la démonstration de 2)., 3). et 4)., on suppose A et B deux parties de E et y € F.
Démonstration de la propriété 2). : Soient A C B et y € f(A).
Si f(A) = ¢, alors f(A) C f(B).
Sinon, il existe = € A tel que y = f(x). Puisque A C B, on a © € B et donc y est I'image d'un

élément de B par f, s'implique que y € f(B). Ceci montre dans tous les cas que f(A) C f(B).
Démonstration de la propriété 3). : Soit y € F et f(AN B) non vide.

ye f(ANB) <= Fx e E; v € ANDB tel quey = f(x)
< dxe€FE, (reA N x€B)telquey= f(x)
— (JzeE,zecAety=f(z)) N (Fx€E; z€Bety= f(x))
— (ITreA/y=f(x)) N FxeB; /y=f(x)),
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2.2.5 Applications

ye f(ANB) <= ye f(A) N ye f(B)
— ye f(A)Nf(B).

Dans le cas ou f(ANB) = ¢. Alors, elle est inclue dans n’importe quelle ensemble. Donc elle est

inclue dans f(A) N f(B).
Ceci montre que : f(ANB) C f(A)N f(B).

Démonstration de la propriété 4). : Soit y € F et f(AU B) non vide.

y€ f(AUB) <= Fxe€FE; v € AUB tel quey = f(x)

11117

y € f(A)Uf(B).

Dans le cas ou f(AUB) =¢. On a :

dreFE; (1€ AV z€B) tel quey = f(x)
(JrxeFE;zeAety=f(z)) V (Jze€FE;, x€Bety= f(x))
(FzxeA/y=f(z)) VvV BzeB/y=f(x))

ye f(A) v yef(B)

f(AUB)=¢ <= AUB=¢. (Car f est une application)
— A=¢ANB=2¢
— [f(A)=onf(B)=¢
= f(AUf(B) =20

Donc, f(AUB) = f(A)U f(B), pour tout A, B € P(E).

Pour la démonstration de 5)., 6). et 7)., on suppose D et G deux parties de F' et = € E.

Démonstration de la propriété 5). : Soit x € F

S f_l(CFD)

Démonstration de la propriété 6). : Soit z € E et f~1(DUG) non vide.

vefYDUG) < f(z) e DUG <= f(z)eD Vv f(z) e

—
—
—

—

f(z) € CpD
flz) & D

v ¢ f1(D)

z e Cpf (D)

—=refi(D)vre f1G) = zc fHD)uf Q).
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La preuve de propriété 7). est laissée comme exercice. [

Remarque 2.5.9 :
Ces deuz ensembles f(CpD), Cpf(D) ne sont pas toujours comparables.

Exemple 2.5.10 :

Soient f Dapplication définie par :

f: E={-2,-1,0,1,2} — F=1{0,1,2,3,4}

x — 22,

On considére ['ensemble A = {—2,1}, alors
f(A) = {174}7 OEA - {_1v0’ 2}7 f(CEA) = {07 174}a CFf(A) = {07273}'
Done, f(CpA) € Cpf(A) et Crpf(A) € f(CpA)

2.5.2 Composition d’applications

Définition 2.5.11 :

Soitent E, F' et G trois ensembles et f : E — F et g : FF — G deux applications. On appelle
application composée de f puis g l'application go f : E — G définie par :

Vo € E;(go f)(x) = g(f(x)) et on note de fagon symbolique : E Lrsaear®a.

Exemple 2.5.12 :

Soit f et g deux applications définie par :

fr Ry — R g: R — Ry
x — o+ 1 T — wgil

Alors, lapplication composée de f pius g est lapplication go f : Ry — Ry tel que :

€ Ry (90 )(w) = g(f(@) = LW = 221

Ainssi, Uapplication composée de g pius [ est Uapplication fog:R — R tel que :

VER: (fog)(x) = Flalx) = Jale) + 1= 2

On remarque qu’il existe deux applications f et g tel que go f # fog.

Donc en général,

gof# fog, ‘ c’est-a-dire la loi de composition n’est pas commutative.
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Propriétés 2.5.13 :

Soient E, ', G et H des ensembles non vides. Pour toutes applications
fiE—F, g:F—Geth:G— H,ona:

fo(goh)=(fog)oh. (c’est-a-dire la loi de composition est associative).

[dFof:f etfo[dE:f.

Preuve :
Soient E, F', G et H des ensembles non videset f : E — F, g: F — G et h : G — H sont des
applications. pour tout x € F fixé, on a
((Fog)oh)(@) = (fog) (h(x)) = Flg(h(x))) = F((goh)(x)) = (fo (g0 h))(x). .
Notation. L’application composée de f : E — E avec lui méme n fois, avec n € IN* est une

application de E dans F, on la note f" = fofo---o f,
—_

n fois
et par convention on a f0 = Idg.

Ainssi : * Si f : E — E une application, alors V(n,p) € IN*Z; o fP = frtP et (f1)P = fp.

* Si f et g deux applications de E dans E, et fog = go f alors, (fog)" = f?o g™

2.5.3 Injections, surjections, bijections

Soient F et F' deux ensembles non vide et f une application de F vers F. On dit que :

Définition 2.5.14 :

f injective si et seulement si tout élément de [’ensemble d’arrivée F' a au plus un antécédent dans E
par f. Autrement dit :

( L’application f est injective) <= (V($1,$2> € E? (f(x1) = f(z2) = 11 = xg)) .

Par la contrapposée de l'implication, On a aussi :

( L’application f est injective) <= (‘v’(:vl,xg) € E? (71 # 19 = f(1) # f(ZL'Q)))

Définition 2.5.15 :

f surjective si et seulement si tout élément de l’ensemble d’arrivée F' a au moins un antécédent dans
E par f. Autrement dit :

( L’application f est surjective) <= (Vy € F; Jx € E / y= f(x)).

Il est immédiat que : f est surjective <= f(E) = F.
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Définition 2.5.16 :
f est bijective si et seulement si tout élément de [’ensemble d’arrivée F' a un et un seul antécédent

dans E par f. C’est-a-dire : f est surjective si et seulement si elle est a la fois injective et surjective.

Autrement dit : (f est bijective) <= (Vy € F;3w € E / y= f(z) ).

Remarque 2.5.17 :

Par négation, f: E — F non injective, si Jx1,x9 € E; f(x1) = f(22) et x1 # xo.

Exemples 2.5.18
e L application f : R — R définie par : f(x) = 3¢~ + 2 est injective.
Car, pour tout x1,x2 € R on a :
flx) = f(rg) =371 42=3e"2"1 42 &= et = 727!
— Ine®17 = pe*2 = 1 = 2.
e L’application g : R — R définie par : g(z) = 3e7" 1 + 2 n’est pas injective.
Car, pour tout r1,z9 € R on a :
g(z1) = g(x2) — 3711 42 = 367271 4 9 e o711 = (731

= 12 = 23 = |11| = |12| = (21 = T2 V 11 = —12).
C’est-a-dire 3x1,29 € R / g(x1) = g(x2) N 21 # 29. Comme par exemple 1 et —1.

1—
e L’application h : Q* — Q — {—1} définie par : h(n) =

" est surjective.
Car, pour touty € Q —{—1} on a :
y = h(n) @yz?@y%—lzi@nzyile@.
Ce entraine que pour tout y € Q — {—1} fizé, l'equiation y = h(n) a ou moins une solution dans
Q*, ce qui montre que h est surjective.
e L application k : R? — R définie par : k(x,y) = 2® + y* — 4o + 2y + 3 n'est pas surjective.
Puisque, il existe a € R tel que "équation k(z,y) = « n’a pas de solution dans R2.
Soita €R, ona: k(z,y) =a <= (z-2)*+(y+1) =a+2.
On remarque que pour tout o < —2, a n’a pas d’antécédent par k.
e Lapplication | : Ry — [1, + oo définie par : I(x) = x® + 1 est bejective.
Car, pour tout y > 1 l’équation [(x) = y posséde une unique solution x = \/y—1 € R.
Ce qui montre que | est surjective.
e L’application t : R — [1, + oo[ définie par : t(z) = 2% + 1 n’est pas bejective.
Car, elle n'est pas injective. Puisqu’il exsiste deuz réelles x1 et xg telle que t(x1) = t(x2) et x1 # x9,

comme par exemple t(—1) = t(1).
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Proposition 2.5.19 :

Soient E, F, G trois ensembles non vides, f : E — F et g : F — G deux applications. On a les
propriétés suivantes :

1) Si f et g sont injectives alors go f l’est aussi.

2) Si f et g sont surjectives alors go f l'est aussi.

3) Si f et g sont bijectives alors go f ’est aussi.

4) Sigo f est injective, alors f est injective.

5) Si go f est surjective, alors g est surjective.

Preuve :
On suppose que E, F', G trois ensembles non vides et f: E — F, g : F' — G deux applications.
1) Supposons que f et g injectives, et montrons que l'application go f : E — G est injective.
Autrement dit, montrons que V(2/,2") € E?; (go f)(z') = (go f)(2") = 2’ = 2"
Soit (2/,2") € E?,
(go f)(&') = (g0 f)(2") = g(f(z")) = g(f(z"))
= f(2') = f(2") (car g injective)

= 1/ =1" (car f injective).
Ce qui termine la démonstration du propriété 1).

2) Supposons maintenant que f et g surjectives, et montrons que l'application go f : E — G est
surjective.

En d’autres termes, montrons que Vy € G;3x € E / (go f)(z) = v.

Soit y € G,

on montre que 'equation (go f)(x) = y admet au moins une solution dans E, pour tout y € G fixé.
Puisque ¢ est surjective, il existe au moins un élément z de F' tel que g(z) = y . De méme de la
surjectivité de f assure qu’il existe au moins un élément x de E tel que f(z) = z. Donc, il existe au
moins un élément x de E tel que (go f)(x) =y, pour tout y € G fixé.

Ce qui montre que g o f est surjective.

3) D’apeés 1) et 2), on deduit que Si f et g sont a la fois injectives et surjectives, alors 'application
go f est a la fois injective et surjective.

4) Supposons que go f : E — G injective, et montrons que l'application f est injective.

On montre que V(x1,22) € E?; f(11) = f(22) = 21 = 22.

Soit (21, 22) € E?, on a :
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f(x1) = f(z2) = g(f(x1)) = g(f(x2)) (car g est une application)
< (9o f)(21) = (go f)(x2)

= 11 =29 (car fog iInjective).
Ce qui montre que f est injective.

5) Supposons que go f : E — G surjective, et montrons que I'application g est surjective.

On montre que Vy € G; Iz € F / g(z) = v.

Soit y € F',on a:

Puisque g o f est surjective, alors il existe un élément z de FE tel que (go f)(z) = y, posons que
f(2) = z, puisque est une application de F vers F', alors f(z) € F. Donc il existe un élément x de

F tel que g(x) = y. Ce qui termine la démonstration. =

2.5.4 Réciproque d’une bijection

Définition 2.5.20 :
Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application bijective de E sur F.
On appelle application réciproque de f ( ou bijection réciproque de f) Uapplication notée f=1 définie

par : f1: F — E tel que pour tout (zv,y) € Ex F; f1(y) =2 <= y= f(x).

Exemples 2.5.21

o Lapplication f : R — R telle que f(z) = et est une bejection de R sur R, sa réciproque
est Uapplication bejective g : RY, — R telle que g(x) = Inz — 1.

e Lapplication h : R_ — R telle que f(x) = 22 est une bejection de R_ sur Ry, sa réciproque

est Uapplication bejective h™' : Ry — R_ telle que h™'(z) = —+/x.

Proposition 2.5.22 :
Sotent E et F' deuzr ensembles non vides et f une application de E vers F.

le Si f bijective alors son application réciproque f~! est bejective de F sur E et elle verifie (f~1)7! =

f, flof=1Idg et fof ' =Idp.
2e f bijective si et seulement s’il existe une et une seul application bejective g de F sur E telle que

fog=1Idp et go f = Idp. Cela signifie que g = f~ L.

Preuve :

le Soit f : ' — F une application bejective. Alors, tout élément dans F' a un et un seul antécédent
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dans E par f. Ce qui montre que la relation réciproque f~! est une application de F vers E. Et
comme f est une application alors, tout élément dans £ a un et un seul antécédent dans F par f~1.
Donc f~! est bejective.

Pour la démonstration de (f~!)"! = f, onnote f! =g: F — E.

1

On a alors ¢ : F — F une application bejective, pour tout = € E fixé, on a (f_l)_l(x) =

g ' (z) =y = f(2).

Montrons maintenant f~'o f = Idg pius fo f~! = Idp.

Soient # € E et y = f(x). Ona (f7lo f) (v) = f7H (f(x)) = f~1(y) = Idp(x).

Ainsi Vz € E; (f 1of) (x) =z, donc f~lo f = Idg.

Soient y € F et 2= f~(y). Ona (fof™1) (y) = f (f7(v)) = f(2) = Idr(y).

Ainsi Vy € F; (fof* ) (y) =y, donc fo f~1 = Idp.

2¢ 7 = 7 : Supposons f bijective, et montrons qu’il existe une application bejective g : I — FE
telle que fog = Idp et go f = Idp.

Comme f est bejective alors, d’apres le, I'appliquation réciproque de f est f~! : F — E donc il
existe une application g = f~! telle que fog = Idp et go f = Idp.

7 <= " : Supposons qu’il existe une application g : F' — FE telle que fog = Idp et go f = Idg et
montrons que f est bijective.

Pour l'injectivité de f : Soient (x1,29) € E? tel que f(x1) = f(x2). On compose & gauche avec g
on obtient (go f) (z1) = (go f) (z2), on a alors Idg(x1) = Idg(x2). Donc f est injective.

Pour la surjectivité de f : Puisque fog = Idr et que Idp est bejective, alors d’apres la cinquieme
propriété dans la proposition 2.5.19 f est surjective. Ce qui montre que f est bijective.

Pour la bejectivité de g : Puisque fog = Idp et go f = Idg et que Idg et Idp sont bejectives,
alors d’apres la cinquieme propriété dans la proposition 2.5.19 g est bejective.

Pour 'unicité de ¢ : On suppose que h : F' — E une autre application telle que ho f = Idg et
foh = Idp, en particulier foh = Idp = fog, donc pour tout y € F; f (h(y)) = f (g(y)) or f est
bejective alors elle est injective donc pour tout y € F; h(y) = g(y), ceci montre que h = g.

Méme si en particulier ho f = Idy = go f, on a pour tout z € E; h(f(z)) = g(f(z)), comme f
est bejective alors pour tout y € F; h(y) = g(y).

Pour ¢ = f~! : Sela s’obtient comme suit :
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eldp=gof < Idpoft=(gof)oft |efog=1Idp <= flto(fog)=ftoldp
= f=go(fof) = (flof)og=1r"
— fl=goldp=y. = g=1Idgog=f1

m

Commentaire : On ne peut pas passer de I'une des deux égalités go f = Idg et fog = Idp sans

I’autre pour deduire que f est bejective. Considérons par exemple les deux applications suivantes :

f: E={-1,01,2,3} — F=1{0,1,2,3,4,5} g: F={0,1,2,3,4,5} — E={-1,0,1,2,3}
0 six <1
r —x+2. r —
r—2 six>1.
On remarque que ’élément 0 de F' n’a pas d’antécédent par f dans E, ce qui montre que f n’est pas bijective.
Pourtant, pour tout élément de E on a :
g(f(z)) = f(z) —2 = Idg(zx) car pour tout z € F; f(x) > 1.

Ainsi, pour tout élément de F' — {0} on a :

flg(@)) = 9(z) +2 = ldp_joy(x) # Idp(z), car f(g(0)) = f(0) = 2.

Conclusion 2.5.23
On dit que g : ' — E est Uapplication réciproque de lapplication bejective f : E — F si et seulement si

fog=1Idp et go f = Idg.

Proposition 2.5.24 :
Soient E, F et G trois ensembles non vides, f : E — F et g : F' — G deux applications bijectives.

L’application go f est bijective et sa bijection réciproque est (g o f)_1 =flog™L

Preuve :
Supposons que f: E — F et g: FF — G deux applications bijectives et montrons que g o f est bijective.
Puisque f et g sont a la fois injectives et surjectives on a alors, d’apres les deux premieres propriétés de la
proposition 2.5.19, go f est elle aussi. Donc elle est bejective.

Puisque f, g et go f sont bijectives, on est assuré de I'existence des f~1, g~! et (go f)_l. De plus, on a :
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(gof)olgof) ™ =1Idg =g to((gof)olgof)™) =g oldg
= (g7 o(gof))o(gof) =g
= (g7 og)of)o(gof) ' =g!
= (Idpof)o(gof) ™' =g7" (carg~'og = Idp)
= fo(gof) =gt
= flo(folgof)t) = ftog
= (flof)o(gof) =flog™!
= Idgo(gof) ' =flog™

= (gof) = fogh

~1 (car " o" associative)

Définition 2.5.25 :
Soit E un ensemble non vide. On appelle involution de E toute application f de E dans lui-méme vérifiant

fof=Idg.

Propriétés 2.5.26 :
Toute involution f de E est une bijection de E sur E et f~! = f.

Preuve :

On applique la deuxieme propriété de la proposition 2.5.22 dans le cas particulier ou g = f. [

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1 :

Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ¢

f: R — R, g: C—{2i} — C he -4 — R
r — v’ z — & r +— tan(mz)
lz| +1° z2—2i '

k: Z — N I: R — R

2n, si n>0 ©

—2n—1, si n<—1.

Exercice 2.6.2 :

Soit f Uapplication de (—%, %] dans Uintervalle [0,1] définie par : f(z) = sin®(x).
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1. Cette application est-elle injective ? est-elle surjective ¢ est-elle bijective ?

2. Déterminer l’ensemble A telle que la restriction de f a A est une bijection de A sur [0,1].

Exercice 2.6.3 :

Démontrer que pour (A, B) € (P(E))* etz € E on a :
1. Ix(x) = Ip(x) &= A= B.

Aopa(x) =1—I4(x).

Ianp(2) = La(2)Ip(2).

Ix(z) + Ig(x) — La(z)Ip(2).
Ia(z)(1—Ip(z)).

Ia(x) + Ig(z) —214(z).Ip(x).

_B\X

93?"{‘\961\"3

(z) =
IAUB(-T)
(2)

)

Isnp(

Exercice 2.6.4 :

Soient (A, B) € (P(E))? et f: P(E) — P(A) x P(B) définie par : f(X) = (XNA,XNB).
1) Montrer que f est injective si et seulemnt si AUB = E.

2) Montrer que f est surjectif si et seulement si AN B = ¢.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective. Donner f~1.

Exercice 2.6.5 :
Soit N l’ensemble des entiers naturels.
Soit n € N fizé. Montrer qu’il existe un couple unique d’entiers (a,b) vérifiant b =n — “(“H) etb<a.

1. Montrer que l’application soivante :

f: NxN — N
(CL, b) — (a+b)((21+b+l) +b

est une bijection de IN x IN sur IN.

Exercice 2.6.6 :

On considére quatre ensembles A, B, C' et D et des applications f: A— B, g: B—C, h:C — D
Montrer que :

1. (go f) injective implique que f est injective.

. Si(go f) est injective et f surjective alors g est injective.

. (go f) surjective implique que g est surjective.

Si (go f) est surjective et f injective alors f est surjective.

SRR

((go f) et (hog) bijectives ) équivalent que (f,g et h sont bijectives ).
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Exercice 2.6.7 :
Soit
f: IN? — IN*
(n,p) — 2"(2p+1).
1) Démontrer que f est une bijection.

2) En déduire une bijection de N? sur N.

Exercice 2.6.8 :

Soit
f: ZxN* — Q

(n,a)  — Pty
a. Montrer que f est injective.

b. Montrer que f n’est pas surjective.

Exercice 2.6.9 :

Soient E et F deux ensembles, A, B deuzr sous-ensembles de E, C', D deux sous-ensembles de I et f :

E — F une application donnée. Montrer ce qui suit :

1. ACc B= f(A) C f(B). La réciproque est-elle vraie ?.
2. f(AUB) = f(A)Uf(B).

3. fF(ANB) C f(A) N f(B). Quelle est la condition sur | pour Uégalité ?.
4.Cc D= f71(C) c (D).

5. F1(CUD) = F1(A) U (B).

6. f~L(CnD)c fYC)n fY(D).

Exercice 2.6.10 :
, . : ) o 1+ 2
Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie par f(x) = 1T
—x

1.) Montrer que f est ni injective, ni surjective.

2.) Donner les plus grands sous-ensembles E et F de R tels que la fonction g : E — F définie par

1 2
g(x) =/ li_i? soit bijective.

3.) Ecrire lexpression algébrique de g~ () ot g~

est la fonction réciproque de g.

Exercice 2.6.11 :
Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie par f(z) = ezz Tl
a.) Calculer limage directe de | —1,2[ par la fonction f.

b.) Calculer image réciproque de |e?, +oo[ par la fonction f.
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2.2.6 Exercices

c.) Montrer que f est ni injective, ni surjective.

d.) Donner les plus grands sous-ensembles A et B de R tels que la fonction h : A — B définie par
1

h(z) = ex2 't soit bijective.

e.) Ecrire Uexpression algébrique de h=1(x) ot h™1 est la fonction réciproque de h.
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Chapitre

Les fonctions réelles a une variable réelle

3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

Définition 3.1.1 :
Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une relation, notée f de I C R vers R, telle que pour

tout antécédent x de I donné, est en relation au plus un et un seul image y dans R par f. On note :

f+ I — R

z — f(z)
et F(I,R) l’ensemble des fonctions de I vers R.

Exemples 3.1.2 :

f: R* — R g: C — R
r — f(z) = Lteos(L) z — g(z)= Re(|j)—1
f est une fonction réelle d’une variable réelle. g est une fonction réelle d’une variable complexe.

Domaine de définition d’une fonction

Définition 3.1.3 :
Soit f une fonction réelle d’une variable réelle. On appelle l’ensemble de définition (ou domaine de définition)
de f, on note Dy 'ensemble des antécédents qui ont des images par la fonction f.

C’est-a-dire : si f: I CR — I' CRR. on a, alors
Dy ={z €I tels que Jy = f(z) € I'}.

Exemples 3.1.4 :
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3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

f: R — R g: Z — R
A ) . o g = oty

Dy = {a: € R tels que %ln(%‘l) € ]R} D, = {x € Z tels que \/% c IR}
:{xERtelsquex>0Ax74>0} = {z € Z tels que 4 — n? > 0}
=]1,+oo[. ={-1, 0, 1}.

Représentation graphique d’une fonction

Définition 3.1.5 :
Le graphe ( ou courbe représentative) d’une fonction f: E CR — F C R, est le sous-ensemble G5 (resp.
ouCy ) de E x F tel que :

Gy = {M(2./(x)) / w € Dy A f(a) € F}.

Opérations sur les fonctions

Définition 3.1.6 :
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,.

Domaine de définition de f+g, f —g et f X g est l'ensemble Dy N Dy, c’est-a-dire :
Dprg=Dyg=Dsxg= DN Dy.
Pour tout x € Dy N Dy,
(f+9) (@) =f(@)+9(=),(f-9)(x) =f(x)—g(z) et (fxg)(z)=[(z)xg(z).
Domaine de définition de g est I’ensemble

D; = (DN Dy) —A{x € Dy tels que g(z) = 0},
g

<

(z)

et pour tout x € Dy, L) (z) =
P L (9)()

Q
—~

3.1.1 Monotonicité d’une fonction

Définition 3.1.7 :

Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie sur un intervalle I CIR. On dit que :
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3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

e [ est croissante sur I si :

V(z1, x2) € I% 21 < 29 = fz1) < f(z2).
o [ est strictement croissante si :

V (21, 22) € I* a0y < a9 == f(21) < f(2).
o [ est décroissante sur I si :

V (z1,x2) € I? 2 < 39 = f(x1) > f(x2).
o [ est strictement décroissante sur I si

V (21, 19) € 122y < 29 = f (1) > f (22).
e [ est constante sur I si :

V(z1,m2) € I%; f (1) = f (22).

Ou bien,

Ve eI, f(x)=C, ou C une constante réelle.

e [ est monotone (resp. strictement monotone) sur I si f est ou bien croissante sur I ou bien

décroissante sur I. (resp. f est strictement croissante ou bien strictement décroissante sur I ).

Exemples 3.1.8 :

e Soit n un entier positif. La fonction f de R dans R définie par f(x) = x?" T, est strictement croissante
sur R. Donc elle est strictement monotone sur R.

e La fonction g de R dans R définie par g(x) = E(x)+ 2, est croissante sur R. Mais elle n’est pas

strictement croissante sur R. Car elle est constante sur chaque intervalle [k, k + 1] azec k € Z.

Sens de variation de f+get f—g

Soit I C Dy N D, un intervalle :
e Si f et g sont croissantes (resp. décroissantes ) sur I, alors f + g est croissante (resp. décroissantes ) sur I.
e Si f et g n’ont pas le méme sens de variation sur I, on ne peut rien déduire pour le sens de variation de
f+gsurl.

e Le sens de variation de f — g sur I, est le sens de variation de f + (—g) sur I.
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3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

Composition de fonctions

Soient f: D — R et g: D' — R deux fonctions telles que f(D) C D',

On appelle composée de f par g et on note g o f, la fonction définie par :

pour tout © € Dyoyr; (go f)(x) =g (f(z)) ot Dgoy = {z € D tels que x € Dy et f(xz) € Dy} .

Exemple 3.1.9 :
Soient f et g deux fonctions de R dans R définies par f(z) = /z et g(x) = Inz .

Déterminons les ensembles de définitions Dyoy et Dyoq4 et les fonctions go f et fog.

e Dy ={reR /xze€Dys et f(x) €Dy} ® Dyog ={zeR /xeD, etg(xz)e Dy}
={recR/zeRy et yzeRi} ={zeR /xzeR} etinz>0}
=R*. = [1,+00].

e Pour tout x € Dgoy =R%, on a : e Pour tout x € Dyog=[1,+00[, ona:

(gof)(x) =g(f(2)) (fog)(z) = f(g9(x))

= In (V7). = Vinz.

Proposition 3.1.10 :
Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D et D' respectivement avec f(D) C D'.
le Si f croissante ( resp. décroissante ) et g croissante ( resp. décroissante ) alors go f est croissante.

2e Si f croissante ( resp. décroissante ) et g décroissante ( resp. croissante ) alors go f est décroissante.

Preuve :
Suposons f et g croissantes sur D et D’ respectivement et montrons que g o f est croissante.
Pour tous z1 et 292 de D avec 1 < x5 on a :
f(z1) < f(x2) car la fonction f est croissante sur D. Puisque g croissante sur D’ et f(D) C D’ alors,

g(f(z1)) <g(f(x2)). Donc, (go f)(z1) = (go f) (z2). Ce qui montre que go f est croissante.

De méme pour les autre cas. [

3.1.2 Parité et périodicité de fonctions
Soit f une fonction réelle d’'une variable réelle de domaine de définition Dy.

Définition 3.1.11 :

- On dit que f est une fonction paire sur Dy si

Vo € Dy; (—z) € Dy A f(—x) = f(z).
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3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

On dit que f est une fonction impaire sur Dy si
Vo € Dy; (—z) € Dy A f(—z) =—f(x).
On dit que f est une fonction périodique de période T' € R* sur Dy si
Vee Dy ((x+T)eDy A f(a+T)=f(z)) N (t=T)e Dy N f(z—T)=f(z)).

Interprétation graphique

Soit f une fonction réelle d’une variable réelle.
e f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées (Y'Y').
e f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine.
e f est périodique et de période T si et seulement si son graphe sur un interval de longueur |T'| est invariant

— —
par les translations de vecteurs kT 5 ou k € Z et { le vecteur unitaire par rapport a ’axe des abscisses

(X'X).

Exemples 3.1.12 :

e Les fonctions définies par x — x> avec n € Z et x — cos(%), sont paire sur R*.

1

T

2n+1 ), sont impaire sur R*.

e Les fonctions définies par x — x avecn € Z et x — sin(
e Les fonctions définies sur R par x — sin(z), © — cos(x) et x — sin(x) + cos(x) sont périodique et
de période 2m.

e La fonction définie sur R par x — x — E(x) est périodique et de période 1.

Proposition 3.1.13 :
Soit f une fonction réelle définie sur R.

St f est périodique de période T alors,

Vke€Z, Yz €R; flz+kT) = f(=).

Preuve :
Soit f une fonction réelle T' périodique sur IR.
e Par récurrence sur IN, Soit P(n) la propriété de périodicité : Vo € R; f(x +nT) = f(x).
Il est clair que P(0) et P(1) sont vraies.

Suposons P(n) pour n € IN fixé, est vraie, et on montre que P(n + 1) lest aussi.
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3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

Pour tout z € Ron a :
fla+(n+1)T)=f((x+nT)+T) = f(x+nT) = f(x) (d’aprés I'hypothése).

Alors, la propriété P(n) est vraie pour tout n € IN.
e Pour tout k € Z_, il existe n € N tel que k = —n.

Pour tout x € R, on a
fle+kT) = f(x—nT) = f((x —nT) +nT) (d’apres le résultat qui précéde).

Donc f(z+ kT) = f(z). Ce qui termine la preuve. "

Proposition 3.1.14 :

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D et D' respectivement avec f(D) C D'.
a e Si f est paire sur D alors go f ’est aussi.

b e Si f est impaire sur D et g paire sur D' alors go f est paire sur D.

c e Si f est impaire sur D et g impaire sur D' alors go f est impaire sur D.

d e Si f estT périodique sur D alors la fonction go f est périodique de période T sur D.

Preuve :

a e Soit f une fonction paire sur D, alors pour tout € D, on a :

donc, go f est paire.
De méme pour b e et c .

d e Soit f une fonction T périodique sur D, alors pour tout x € D, on a :

(gof)(@+T)=g(f(z+T))=g(f(x)) =(g0f) (),

donc, go f est T périodique sur D.

3.1.3 Majorants, minorant et bornes d’une fonction

Définition 3.1.15 :

Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie sur un intervalle I C IR. On dit que :

68



3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

e [ est majorée sur I s’il existe une constante M € R tel que Vx € I; f(z) < M.
o [ est minorée sur I s’il existe une constante m € R tel que Vx € I; f(x) > m.

o [ est bornée sur I si f est a la fois majorée et minorée sur I. On peut également écrire
IMeR, VzeI; |f () < M.

Exemples 3.1.16 :
e Les fonctions définies sur R par x — sin(z), x — cos(z) et x — sin(z) X cos(x), sont majorées par
1 et minorées par —1. Donc sont des fonctions bornées.

e La fonction définie par x — sur R, est une fonction bornée sur R.

_z
z2+1
En effet, pour tout t € R on a :

(lz2] =120 <= |2[ < 5(a?+1)

= |f(x)| <3

Borne supérieure, borne inférieure d’une partie de R

Définition 3.1.17 :
On appelle borne supérieure ( resp. borne inférieure ) d’une partie E de R si elle existe, le plus petit

des majorants ( resp. le plus grand des minorants ) de E, on la note supE ( resp. infE ).

Exemple 3.1.18 :
e Pour [ =]—2,1], ona supl =1 et infl = —2.

3.1.4 Borne supérieure, borne inférieure d’une fonction

Définition 3.1.19 :
Soit I une partie de R non vide. On appelle borne supérieure ( resp. borne inférieure ) d’une fonction
définie sur I si elle existe, le plus petit des majorants ou la borne supérieure ( resp. le plus grand

des minorants ou la borne inférieure) de f(I), et on note supf(x) ( resp. inff(x) ). On a donc
el zel

supf (@) = sup{f(2) / @ € I} (resp. inf f(a) = inf {f(a) / & 1y ).

Exemples 3.1.20 :

e Soit f:x+— 2e" —1, alors, inf(2¢* —1) = —1. Car f(R) =] —1,40c0 .
zeR

e Soit g : x +— Inx —x, alors, sup (Inx —x) = —1. Car g(R}.) =] —o0,—1].
zeRY

69



3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

3.1.5 Limites de fonctions réelles de variable réelle

Limite d’une fonction en un réel z( fini

Définition 3.1.21 :
Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle I de R, et xg € R un point de I ou une extrémité de
1.

e On dit que f tend vers £ € R en x¢ (ou f(x) tend vers £ lorsque x tend vers xo ) si
Ve >0, 30 >0; Ve e I,|Jz—xo| <d = |f(z) —{| <e.

On note alors Imof(:b) = /.

e On dit que f tend vers +00 en xqy si
VAeRY, 30 >0; Ve eI, |z —xo| <6 = f(z) > A.

On note alors lim f(x) = +o0.
T—>rT0

e On dit que f tend vers —oo en xg si
VAeRYL, 30 >0; Vx eI, |z —xo] <0 = f(z) < —A.
On note alors $lir>rgsz(x) = —00.

Exemples 3.1.22 :

e Soit f:ze]—1,2] — 2212

2¢ +3°

!

G|~

Montrons que lim f(x) =
r—>1

Pourx € |—1,2[ on a :

1
< -
243 7

4 2
1<2r4+3<T=20+3|<7T= :‘f(m)—‘<]w—l\<2[x—1\.

5] = 35

€
donc pour tout € > 0 on peut trouver § > 0 ( par exemple § = 5 ) tel que

4
Vx61,|x—1\§6:;:>‘f(a:)—5‘§8.
2)e Soitg:xe]—1 +oo[»—>i
g ’ lx + 3]

Montrons que lim g(x) = +o0.
r——3
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2
Pour tout A > 0 on peut trouver 6 > 0 ( par exemple § = 1 ) tel que

2
Ve eI, |z — (-3) §5:Z:> lg(x)| > A.

Limite d’une fonction en infini

Définition 3.1.23 :
® Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle I de R n’est pas majorée ( c’est-a-dire elle est définie
au voisinage de +oo ).

e On dit que f tend vers £ € R en 400 si
Ve>0, 3BeR; Ve el, x> B = |f(z) — (| <e.

On note alors $ﬂmoof(a:) = /.

e On dit que f tend vers +0o0 en +00 si
VAeRY, 3BeR}; Ve el, x> B = f(z) > A.

On note alors lim f(x) = 4o0.
r—>r+00

e On dit que f tend vers —oo en 400 si
VAeR,, 3BeR}; Vz eI,z > B = f(z) < —A.

On note alors lim f(x) = —o0.

r—>+00
® Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle I' de R n’est pas minorée ( c’est-a-dire elle est
définie au voisinage de —oo ).

e On dit que f tend vers £ € R en —o0o st
Ve>0, 3BeER; Ve e I'z < —-B = |f(z) — (| <e.

On note alors xﬁ)n_zoof(:c) =/.

o On dit que f tend vers +00 en —oo si

VAeRY, 3BERY; Vzel' 'z < —-B = f(z) > A.
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On note alors lim f(z) = +o0.
T—>—00

e On dit que f tend vers —oo en —o0 i
VAeR,, 3BeRY; Vo el 2 < -B= f(z) < —A.

On note alors lim f(x) = —o0.
T—>—00

Exemple 3.1.24 :
2x

r—3
Montrons que lim f(x)=2.
r—>r—00

e Soith:z€]—00,2] —

6
Pour tout B > 0 on peut trouver B > 0 ( par exemple B = — —3 ) tel que
€
6
VxEI,xS—B:—g+3:>]h(x)—2|gs.

Limite a droite, limite a gauche en un point

Soient f une fonction définie sur D, a > 0 et |zg — o, 9 [ U | zg, 20 + [ C D.
« On appelle limite a droite de f en zq si la restriction de f & |zo,zo + o[ admet une limite ¢ (finie ou
infinie ) en x¢. On note alors : N lz_@xof(x) ( ou xmof(m) ). Précisement

z>x()

lim fz)=0<=Ve>0,30>0;Ve € Dyxg <z <z0+0 = |f(z)—{| <e.
T—T0
>
« On appelle limite & gauche de f en x¢ si la restriction de f & |z¢ — «, zo [ admet une limite ¢’ (finie ou
infinie ) en xg. On note alors : N h_?)?@xof(x) ( ou xlz_%of(m) ).

x<x( <

Jim f@)=l<=Ve>0,30>0;Ve € Dyxp—d <z <zg = |f(x) =¥ <e.
0

<
Remarque 3.1.25 :

Si f admet £ comme une limite a gauche et d droite en xo et f(xg) = £ alors £ est la limite de f en xq .

Exemples 3.1.26 :
1)e La fonction E : x € R — E(z) (la fonction partie entiére),

n‘admet pas de limite en n ou n € Z. Car pour tout x € [n,n+ 1] on a li_r>n E(x) = n et pour tout
X n
>

ze€]n—1,n[ ona lim E(x) =n—1.
Z‘?n
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1
2)e La fonction f:x € R* — B
x
a une limite a gauche et une limite a droite en 0 et lim f(x) = lim f(x) = 4o0.
z—0 z—0
> <

?+1 siz>1
3)e La fonction g: x € R+— ¢ —2 siz=1
3—2% siz<l.

n’a pas de limite en 1. Car limlg(:r) = xli_n)zl(:vQ +1) = xlmllg(m) = lim (3—23) =2 et g(1) = -2.

r—> r—>1
> > < >

Proposition 3.1.27 :

La limite d’une fonction en un point si elle existe, elle est unique.

Preuve :

Supposons que £ et £/ deux limite distinctes de f en zo. D’apres la définition de la limite on a :
Ve >0, 301 > 0; Yz € Dy, |z —xo| < 61 = |f(z) — | <,

et
Ve >0, 362 > 0; Vo € Dy, |z — x| < 6y = |f(z) = ¥'| <e.
- -

On choisit € < B

et prenons 6. = min {01, 62}, alors pour tout 0 < & <
Vo € Df,x € |29 —0c,z0+0: | = fz) € Jl—el+e[N]|l -l +e].

ce qui est absurde, car :
danslecas£<€’0nae<[T_E:>€+6<K’—€,
etdanslecas€’<€ona5<Z}—Z/:>€’+8<€—e.

On en déduit que la limite est unique. =

3.1.6 Convergence et divergence d’une fonction

Définition 3.1.28 :
On dit que f converge en xq s’il existe un réel £ fini tel que lzl)n f(z)=¢.
T—x0

Sinon, on dit que f diverge en xg.

Théoréme 3.1.29 :

St f converge en xg alors f est bornée au voisinage de xg.

73



3.3.1 Fonctions réelles, définitions et propriétés

Preuve :
Supposons xlﬂyrof(az) = (. Pour ¢ < 1, il existe 6 > 0; Vo € |zg— 0,20 — 0 [, |f(x) — €| <1, et pour tout
z€lxg—08,xo—0d[,ona|f(x)]=|f(z) =0+ <|f(x) — L€ +]f] <1+ . Ainsi f est bornée au voisinage
de xg. n
Attention : La réciproque fausse, la fonction =z — cos(x%) est bornée au voisinage de 0, mais cette

fonction est diverge en 0.

3.1.7 Opérations sur les limites

Théoréme 3.1.30 :

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D C R ayant pour limites respectives ¢ et €' (finies ou
infinies) lorsque x — xo ot xg un point de D ou une extrémité de D et £+, £ x 0 et % sont définies (
eristes ) dans R.

le lim (f(z)+g(z))= lim f(z)+ wlﬂ)?’:bvog(x) =(+7.

r—xQ T—X0

2e lim (f(x)xg(z))= ( lim f(ac)) X ( lim g(:c)) =(x /.

T—>T0 T—>T0 Tr—>T0
1 1 1

li = =-.

3e I%(J(f(w)) Jim f()

Preuve :

Ecrivons les définitions des limites :

lim f(z) =0<=Ve>0,30>0;Ve e D, |[x—xo| <d = |f(x) 4] <e.
T—T0

lim g(z) =0 <=Ve >0, 30 >0;Vz € D, |[x—xo| <8 = [g(z) = V| <e.

T—>T0

le Pour tout x € D on a :

|(f +9) (2) = (L+ )| = |(f(2) =) + (g(x) = )| < |f(x) — €]+ [g(z) = £].

et

Ve >0, 30" =min{6,8'} > 0; |z —xo] <" = |f(z) — | <e et |g(x) 0] <e.

donc

Ve >0, 30" > 0; |z —xo| < 8" = |f(z) — €] + |g(z) = '] < 2e.
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/
. .. 5
Si on choisit 0 < € < 2 alors on trouve

Ve' >0, 36" > 0; [ —xo| < 0" = |(f+9) (x) —(L+ )] <€

P S _ ,
Donc, par dtefinition, on a bien : xmo (f+9)(x)=0+7.

2e Pour tout x € D on a :

(f xg) (x) = (ExO)] = [f(x) x g(x) —Ly(x) + Lg(x) — £
g(ﬂf)( () =€) +L(g(z) = 0)]

l9(@)[[(f () = O+ €] |(g(z) = £)]
( g()+ 1€1).

Comme { € Rona ¢/ —e < g(x) < {' + ¢, ’est-a-dire, pour tout x € Jxg— &', 20+ 8 [ ;

lg(x)] <maz{|t’ —e], |/ +e|} = M
On deduit que si
|z — a0 < 8" alors |(f x g) (z) — (£ x )] <e(M+14)).

/

€
Si on choisit 0 < € < ————, on obtient
M + |¢]

Ve >0, 36" > 0; |z —xo| <8 = [(f xg) (x) — (U x )| <£.

. ; . /
Donc,ona.xmo(fxg)(x)—Exf.

3e Pour tout x € D on a :

Comme f € Ronal—e < f(z) <{+e, cest-a-dire, pour tout = € |xg— 0,20+ 9 [ ;
[f(2)] > min{|l—¢|,|t+e|} =m
On deduit que si

|x — x| < 0 alors

(7)@-d<mm

7

15
Si on choisit 0 < e < | (‘ on obtient

1
ve’ >0, 36 > 0; \xm0|<5:>'<f> (z)— -] <€
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1 1
Donc, on a : lim (f) = -. =

e \F@)) T 1

3.1.8 Limites de fonctions et limites de suites

Proposition 3.1.31 :
Soient f: D — R, zp € D et € R. On a lim f(z) =¥ si et seulement si pour toute suite (uy) de D
T—T0

convergeant vers xo, lim f(uy) =£.
n—>- -+00

Preuve :
Supposons lim f(x) = ¢, et (uy) une suite de D tel que lim w, = xo. Soit € > 0. Puisque f de limite ¢
T—>X0 n—>—+00
en 1z, il existe § > 0 tel que :

Ve e D, |z —xzp] <d = |f(x) (| <e.
Puisque u,, convergeant vers x, il existe N € IN tel que : Vn > N, |z — z¢| < J. On a alors
Vn >N, |f(u,)— ¢ <e.

Ainsi f(uy,) convergeant vers /.

Reciproquement : raisonnons par ’absurde.

Suposons que pour toute suite (uy) de D telle que lim w, = zg, lim f(u,) =/, et que f n’admet pas
n—>—+o0o n—>—+o0o

{ comme limite en xg.

Nous avons que ( f n’admet pas ¢ comme limite en x() s’écrit
Je >0, V6 >0, 3z € D; |[x—xzo| < et |f(x)—1 >e.

Prenons § =

avec n € IN, on obtient un élément wu, de D tel que
n

Vn > N, Ju, € D; |u, —x0| < et |f(un)—1£] >e.

n—+1

Cela signifie que la suite u,, € D converge vers zp, mais pour laquelle la suite de terme général f(u,) ne

converge pas vers £. Cela contredit notre hypothese. m

Remarque 3.1.32 :

Pour montrer qu’une fonction f n’a pas de limite en xq, soit en exhiband deux suites (uy) et (vy) tel que :

li = Ik = is i li .
p Lot = i o = @0 mais | lim fun) # i F(vn)
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Ou on trouve une suite (u,) converge vers xo et pour laquelle la suite de terme général f(u,) diverge.

Exemples 3.1.33 :

1)* La fonction f : x — sin% n’a pas de limite en 0. Car la suite (uy,) de terme général u, = % converge
vers 0, mais la suite de terme général f(u,) = (—1)" diverge.

2)* La fonction g : x — cos(2x) n'a pas de limite en +oco. Considérons la suite (vy,) de terme général
v, = nm tend vers +oo et la suite (wy,) de terme général w, = W tend vers +oo mais la suite
de terme général g(vy,) = cos(2nm) converge vers 1 et la suite de terme général g(wy) = cos((2n+1)7)

converge vers —1.

3.1.9 Limite d’une fonction composée

Soient D et D’ deux sous-ensembles de IR non vides, z¢ un point de D ou une extrémité de D, £ un réel
fini ou infini, f une fonction de D dans R, g une fonction de D’ dans R tel que f(D) C D'.
Si lim f(x) =bet limg(xz) =/ ol b est un point ou une extrémité de D" alors, lim (gof) (z) = L.
z—>b T—>xo

Tr—>xQ

3.1.10 Théoremes de comparaison

On donne maintenant une proposition tres importante qui signifie qu’on peut passer a la limite dans une

inégalité large.

Proposition 3.1.34 :

Soient f, g et h trois fonctions de D dans R, xo un point de D ou une extrémité de D et { et ' deux réels
finis ou infinis.

® Si xlﬂz}vof(x) =/, mlzll}rog(:n) =/ et pour tout x € D; f(x) < g(x) alors £ < 1.

® Si xlz_r)rgbcof(x) = +oo et pour tout € D; f(x) < g(x) alors xlﬂ:}cog(w) = +o0.

® Si xlir))}mg(x) = —oo et pour tout x € D; f(x) < g(x) alors Ili%of(x) = —00.
(z)

o _ . o ' . ,
® Si xlz_%og x) =1, le_rgoh(m) =1 et pour tout x € D; g(x) < f(z) < h(z) alors £ < mmof(:r) </.

Proposition 3.1.35
Si f est une fonction bornée au voisinage de xq et si xlz_r}riog(x) = 0 alors mmof(x) x g(x) = 0. C’est-a-

dire, [ est négligeable devant g au voisinage de xg.

On peut écrire ausst,

Ve e DfNDygN oo —a,z0+af, Ve>0; |f(z)| <elg(x).

7



3.3.2 Continuité des fonctions réelles d’une variable réelle

Exemple 3.1.36 :

1
lim 2 cos =0 car lim 22 = 0 et la fonction x — cos — est bornée au voisinage de 0.

x—0 z—0 T

Remarque 3.1.37 :
Pour n €e N* on a :

Quand x — +o00,

1 1
e‘w<<—n<<l—<<lnx<<f<<x << e’
X nr

Quand x — 0T,

1 1 1
2" << VT << — << lnw << —= << —.

Inx NZA "

3.2 Continuité des fonctions réelles d’une variable réelle

Définition 3.2.1 :

Soient f une fonction de I dans R et xg € I.

e On dit que f est continue en g si elle est définie en xq et mli_nggof () = f (z0).
Autrement dit si

Ve >0, 30 > 0; Vo € Dy, |z —x0| <6 = |f(x) — f(x0)| L e.

e On dit que f est continue sur un intervalle I de R si f est continue en tout point de I.

On note C(I,R) ou C°(I,R) I’ensemble des fonctions définies et continues sur I d valeurs dans R.

Exemples 3.2.2 :
1) La fonction

l
=

w""

six#0

six =20

continue en 0, car lim f( )= lime 2?2 =0=
z—0 z—0
z#0 z#0

2) Par contre, la fonction partie entiére E n’est pas continue aux points xo € Z., puisqu’elle n’admet pas

de limite en ces points. Mais elle est continue sur [n,n+1[ oun € Z.
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3.3.2 Continuité des fonctions réelles d’une variable réelle

3) La fonction f :x+—— sinx continue en tout point xy € R. En effet,

’ . . ’ 9 lsi xr — X T+ x
sinxz —sinzg| = 2|sin
’ 2 2
< 2|sin =0 , car (Vz € R; |cosz| <1)
<|z—m|, car (sinx~x au voisinage de 0).

On a alors pour tout € > 0, il existe d = € tel que

|x — 2| < 0 = |sinx —sinzg| < e.

3.2.1 La continuitée a droite et a gauche

Définition 3.2.3 :
Soient f une fonction définie sur un intervalle I de R et xg € I.
e On dit que f est continue d droite en xy si lim f(z) = f (o).
z—>>:vo
Autrement dit si
Ve>0,30>0;, Ve el; 0<z—xz0<0=|f(x)— f(x0)] <e.
e On dit que f est continue d gauche en xg si lim f(z) = f(xo).
m—<>rg

Autrement dit si

Ve>0,30>0; Ve el; 0<zg—x<0=|f(x)— f(x0)] <e.

Remarque 3.2.4 :

La fonction f est continue a droite et a gauche en xqg si et seulement, si f est continue en xg.

Exemples 3.2.5 :
1) La fonction partie entiére E continue d droite aux points xog € Z., et discontinue d gauche auzx points

x9 € Z. Car liin E(z) =x90=FE (x0) et li£n E(z) =x90—1%# E (x0).

Tr—>XQ Tr—>xQ
ro€EZ Tn€EZ
. o T T
2) La fonction g définie sur | — 55 [ par
tanx
sixzx#0
g(z) =
1 siz=20
. . . tanz . tanx
elle est continue en 0, puisque lim = lim =1=g¢(0)
x—>>xo o w—<>rg
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3.2.2 Les opétation sur les fonctions continues

Théoréme 3.2.6 :

® Soient f et g deux fonctions réels définies sur D et continues en un point xg € D et A € R. Alors
x A\f, f+ g et fxg sont continues en xg.

x Si f(xo) # 0, alors ch est continue en xg.

® Soient f et g deuz fonctions réels définies sur I et J respectivement telles que f(I) C J.

Si f est continue en un point xg € I et si g est continue en f(xg), alors go f est continue en xg.
Preuve : La preuve est une résultat des propriétés des limites. [

Théoréme 3.2.7 :(Théoréme de Weierstrass)
Toute fonction réelle f continue sur un intervalle [a,b] C R est bornée et atteint ses bornes, autrement dit

admet un minimum et un maximum. C’est-a-dire

de,d € [a,b]; Yz € [a,b], f(c) < f(z) < f(d) ou f(d) < f(z) < f(c).

3.2.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.2.8 :
Soit f : [a,b] C R — R une application continue, alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe

au moins un réel c € [a,b] tel que f(c) = k.

Preuve :
Montrons le théoréme dans le cas ou f(a) < f(b). Suposons que k un réel tel que f(a) < k < f(b).
1. Pensemble F' = {z € [a,b] / f(x) > k} est non vide (car b € F) et il est minoré (par a) : il admet donc
une borne inférieure ¢ telle que ¢ > a. Montrons que f(c) = k.

2. Montrons tout d’abord que f(c¢) > k. Comme ¢ = infF, alors
Ve >0,dz. € F; c<x: <c+He, (3.1)

1
d’apres (3.1), pour n € IN* en prenant € = — on a,
n

1
dz, € F; c<z, <c+ —.
n

On en déduit que la suite (2,,), - converge vers c. Comme f est continue en ¢, donc la suite (f (2n)),,cpn-
converge vers f (¢). Or, pour tout n € N* on a f (z,) > k car z,, € F. Donc, par passage & lalimite, on

trouve f (c) > k.
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3. Montrons a présent que f(c¢) < k. Considérons la suite (y,,) définie par y,, = ¢ — 2. Ce suite elle est

nelN*
strictement croissante et converge vers ¢, car ¢ > a. Comme f est continue en ¢, donc la suite (f (yn)),cn-
converge vers f (c). Puisque, pour tout n € N* on a f (y,) < k car ( ¢ = infF cela implique y, ¢ F ).
Donc, par passage & lalimite, on trouve f (¢) < k.

Finalement, on a f (¢) > k et f (¢) < k. Cela implique f (¢) = k. n

Exemple 3.2.9 :

0
La fonction f : x — tanz + x — 1 admet au moins un zéro sur l’intervalle [O, 4]. Car la fonction f est

s

continue sur | — g, 5[ et f(0)=-1, f (Z) =2 eto compris entre f(0) et f(%) D’apres le théoréme

4

s
des valeurs intermédiaires, il existe au moins un c € {0, 4} tel que f (¢) = 0.

3.2.4 Fonction continue strictement monotone

Théoréme 3.2.10 :

Si f: I — R est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I de bornes a et b (finies
ou infinies) alors,

1) f(I) est un intervalle de méme type de I et dont les extrémités sont les limites de f aux extrémités de I.
2) Pour tout réel k strictement compris entre les limites de f en a et en b, il existe un unique ¢ de I tel que
f(c) =k.

3) f réalise une bijection de I vers f(I).

4) De plus, son application réciproque f=1: f(I) — I est continue, de méme monotonie que f.

Preuve :
1) e Soient y1,y2 € f(I), y1 < y2. Montrons que si y € [y1,y2], alors y € f(I). Par hypothese, il existe
x1, 29 € I tels que y1 = f(x1), y2 = f(22) et donc y est compris entre f(x1) et f(x2). D’apreés le théoréme
des valeurs intermédiaires, comme f est continue, il existe donc = € I tel que y = f(z), et ainsi y € f(I).
e On supose que [ =|a,b[C R et f est strictement croissante sur I.

Puisque f continue strictement monotone sur I alors les limites de f en a et b existent dans R

et lim f(z) = inf f(z) et linbf(:n) = sup f(z).

z€la,b z€a,b|
On a alors pour tout x €]a, b[; Jim f () < f(z) < limb f(x) car f est strictement croissante. Ainsi
T—r

7 (Ja,b]) €] Jim #(x), Tim f(2)[

Inversement :

Soit y e]zllnaf(as),gclii)nbf(x)[. Il existe 21, x2 €]a,b] tel que f(x1) <y < f(z2).
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En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires sur l'intervalle [z1,x2]| on trouve z € [x1,x2] Cla,b[
tel que y = f(z). Ainsi
| tim 7 (2), lim 7(2)[C f (Ja,B]).
x—b

Tr—ra

Finalement
 (Ja,b) =] Jim (), lim f(x)[

Dans le cas ou I = [a,b[C R.

La continuité & droite de f en a impose lim f(z) = f(a). Et comme
>
rT—ra

F(la,b]) = £ ({a}Ua,b) = (@} U f (a,b]) = {f(@)} U] lim f(2), lim f(x) [ = [f(a) , lim f(x)

T—ra

3) Suposons pour fixer les idées que f est strictement croissante sur un intervalle I. Dans le cas f est
strictement décroissante sur I se montre de la méme maniere.

Soient (ml,mg) € I? tels que z1 # 19 alors on a x1 < x9 ou x1 > To. Puisque f est strictement croissante
sur I, cela implique que f(z1) < f(z2) ou f(z1) > f(z2), dans tout les cas on a f(z1) # f(x2). Donc, par
conséquent f est injective.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins
un antécédent par f, c’est-a-dire que la fonction f est surjective.

Ceci montre bien que f est bijective.

4) e Montrons que si f est strictement croissante sur un intervalle I alors f~! est strictement croissante sur
7(1).

Soient (y1,y2) € f(I)? tels que y1 < yo et soient 1 = f~1(y1) et 23 = f~1(y2), alors on a f(x1) = y; et
f(z2) = y2. Si f(x1) < f(x2), comme f est strictement croissante sur I, alors on a 21 < z2. Cela montre
que f~1 est strictement croissante sur f(I).

e Montrons que f~! est continue en yo € f(I).

Il faut montrer que pour tout € > 0 il existe & > 0 tel que pour tout y € f(I);

ly—ol <6 = |77 @)~ F ()| <=

Soit zg — e < x < xyp + € comme f est continue et strictement croissante sur I on a
f(zo—e) < f(x) < f(wo+¢) [en prenant e assez petit pour que l'on ait zg — ¢ et zg + € restent dans I].

Considérons a = yo — f(zo—¢€) et 8= f(zo+¢) —yo. Ona f 1 (yo—a) =xg—cet f (yo+ B) =z +e.
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Pour y € [yo — 1, yo + 1] o1 § = min {a, B},onayy—a <y < yo+ 3. Puisque f~! est strictement croissante

fllw—a)<fty) <ftyw+p) =zo—e<fl(y)<zo+e
= [y)—e< [ (y) <[ () +e

Ce qui montre que

Ve > 0,36 = min{a, B} > 0,¥y € F(1)sly —yol <5 = [£ 7 (y) = f ()| < .

3.2.5 Prolongement par continuité

Définition 3.2.11 :

Soit I un intervalle, xo un point de I et f: 1 —{xo} — R une fonction.

® On dit que f est prolongeable par continuité en xg si f admet une limite finie en xg. Notons alors
= xlirgjof(x).

® On définit alors la fonction f

f(z) =f(x) sizel—{xg}

flz) =¢ si x = x.

Alors f est continue en xqo et on lappelle le prolongement par continuité de f en xg.

Exemples 3.2.12 :

1. Considérons la fonction f définie sur R* par f(x) = xcos%. Voyons si f admet un prolongement par

continuité en 0 ¢

Comme pour tout x € R* on a |f(x)| < |z|, on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est donc prolongeable

f(z) =wmcost siz#0
f(z) =0 siz=0.

2. La fonction g définie sur R — {1} par g(z) = (x — 1) In|z — 1|, prolongeable par continuité en 1 et son

() =(z-1in|lz—1] sizeR-{1}

par continuité en 0 et son prolongement est la fonction f définie sur R par :

@

prolongement est la fonction § définie sur R par :
(x) =0 sixz=1.

@
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3.3 Dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle

3.3.1 Dérivées d’une fonction réelle

Définition 3.3.1 :

Soient f une fonction réelle définie sur un intervale ouvert I et xo un point de I.

I) On dit que f est dérivable en xq si et seulement si cette limite h_r)n %ﬁ(}(wo) existe et est finie. Cette
x x0

limite notée f'(xo) est appelée nombre dérivée de f en xg.

II) On dit que f est dérivable sur un intervale ouvert J C I si elle est dérivable en tout point x € J.

Exemples 3.3.2 :
1) La fonction f définie sur [1,+oo[ par f (z) = /x — 1 est dérivable en tout point o €]1,4oc0].
En effet, pour tout zg €]1,+00],

i J@) = Fwo) . VE—T— Va1

T—>I0 T — X0 T—>I0 T — X0

(Ver—1—+vzo—1) (Ve -1+ zo—1)

= lim
T——T( (1‘—1}0) (\/l‘—l—i-\/l‘g—l)
li !
= lim
e—zo\/x — 14+ /xg—1
1
= ——— cR
2vxg — 1
) o T o . T
2) La fonction g définie sur I =] — oL 5[ par g (z) = tanz est dérivable en tout point xo €] — 5 5[
T
En effet, pour tout xy €] — 3 5[,
lim &) =9@) _ tanz = tana
T—>x0 xr — X T——>T0 T — X
zg€l zgel
. SInT.coSx() — SINT(H.COST
= lim
7o (x — x0) (cosz.cosxg)
0
) sin (x — x0)
= lim
a—xo (z — x0) (cosz.coszp)
zgel
1
= —5¢€R
(coszg)

h(z) = xcos(l) siz#0

T

h(z) = 0 siz =0,

3) La fonction h définie sur R par h:x +—
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n’est pas dérivable en 0. Car

1
_ zcos (=
lim h(@) =k (0) = lim 7(‘%)
z—0 T z—0 x
1
= lim cos () ( n’a pas de limite. )
z—0 x

4. La fonction k définie sur R par k(x) = 2™ ou n € IN* est dérivable en tout point xog € R, et que

f(x0) = nay~t. Car

lim M —  lim
T—rTQ €T — ajo T—rT0 o — xo
TH#x()

= lim (w”_l +a2" lag 4 al R+ xg_l)
Tr—>x0
THT()

" —zy

_ n—1
= n.xo .

Remarque 3.3.3 :
d
La dérivé de la fonction [ en xg est parfois notée —f(xo) et par le changement de variable x — xg = h, on

dx
a:

f’(l‘o) — lim f('rO + h) — f($0)

h—0 h

3.3.2 Interprétation géométrique du nombre dérivé

Le nombre dérivé f'(zg) est le coefficient directeur de la tangente & la courbe C'y au point d’abscisse .

Et I’équation de la tangente dans ce point est : y = f/(z0) (z — z0) + f(z0).
Proposition 3.3.4 :

Soient f :Ja,b[— R et xg €]a,b[. Il y a équivalence entre les trois énoncés suivants :
(i) f est dérivable en xg.

(i) 1l existe un réel £ qui sera f'(xq) et une fonction € définie sur ]a,b] tels que

f(z) = f(zo) +0.(x —z0) + (x — z0)e(x) et lim e(z) = 0.

Tr—>xQ

f(x) = f(xo) — £.(x — x0)

0 T — X0

(iit) 1l existe un réel { tel que im =0, et £ = f'(x0).

Preuve :

_ J@) = flao) = (o) (& —20) .,
(i) = (ii). Il suffit de poser o@) = z?x 7 o

e(z) =0 si x = xp.
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3.3.3 Dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle

(ii) = (iii) et (iii) =(i). Sont évident. (]

3.3.3 Dérivabilité et continuité

Théoréme 3.3.5 :
(1) Toute fonction f dérivable en un point xq, alors elle est continue en ce point.

(2) Si une fonction f n’est pas continue en un point xg, alors elle n’est pas dérivable en ce point.

Preuve :

(1) Supposons f dérivable en zy et montrons qu’elle est aussi continue en ce point.

)= fa),,

Pour = # x0, nous avons f(z) — f(xg) = — 20). En passant & la limite dans cette

Tr — X
identité, on trouve
. s f(z) = f(zo) Y _
zlj{;o(f(@“) — f(xg)) = L (:v—:co) (x —x0) = f'(20).0 = 0.
Clest-a-dire lim f(z) = f(xo). Ainsi f est continue en x. "

T—>T0

3.3.4 Dérivée a droite et a gauche

Définition 3.3.6 :

Soient f une fonction réelle définie sur un intervale ouvert I et xg un point de I.

On dit que f est dérivable a droite (resp. d gauche ) en xo si lim M = fi(x0)
acim:o T — o
( resp. lim f @) = f(20) = fo(x0)) existe et est finie.
T—>IQ T — X0

Exemples 3.3.7 :
o) La fonction f:[—1,1] — R définie par : f(x) = (/2% (1 — |z|) est dérivable a droite et d gauche en 0

et f3(0) =1 et f(0) = —1
e) La fonction g : [0, +0o[— R définie par : g(x) = |1 — 2?| \/z est dérivable a droite et d gauche en 1 et

gy(1) =2 et g;(l) = 2.

Propriété 3.3.8 :

f est dérivable en xo si et seulement si elle est dérivable a droite et a gauche en xq et fy(xo) = fg(zo).

3.3.5 Fonction dérivée

Soit f : I C R — IR une fonction dérivable.

La fonction dérivée de f, est la fonction notée f’ qui, & chaque x € I associe le nombre dérivé de f en x
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3.3.3 Dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle

( f'(z)), c’est-a-dire :
f' TcR — R

x —  f(x).
Exemples 3.3.9 :
a) La fonction tan dérivable sur I, =] — g + k, g + kr| avec k € Z et sa fonction dérivée est tan’ définie
sur Iy par :
tan’ (z) = 00512 o= 1+ tan?z.

b) La fonction cot dérivable sur jy, =]k, (k+ 1) [ avec k € Z et sa fonction dérivée estcot’ définie sur jy

par :
/ 1
cot () = — = —1— cot’x.
() sinx

3.3.6 Opérations sur les fonction dérivables

Théoreme 3.3.10 :
Soient f et g deux fonctions dérivables en un point xo d’un intervalle I de R et A € R, alors,
les fonctions \.f, f+ g et f.g sont aussi dérivables en xq et (a.f)/ (z0) = a.f (o),

(f +9) (20) = f' (w0) + g (w0) et

(£-9) (w0) = f' (w0) g (w0) + ¢ (w0) f (). ,
e Sig(zo) # 0, alors la fonction g dérivable en o et (g) (zo) =

I (20) g (w0) — g’ (w0) f (w0)
(9 (950))2

Preuve : :
Prouvons premicrement (f x g)' = f' x g+ f x g.

Soit xg € I,

f(z)g(x) — f (20) g (x0) f(2).g(x) = f(x0) g (x) + [ (x0) g (x) — [ (20) g (20)

e lim lim
T—T0 xr — X r—>T0 r — o
. [f(2) — f (20) g (x) — g (x0)
= lim |20 s
A = g9(z)+ f (z0) pra—

= f (20) g (z0) + 4 (z0) f (z0)-

Ceci implique que la fonction f x g est dérivable sur I de dérivée f' x g+ f x ¢'.
_ ['xg—fxyg

!/
Deuxiement, montrons (f) 3
[ 9

Soit xg € I,
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Ly~ L (@)
i 9 q i L f(x) x g (20) = f (20) X g (x)
T—T0 T — I T—TOT — X g (a:) X g (.730)

— m f(x)xg(xo) = f(x0) xg(x0)+ f(z0) X g(x0) — f (x0) X g ()
o (z —20) g () x g (20)

i L 9(@0) [f (&) = £ (20)] = f (w0) [g () — g (w0)]
T—x0 T — T g (z) x g (o)

o [ @ f(e) f(xo)  g(x) =g (x0)
r—xQ g (x) xr — X g (J,') X g (.’L’O) T — X

= L x f' (z —Mx "z Ceur1 est continue en x

gl T g () caryy st continue en

f' (w0) x g (wo) = f (wo) x ¢’ (w0)
(9 (20))

f'xg—fxdg

Ceci implique que la fonction i est dérivable en tout point xg de I de dérivée 5
g g

3.3.7 Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 3.3.11
Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction d éfinie sur un intervalle J contenant
f(I), et zy un point de 1.

Si f est dérivable en xq et g dérivable en f (x0), alors go f est dérivable en g et (go f) (z0) = f (z0) g’ (f (x0))

Preuve : Soient yg = f (x¢). D’aprés nos hypothéses f est dérivable en z( et g est dérivable en yy.

Soit G la fonction définie sur J par :

oy =)

G(y) =9'(v) 1Y = yo.

Comme la fonction g est darivable en yq, la fonction G est continue en yy. La fonction f est continue en xg,
donc la fonction G o f est continue en zp, donc sa limite en z¢ vaut ¢'(yp). Pour tout x € I — {x¢} nous

avons :

(gof)(x)=(gof)(zo) _ g(f(x))—=g(f (x0))

xr — Zo xr — Zo
:G(f(x))f(x)if(%)

T — X9

par la définition de G.

En passant a la limite, quand x tend vers xg, nous avons donc g o f est dérivable en zy de nombre dérivée

(go f) (o) = f' (w0) g’ (f (0)). .

Exemples 3.3.12 :
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1). Soient I un intervalle ouvert de R et f une fonction définie de I dans R. Soit h la fonction définie sur
I par i) = (f(@))".

Si f est dérivable en xq, alors la fonction h Uest aussi et h'(xo) = n.f'(z0) x (f(z0))" L.

En effet, h = go f avec g(y) = y™.

2). Soient I un intervalle ouvert de R et g est une fonction définie sur I a valeurs dans R .

Si g est dérivable en xo € I, alors la fonction k définie sur I par k(x) = In(g(z)) est dérivable en o et

oy 9 (o)
(inog)'(xo) = o(z0)

3.3.8 Dérivée d’une fonction réciproque
Fonctions monotones et bijections

Voici un théoréme tres utilisé dans la pratique pour montrer qu’une fonction est bijective.

Théoréme 3.3.13 (Théoréme de la bijection).
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I , alors
f est une bijection de I dans J = f(I) et admet une bijection réciproque f=* de J = f(I) dans I. De plus,

la fonction réciproque f~' est continue et strictement monotone sur J et elle a le méme sens de variation

que f.

Preuve : :
Supposons pour fixer les idées que f est strictement croissante sur I.
1)* Rappelons que I'image d’un intervalle par une fonction continue sur cet intervalle est un intervalle. Donc
J est un intervalle.
Pour montrer que f est injective, on suppose que 1, x2 € I tels que f(z1) = f(z2) et montrons que x1 = x.
® Si 21 < 9, puisque f est strictement croissante sur I, alors f(z1) < f(x2) c’est impossible, car f(x1) =
f(z2), on en déduit que z1 > x9.
® De méme, si x1 > x9 on montre que x; < xo.
On en conclut que x1 = 2. Donc, f est injective.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on a Vy € J = f(I), 3z € I; f(x) = y. On en conclut que f est
surjective.
L’application f réalise donc bejection de I danc J.
2)* Montrons que f~! est strictement croissante sur J.
Soient y1,ye € J tels que y; > yo et on note 71 = f L (y1) € [ et 29 = f~1 (y2) € I. On a alors f (1) =y
et f(z2) = y2 et comme y; > yo alors, f(x1) > f (2z2). Cela implique que x1 > x2 (car f est strictement

croissante sur ) c’est-a-dire f~! (y1) > =1 (y2). Cela montre que f~! est strictement croissante sur .J.
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Montrons que f~! est continue sur J.
Soient yo € J tel que g = f~!(yo) € I et yo n’est pas une extrémitée de J .

Pour montrer que f ~1 est continue en Yo, il faut montrer que
Ve>0,30>0; Vy€J,ly—yol <6 = ’f’l(y) —f’l(yo)‘ <e.

Soit ¢ > 0 tel que x € [zg—¢e,20+¢] C I, comme f est strictement croissante et continue, on a donc
f(x)e[f(zo—¢),f(zo+¢)]. Onnote a« =yo— f(xo—¢) >0et = f(xo+e)—yo>0.0ona

dune part f (29 —¢) =yo—a dott g —e = f~1 (yo — a),

et d’autre part f (zo+¢) = B+ yo dott g +e = f~! (yo + ).

Pour y € [yo — 0,90 + 6] ou § = min{a, B} onay € [yo — a, yo + []. Puisque f~! est strictement croissante,
alors f~1(y) € [f' (yo—a),f ' (yo+ B)] et on a alors f~! (y) € [wg—e,m0 + €] cest-a-dire f~1 (y) €

[f~ (wo) —&, f ' (y0) +¢]. Ce qui montre que la fonction f~! est continue sur J. n

Théoréme 3.3.14 :
Soit f: 1 — J une application bijective continue et dérivable en un point xog € I et si f (xg) # 0. Alors la

fonction f=1:J — I est dérivable en yo = f (z0) et

Preuve :

Soit yo € J et 2¢ € I tel que yo = f(w0). Le taux d’accroissement de f~! en yq est :

U - ) a—
Y—Yo f(x) *1f(930)
~ f@) = flwo)

Tr — X

Quand y — yo (avec y # yo), * = f~ 1 (y) — f~ (yo) = zo car f~1 est continue en yo et par composition

1 1
de limite on a : — 7 ]

f(x) = f(z0) (z0)

T — X

Exemple 3.3.15 :
La fonction f de R% dans |1,4oc| définie par f(xz) = x? + 1 est une application bijective continue et

dérivable en tout point xo € R% et sa fonction réciproque est f~1 :]1, +oo[— R* définie par f(y) = vy — 1

1 1 1
est dérivable en tout point yo = f(xo) €]1,+o0o] et (f71) (yo) = = =

S () 2/ (w)  2Vpo— 1
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3.3.9 Dérivées successives

Définition 3.3.16 :

Soit f: I C R — R une fonction dérivable. et f' sa dérivée.

Si la fonction f' : I C R — R est aussi dérivable on note f” = (f")' la dérivée seconde de f. Plus
généralement on note : fO = f, fU) = 1 f2) = 7 ¢p flntl) = (f(")>/

Si la dérivée n-ieme f") existe on dit que f est n fois dérivable.

Exemples 3.3.17 :

Par un raisonnement par récurrence on peut vérifier que les dérivées n-iéme sur R de ces fonctions

f:x+— cos(ax+0b), g:x+— sin(ax+0b) et h:xz+— (ax + b)P sont

F™ () = a"cos(ax + b+ ng), g™ (x) = a"sin(az + b+ ng)
0 si n>p

et W™ (z) = g™l si n=p -

ap.p—=1)---(p—n+1)(ax+bP™ si n<p

b 1 e
Et la dérivée n-iéme sur R — {_a} de la fonction J : x — 5 est J () = (=1)"nl.a" (ax+b) " .

axr

De méme on vérifie que la dérivée n-iéme sur | — —, 00| de la fonction k : x — In(ax + b)
a

est kKU (z) = (=1)" Y (n—1)La" ! (ax +b) "

3.3.10 Classe d’une fonction

Définition 3.3.18 :

e On dit qu’une fonction f : I — R est de classe C™ (avec n € IN) si elle est continue et sa dérivée d’ordre
n existe et est continue.

On note C™(I,R) l’ensemble des fonctions réelles définies sur I et n fois contindement dérivable.

e On dit qu’une fonction f: I — R est de classe C* si elle est indéfiniment dérivable sur I.

On note C*(I,R) l’ensemble des fonctions réelles indéfiniment dérivable sur I.

Ainssi C*°(I,R) = N C"(I,R).
nelN

Exemples 3.3.19 :
(1) La fonction f définie par :
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2 2
n’est pas de classe C*. Car la fonction f dérivable sur R* de dérivée f': x € R* — 2x.cos(~) + 2sin(=).

x x

z)— f(0 2

Puisque lim fz) = 1(0) = lim z.cos(=) = 0= f(0), alors f est dérivable en 0, par contre la fonction f’
z—0 x z—0 X

n’a pas de limite en 0, donc la fonction f' n’est pas continue en 0.

(2) La fonction g définie par :

1 1
est de classe C1. Car la fonction g dérivable sur R de dérivée ¢’ : * € R* — 3x.sin(—) — z.cos(—), et

g/(()) — xlinog(x) ;9(0)

(3) Les fonctions sin, cos, exp et les polynomes sont de classe C°° sur R. Les fonctions In et © — /x

2

2
= lim z°.cos(=) = 0, et comme lim ¢'(x) = 0 = g(0), alors g’ est continue en 0.
z—0 x z—0

sont de classe C°° sur R .

Proposition 3.3.20 :
Soient n € N et A € R.
Si f,g: 1 — R sontn fois dérivables sur I alors, A X f, f+ g et f x g sont n fois dérivables sur I et pour

toutx € I, on a :

(A ) (@) = Ax ) (), (F+9)" (@) = £ (2) + g™ ()
et .
(Fxg)™ (z) = ZCﬁf(”fk) (z) x ¢ (z)  (Formule de Leibniz).
k=0
Ou
On =1 (nm— k)l

De plus, si g ne s’annule pas sur I, alors i est n fois dérivables sur I.
g

Preuve :

Ces propriétés se démontrent par récurrence. Montrons par exemple la formule de Leibniz.
n
Soit P (n) la propriété (f x g)(") (x) = ZC’,’jf(”_k) (z) x g¥) (z).
k=0

Pour n = 1 la propriété P (1) est vraie, car

(fxg) (@)= f(z) xg(x)+ f(z) x g (x)
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et
1

Y CEFOR) (2) x g™ (2) = CPFO0 (2) x g0 (z) + CLFA7Y (2) x gV ()
k=0

=f (z) x g® (z) + O (z) x g ()
=f'(z) xg(z)+ f(z) xg ().

Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour n € IN. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. Nous

avons
!/
(Fx 9"V (@) = ((fx9™) ()
n /
= (ZC’ﬁf(" ) () x g®) (z) |  car P(n) est vérifiée
k=0
= S (£00) () x g™ ()
kﬁo
= Y CE (£ (2) x g0 () + F00) () x gEHD (2))
k=0
— Zcﬁf(mrl—k) (x) % g(k) ($) + Zcﬁf(n+1—(k+l)) ($) % g(k+1) (x)
k=0 ki?
= Y SCHIMIH () x gt () + YO N (2) x g (o)
k=0 , k=1
= Oy O () x gV () + 3 ORI (@) x g™ ()
k=0
n+1
FY O (@) x g (@) + O ) (2) x 9 (o)
nlizll n+1
=D CRFHR () x g () + Y CR1 R () % gF) ()
k=0 k=0
n+1
= > [Cht 4 CE] pHR) (@) x g (a)
k=0
n+1
= Y ORS00 () x g®) () (car CFT 4O = Ol
k=0
Cela implique que la propriété est héréditaire, alors P(n) est vraie pour tout n € IN. m

Exemple 3.3.21 :
Calculons la dérivée n-éme de La fonction f : x — (22 + 3z)e®.
Puisque f est le produit de deux fonctions indéfiniment dérivable sur IR, donc l’est aussi. Par la formule de

Leibniz, on a :

£ (2) = 3 Ch(a? + 30)® (e22)" .
k=0

Or pour tout k € N* — {1,2}, (2% 4 32)*) = 0. Donc
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F(z) =00 +32)©) ()™ + Ol (2? + 32) W) (27) ") 4 O2(a? + 32) @) (¢27) "
= (22 4 32)2"e?® + n(2x + 3)2" 1e?* + n(n — 1)2" 2
=2""2 (42% + (4n +12)z) + n(n +5)) e*.

3.3.11 Théoréme des accroissements finis

Extremum local

Définition 3.3.22 :

Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble D C RR.

e On dit que xg € D est un point critique de [ si f'(x9) = 0.

e On dit que f admet un maxzimum local (resp. un minimum local ) en xy € D s’il existe un intervalle
ouvert I C D contenant xq tel que pour tout x € I; f(x) < f(zq) (resp. f(x) > f(x0)).

e On dit que f admet un extremum local en xqy si f admet un maximum local ou un minimum local en ce
point.

e On dit que f admet un maximum global (resp. un minimum global ) en xo € D si pour tout x €

D; f(z) < f(wo) (resp. f(z) = f(z0))-

Proposition 3.3.23 :
Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle ouvert I contenant xq.
le Si f admet un mazimum local (ou un minimum local) en xy alors f'(x¢) = 0.

20 Si f'(x0) =0 et la fonction f' change de signe en xg, alors f admet un extremum local en xy.

Preuve :
le Suposons que soit f admet un maximum local en xzg, il existe donc un intervalle ouvert I contenant xg

tel que pour tout z € I; f(z) < f(zp). On en deduit que, pour z € T;

®six<x0alorsM206t®six>xoalorsM§0.
Tr — X Tr — X
Par passage a la linite et comme f est une fonction dérivable en xg, on a
_ f(@) = f(zo) - f(@) = f(zo)
® folzo) = Zlgg?om——xo >0et® fg(zo) = fﬂli%ox——xo < 0et fo(zo) = fa(xo) = f'(20).

< >
Donc la seule possibilité est que f/(zg) = 0.

2e Suposons que f/(zg) = 0 et il existe o > 0 tel que

Vo €]lxg — asx0]; f/(2) <0 A Va € [zo;20 + f; f'(x) > 0.
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Cela implique, Va €|zg — a;z0l; f(x) > f(xo) A Vo € [zo; 20+ af; f(x) > f(x0), autrement dit, pour tout

x €]zg —as 9+ af, f(x) > f(x). Donc la fonction f un extremum local en . "

3.3.12 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.3.24 :
Soient a,b € R avec a < b.
Si f i [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur]a,b[ et f (a) = f (), alors il existe ¢ € |a, b]

tel que f'(c) = 0.

Preuve :
e Premiérement, Si f est constante sur [a, b], alors pour tout ¢ € |a,b[; f' (¢) = 0.
e Si f n’est pas constante sur [a,b], il existe zg € [a,b] tel que f(zo) # f(a). Supposons par exemple
f(zg) > f(a). Puisque f est une fonction continue sur intervalle fermé et borné donc elle admet un maximum
en un point ¢ € [a,b]. Puisque gﬁi]f(x) = f(c) alors f(c) > f(xo) > f(a) donc ¢ # a. De méme comme
f(a) = f(b) alors ¢ # b. Ainsi ¢ €]a,b[. f est donc dérivable et admet un maximum (local) en ¢ donc,
d’apres la proposition 3.3.23 on a f/(¢) = 0. n
Interprétation graphique du théoreme de Rolle.

Au point My(xg, f(z0)) la représentation graphique de f admet une tangente horizontale.

Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.3.25 :
Soient a,b € R avec a < b.

Si f : [a,b] — R wune fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[, alors il existe ¢ € ]a,b[ tel que

f(b)=f(a)=f"(c) (b—a).

Preuve :
f () —f(a) (
b—a

Par les opérations sur les fonctions continues et les fonctions dérivables sur un interval, la fonction ¢ est

Considérons la fonction auxiliaire ¢ définie sur [a,b] par : ¢ () = f () — T —a).

continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[ et ¢(a) = f (a) = ¢(b). On peut donc appliquer le théoréme de Rolle
FO)—fa)
b—a

Ja,b]. Ce qui donne f'(x) — f(b)bicf(a). "

a la fonction ¢ sur [a,b] et donc il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or ¢'(z) = f'(x) —

Exemple 3.3.26 :

x
Montrons que pour tout z > 0, P <In(l1+=x) < z. Considérons la fonction t — In(1+t) sur linterval
x
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3.3.3 Dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle

[0,2] avec x > 0. Cette fonction de classe C™ sur | — 1;+o00[. Par le théoréme des accroissements finis,
1
il existe ¢ €]0,z[ tel que In(1+z) —In(l) = li—i—c Puisque 0 < ¢ < z, on a 77 <11c < 1 puis

Inégalités des accroissements finis

Proposition 3.3.27 :
Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert. S’il existe une constante M telle que

pour tout x € I |f'(x)| < M alorsVz,y € I; |f(z) — f(y)| < M |z —y].

Preuve :
Fixons z,y € I avec x < y, alors f continue sur [z,y| et dérivable sur |z,y[, par le théoréme des ac-

croissements finis, il existe alors ¢ €]z, y| tel que f(z) — f(y) = f'(¢)(z —y) et comme |f'(z)| < M alors

[f (@) = f)| = ()l |e =yl < M. [z —yl.

Cette inégalité vaut aussi pour y < x. m

Proposition 3.3.28
Soit f: I — R dérivable. S’il existe m, M € R tel que Vx € I; m < f'(x) < M, alors pour tout a,b € I

tels que a < b, on a

m(b—a) < f(b) = f(a) < M(b—a).

Preuve :
Cas a = b. C’est immédiat.
Cas a < b. Puisque f dérivable sur I alors la fonction f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b].
Par le théoréme des accroissements finis, il existe alors ¢ €]a, b] tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a) et comme

m < f'(z) <M etb—a>0,onen déduit m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a). "

Exemples 3.3.29 :

Puisque les dérivées de sin et cos sont bornées par 1 sur R. Alors,
Vr,y € R; |sinx —siny| < |x —y| et Vz,y € R; |cosz — cosy| < |z —y|.
En particulier si l'on fize y = 0 alors on obtient |sinx| < |x|.

Regle de ’Hospital

(Guillaume de I’'Hospital 1661-1704, éleve de Johann Bernoulli)
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3.3.3 Dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle

Corollaire 3.3.30 Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I contenant xo telles

que f(xo) = g(xo) =0. SiVez € I —{zo}; ¢'(x) # 0, alors la limite de S existe en xg et
g

Preuve :
Suposons que f et g deux fonctions dérivables sur I, f(x¢) = g(xo) =0 et Vo € I —{x0}; ¢ (o) # 0.
On consideére la fonction ¢ : I — R définie par (z) = g(t) f(z) — f(t)g(z) avec t € I — {x(} fixé tel que
t < xg. Puisque la fonction v continue sur [¢,x¢], dérivable sur |t,zo[ et ¥ (z9) = 0 = (t) alors, par le

théoréme de Rolle il existe ¢; €]t, zo[ tel que 9'(¢;) = 0. Or Vo € I; ¢'(x) = g(t)f'(z) — f(t)g'(z) donc
F0) e

g(t)f'(et) — f(t)g'(ct) = 0. Comme ¢’ ne s’annule pas sur I — {x} cela conduit & o) o) Comme
g g\
t < ¢ < g lorsque l'on fait tendre ¢ vers xg on obtient ¢; — x. Cela implique
!
m 0] = lim / (Ct).
t—z0 g (t) ct—rz0 g’ (Ct)
m

Exemple 3.3.31 :
6x2+2$ _ 63:1:
Calculons la limite en 1 de —————
cos(gm)

Soient f(z) = e** 120 — 37 ot g(z) = cos(g@, alors f(1) =0 = g(1) et pour tout Vx € R on a :
flz) = (22 42) e+ —36% ot ¢ (z) = —z.sz’n(zx).

2 2

Prenons I =]0,1], zo = 1 alors g’ ne s’annule pas sur I. Donc

i 6$2+2x o 63ac o f/ (q:)
z—1 cos(gx) z—1g' (x)
(233 + 2) 6x2+21’ o 363a:
= lim = =
e—1 —ism(ix)
_ —2¢3
=
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3.3.4 Exercices

3.4 Exercices

Exercice 3.4.1 :
Déterminer dans chacun des deuz cas suivants la dérivée n-éme de la fonction proposée :

242

W bz — sin(2z + 1).cos’z.

a)x

Exercice 3.4.2 :

Par le théoréme des accroissements finis, Montrer que :

1 1 1
Va > 0; <lnx+ < —.
r+1 T x

En déduire que pour tout réel strictement positif x, on a :

1 x 1 x+1
(1+) <e<<1—|—> .
T T
Exercice 3.4.3 :

(1) Montrer que :
2 2 3

X Xz Xz
> 0:; ——< < r—
Vo >0; x 2_log(1+x)_x 2+3,

(on ne calculera qu’une seule dérivée pour chaque inégalité).

(2) En déduire que :
. log(1+2)
lim ————=

z—0 €T

= 1.

Exercice 3.4.4 :

a) Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par :

xr+1
—2E .
g ( 2 )‘

b) Montrer que la fonction f est périodique de période 2 et paire.

fz) =

¢) Représenter graphiquement f sur intervalle [—2,2].

Exercice 3.4.5 :

1) Montrer que pour tout entier n € IN, ["équation tanx = x posséde une solution unique notée u, dans
) i i
Uintervalle Inm — 5t 5[
2) On pose vy, = u, —nm. Caleuler f(uy41 — 7). En déduire que la suite (v,)n>0 est strictement croissante,

puis qu’elle converge et trouver sa limite.
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Exercice 3.4.6 :

1. Les fonctions sutvantes sont-elles prolongeables par continuité sur R ¢

62:1:72 + 62721

b) x— In

a) T — coST.cos
) r—1 2

T
r—
2

2. On considere la fonction f définie par
fix— (ax2 +7mx— 7r2) tan(2x).

a. Déterminer son domaine de définition.

%

T
b. Pour quelle valeur de o peut-on prolonger f par continuité en x = 1

Exercice 3.4.7 :
Soient f, g deux fonctions continues sur [a,b] dérivables sur |a,b[ ne s’annulant pas, et telles que f(a)g(b) =

f(b)g(a) Montrer qu’il existe un c €la,b]| tel que % = ggl((cc))

Exercice 3.4.8 :

Soient f et g deux applications de N dans IN définies par :

T si x est pair
flz)=2zetg(zr) =4 ,_1

si x est impair

1. Les applications f et g sont-elles injectives ? surjectives ¢

2. Les applications (fog) et (go f) sont-elles injectives ¢ surjectives ?.

Exercice 3.4.9 :

Soit Uapplication f définie comme suit :

f: N — N
n o+ f(n)=n+(-1)"

1. f est-elle injective ?.
2. f est-elle surjective ?.

3. Calculer (fo f)(n).

Exercice 3.4.10 :
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Soit les deux applications suivantes :

: R? — R : R — R?
¢ g
e
(z1,22) — f(x1,22) =21+ 29 r — (22,2%)
1. f est-elle injective ? f est-elle surjective ?.
2. g est-elle injective ¢ g est-elle surjective ?.

3. Calculer (fog)(z).
4. (fog)(x) est-elle injective ? (f o g)(x) est-elle surjective ?.

Exercice 3.4.11 :

Pour quelle(s) valeur(s) du réel X la fonction g définie par :

n(A
g(x) = Smi 2) si x<0
In(1+4+2
T

est-elle prolongeable par continuité en 0 2. On précisera alors ce prolongement.

Exercice 3.4.12 :
Soit f une fonction deux fois dérivable sur intervalle [a,b], telle que f(a) = f(b) = 0 et pour tout x €la, b]
on a f"(x) <0. Montrer que Vx € [a,b]; f(z) >0

Exercice 3.4.13 :
1. Pour quelle(s) valeur(s) du réel o la fonction f définie par :
T—a

42 44
h(z)= Br—4 si x<0,

si x>0

est-elle prolongeable par continuité en 0 2. On précisera alors ce prolongement que [’on notera par h.

2. Pour quelle valeur de (3, la fonction h est-elle dérivable en 0 2.

Exercice 3.4.14 :

Par le théoréme des accroissement finis, montrer que :

5 23
1)Vm>0;x—6§sina€§x. 2)Vm>0;m+§§t(maz.

b 2 3
3)Vx>0;x—%ﬁln(l+x>§x—%+%. 4) Ve € R*; e > 1+ x.
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Chapitre

Application aux fonctions élémentaires

4.1 Fonctions trigonométriques réciproques

4.1.1 Formules de trigonométrie

Pour tout o, 8 € R;

cos(a + B) = cosa.cosfB — sina.sinf.

(4.1)
sin(a+ B) = sina.cosf + sinf.cosa.
Remarque 4.1.1 :
1). Pour cos(a— 3) et sin(a— B) en remplagant B par —f dans les formules (4.1).
2). En prenant o = 3 dans (4.1), et en utilisant
Vo € R; cos’a+ sina =1, (4.2)
on obtient
cos(2.a) = 2cos’a — 1 = 1 —2.sin%a et sin2a = 2sina.cosa. (4.3)
En posant a = a+ 8 et b = a— 3 on obtient pour tous a,b € R,
a a—b
cosa + cosb = 2.cos €08 —o—. (4.4)
) ) . a a—>b
sina + sinb = 2.sin €08 ——. (4.5)

Remarque 4.1.2 :
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4.4.1 Fonctions trigonométriques réciproques

1). Pour cosa — cosb en remplacant B par m — 3 dans la formule (4.4).

2). Pour sina — sinb en remplacant $ par —f dans la formule (4.5).

Formules de I’angle moitié

Pour tout z € R—{(2k+ 1) n/k € Z} et pour t = tang on a

12 2
COST — m, SINT — m,
et quand = # (2k + 1) g/k‘ €Z ona
2t
tanr =
1—1t2
4.1.2 Fonction arc-sinus
La restriction de sin a I = [—;T, 721 vers lintervalle [—1, 1], est une fonction continue et strictement
. ™ T T .. . .
croissante sur [—2, 2} , elle réalise donc une bijection et par suite
Ve e [-1,1],3t € [—g, 721 ; sint = x. (4.6)

Définition 4.1.3 :

T
Pour tout x € [—1,1], on note arcsinz ou sin~ 'z l'unique angle de lintervalle [—2, 2] dont le sinus vaut
T
x. Ceci définit une application arcsin : [—1,1] — [—2, 2} qui est la bijection réciproque de la restriction

sing, : I = [-5,5] — [-1,1]

Propriétés 4.1.4 :

e Pour tout x € [—1,1], on a les simplifications
sin(aresinz) = , cos(arcsinx) = V1 — 22.

et quand x €] —1,1]

x
tan(arcsinr) = ——.
(aresine) = "
o Pour tout x € [-5,%], ona :
arcsin(sinz) = x. (4.7)
Vr € [—g, g] , Yy € [-1,1]; sinx =y <= = = arcsiny. (4.8)



4.4.1 Fonctions trigonométriques réciproques

Proposition 4.1.5 :

La fonction arcsin est impaire, strictement croissante, continue sur [—1, 1], de classe C™ sur ] —1, 1[ et
1

Vo €] —1,1[; (arcsin)’ (z) = T

Preuve :
La fonction arcsin est impaire, car Vy € [-1,1],3—y € [-1,1] et
Vy € [-1,1],3z € [—g, ;T] ; arcsin (—y) = arcsin (sin(—xz)) ( d’apreés (4.6))
= —x ( d’aprés (4.7))
= —arcsin (y) ( d’aprés (4.8)).

D’apres les théorémes (3.3.13) et (3.3.14) la fonction arcsin est strictement croissante, continue sur [—1,1],

de classe C*° sur | — 1, 1[ et pour tout z €] —1,1[ on a

1

sin/ (arcsin (z))
1

cos(arcsinl(x))

arcsin’ (r) =

\/1 — sin?(arcsin (x))

( car cos*(arcsinz) + sin*(arcsinz) = 1 puisque arcsinz €] — 5, %[, alors cos(arcsinz) > 0).
1
RV

4.1.3 Fonction arc-cosinus
La restriction cos|, : J = [0,7] — [~1,1], est une fonction continue et strictement croissante sur [0, 7],
elle réalise donc une bijection et par suite

Vo e [-1,1],3 € [0,7]; cost = x. (4.9)

Définition 4.1.6 :
Pour tout x € [—1,1], on note arccosz ou cos™tx 'unique angle de lintervalle [0, 7] dont le cosinus vaut
x. Ceci définit une application arccos : [—1,1] — [0, 7] qui est la bijection réciproque de la restriction

cos|, : J = [0,7] — [~1,1].
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4.4.1 Fonctions trigonométriques réciproques

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

Vo € [-1,1]; cos(arccos(z)) = x.

Va € [0,7]; arccos(cos(x)) = x.

Vo € [0,7], Yy € [-1,1]; cosz =y <= x = arccosy. (4.10)

Proposition 4.1.7 :

La fonction arccos est strictement croissante, continue sur [—1,1], de classe C* sur | —1,1]

-1
V1—22

et Vo €] —1,1[; (arccos)' (z) =

Proposition 4.1.8 :

Vx € [-1,1]; arcsinx + arccosx = g

Preuve :
Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(z) = arcsinz + arccost.

La fonction f est continue sur [—1, 1] et déeivable sur | — 1,1[ de dérivée f’(x) = 0. Ce qui montre bien que

f est une fonction constante sur [—1, 1]. puisque f(0) = g, on en deduit que Vz € [-1,1]; f(z) = g "
4.1.4 Fonction arc-tangente
La restriction tan|, : I =] - g, g[—> R est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction
arctangente
T
arctan: R — |——, =
=335l

r +— arctanz ( est 'unique angle de I'intervalle | — g, g[ dont la tangente vaut x).
Et comme la restriction tan|, est bijective, on a :
Vo e R, 3!t €] —g,g[; tant = x. (4.11)

Propriétés 4.1.9 :

e Par définition de la bijection réciproque on a

Vz € R; tan(arctanz) = x.
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4.4.1 Fonctions trigonométriques réciproques

r €| — g, g[, arctan(tanz) = x. (4.12)

Vo €] - g [, Vy € R; tanz =y <= x = arctany. (4.13)

ol 3

Proposition 4.1.10 :

La fonction arctan est impaire, strictement croissante, continue, de classe C*° sur R

1
et Ve € R; (arctan) (z) = —.
(arctan)’ («) = 15—
Preuve :
. . . . . . T T
La fonction arctan est impaire, car pour tout y € R il existe un unique x E] — 5[ tel que :

arctan (—y) = arctan (tan(—z)) ( d’aprés (4.11))
= —xz ( d’aprés (4.12))
= —arctan (y) ( d’aprés (4.13)).

D’apres les théoremes (3.3.13) et (3.3.14) la fonction arctan est strictement croissante, continue, de classe
C° sur R et pour tout z € R on a

1
tan/ (arctan (z))
1

arctan’ () =

T

= Vi el — =, =[; tan'(t) = 1+ tan®(t

1+ tan?(arctan (x)) (car ) 2 2[ an’(t) +tan™(t))
1
142
"
Proposition 4.1.11 :
Pour tout x € R, on a :
1 . x
a) cos(arctanr) = —— et b) sin(arctanz) =

V1422 V1422
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4.4.1 Fonctions trigonométriques réciproques

Preuve :

Soient z € R, 0 €] — g, g[ et 0 = arctanx

20
2 _ cos
a) cos cos?0 + sin?0
_ cos0
B sin?0
2014+ —5=
cos ( + 0520
1 T
= —F vl el — —, —|; 2(9>0.
T tanzg (ar V0 €l=5: 5L cos )
Donc Vr € R; cos? (arctanz) = # Cela implique que
’ 1+ 22
Vr € R; cos (arctan) L
x ; cos (arctany) = ———.
V1422
b) sinf = V1 —cos?f
_ cos%0
N cos?0 + sin?0
_ |1 cos>
cos20 | 1+ in”0
cos20
1
=1
1+ tan?0
_ tan’6
V14 tan20’
Ce qui montre que Vx € R; sin (arctanz) = _r n

V142

Exercice 4.1.12 :

Montrer que

1
et Vr € R*; arctanx + arctan () = -
T

1
Vo € RY; arctanz + arctan () = g
x

m
2

Solution d’exercice 4.1.12 :

1
Considérons la fonction f : R* — R définie par f(x) = arctanz + arctan ()

x
1
] il
La fonction f est dérivable sur R* et Vo € R*; f/(z) = 2 .
I+a2 1
2
T

Donc la fonction f est constante sur chaque intervalle de R*.

1
Puisque f(1) = 2arctanl = P g, alors Vo € R% ; arctanz + arctan () = g
x

4
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4.4.2 Fonctions hyperboliques

1
Et puisque f est impaire et f(—1) = 2arctan(—1) = —g on a alors Vo € R*; arctanz + arctan () = —%.
x

4.2 Fonctions hyperboliques

4.2.1 Fonction sinus hyperbolique

Définition 4.2.1 :

La fonction sinus hyperbolique est la fonction notée sinh ou sh qui définie sur R par :

x —T

e

—e
shx =

2

Propriétés 4.2.2 :

La fonction sh est impaire, de classe C* sur R et sh'(x) = chx. Son image est R.

Preuve :

Ces propriété se démontrent en utilisant les propriété de la fonction exp. u

4.2.2 Fonction cosinus hyperbolique

Définition 4.2.3 :
La fonction cosinus hyperbolique est la fonction notée cosh ou ch qui définie sur R par :

ef+ e *

ha =
cnx B

Propriétés 4.2.4 :
e La fonction ch est paire, de classe C™ sur R et ch'(z) = shx. Son image est [1,+o0].

e Pour tout v € R; ch?x — sh’x = 1.

Preuve :

Ces propriété se démontrent en utilisant les propriété de la fonction exp. u

4.2.3 Fonction tangente hyperbolique

Définition 4.2.5 :

La fonction tangente hyperbolique est la fonction notée tanh ou th qui définie sur R par :

shx ef —e *

thx = = )
v chx et +e %

107



4.4.2 Fonctions hyperboliques

Propriétés 4.2.6 :
La fonction th est impaire, de classe O sur R et th'(z) = 1 —th%r =

I Son image est | —1,1].

Preuve :

e Puisque la fonction exp de classe C*° et ne s’annulant pas sur IR, alors la fonction th I'est aussi. Elle est

impaire, car pour tout x € IR,
sh(—z)  —sh(z)

th(—z) = ch(—z)  ch(x)

—thx.

e D’apres le théoréme (3.3.10), la fonction th dérivable sue R, et pour tout = € R,

/
reon ﬁ’ [ ch?z —sh’x oy g2 1
th (z) = (Ch> () = (Ch% (1) =1 thr =

e Pour tout x € R on a

_1_6—2:(: 62z_1
Clde2e 142’

Et d’une part on a pour tout z € R

1
—oo<l—e® <1l e 0<—r<1
1+ e

Cela implique que pour tout x € R; th(z) <1

Et d’autre part on a pour tout z € R

1
“l<e®-1<+400 et 0<—p <1
1+ e2

Cela implique que pour tout x € R; th(z) > —1. n

4.2.4 Trigonométrie hyperbolique

Pour tous o, 5 € R on a :

ch(a+ ) cha.chB + sha.shf3
ch(2a) = ch?a + sh®a = 2ch?a — 1 = 1 + 2sh’a
sh(a+ B) = sha.chf + shf.cha

(

sh(2a)) = 2sha.cha

_ tha+thB
th(a+B) = T{haths

Preuve :

Ces relations se démontrent par simple calcul a partir de ’éxpression des fonctions hyperboliques.

108



4.4.3 Fonctions hyperboliques réciproques

Montrons par exemple sh(a + ) = sha.chB + shf.cha.

a_ ,—a B -5 B8 _ —B L« —a
sha.chf + shf.cha = c e cre e ¢ te

' 2
eaJrg + ea—ﬂ _ e—oHrB _ e—a—ﬂ eoz+6 4 eﬁ—a _ ea—ﬁ _ e—oz—,B
4

2etH 26*0‘*%
4
= sh(a+ B).

4.3 Fonctions hyperboliques réciproques

4.3.1 Fonction réciproque du sinus hyperbolique

L’application sh : R — IR continue et strictement croissante admet une fonction réciproque. notée

argsh : R — R.

Définition 4.3.1 :

La fonction réciproque de la fonction sinus hyperbolique est appelée argument sinus hyperbolique et est

notée argsinh (ou argsh ). Pour tout réel x, argshz 'unique réel y tel que shy = x, c’est-a-dire :

Ve € R, 31t € R; sht = x.

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

Ve € R, Yy € R; shx =y <= x = argshy.

Et pour tout x € R,

sh(argshx) = x, argsh(shx) = .

Propriétés 4.3.2 :

e Pour toutx € R, on a :

xT

ch(argshz) =1+ 22, th(argshz) = —— et argsh(z) = In(x+ V2?2 +1).

V1+ a2

(4.14)

(4.15)

e La fonction argument sinus hyperbolique est dérivable, de classe C*° sur R et pour tout réel x on a :

1

a/TgSh/(.’I}) = \/ﬁ
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4.4.3 Fonctions hyperboliques réciproques

Preuve :

e ® Puisque pour tout x € R; chz = v/1+ sh?x, on a donc

ch(argshz) = \/1 + sh? (argshz) = V1 + 22.

® D’apres la définition du th on a pour tout x € R,

th(argshz) sh(argshx) x I
g ~ ch(argshz) \/1+5h2 (argshz) VT2

® D’apres (4.15) on a :

ef—e T

e =y 1—|—y2<:>$:ln<y—|—\/1—|—y2> < x = argshy.

Yy =shr <y = 5

Finalement
Vy € R; argshy = In (y +4/1 —i—y2) :

e ® La fonction sh est dérivable sur R et sh'(t) = cht > 1 donc d’apres le théoréme 3.3.14 la fonction argsh

est dérivable sur R et pour tout x € R on a ,

1 1 1
ch(argshx) \/1+sh2(argsh:v) V1422

argsh'(z) =

® Enfin, la fonction = —— étant indéfiniment dérivable sur IR, la fonction argsh l'est aussi. [

1
V1422
4.3.2 Fonction réciproque du cosinus hyperbolique

Puisque la restriction de ch & Ry vers lintervalle [1,+o0o[, continue et strictement croissante sur R,

elle réalise donc une bijection réciproque, notée argeh : [1, +oo[— Ry.

Définition 4.3.3 :
La fonction réciproque de la fonction ch‘]R est appelée argument cosinus hyperbolique et est notée
+

argcosh (ou argch ). Pour tout réel positif x, argchx lunique réel y > 1 tel que chy = x, c’est-a-dire :
Va € [1, 400, 3t € Ry; cht = . (4.16)
On a donc, par définition de la bijection réciproque :

Vo € Ry, Vy € [1,+00[; che =y < z = argchy. (4.17)
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4.4.3 Fonctions hyperboliques réciproques

Et pour tout € Ry, argsh(shz) = .
Et pour tout = € [1, +00], sh(argshz) = x.

Propriétés 4.3.4 :

e Pour tout x € [1,4+00], on a :

771
sh(argchz) = Va? -1, th(argchz) = xT et argch(z) =In(z+ Va2 -1).

e La fonction argument cosinus hyperbolique est dérivable sur |1, +oo[ et pour tout réel x > 1 on a :

1

argch’(z) = T
x —_—

Preuve :

e ® Puisque pour tout x € R, on a ch?z > 1 et |shx| = v/ch?x — 1, on a donc pour tout x € [1, +oo

sh(argchz) = \/ch2 (argchz) — 1= 2% —1.

® D’apres la définition du th et ce qui précede, on a pour tout z € [1, 400/,

sh(argchz)  Va?—1
ch(argchz) =z

th(argchz) =

® D’apres (4.17), pour tout € R4 et y € [1,+00[ on a,

et +e

y:chm<:>y27<:>e$:y+ y2—1<:>x:ln(y+ y2—1><:>:n:argchy.
Finalement

Vy € [1,400[; argchy = In <y +1/y? — 1) )

e ® La fonction ch est dérivable sur Ry et Vo € R%; ch/(t) = sht > 0 donc d’apres le théoréme 3.3.14 la
fonction argch est dérivable sur |1, +oo] et par dérivation de 'égalité ch(argchz) = x pour tout z €]1, +o0]
on a,

argch'z.sh (argchz) = 1 < argch’z.v/22 — 1 =1 <= argch’z = T
x J—

® Enfin, la fonction z — étant indéfiniment dérivable sur |1, +00[, la fonction argch 'est aussi. m

2 —1
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4.4.3 Fonctions hyperboliques réciproques

4.3.3 Fonction réciproque du tangente hyperbolique

Puisque I'application th : R —] — 1, 1] continue et strictement croissante sur R, elle réalise donc une
bijection réciproque. notée argth :] —1,1[— R.
Définition 4.3.5 :
La fonction réciproque de la fonction tangente hyperbolique est appelée argument tangente hyperbolique

et est notée argtanh (ou argth ). Pour tout réel x strictement compris entre —1 et 1, argthx l'unique réel

y € R tel que thy = x, c’est-a-dire :
Ve el —1,1[, 3y € Ry; thy = . (4.18)

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

Vr e R, Vy €] —1,1[; the = y <= = = argthy. (4.19)

Et pour tout z € R, argsh(thx) = x.
Et pour tout = €] — 1,1[, th(argshx) = .

Propriétés 4.3.6 :

e Pour tout z €] —1,1[, on a :
1 1+
th(x) = =l .
argth(zx) ST

e La fonction argument tangente hyperbolique est dérivable, de classe C* sur|—1,1[ et pour tout réel |z] < 1

on a:
1
th'(x) =
argth! () = 1=
Preuve :

e D’apres (4.19), pour tout z € R et y €] —1,1[ on a,

2x

et —1 9 y+1 1, y+1

y:thx@y:m@ex: 1_y<:>x:§ln1_y<:>x:argthy.

On en déduit

1
Vy €] —1,1]; argthy = ln&.
-y
1
e La fonction th est dérivable sur R et Vz € R; th/(z) = e 1 —th%*z > 0 donc d’apres le théoreme
ch?x

3.3.14 la fonction argth est dérivable sur | — 1,1[ et pour tout z €] — 1,1[ on a,

1 1 1

th'x = = = )
ARGEE = Sy (argthxz)  1—th? (argthz) 1—2a2
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4.4.4 Exercices

® Enfin, la fonction x —
1— 22

classe C* sur | — 1, 1].
4.4  Exercices

Exercice 4.4.1 :

Montrer que pour tout a, 5 € R

étant indéfiniment dérivable sur | —1,1[, ¢’est donc la fonction argth de

th(a) + th(B)

sh(a—B) = sh(a)ch(B) — sh(B)ch(a), th(a+B) =

Exercice 4.4.2 :

Montrer par deux méthodes différentes que

1
Ve € [-1,1]; sin? <2arcsinx> =

DO | —

Exercice 4.4.3 :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3ch — 4.
1x Montrer que :

Va € [In3,In3]; —1 < f(z) < 1.

Soit g une fonction réelle d’une variable réelle définie par g(x) = arcsin(f(z)).

2% Déterminer D ’ensemble de définition de g .
3% Etudier la continuitée de g sur D.
4% Déterminer D' l’ensemble de définition de g'.

5% Montrer que pour tout x € D’ :

J(z) = 3shz .
\/S(Cha: —1)(5 — 3chz)

6% Tracer le tableau de variation de g.

Exercice 4.4.4 :

Sitmplifier les expressions suivantes :

a) ch(argshx) b) th(argshz), ¢) sh(2argshz),

e) sh(argchz), f) th(argchz), g) ch(argthz),

, r? -1 r? -1 1+ chx

j) argth (:162—H> , k) argsh ( 5 ) , 1) argch ( 5 ) .

(1-vi-a?).

~ 1+th(a) x th(B)

d) argch(22? —1),
h) argsh(2zv1+ 2?)
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4.4.4 Exercices

Exercice 4.4.5 :

137 137

1), arcsin(sin'3®) et arctan(tani3®).

1. Calculer :  arccos(cos=3"

2. Ecrire les éxprissions suivantes en fonction de x (c’est-a-dire sans les fonctions trigonomitrique)
cos(arctanx), cos(arcsinz), sin(3arctanx). et tan(arcsinz).

Exercice 4.4.6 :

T

1. Calculer la dérivée de f(x) = arctan f—.

En déduire que pour tout x €] —1,1[; f(x) = arcsinx.

2. Montrer que pour tout x €] — 1,1[; arccosz + arcsinx = 7.
Exercice 4.4.7 :

Soit f une fonction réelle d’une variable réel définie par :

B 1+ tanx
" 1—tanx

/()

1
1). Déterminer Dy et D% les ensembles de définition de f et ? respectivement.

2). Montrer que pour tout entier n et pour tout x € D% on a (f(z))" = f(nx).

Exercice 4.4.8 :

Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réel définies par :
2 (1 . 1 ~
f(x) = cos §arcsm(x) et g(x)= 5 (1 + M)

1). Déterminer Dy et Dy les ensembles de définition de f et g respectivement.

2). Etudier la continuité et la dérivabilité de f et g sur leurs domaines de définitions.
3). Trouver les éxpressionz de f'(x) et ¢'(x) pour tout x €] —1,1].

4). En déduire que pour tout = € [—1,1] on a f(z) = g(x).

Exercice 4.4.9 :

2
1°) Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie par : f(x) = arcsin (1 +ac 2).
x

Tracer le tableau de variation de f sur leur domaine de définition.

2°) Montrer que

1— 22

1+ 22

Ve elR; —1< <1.

2
3°) Soit g une fonction réelle d’une variable réelle définie par : g(x) = arcsin (1—!—952>
x

Etudier la fonction g sur leur domaine de définition.
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4.4.4 Exercices

Exercice 4.4.10 :

1° Montrer que

vz €]0, T si fane o v e]o, I !
x —[; sint = ——+ e x —[; coszt = ————.
TV 1+ tan?z oY V1 +tan?x

2° Montrer que

0 < arct <3) 1 aret ( o ) <I
arctan |\ — arctan | — —.
1 12) 2

3° Résoudre dans [—1,1] I’équation
n (2) . 3 ’ 5
arcsin () = arctan | o + arctan )

Exercice 4.4.11 :

Résoudre les équation suivantes :

2 3 3 1
arcsinx = arcsin (5> —arcsin (5> ,  arccosr = 2.arccos (4) et arctanx = 2.arctan <2> .

—1 1
arctan(2z) 4+ arctan(3z) = %, et  arctan (i — 2) + arctan (i i 2) = Z

Exercice 4.4.12 :

Etudier les fonctions suivantes :

1
f:xb—>x+arcsin<$+ )
x

g:x+— arcsin (1

2) — 2arctanx.
T
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Chapitre

Développement limité

5.1 Développements limités au voisinage d’un point

Définition 5.1.1 :
Soit f une fonction définie sur V- =V, un voisinage de xo ou sur V = Vg, —{xo}. On dit que f admet un
développement limité d’ordre n au voisinage de o (on note de fagon abrégée DL, (xg) ), s’il existe

des nmombres réels ag, a1, -+ ,a, et une fonction € tels que pour tout x € V,

f(@) =ao+ai (w—x0) +az (x—w0)* + -+ an (z—20)" + (x — 20)" £ (x — 29) ,

ou € est une fonction définie sur'V, telle que lim e (x —xg) = 0.
Tr—>XQ

on peut écrire aussi
f(z) =ao+a (x—x0) +ag (x—20)° + -+ an (z —20)" + O (z —x0) -

La fonction polynomiale x — ag + a1 (x — zo) + az (x — xg)2 + -+ a, (x—120)" est appelée partie

réguliére du DL, (xo) de f, et la fonction x — (x — z0)" € (x — z0) est appelée le reste du DL, (x¢) de f.

Exemple 5.1.2 :

en 0 a Uordre n.

1. DL de © — 1
1—=x

Pour tout x € Vy on a,

l4+z+22+.. +2" =
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

Donc

= 14az+22+.. +2"+2"
1—2 1—=z

= l+a+a?+ - +a2"+2"(z) ou e(z)=

= —
1—2 2—0

X

d’ordre n en 0.

Ce qui est le développement limité de

Toute fonction polynomiale admet un développement limité a tout ordre en 0.
Si f(z) = ap+ a1z + azx® + - + @, @™ et n > m, alors f admet un développement limité d’ordre n en 0
de partie réguliere est la fonction elle méme et le reste est la fonction nulle.
Si n < m, la partie réguliere du DL de f en 0 est ag + a1@ + a2x® + - -+ + a, 2" et le reste est R(z) =
12"+ ™ = a"e(x) on e(T) = apt1T + -+ Q™.
Comme par exemple : La fonction f :  — 325 — 223 + 22 — 2 + 4 admet un développement limité d’ordre
4 en 0 dont la partie réguliere est 4 — x + 22 — 22° et de reste est z*e(z) on e(z) = 3.

La fonction f admet aussi un développement limité d’ordre 6 en 0 dont la partie réguliere est 4 — z 4 22 —

223 + 325 et de reste est la fonction nulle.
Proposition 5.1.3 Si f: D — R admet un développement limité a 'ordre n en xg de la forme :
f(2) =ao+ a1 (& —x0) +ag (x—20)° + - +an (z—20)" + O (z —1x0) .
alors, pour tout m < n, la fonction f admet un DLy, (xo) s’obtenant par troncature :
f(x) = a0+ a1 (& —x0) +ag (z —20)° + -+ am (z — 20)™ + O ((x — x0)™) .

Preuve :

Via a1 (2 — 20)™ " 4+ an(z — 20)" + o((z — 20)") = o((z — 20)™). "

Unicité
Théoréme 5.1.4 :

Si une fonction f admet un développement limité a ’ordre n en xqy alors celui-ci est unique.

Preuve :

Par ’absurde, supposons que f admette deux développements limités a ’ordre n en z( distincts.
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

Il existe deux polyndémes de degré au plus égal a n, deux voisinages Vi, Vo de xg et deux fonctions €1, &9
définies sur Vi — {zo}, Vo — {xo} respectivement, tels que

f@)=ap+a(z—az0)+ay(x—x0)> 4+ Fan(x—20)"+ (& —20)"e1 (z) et lim e (z) =0 (5.1)

T—>TQ

et

Fx)=bo4by (z—x0) +by(x—m0)> 44 by (x—20)" + (x —20)" €2 (z) et lLim e (z) =0. (5.2)

Tr—>x0

Notons V' = V; N Vo, par différence des deux égalités (5.1) et (5.2), on obtient, pour tout z € V — {x¢},

(ap —bo) + (a1 — b1) (x — o) + (a2 — b2) (x — x0)2 4+t (an —bn) (z—20)" + (z —20)" [e1 (z) — 2 (2)].
(5.3)
En calculant la limite de cette égalité quand x — x(, on trouve ag = by.

Donc l'églité (5.3) devient, pour tout z € V — {z¢}
(a1 =b1) (&= 20) + (a2 = ba) (x —20)* + -+ + (an —bn) (x —20)" + (2 —0)" [e1 (2) —e2 (2)] . (5.4)

Ensuite on peut diviser cette égalité par x — x¢ puis en calculant la limite quand x — xg, on trouve a; = b;.
etc. A la fin on trouve ag = bg,a1 = by, -+ ,a, = b,. Les parties réguliéres sont égales et donc les restes

aussi. .

Corollaire 5.1.5 :
Soit f une fonction admettant un développement limité a l'ordre n en 0.
Si f est une fonction paire (resp. impaire) alors la partie réguliére de f ne contient que des mondmes de

degrés pairs (resp. impairs).

Preuve :
Puisque f admet un développement limité a ’ordre n en 0 alors, il existe un polynéme de degré au plus égal
a n, un voisinage V' de 0 et une fonction 1 définie sur V' — {0}, tels que

2

f(@)=ao+a(z)+az(x)"+ - +an(x)"+(x)"e1(z) et mligloel (z) = 0.
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

Puisque V' un voisinage de 0, donc 3§ > 0; | —0,0[C V.
Pour tout x € V — {0} ona —x € V — {0} et

f(=z) =ag+ai(—z)+az(—2)* 4+ (=1)"an (2)" + (=1)" (2)" &1 (—2)

=ag— a1z +ar® + -+ (=1)" apz™ + 2" (z) .

olt g = (—1)" &1 et verifie lim &5 (z) = 0.
z—0
Cas f paire :onaVz € V; f(z) = f(—=z). Par unicité du développement limité a 'ordre n de f en 0, on
obtient
Vk € {0a1a27"' 7n}’ ar = (_1)kak’

En on déduit que pour tout indice k impaire, on a a = 0. Cela montre que la partie réguliere de f ne
contient que des mondémes de degrés pairs.

Cas f impaire : onaVz € V; f(—z) = —f (z). Par unicité du développement limité a 'ordre n de f en
0, on obtient

Vk € {071’27"' ,’I’L}, —ag = (_1)kak

En on déduit que pour tout indice k paire, on a ap = 0. Cela montre que la partie réguliere de f ne contient

que des mondmes de degrés impairs. [

5.1.1 Formule de Taylor-Lagrange

Soient f de classe C™*! sur un intervalle I avec n € IN et xg,z € I. alors il existe une valeur ¢ entre x

et x telle que :

_ f (x0) £ (w0) 2 £ (o) ST () ni1
Cette relation appeléé formule de Taylor-Lagrange et le terme 1 (e) (x— xo)"H est appelé reste de

(n+1)!

Lagrange.
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

5.1.2 Formule de Taylor-Young

Soit f définie sur un intervalle I, admettant en un point zg € I des dérivées jusqu’a l'ordre n avec n € IN.

Alors il existe un voisinage V' de gy et une fonction € : V— R tels que :

1’

Ve eV f(2) = f(z0)+ L8 (2 — mp) + L0 (o — ) 4+ L0 (o) 4 (2 — ) e (a)

et lim e(x) =0.
T—rIQ

C’est la formule de Taylor avec un reste de Young ((z — zo)"e(x)).

5.1.3 Formule de Maclaurin

C’est la formule de Taylor-Lagrange avec a = 0 et ¢ = 0z avec 0 < 0 < 1, c’est-a-dire :

Ve eI, 30 €)0,1]; f(z) = f(z0) + L8 (2 — mg) + L0 (3 — 2g)? - L2000) (5 gy

n!
(n+1) (g 1
Eo (=)™

5.1.4 Existence du développement limité

Corollaire 5.1.6 :
St une fonction f de classe C™ sur un intervalle I alors f admet un développement limité a l'ordre n en

xg € I de la forme :

C’est-a-dire, si

fz)=ap+a (x—x0) +as(z—x0)>+ -+ an (z —x0)" + (. —20)" e (2) avec lim € (x) =0,

Tr—>T0

alors

f(k)(xo)

x = ay, pour tout k € {0,1,2,--- ,n}

Remarque 5.1.7 :

1. Si f admet un DL en un point xo a l'ordre n > 0 de partie réguliére ag + a1 (x — o) + az (v — 930)2 -+
st ap (- mo)n, alors f est continue en xg ou est prolongeable par continuité en zq et f(xo) = ag.

2. Si f admet un DL en un point xog & lordre n > 1, alors f est dérivable en x¢ et on a f(xg) = ag et

' (x0) = a1 et Uéquation de la tangente au graphe de f en ce point est y = ag+ a1 (x — x¢).
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

5.1.5 Développements limités des fonctions usuelles

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir le développement limité d’ordre n en 0 de plusieurs fonc-
tions usuelles.

le Considérons la fonction exp : x € R —— €. La fonction exp est indéfiniment dérivable dans R et
pour tout k € R; exp® (0) = 1.

On en déduit que le développement limité d’ordre n en 0 de la fonction exp est,

2 n
e =1+F+5+ -+ 5 +ate(x) avecs(a:)ijO.

2e Les fonctions sin et cos sont indéfiniment dérivables dans IR et pour tout z € R on a

sin(”) r = sin (x + n72T> et cos(") T = COS <x + n72r> .

On en déduit que le DL d’ordre 2n + 1 en 0 de sin et le DL d’ordre 2n en 0 de cos sont,

SinlL‘:x—§+%+"'+(—l)n%+x2n+25 (LU) aVGCé(IE) xjo 0.
2 4 2n
cosr =1-— % + % + -+ (_1)n (:Sn)! +22tle (z) avece (z) 33:)0 0.

3e La fonctions g : © €] — 1,400[— (14+2)* (avec a € R fixé) est indéfiniment dérivable dans
] =1, 400[ et pour tout # €] — 1, +oo[ on a: (1+2))™ =[ax (a—1) x -+ x (a —n+1)] (1 +2)*"
On en déduit que le DL d’ordre n en 0 de g est,

a><(a—l)x2+“.+a><(a—l)x---x(a—n+1)xn+xn€(x)
21 n! (5.5)

avec ¢ (z) — 0.
T—>

(1—|—;1:)a:1—|—%x—|—

4e La fonctions h : x €] — 1, +00[— In (1 + ) est indéfiniment dérivable dans | — 1, +00[ et pour tout
n+1
z€l—1,+oc[ona:in™ (1+z)= ((1—|—x)71)( ).

On en déduit que le DL d’ordre n en 0 de h est,

1 1 1
In(l+z)=a— 5932 + §$3 o ()" =g ame () avec e (z) — 0. (5.6)
n

z—0

Remarque 5.1.8 :

e En remplagant x par —x dans les DL de x — In(1+x) et © — (1+2)%, on en deduit les DL de
zr—In(l—21) et de x — (1 — ) d’ordre n en 0.

e Soient f une fonction admette des DL au voisinage 0 et au voisinage de xg.

Pour déterminer un développement limité de f en xg, on détermine le développement limité en 0 de la

fonction g — f(xo + h) en faisant le changement de variable x = xg + h.

121



5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

Exemples 5.1.9 :

1
1). DL de x —
1—=x

Pour oo = —1, d’apreés (5.5) on a :

d’ordre n en 0.

1 _ 2 n,_n 1\ ,.n
1+$—1—x+x +- (=) 2"+ (—1)" 2" (x) avece(x)mjoo. (5.7)

En remplacant x© par —x dans (5.7) on obtient

1 2 n n
—— =1l4z+4+2°+---F+a2"+z"(x) avece(x) — 0.

1—2 z—0
2). DL de z— ——— dordre 3 en 0
. ex ordre 3 en 0.
VvV1i—=x
1
Pour a = —5 d’aprés (5.5) on a :
1 1 3 5
1+$:1—§x+§x2—§a}3+x35(x) avec € () =0 (5.8)

En remplacant = par —x dans (5.8) on obtient

1
1—2

1
ke B mee) o0

z—0
3). DL de x — €® d’ordre n en 2.

On pose h=x—2 — 0.
T—>2

=e2eh avec h =2 —2

_ 2 1_|_ﬁ_|_h72+ _|_@+hn (h) (h)—>0
=e TR TR 5 avec e (h) —+
2 n
o r—2 (z—2) (x—2) o B B
=e (1 t—rt gttt (x—=2)"e(x—2)| avece(z—2) —,0

4). DL de x — Inx d’ordre 4 en 1.

On pose h=xz—1 — 0.
z—>1

Int =In(h+1) avech=x—1
1 1 1
=h—-h?+ 13— "h'+hle(h) avec h=x—1ete(h) — 0
2 3 4 1 h—0
3

= a1 @) @) @D e (- 1) avee e(@—1) — 0.

5). DL de x — /2 + x d’ordre 3 en 1.
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

On poseh=x—-—1 — 0.
r—1

V2+x =+3+h avech=2—-1

h

—_

=\/§(1+§)2

1h 3 /h\%2 5 /h\> /h\® /h h
= V3 1_23+8(3) _8<3) +(3) 5(3)> “’Wm(g) -

= 1 A2 5 43043 ) W R
V3 (1 ?h+24h 1216h +h£(g) aecs(h)h 00

= l——(z-D+—(2-1)-—@-1°+(@-1)° -1 ) Ve —-1) — 0.
V3 6(ac ) 24(:13 ) 216(:1: ) (x—=1)"e((z—1)) avec € (x )x 10

5.1.6 Opérations sur les développements limités

Dans ce paragraphe, on suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a I'ordre n :
f(z) =ao+ a1z + ax® + -+ apa™ + a1 (v)  avec limosl (x) =0,
Tr—>
g(x) =by+bix+ box? + -+ bpa™ + 2"y (z) avec lim052 (z) =0,
T—>

Développement limité d’une somme et d’un produit de fonctions

e f 4 g admet un D.L. & 'ordre n au voisinage de 0 qui est

f(x)+g(x)=ao+bo+ (a1 +b))x+ (az+ba)a® + -+ (an + by) 2" + 2" (z) avec lim e (x) =0,

z—0

e f x g admet un D.L. a 'ordre n au voisinage de 0 qui est

f(z)xg(z) =apby+ (aghr + arbg) x + - - - + (aobp + a1bp—1 + - - anbo) 2" + 2" () avec lime(z) =0,

r—0

Exemple 5.1.10 :
Calculons le DL de €®ln (1+x) en 0 d l'ordre 3. On sait que

$2 3

e =14+x+ 7t te e (x) avece(x)ijO.

— Lo, ls, 3
In(l+z)==x 5% —|—3£C +z°¢ () avecs(x)$:>00.
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

1 1 1
’a3:67b020)b1:1,b2:—* 6tb3:*. Donc

On noteag =1, a1 =1, as = 5 3

DN =

e®In (1+x) = agbo + (apby + a1by) x + (apbs + aiby + azbo) % + (aobs + a1bz + azby + azby) ¥ + 3¢ (z)

1 1
:x+§x2+§x3+x35(x).

Développement limité d’une composée

Soient I et J deux intervalles ouverts contenants 0, g une fonction de I dans J et f une fonction définie
sur J.
Si g(0) = 0 (c’est-a-dire by = 0) alors la fonction f o g admet un D.L. a ordre n au voisinage de 0 dont la

partie réguliere est le polynome tronqué a ordre n de P(x) = ag + a19(x) + azg?(z) + - - - + ang™(z).

Exemples 5.1.11 :

1% Calculons le DL de In (1 + z + x2) en 0 d l’ordre 3.

2

On pose ici u(x) = x4+ x* — 0. On sait que
z—0

_ Lo, 13 3
ln(1+u)—u—2u +guttu e (u) avece(u)ujoo.

On aura besoin de calculer un DL a Uordre 3 en 0 de u? et u®.

u?(z) = ag.ap + (ap.a1 + aj.ap) x + (agp.a2 + ay.a1 + az.ap) 2+ (ap.az + a1.a2 + az.a1 + as.ap) z3,

otayg=0,a1=1,a,=1, ag = 0.

Donc, le DL a Uordre 3 en 0 de u? est
u?(x) = 2% + 22° + 2% (z) .

ud(x) = u(z).u?(z)
= ag.by + (ag.b1 + b1.ag) T + (ag.by + a1.by + az.by) 2% + (ag.bs + a1.by + ag.by + az.by) x> + x3¢ (v) ,

011[)0:0, b1:0, bgzl, b3:2.
Donc, le DL a Uordre 3 en 0 de u® est

u?(x) = 2° + 2% ().
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

En on deduit,

In(1+x+2?) :x+x2—1<x2+2x3)+ém3+m3s(m+x2) avecs(:n+x2> — 0

2 z—0

— Lo 25 3
_x—|—2x 3% + z°¢ (z) avecs(:c)z:)OO.

2% Calculons le DL de /1 + 2e* en 0 a ordre 3.

On connait le DL de e* en 0 a l'ordre 3 :

2 23

T _ z r T 3/ /
e —1—|—1!+2!+3!+x5(m) aveca(x)zjoo.

Donc

x .562 ZE3
VIF2% = [1+2 1+F+§+§+x35’(x)

1
= \/3+2x+x2+3x3+$35’(x)

2 1 1 3
_ \/§J 1+ (33}—}— ot ot 4 %e’ (m)>

3

2 1 1
=V3\/1+u(z) avec u(z) = 34T §x2 + §x3 + %e' (x) —,0

On connait le DL de /1 +u(zx) en 0 d ordre 3 :

_ L 1o 1 5 3
\/1+u—1+§u—§u +Eu + u’eo (u) avecso(u)ujoo.

Nous aurons besoin de calculer seulement les monomes de degré p tel que p < n de u® et u>.

u?(x) = ap.ap + (ag.a1 + a1.a0) x + (ag.az + a1.a1 + as.ap) x® + (ag.as + a1.a2 + az.a1 + az.ap) 3 + v (x)
= éxg + éx?’ + 231 (2) avec ey () — 0
9 9 1 1 o0 '
\ . D 1 1
otap=0,a; ==, a3 =—, a3 = —.
0 P01 =3, 02 = 3, 43 = O
ud(x) = u(z).u?(z)

= ao.bg + (ao.b1 + bl.ao) T+ (ao.b2 +a1.b; + a2.60> %+ (ao.bg + a1.bo + as.b1 + ag.bo) a3 + x3e9 (a:)
_ 8 3 3
= 50T +2°e9 () avec g2 () — 0,

ot bgp=0,b=0,bg=—, b3 =—.

O
W
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On a alors,

1(2 1 1 z? 4 4
VIF2er = 1+-(2 3, 2 L 2 3 )
+2e \/§<+2<3x+3x +9x+35()> 8(9 t5® + 231 ()
1
+— (28730 + 29 (x )) + 23 (x) avec e () — 0.)

16 z—0
VA R

+23¢ (v) avec e () —, 0
T—>r

Développement limité d’un inverse

Voici comment calculer le DL d’un inverse ?

Ona f () = ap + a1x + agx® + - - - + apz™ + 2" ()  avec lirnoal (x) =0,
z—>

. a2 2 an n ]. s, . 1 ]. ]_
eSia 0 on pose u(x —x—}—fﬂc—}— A+ —z _1_75 Alors, = s’écrit — = — .
0 F P (z) = w’ e a0 a0 (). f f aol—Fli
e Si ay # 0 pour un certain k € IN* avec k <netVp € {0,1,2,--- ,k—1}; ap = 0, la fonction 7 n’admette
m
pas un DL au voisinage de 0. Mais la fonction z — % avec m > k admet un DL d’ordre n — k au
x
voisinage de 0, car pour tout = € D% — {0}
m xmfk
flx)  ap+appzt 4+ -+ apaF + 2 Fey (2)
T 1
oap 1+o(z)
. k41 an oo 2"
ouv(zr) = x4+ —a" T+ 1 (z)
ay ay, ag

Exemples 5.1.12 :

1
1) Calculons le DL de x — 5 en 0 a lordre 4.

—x
1 _1 1
2—x _21_£
2
()6 o (6)
2 2 2 2 2 2
1 x 22 2 a2t 4
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2)x Calculons le DL de x — en 0 a l'ordre 5.

COSx
1 _ 1
cosL 1 I %xQ + ix‘l +1O (355)1
=1"u avec u = §x2 — ﬂx‘l -0 (x5)
=1+u+u’+0 (u?) avec u?= }x4+0 (:1;5) et O (uz) =0 (x5>

3)x Calculons le DL de x — au voisinage de 0 a l’ordre 4.

SinT
T 1
sinx SinT 1
= 7. T
i3, L5 5
x 637 —|—120:c +O(a:)
= .

L I 4
31:<1—6x +m:c —|—O(x ))

= avec u = —le + iw“ +0 (374)

1+u 6 120 1
:1—u+u2+0(u2) avechZ%x4+O<m4)
1 1 1

i (te o4 4) (4 4) 4

g 61‘—;120% +O(m) +{ 3% +O(x) + O (z%)
_ Lo 1 4 4
=14 go* + gow +O(:c).

f

Méthode : Si g(0) # 0, alors le dL. de = est défini via le quotient de la division de la partie reguliaire
g

de f par la partie reguliaire de g suivant les puissances croissantes.

Exemples 5.1.13 :

9 _ 9 2 _ .3
1)e Calculons le DL de x — e en 0 a lordre 3.
1+ —a?

127
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L’algorithme de calcul du quotient de la division, suivant les puissances croissantes
2 —x +21? —a3 1+z—2?
—(2 42z  —22?) 2 — 3z 4 72? — 1123
= 3z +4a? —z3
—(=3x —-3z2%  +32%)
= T2 — 43
—(72% 723 —Tat)
= —11z* 472t
—(—112® —11z* +112°)
= 18z —112°

ea:

2)e Calculons le DL de x —

T — lnx

Onpose h=x—1 — 0.

enl a lordre 3.

z—>1
On a
et eh+1
r—Inx  h+1—In(1+h)
- e.el
 h+1—In(1+h)
h?  h3 3
e. <1+h+2+6+0(h ))
- (h—1h2+1h3+0(h3))
22 3 3
h h 3
B L+ ht o+ = +0 (k)
- Ly 1.3 3\
L—ht Gh* = h +0 (1?)
L. 2 h3 1 2 1 3 . . .
En calculant la division de 1 + h + > + 5 par 1 —h+ §h — §h sutvant les puissances croissantes
1 1 1 1
1 h —h? —h? 1—h+-h?—_n?
+ —I—% —|—16 + 5 33
-1 —h +§h2 —gh?’) 14 2h+2h + §h3
1
=  2h +§h3
2
—(2h  —2n* 4P —%h“)
1
= 2n?  —-n* It
2 3 9
—(2r%  —2h3 4Kt +IRP)
— gh?) —§h4 _2]15
1
—(gh3 R G R
= 32114 —ﬁhf’ +25h6
_ 6 12 2
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

5.1.7 Intégration de développements limités

Théoréme 5.1.14 :
Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I contient xqy et f' une fonction de classe C™ sur I dont

le DL en xg a lordre n est
fi(@) = ao+ar(z —x0) + -+ + an(z — 20)" + o (x — 20)"),
alors f admet un développement limité a l'ordre n + 1 en xqy de la forme :
f(x) = f(z0) + ao(x —w0) + -+ + ant1(z —x0)" ™ + o (z — z0)" )

Cela signifie que l'on intégre la partie polynomiale de DL de f/(z) terme & terme pour obtenir le DL de
f(z) — f(zo) en .

Preuve :
Supposons que f" admet un DL d’ordre n — 1 on 0 de partie réguliere P. Il existe alors P € R[X] de degré

au plus égal & n — 1, un voisinage V' de 0 et une fonction e défimie sur V' — {0} tels que

Ve eV —{0}; f'(z) = P(z) + 2" 'e(z) et lime(x)=D0.

z—0

On en déduit que
£(x) = £(0) +/O P(t)dt + 27(x).

Puisque l'intégrale d’un polynéme de degré au plus égal a n — 1 est un polynéme de degré au plus égal a n,

aiors par unicité du développement limité on obtient
x
Q:xz+— f(0) +/ P(t)dt est la prémitive de P qui vaut f(0) en 0.
0

D’ou le résultat. ]

Exemples 5.1.15 :
1) On peut retrouver le développement limité de x — In(1 —z) en O par cet outil.

-1
En effet (In(1 —x)) = T2 On sait que

=l+a+a’+ - +a"+0(")

1—=x
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

donc par intégration de ce développement limité, on obtient

1 1
In(l—z)—In(l) = -z — 5362 — mx"“ +O(z™t)

2) Calculons le développement limité de x — arcsinx en 0 d lordre 7.
1

V1—a2’

La fonction x — arcsinx est de classe C™ sur I =] —1,1] et (arcsinz) =

Au voisinage de 0 on a

%x‘l + %xﬁ + 0 (:r6>

DN |

(1-2%) :1+%x2+

donc par intégration, on obtient

. . o . o 1 3 5 o 7 7
arcsinx — arcsin0 = arcsinr = x + 6;1: + Ex + mx +0 (a: )

Attention : On peut intégrer mais pas dériver un développement limité. f peut admettre un DL sans

que f’ n’admette un DL. A titre de Pexemple suivant :

Exemple 5.1.16 :

La fonction

2
20 +a® + a3+ xdcos(=) s xF#0

fireR— x
0 si =20

Cette fonction est dérivable sur R de dérivée
2 2 2 2 ;
2+ 2x +32° + 32°cos(— ) +4sin(—)  si z#0
x x

ffixeR—
2 si =0

2
Puisque pour tout x au vvoisinage de 0 on a f(x) = v+ 2> + 2%¢(x) ot e(x) = = (1 + 608(2)) — 0
X T—>
alors f admet un DL d’ordre 2 en 0. Mais ' n’a pas de limite en 0, donc ne peut pas posséder un DL d’ordre

1 en 0 de f' a pour partie réguliére 2 + 2x

5.1.8 Développements asymptotiques

Définition 5.1.17 :
Soient I un intervalle et xg € I ou une extrémité de I et f une fonction réelle définie sur I ou sur I — {xo}.

On appelle développement asymptotique de f en xg s’il existe des fonctions simples go, g1, - , gn telles
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que au voisinage de xq :

f(x) = aogo(x) + arg1(x) + - + angn(x) + 0o(gn(x)) et go>g1 >+ > gn,
ot ag,at, -+ ,ay sont des constantes réelles.

Remarque 5.1.18 :

e Dans un développement asymptotique une fonction en xo (fini ou infini), chaque terme de la somme est
négligeable devant le précédent au voisinage de xg.

e Un DL, (x0) est un développement asymptotique d la précision (x — xo)™.

o Pour forme un développement asymptotique, on exploite les techniques calculatoires des développements
limité.

o On peut faire un développement limité au voisinage de co. On introduit une variable auxiliaire X =

— 0.
€r T—00

Exemples 5.1.19 :
1. Calculons le développement asymptotique de x — In(1 —x) a 5 termes en —oo.

Quand x au voisinage de —o0 on a

(—=(

=In(—z)+In(1- ;)

= in(~2) +In(1 —u(x)) avecu() = — 0

= In(~2) — u(x) - suX(x) - 20 (x) - u'(2) — O (uh(a))  avec u(w) = -
(~a) -+

2. Calculons le développement asymptotique de x — /1 + 22 a 4 termes en +0o.

Quand x au voisinage de +00 on a

V1422

I

8
—_
_|_
ol =

x

=zy/1+u(z) avecu(z)= %
D). 1
_x<1+2u(x) ¥ (:r)+16u (z) O(u (:I})) avecu(ac)—xQ
ot 1 _i 1 —O(1>

T o T 8% T 168 z°
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5.1.9 Applications des développements limités et asymptotiques
Détermination d’équivalents

Les développements limités sont un otil éfficace pour la recherche de I’équivalent d’une fonction donnée

au voisinage d’un point.

% Le premier terme non nul d’'un développement limité ou d’un développement asymptotique d’une

fonction en un point fournit un équivalent simple de la fonction étudiée au point considéré.

Exemples 5.1.20 :
I. A partir des développements limités des fonctions usuelles, on obtient donc au voisinage de 0 les équivalents

sutvants :

2

sint ~ x, tanz~z, In(l+z)~z, e —1=u, 1—cosx%?, (1+2)" -1~ ax.

II. Déterminons un équivalent simple de In(1 — x) + arcsinz au voisinage de 0.

On a
Lo 13 3 ~ L 3 3
In(l—z)=—-r—-a°—;2°+0(z°) et arcsint =x+ —x +O(:r).
2 3 6
. Lo 13 3 o .
Donc In(1 — z) + arcsine = ——xz° — —x° + O(z”). Cela montre I’équivalent suivant

2 6
In(1—2x)+ arcsinz ~ —51‘2 quand © — 0.

, . .. . sinxT — T L
II1. Déterminons un équivalent simple de ———— au voisinage de 0.
TSinT
23
Du DL d’ordre 4 en 0 de la fonction sin, on deduit que sinx — x % B
On en conclut que
23
SINT — T 6 T )
—— N ——o =-—— car Ssnr N I.
rsinx 0 T 6 0

Détermination de limite

L’obtention d’un équivalent permet d’obtenir la limite de la fonction considérée.

Exemples 5.1.21 :

2
1% Calculons la limite en O de la fonction x — ey

24
in

2—x
On peut calculer cette limite de la maniére suivante :

X

In(2+ x) :ln2—|—ln(1+5) :ln2+£+o(%) et In(2—x) :ln2+ln(1—§) :ln2—£+0(2).

2 2 2
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On a donc 5
T
In =In(24+x)—In(2—1)
T
= O(=) ~ =
x -+ (2) S @
On en déduit que
. 2xcosx . 2xcosx
lim ——— = lim
t—0, 2+ z—0 x
In
2—x
= lim 2.cosx
x—0
= 2.
x.tan’z — 3
2% Calculons la limite en 0 de la fonction x +— —————
222 tan3z
Du DL d’ordre 3 en 0 de la fonction tan, on obtient
L 3
tanr ~ =, tanr —x = —zx° et tanx+zxr =~ 2.
0 o 3 0
Puisque
z.tan’z — 23 tan x — 2
222 tandx 222 tandz
tan:p —z) (tanz + x)
222, tan3
On en déduit que
I3
x.tan’z — 3 . gac 2
im———-ma—- = limux.
z—0 2x2.tan3z :Li—>0 225
~3

Remarque 5.1.22 :
Les DL sont trés efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées ! Il suffit juste de remar-

quer que si f(x) = co+c1(x —xz0) + -+ alors ll_@ fl@) = co.
x o

Prolongement d’une fonction en point

Proposition 5.1.23 :

Soient xo un point dans un intervalle I ou une extrémité finie de I et f une fonction réelle définie sur
I —{xo}. Si au voisinage de xq la fonction f admet un DL de la forme f(z) = co+ c1(x — z0) + o(z — z0)
alors on peut prolonger f par continuité en xo en posant f(xo) = co et ce prolongement est dérivable en a

avec f'(xg) = ¢1.

Preuve :

Puisque xmof(x) = xmo (co+ c1(z —x0) + o(x — x0)) = co donc on prolonge f par continuité en zy en
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posant f(zg) = ¢o. De plus lim fz) = F(zo) = lim (co+ e1(@ = o) + o(@ = 20) = f(20) = ¢ et donc
T—T0 T — X0 T—T0 T — X0
ce prolongement est dérivable en zq et f'(zg) = 1. "

Exemple 5.1.24 :

tanx
Montrons que la fonction f : x — —— prolongiable en 0 et son prolongement est une fonction de classe
x

T
Ctsur]- T
sur | 5 2[ F 7r
La fonction f est évidemment définie et de classe C' sur les intervalles | — 5 0[ et 0, 5[ Au voisinage de

1
0onaflz) =1+ §x2 + o(x?). Donc f prolongiable par continuité en 0 en posant f(0) = 1. De plus, ce
prolongement est dérivable et f'(0) = 0. Etudions maintenant la continuité de f' en 0.

Pour tout x €] — g, g[— {0},

—tanx

2
fl(z) = cos xx2
z (1 + tan’z) — tanz

> )

Au voisinade de 0 on a

Par suite f' est continue en 0.

Position local d’une courbe par rapport a sa tangente

Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle I contient xg. Soit f admet un DL a 'ordre n en
zo de la forme f(z) = co+ c1(x — 20) + cx(x — 20)F + -+ en(@ — 20)" + o((z — 70)") Ol ¢k, est le premier
coefficient non nul apres ¢; avec 1 < k < n.

Comme la fonction f est définie en zg, on a alors que ¢y = f(x¢). D’aprés la proposition 5.1.23, on établit
aussi que ¢; = f'(xo).

L’équation de la tangente T & la courbe de f au point d’abscisse zg est : y = ¢o + ¢1(z — z0).

Etudions maintenant la position du graphe de f par rapport & T au voisinage de xg.

Pour cela déterminons le signe de f(z) — (co + c1(z — z0)) c’est-a-dire le signe de cx(z — z¢)".

Il y a trois cas possibles.

e Si le signe de cx(x — x0)¥ est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente 7.
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e Si le signe de ¢, (z — z0)" est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente 7T'.
e Si le signe de cx(x — xo)k change si l'on passe en xg de gauche a droite alors la courbe traverse la tangente
T au point d’abscisse zg. Ce point appelé point d’inflexion.
Exemples 5.1.25 :
2z

ea:_

a) Déterminons la tangente (T') en 0 du (T') graphe de f : R* — R définie par f(z) = : et précisons
la position du graphe (T') par rapport a (T).

Au voisinage de 0 avec x # 0 on a

1

f(x) =2z 5 3 1
x+x—+2+£+0(:v4)
2 61 24
= 2.
r z* 23 3
1+12+6+24+O(x) o
—9 - _r, v 3
_2'1+u(x) avec u(x) 5+ % +24+O(J:)
2_ .3 3 2 z? o 3 3 @’ 3
=2.(1-u+u*—u"+0(u?)) avec u (x):——f—f-l-O(J:) et u (:c):§+0(:n)
2 3 2 3 3

L, (1_<§+956+;’4+0($3)>+<Z+xﬁ+O(m3)>—<”;+0(a:3)>+0(w3))

:2—x+ﬁx2+0(:ﬂ2).

Alors, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 2. de plus ce prolongement est dérivable en
0 et f'(0) = —1.

L’équation de la tangente (T') est y =2 — x.

Puisque f(x) — (2 — ) ~ ix2 > 0 donc, au voisinage de 0 la courbe (I') au dessus de sa tangente (T).

12
b) Déterminons la tangente (A) en 0 du (C) graphe de g : R — {—2} — R définie par

1
f(x) = lnx2 4+ 4z 44

Au voisinage de 0 on a

et précisons la position du graphe (C) par rapport a (A).

g(z) =in((x+2)7?)
= 2In(r+2) avec x> -2

=-2(In2+In(1+ :26)) avec x> —2
r 2?23 3

= —2(ln2— 5+ — 5 +o(2)

_ Lo, 1 3 3

= —2ln2—|—m—1x —i—ﬁx +0(a: )
L’équation de la tangente (A) est y = —2In2 + .

1
Puisque g(z) — (2 — ) ~ —Z:c2 < 0 donc, au voisinage de 0 la courbe (C') en dessous de sa tangente (A).
c) On cherche d préciser la position du graphe (C) de h : R — R définie par h(x) = x* — 423 + 2 par

rapport a sa tangente (D) au point d’abscisse 2.
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5.5.1 Développements limités au voisinage d’un point

e On remarque que Uéquation de la tangente au point d’abscisse 0 est y = 2. Comme —4z3 change de signe
en 0 alors le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion de h. Car le DL de h en 0 est h(z) = 2 — 423 + z*.

e Pour le DL de h(x) en 2, on pose u = x — 2

h(z) =h(u+2) avec x=u+2
= (u42)* —4(u+2)*+2
= (u? + 8u® + 24u® 4+ 32u + 16) — 4 (u + 6u* + 12u + 8) + 2
= —14 — 16u + 4u? + u*
=—14-16(z—2)+4(z—2)* + (z —2)*.

L’équation de la tangente (D) esty = —14 — 16 (z — 2).
Comme 4 (z — 2)3 change de signe en 2 donc, le point d’abscisse 2 est un point d’inflexion de h. De plus,
pour x assez proche de 2 a gauche (x €]2 —¢,2[ avece > 0) le graphe (C) est en dessous de sa tangente

(D) et pour x assez proche de 2 d droite (x €]2,2+ ¢[) le graphe (C) est au dessus de sa tangente (D).

Position d’une courbe par rapport a son asymptote

Soient f une fonction définie au voisinage de oo et a et b deux constantes réelles.
c c 1
Un développement asymptotique de f en oo de la forme f(z) = ax +b+ —]Z e —Z +o(—-) ol k est le
x x x

plus petit entier tel que 1 < k& < n et le coefficient de % soit non nul, permet de conclure que la droite
d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe de f en oc.

De plus, I’étude du signe du % permet de positionner la courbe de f par rapport a cette asymptote.
Exemples 5.1.26 :

1°) Déterminons l’équation de lasymptote (A) de (C) graphe de f: R* — R définie par

f(z) = er Va2 + 27 + 1 et précisons la position du graphe (C') par rapport a (A) en +oc.

Au voisinage de +00 on a

1
= (—l—l) avec u=—- — 0
U Tr x—>+00
2 3
_ U () (L
= 1+u+2+6+o(u)> SR
1 3 2
:2+—+7u+7u2+0(u2>
U 32 1
=92 22 -
+x+2x+3x2+0(9@2

Donc Uéquation de (A) Uasymptote de f en 400 est y =2+ x.

Puisque f(x) — (24 x) fad % > 0 donc, au voisinage de +oo la courbe (C) reste au dessus de (A).
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5.5.2 Exercices

2°) Déterminons l’équation de 'asymptote (A') de (C') graphe de g : R — R définie par
et précisons la position du graphe (C') par rapport a (A') en —oo.

1
T) = ——o
g(x) o

Au voisinage de —oo on a

1
g(z) = —
1 1
oz I 1
1+;+?

1 1 1+1 0
== avec u=-—+ —

z \/1+u T x?rz——occ

1 1
:—;. 1—§u+ u2+0(u2> avec u2:7+0 —
o 1 1 1<1+1>+3(1+ <1>>+ (1>
oz 2\z x? 8 \ z2 o\ 2 o\ 2

1+ 1 n 1 n 1
= —— - - ol —

x  2x?  8a3 x3

Donc Uéquation de (A") lasymptote de (C") en —oo est y = 0.

1
Puisque g(x) ~ —= >0 donc, au voisinage de —oc la courbe (C") reste au dessus de l’asymptote (A').
x

5.2 Exercices

Exercice 5.2.1 :

Calculer le développement limité au voisinage de 0 de
1
—
1+Vi+tz+V1I—2z

1
b) x — In (W) d Uordre 4.

a) x a lordre 3.

¢) x — ——— a lordre 5.
1 —arctanx

Exercice 5.2.2 :
T
1* Déterminer le développement limité a l’ordre 4, au voisinage de 3 de la fonction : x — cosx

2* Calculer le développement limité a l'ordre 3 en g de la fonction h : x — In(sinz).

/1 2
3 a) Donner un développement limité a l'ordre 2 de f(x) = te en 0.
1+z+v1+ 22

b) En déduire un développement asymptotique d 2 termes en +oo de f.

c) Calculer un développement asymptotique d un terme en —oo.
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5.5.2 Exercices

Exercice 5.2.3 :
1. Ecrire les développements limités d’ordre 6 en 0 des fonctions — shx et — chz.

2. Calculer, en effectuant le produit, les développements limités d’ordre 6 en 0 des fonctions :

r—s sh’z, xr— ch’sz et x+— shx.chz.

3. Retrouver les résultats de la question précédente, en utilisant les formules :

h(2x) —1 h(2 1 h(2
sh?x = %, ch’x = M et shzr.chx = sh :B)
2 2
Exercice 5.2.4 :
On suppose que le DL de la fonction argsh a lordre 5 en 0 est
argshx = ax + bz’ + cx® + o(z?),
ot a, b et ¢ sont des constantes réelles.
Trouver a, b et ¢, par deux méthodes différentes.
Rappelons que pour tout x € R, on a
1
argshz =In(x+ Va2 +1), argsh'sr = ——, ch(argshz) = V2241 et sh(argshz) = z.
g (z+ Va2 +1), arg T chlargsha) = V/ (argshz)

Exercice 5.2.5 :
(1) Calculer le développement asymptotique de x — cothx en 0 d la précision de 3.

(2) Calculer le développement asymptotique d 3 termes au voisinage de +o0co de x — x.arctan (—i—l)
x

Exercice 5.2.6 :

Dteterminer les limites suivantes :

x® —a* ~ arctanx — x?
im avec a > 0, lim ————,
s—aqarctanz — arctana z—0 cos (22) — 1
” shx — 2sh2x + sh3z ” (ln(m + 1))zlm
im , im |——= .
e—0in (14+ 2z + 222+ /1 -2z —1—2?) z—>+o00 Inx

Exercice 5.2.7 :
1) Préciser la position du graphe (C) du fonction f: R — R définie par f(x) = e + sinx par rapport a
sa tangente (T') au point d’abscisse 0.

2) Préciser la position du graphe (=) du fonction g :] — 1,+00 — R définie par g(z) = In(2? + 2z + 1)
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5.5.2 Exercices

par rapport 4 sa tangente (A) au point d’abscisse 1.

Exercice 5.2.8 :

x
a) Calculer le développement asymptotique d 5 termes de x — PO en —+oo.
x

1 x
b) Calculer le développement asymptotique a 3 termes de x — (1 + ) en 400.
x

c) Calculer les développements asymptotiques a 3 termes de f : x — Va3 +1— /22 + [z] en +o00 et en

—0Q.

En déduire les limites de f en 400 et en —oo .

22 +1

z+1

l’équation de 'asymptote en +o00 et la position du graphe de g par rapport a cette asymptote.

d) Calculer le développement asymptotique d 3 termes de g : © — en +oo. Pius déterminer

Exercice 5.2.9 :

En remarquons que f' = goh ot

—1
1+

g:z€l—11r— et h:x€Rr 2+ 21

1* Trouver 'expression du développement limité d’ordre 4 en 0 de f'.

2% En déduire lexpression du développement limité d’ordre 5 en 0 de f.

Exercice 5.2.10 :

Montrer que le dévloppement limité d’ordre 3 en 0 de x — cosz.In(1+z) (resp. = — (1 +x)1+%) a

x a3 a3
S 2
pour partie réguliére x — 5 6 (resp. 14+x—a°— ?)

Exercice 5.2.11 :

Pour n € R, on désigne par f, la fonction définie sur R par

z™nx

fulz) = 91:2—1
5 siz=1

sixz#1

a*) Déterminer un développement limité a l'ordre 2 en 1 de la fonction f,.
b*) En déduit l’equation de la tangente (T),) du graphe (Cy) de f, au point d’abscisse 1, ainsi que la position
de la courbe (Cy) de fo par rapport (Ty) au voisinage de 1.

Exercice 5.2.12 :
arcsin(z)

Soit f la fonction définie sur | —1,1[ par f(z) = 5

1—=x
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5.5.2 Exercices

1

1.) Déterminer la fonction g:] —1,1[— R telle que, pour tout x €] —1,1[; f'(z) + g(z)f(z) = T

2.) Déterminer un développement limité d 'ordre 4 en 0 de la fonction g.

3.) En déduire un développement limité a 'ordre 5 en 0 de f.
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Chapitre

Algebre linéaire

6.1 Structures algébriques

6.1.1 Loi de composition interne

Définition 6.1.1 :
Soit E un ensemble.
On appelle loi de composition interne (ou opération) sur E toute application, on la note ici par x de E x E

vers I/ et on écrie
*x: F — F

(x,y) — xz*y.
Les lois de composition interne sont généralement notées x, A, L, V, &, +, X, ...

Exemples 6.1.2 :

Les applications ( les opérations ) x, +, o, L, N et * suivantes

x: NxN — N v ZxZ — Z o: A(E,E)x A(E,E) —s A(E,E)
(n,p) +— nxp. (p,q) +— p+gq. (f,9) — fog.

1: CxC — C Nn: PE)xPE) — P(E) *: RxR — R
(z,2") — 2zx2' =2z (A,B) — ANB. (z,y) +— =57

Ou E un ensemble et A(E, E) l'ensemble d’applications de E vers E.
Sont des lois de composition interne sur N, Z, A(E,E), C, P(E), R respectivement.

Définition 6.1.3 :

On appelle ensemble structuré ( ou magma ) tout couple (E,x) ot E un ensemble et x une loi de composition
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6.6.1 Structures algébriques

interne sur FE.

Exemple 6.1.4 :
(C, %), (P(E),V), (A(E,E),0) sont des magmas.

Définition 6.1.5 :

Soit (E,*) un ensemble structuré. toute partie A de E est dite stable par rapport d la loi x si :
V(z,y) € (A)? zxy € A

Exemples 6.1.6 :
e IN, Z, Q et R sont des parties stables de (C,+) et de (C, X).
e IN n’est pas une partie stable de (C,—). Car 3p,q € N;p—q & N, comme 3—5=—2 ¢ IN.

6.1.2 Propriétés d’une loi de composition interne
Commutativité , Associativité

Définition 6.1.7 :
Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E non vide.

Loaxxy=yxz).

» (* est commutative) si et seulement si (V (z,y) € (E)
» (% est associative) si et seulement si (V (z,y,2) € (E)3; (zxy)xz=z%(yxz)).

Si la loi * commutative ( resp. associative ), on dit que le magma (E,x) est commutatif ( resp. associatif ).

Exemples 6.1.8 :

x Les lois + et x sont commutatives et associatives sur C.

x Les lois N et U sont commutatives et associatives sur P(E), ou E un ensemble.

x La loi o est associative mais n’est pas commutative sur A(E, E), ot E un ensemble.
s« L’opération A définie sur R par : xAy = /22 + y2, est commutative et associative.
Car, pour tous x,y € R on a :

xAy = /22 + 132 = \/y? + 22 = yAx.

Et pour tous x,y,z € R on a :

(zAy) Az = (\/332——1—y2> Az = \/(\/W)Q-FZZ = /(22 + y2) + 22
:\/m:\/x2+( y2+z2)2:a:A( Y7+ 27) = A (yAz).
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6.6.2 Eléments particuliers

6.2 Eléments particuliers

6.2.1 Elément neutre, Elément symétrisable

Définition 6.2.1 :

Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E non vide.

» ¢ de E est un élément neutre pour la loi x si et seulement si (Vo € E; exx =z =x%e ).

On dit aussi, ( * admet un élément neutre, noté e dans E ) <= (e € E / Vx € E; exx =x = x *e).

» Sie est I’élément neutre pour x, alors on dit qu’un élément x de E est symétrisable ( ou inversible ) pour
la loi %, s’il existe un élément 2’ de E tel que v’ xx = e = v * 2.

Lélément = est appelé élément symétrique ( ou inverse ) de x pour la loi *.

e On dit qu’un élément x de E admet un symétrisable a droite pour la loi *, si et seulement si

Jx' e B/ zxx' =e.

e On dit qu’un élément x de E admetl un symétrisable a gauche pour la loi x, si et seulement si

' e E ) ' xx =e.

Exemples 6.2.2 :

x L’¢lément neutre pour l'addition sur IN, Z, Q, IR, C est 0 et 1 est élément neutre pour la multiplication.
x L’élément neutre pour la loi de composition sur A(E, E) est Idg.

x L’élément neutre pour la multiplication sur A(E, E) est lapplication constante c:x € E+—— 1€ E.

x L’élément neutre pour la loi U sur P(F) est ¢. Puisque VA € P(E); AU¢p =¢dUA = A.

x L’élément neutre pour la loi N sur P(E) est E. Puisque VB € P(E); BNE = ENB = B.

o Le symétrique d’un élément x de N, Z., Q, R, C pour l’addition est —x.

o Le symétrique d’un élément x de Q*, R*, C* pour la multiplication est i

e Le symétrique d’une application bejective f de A(E, E) pour la loi de composition est sa réciproque f~*.
e Soit L une loi de composition interne sur R définie par : ¥(z,y) € R%;, zly =z +y+ zy.

L’élément neutre pour la loi L sur R est 0. Puisque pour tout x € R, on a : v10= 0Lz = .

Le symétrique d’un élément x de R — {—1} pour la loi L est 2’ = 71~ Puisque pour tout z € R — {1}, on

a:zly =2'1x=0.

Proposition 6.2.3 :

Si une loi de composition interne sur un ensemble E non vide admet un élément neutre, alors il est unique.

Preuve :

Supposons qu’il existe deux éléments neutres e et e’ pour la loi de composition interne * sur un ensemble E.
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6.6.2 Eléments particuliers

Puisque e est un élément neutre pour , on a Vo € E; exx = v = x xe. En particulier x = €/, on obtient :

exe =€ etexe=¢. (6.1)

Comme €’ est un élément neutre aussi pour x, on a Vo € E; ¢ xx = x = % ¢’. On peut prendre cette fois

T = e, on obtient :

dxe=cetexe =e. (6.2)

D’apes (6.1) et (6.2), on en deduit par transitivité que e = ¢’. ]

Proposition 6.2.4 :

Soient x une loi de composition interne, associative et admet un élément neutre sur un ensemble E& non vide
et x ety deux éléments de E.

o Si x est symétrisable pour la loi x, alors son symétrique est unique.

e Six ety sont symétrisables, alors x vy est symétrisable et son symétrique est donné par (xxy) =y * 2/,

ou x' est le symétrique de x ety est le symétrique de y.

Preuve :
Soient * une loi de composition interne, associative sur I’ensemble E et e est 1’élément neutre.
e Montrons que le symétrique de z € E il existe il est unique.

On suppose x possede deux symétriques z’ et z” pour la loi x. On a alors,
rxr’'=e=a'xx et xxa"=e=2a"xx. (6.3)

Nous pouvons montrer que x = 2’ comme suit :

/

¥ =exw car e est I’élément neutre)

= (2" *x)x2’ (d’aprés (6.3))

=12"x(z*2') (car * est associative)

d’aprés (6.3))

=2"xe

e N

=2z’

e Montrons que si x et y symétrisables, alors x xy est symétrisable et son symétrique est 3’ xz’ . On

suppose que x et y symétrisables et 2’ et ¢/ leurs symétriques respectifs pour la loi x. On a alors,

rxx' =e=a"xz et yxy =e=1y xy. (6.4)
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6.6.2 Eléments particuliers

On va calculer maintenant (x xy) x (y' xz’).

/

(xxy)* (¥ x2') =xz*(y*xy')xa’ (car est associative)

=zxexa (d’aprés (6.4))
=zxa' =e
De la méme maniére on peut veréfier que (y' xa’) x (zxy) = e. "

6.2.2 Elément absorbant, Elément simplifiable

Définition 6.2.5 :

Soient x une loi de composition interne sur un ensemble E non vide et a un élément de E.

» a est élément absorbant pour la loi x si et seulement siVx € E; axx = x*xa = a.

» 2 € E est simplifiable a gauche pour la loi x si et seulement si¥(x,y) € E%; zxx = 2%y =z = y.
» 2 € E est simplifiable a droite pour la loi x si et seulement i V(x,y) € E?; xxz=y%xz =2z =y.

» 2 € E est simplifiable pour la loi x si et seulement si z est simplifiable a gauche et a droite pour la loi *.

Exemples 6.2.6 :

x 0 est un élément absorbant pour la multiplication dans N, Z, Q, R et C.

x E est un élément absorbant pour la réunion dans P(E).

x ¢ est un élément absorbant pour l'intersection dans P(E).

® Tout élément de N, Z., Q, R, C est simplifiable pour l’addition.

® Tout élément de IN*, Q*, R*, C* est simplifiable pour la multiplication.

® Toute application injective de A(E, E) est simplifiable a droite pour la loi de composition.
® Toute application surjective de A(E, E) est simplifiable a gauche pour la loi de composition.

® Toute application bejective de A(E, E) est simplifiable pour la loi de composition.

Proposition 6.2.7 :
Soient x une loi de composition interne sur un ensemble E non vide, associative et admet un élément neutre.

Tout élément de E symétrisable est simplifiable.

Preuve :
On suppose que * une loi de composition interne sur FE, associative, e est I’élément neutre et x € E
symétrisable son symétrique est z’.

Pour tous y,z € E on a :

rxy=x*xz=0 *(zxy) =2 *(z*x2) = (' x2)xy = (2 x2)*2 = exy=e*xz <=y = 2.
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6.6.2 Eléments particuliers

Donc z est un élément simplifiable & gauche et de méme on obtient x simplifiable a droite. [

6.2.3 Structures produits

6.2.4 Structure sur F x F

Définition 6.2.8 :
Soient (E,A) et (F, L) deuz ensembles structurés.

On définit une loi de composition interne notée x sur £ X F par :

V(z,y), (2',y) € ExF; (z,y)x (2,y) = (zAx’,y Ly)
Cette loi % est appelé loi produit sur E X F.

Exemple 6.2.9 :
La loi produit x des structures (Z,+) et (R, x) définie sur Z x R par : (z,y)x (',y) = (x + ',y X y) est

une loi de composition interme sur Z. x R

Proposition 6.2.10 :

Soit x une loi produit des structures (E,A) et (F,V).

Si (E,A) et (F,V) sont des structures algebriques commutatifs (resp. des structures algebriques associatifs)
de neutre e et € alors (E x F,x) est un structure algebrique commutatif (resp. des structures algebriques
associatifs) d’élément neutre £ = (e;e’).

De plus, un élément (x,y) de E X F est symétrisable si, et seulement si, x est symétrisable pour la loi A et

y est symétrisable pour la loi V et on a alors sym((x;y)) = (sym(z); sym(y)).

Preuve :
Soient (z,y), (',y'), (2",y") € E x F et e et € sont neutres pour les lois A et V sur E et F.
@ Montrons que x est commutative sur £ x F.

On suppose que A et V sont commutatives sur E et F' respectivement.

(x,y)*(2',y) = (zAx',yVy') (par définition de la loi x sur E x F
= (/Ax,y'Vy) (par commutativité des lois A et V sur E et F
= (2/,y') * (z,y) (par définition de la loi x sur E x F.

Ainsi la loi * est commutative sur E x F'.

@ Montrons que x est associative sur &/ x F'.
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6.6.2 Eléments particuliers

On suppose que A et V sont associatives sur E et F' respectivement.

((z9)* (@', 9)) x (2",y") =

Ce qui montre que la loi x est associative sur ' x F'.

@ Montrons que 1’élément £ = (e;€’) est un élément neutre pour la loi x sur £ x F. On a :

(z,y)*(e,e') = (xAe,yVe') (par définition de la loi x sur E x F

= (eAz,e'Vy) ( car e et € sont neutres a droite et a gauche pour les lois A et V sur E et F

= (z,y).

Donc, £ = (e; ') est ’élément neutre pour la loi x sur E x F.
@ Montrons maintenant que ( (z,y) symétrisable dans E x F') <= ( x et y sont symétrisables pour les lois
A et Vrespectivement).

Soit (2/,y') le symétrique de 1’élément (x,y) pour la loi x sur £ x F. On a :

(z,y)* (2, y) = (e,¢!) <= (xA2',yVYy') = (e, €') (par définition de la loi x sur E x F
< (zAr' =e€) et (yVy =¢').

De méme on a aussi :

(2, y) * (x,y) = (e,€/) <= (2/Az,y'Vy) = (e,€') (par définition de la loi x sur E x F
< (’Ax =¢e) et (yYVy=r¢).

Ceci entraine, 2’ est le symétrique de z et 3 est le symétrique de y pour les lois A et Vrespectivement.
C’est-a-dire x et y symétrisables.

Inversement, soient (z,y) € E x F avec z et y symétrisables.

On suppose que ' est le symétrique de x et 3y’ est le symétrique de y pour les lois A et Vrespectivement.
Montrons que (x,y) est symétrisable.

zAr' = 2'Ax = e et yVy = y'Vy = € car z et y symétrisables. Alors (zAx’,yVy') = (e,€') et
(2'Ax,y'Vy) = (e, €'). Par définition de la loi x sur E x F,on a: (z,y)x (2/,y') = (e, €') et (2/,¢/) x (z,y) =

(e,€’). Cela signifier que (2/,7') est le symétrique de (x,y) pour la loi x sur £ x F. n
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6.2.5 Structure sur E"

Définition 6.2.11 :
Soient (E,*) un ensemble structuré et n un nombre naturel non nul.

La loi produit, encore notée x, sur E™ est définie par :

\V/(Jz'l,LUQ, 7xn) ) (yl’y% ayn) € Ena (131,582, "‘7xn)* (y17y27 ’yn) = (:1:1 * Y1, T2 * Y2, "‘7xn*yn) .

Exemples 6.2.12 :

o La loi de composition interne x sur R? est definie par :
(z,y). («,y) € R% (2,9) x (¢,y) = (z x 2',y xy/).
o La loi de composition interne + sur R3 est definie par :
V(z,y,2), (2'y, ) € R (2,y,2) + (2'y, ) = (a+ a2y +1/, 2+ 7).

Proposition 6.2.13 :

Si (E,x) est un ensemble structuré commutatif (resp. un ensemble structuré associatif) d’élément neutre
e et n un nombre naturel non nul, alors (E™, %) est un ensemble structuré (resp. un ensemble structuré
commutatif) d’élément neutre £ = (e, e, ...,e). De plus, ’élément (x1,za, ..., 2y) de E™ est symétrisable dans
E™ si, et seulement si, chaque x; aveci = 1,2,...,n lest aussi dans E, et alors le symétrique de (x1, 2, ..., Tp)

dans E™ est (sym. de x1,sym. de xa, ...,sym. de x).

Preuve : Nous répétons la méme preuve de la Proposition 6.2.10 avec les tiplets de n composontes. m

6.3 Structure de groupe

Définition 6.3.1 :

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne (notée ©). (G,o) est un groupe si et
seulement si

1) © est associative,

2) o posséde un élément neutre dans G,

3) tout élément de G est symétrisable pour la loi ¢ dans G.

Si de plus, o est commutative, le groupe (G, o) est dit commutatif ou abélien.
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6.6.3 Structure de groupe

Exemples 6.3.2 :

1) (Z,+), (D,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (D*, x), (Q* x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes commuta-
tifs.

2) (N, +) n'est pas un groupe. Car les nombres naturels non nuls ne sont pas symétrisables dans N pour
laddition.

3) (Z,+) nest pas un groupe. Car tous les élément de Z —{—1,1} ne sont pas symétrisables dans Z. pour
la multiplication.

4) Soit E un ensemble non vide. P(E) muni de la loi N n’est pas un groupe. Car, il existe A € P(E) et
A # E n’est pas symétrisable dans P(E) pour N.

5) Soient E un ensemble non vide non singleton et B(E, E) ’ensemble d’applications bejectives de E sur
E ( ou permutations de E ).

B(E, E) muni de la loi o est un groupe.

Pour montrer qu'une structure est un groupe a partir de la définition peut étre assez long. Il existe une
autre technique pratique et plus rapide pour prouver qu’un sous-ensemble d’un groupe est lui-méme un

groupe : c’est la notion de sous-groupe.

6.3.1 Sous-groupe

Définition 6.3.3 :
Soient (G,*) un groupe d’élément neutre e et H une partie non vide de G.

H est un sous-groupe de (G,x) si et seulement si vérifiant :

1)e€ H,
(1) 2) H stable pour la loi x, (6.5)

3) tout élément de H est symétrisable pour la loi *.

Exemples 6.3.4 :

1x Si (G,*) est un groupe, alors les sous ensembles {e} et G sont des sous-groupes de (G,*) appelés sous-
groupes triviauz du groupe (G,x). Les autres sous-groupes, s’il en existe, sont appelés sous-groupes propres
de (G, *).

2% Les ensembles Z., D, Q, R sont sous groupes de (C,+).

3x Les ensembles ID*, Q*, R* sont sous groupes de (C*, x).

4« L’ensemble { f,Idg} est un sous groupe de (B(E,E), o), ot f une application bejective de E sur E telle
que fo f =1Idg et B(E,FE) ’ensemble d’applications bejectives de E sur E.
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Proposition 6.3.5 :

Soient H un sous-groupe de (G,*). On a :
. a)e€ H,
les conditions (I) de (6.5) <= (II)
b)V(z,y) € H:;x %y € H, ouy est le symétrique de y.
Preuve :
Il est clair que (I) = (II). Reste a montrer que (II) = (I).
Supposons que H vérifie les assertions a) et b), alors 1) est évident et en choisissant dans 1’assertion b)
x = e, on conclut que tout y € H; exy’ =y’ € H, ce qui assure que 3) est bien vérifié. Pour 'assertion

!/

2) on applicons b) avec y = ¢/, on trouve Vr,y' € H; xx (y') = z*y € H. Finalement montré que

(I) <= (II) <= (H est un sous-groupe de (G, *)). "

Proposition 6.3.6 :
1) Si H est un sous-groupe d’un groupe (G,A) alors (H,A) est un groupe.
2) Si de plus si le groupe (G, A) est commutatif alors (H,A) Uest aussi.

Preuve :
1) Soit H un sous-groupe d'un groupe (G,A) d’élément neutre e.
Puisque H est un sous groupe de (G, A), alors H stable pour la loi A, e € H et pour tout x € H le symétrique
de z est dans H. Ainsi, H est une partie stable pour la loi A de G et A associative, alors A est associative
dans H. Ce qui montre que (H;A) vérifie toutes les conditions d’un groupe, donc (H;A) est un groupe.
2) Soient H un sous-groupe d’un groupe abélien (G,A) et z,y € H.

Puisque H stable pour la loi A, alors zAy € H. Comme la loi A commutative, on a alors zAy = yAx € H. m

Proposition 6.3.7 :

L’intersection de sous-groupes d’un groupe (G,A) est un sous-groupe de (G,A).

Preuve :

Soient H; avec i = 1,n sont sous-groupes de (G;A) d’élément neutre e et y' le symétrique de y pour la loi
A.

a) Pour tout 7 € {1,2,3,...,n}; on a e € H; car H; est un sous-groupe, alors e € zﬂH’

b) Soit x,y € H; avec i = 1,n, alors x,y € ﬁlHZ Puisque H; avec i = 1,n sont sous-groupes, on a alors

pour tout i € {1,2,3,...,n}; zxy' € H;. Donc z*xy' € FWIHZ Ce qui montre que ﬁlHi est un sous-groupe
1= 1=

de (G,A). "

Remarque 6.3.8

Lunion de sous groupes d’un groupe (G;A), n'est pas nécessairement un sous groupe de (G;A).
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Exemple 6.3.9 :
H ={x€Q/x=2"avec ncZ}, Hh = {r€Q / x=3" avec n € Z} sont deuzr sous groupes de
(R*; x). Mais Hy U Hy n'est pas un sous groupe de (R*; x). Puisque 22,3 € H U Hy et 22 x 3 ¢ Hy U Hs.

C’est-a-dire H1 U Hy n’est pas stable pour X.

6.3.2 Sous-groupes engendrés

Définition 6.3.10 :
Soit (G,*) un groupe et A un sous-ensemble de G.
Le sous-groupe engendré par A est l’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A. C’est-a-dire le

plus petit sous-groupe de G contenant A et est noté Gr(A).

Exemples 6.3.11 :

1e Si A = {1} et le groupe est (R, +), le sous-groupe engendré par A est Gr(A) = (Z,+).

2e Si B = {6,9} et le groupe est (R,+), le sous-groupe engendré par B est Gr(B) = (3Z,+), ou 3Z est
l’ensemble des multiples de 3 dans Z..

3o Si C' = {2i} et le groupe est (C, x), le sous-groupe engendré par C est Gr(C) = {(2i)" /n € Z}.

6.3.3 Notation multiplicative et additive

Un groupe est dit noté additivement (resp. multiplicativement) si sa loi de composition interne est notée

+ (resp. x )

En notation multiplicative

Soit (G, ) un groupe d’élément neutre e noté aussi 1¢, on définit les puissances entiéres d'un élément a de

-1

_ k _ _
0 =e=a"=1¢g et pour tout k € N*; a** =agxax..xa=a"et (™) =g 'xa ' x..xa"! =
—_—

G par:a*

k facteurs k facteurs

Sk o o .
(a™1)" ot a7t est le symétrique de a pour la loi *.
Avec ces notations, on a : pour tous p,r € Z; 2P xx" = 2Pt = z" % 2P, (2P)" = 2" = (z").

Attention : Si le groupe n’est pas commutatif, alors pour z,y € G, (z*y)* # z¥ xy*.

Remarque 6.3.12 :

Les regles de calcul sur les puissances sont les mémes que pour les puissances des nombres réels dans le cas le

groupe est commutatif. C’est-a-dire pour tous x,y € G, k € N*, (zxy)F = 2FxyF et (zxy) ' =2 sy L

151
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Si % est la loi de composition o dans B(F, E) 'ensemble d’applications bejectives de E sur F

( E ensemble non vide donné ). Pour toute f de B(E, E),

ff=fofo..of si n >0,
—_——
n facteurs

" =1dg si n=0,

fr=ftoflo.oft sin<o.

—n facteurs

En notation additive

Soit (G,*) un groupe d’élément neutre O¢ et le symétrique d'un élément x de G est noté —x.

On se place maintenant dans la situation ou la loi du groupe x est +.

nrT=r+x+---+z si n>0,
—_— —mm————
n termes
Pour tout x € G, k € Z; nx = Og si n=0,

ne=(—z)+(—x)+ -+ (—z) si n<O.

—n termes

Avec ces notations, on a : pour tous m,n € Z, pour tous x,y € G on a :

nz+mz = (n+m)z, (—n)z =—nz, n(mz)=(nm)z, et (z+y=y+z=n(x+y)=nz+ny).

6.4 Morphisme de groupes

Définition 6.4.1 :
Soient (E,*) et (F,A) deuz ensembles structurés .

On appelle morphisme ou homomorphisme d’ensembles structurés toute application f : E — F véri-

fiant :
V(z,y) € B% f(zxy) = f(z)Af(y). (6.6)

* Si (E,%) et (F,A) sont deux groupes, on dit que f est un morphisme de groupes.

>

St f est bijective, on dit que f est un isomorphisme.

* Si f: E — E vérifiant (6.6), on dit que f est un endomorphisme.

>

Si f est un endomorphisme bijective, on dit que f est un automorphisme.

Exemples 6.4.2 :
o Soient les deux groupes (R, +) et (R%, x).
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6.6.4 Morphisme de groupes

Les deux applications f : R — R% et g : R — R definies par f(x) = €” et g(x) = Ilnx sont morphismes
de groupes. En effet,
V(z,y) € R fz+y) =" =e" xe¥ = f(x) x f(y)

et

V(z,y) € (RL)?; g(x x y) = In(x x y) = Inz +Iny = g(z) + g(y).

De plus, ces deux morphismes sont bejectifs. Donc sont isomorphismes.
e L’application h : Z — Z definie pour tout n € Z par h(n) = 3", est un morphisme de (Z,+) dans
(Z,x). Car

V(p,q) € Z% h(p+q) = 3" =37 x 39 = h(p) x h(q).

e L’application identité Idg : G — G est un automorphisme de l’ensemble structuré (G, x).

Proposition 6.4.3 :
Soit a un élément d’un ensemble structuré (E,x). L’application ¢ : N — E définie pour tout n € IN par

P(n) =a*™ =axax..*a est un morphisme d’ensembles structurés de (N, +) dans (E,*).

n facteurs
Si on remplace N par Z et (E,*) est un groupe, alors 'application 1 est un morphisme de groupes de

(Z,+) dans (E,*).

Preuve :
Pour tout p,q € N on a :
Y(p+aq) =artd

=akax---%Q
—_—
p+q facteurs

=aAk*kAk - kAKXkAKAK" kA

p facteurs q facteurs

= a*P x a*?

= 1h(p) *(q).
Donc 9 est un morphisme d’ensembles structurés de (IN, +) dans (E, ).
Soient p,q € Z_ et a un élément de groupe (E,*). Alors 3k, k' € N / p = —k A ¢ = —k’. Nous avons
lp+q) = a0 = @) = (@) = (@) (@) = 0 @) = p(p) u(a).

Donc 9 est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (F,x). "

Proposition 6.4.4 :
Soient f : E — F un homomorphisme de groupes de (E,x) dans (F,o) d’éléments neutres ep et ep

respectivement. Alors :
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6.6.4 Morphisme de groupes

1)e f(eg) =ep,

2)e Vx € By f(z71) = (f(2))7"

3)o V(x1, 22, ,wp) € E; f(wr %29 % xwp) = f(x1) 0 f(22) 0+ 0 f (),
4)e Va € E,\Np € Z; f(2*7) = (f(x))*.

Preuve :
1)e On a f(eg) = flegxer) = f(eg) o f(er). En composant & gauche par (f(eg))~! pour la loi ¢ on
obtient ep = f(eg) car (f(eg)) to fler) = ep.

2)e Soit x7! le symétrique de = dans E, alors 27!

xx = ep donc f (r71xx) = f(er) = er, cela entraine
f(z71) o f(z) = er, en composant & droite par (f(x))~! pour la loi ¢ nous obtenons f(z~!) = (f(z))~%
3)e Soit (1, x2, -+ ,2y) € E™.

Par récurrence sur IN* on a :

pour n =1, 0on a f(z1) = f(x1) donc p(1) est vraie.

Soit f(xy*xxo*x-+-*xxy) = f(x1) o f(x2) 0 -0 f(xy,) est vraie pour n € IN* fixé.

Montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

f(ry*wg K- * Ty * Tpi1) (1 %@ Kk -+ Kk Tp) ¥ Tpyt1)

f
frr*xo* - *ay) o f(@nt1)
f

(w1) o f(x2) 00 f(Tpt1)

4)e Soit x € E.

Pour n =0, f(2*° = f(er) = er = (f(x))*".

Pour p € IN*, d’apres la propriété 3)e en particuliers n = p et 1 = 29 = --- = x, = x, la propriété 4)e est
immédiate.

Pour pe Z* ,alors 3k e N* / p=—k,et on a :

= (x_l*x_l*---*x_l>)
k facteurs

=f (l‘_1> of (a:_1> oo f (:L'_l) (puisque f est un morphisme de E dans F)

k facteurs
= (f(x) o (f(x) oo (f (x) (daprés la propriété 2)e )

k facteurs

= (f @)
= ()"
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Proposition 6.4.5 :

Soient les ensembles structurés (E, %), (F,o) et (G,A) sont des groupes.

le) Si f: E— F et g: F — G sont deux morphismes (resp. endomorphismes, isomorphismes, automor-
phismes) de groupes alors go f : E — G ’est aussi.

2) Si f: E — F est un morphisme bijectif (isomorphisme) de groupes alors f~' : F — E est aussi un

isomorphisme de groupes.

Preuve :
le) Soient f: E — F et g : F — G deux morphismes de groupes.
Montrons que go f : E — G est un morphisme de groupes.

Pour tous z, 2’ de E on a :

(gof)(zxa') =g (f(xxa’)) =g(f(@)of () =g (f(2)Ag(f(2') = (g0 f) (x) Alge[f) ().

2e) Soient f: E — F un isomorphisme de groupes et y,y’ € F.

Puisque f est bijective, alors Jz,2’ € E / f(z) =y et f(2') =y'. On a alors :
FHyey) = 1 (f(@) o f(2) = fH(flaxa')) = xxa’ = f7H(z) « f7H(a").

Ainsi, que f~! est un morphisme de (F, ) dans (E,*), en plus c’est une application bijective. n

Définition 6.4.6 :
Soient (E,*) et (F,o) deux groupes.

On appelle E et F' deux groupes isomorphes s’il existe un isomorphisme f: E — F.

6.4.1 Noyau et image

Nous définissons maintenant deux sous-ensembles importants qui vont étre des sous-groupes.

Définition 6.4.7 :

Soient (E,*) et (F,o) deuz groupes et f : E — F un morphisme de groupes.

e L’image de f est l’ensemble Imf = {f(z) € F / x € E}. C’est un sous-ensemble de F.
En autre terme, Imf est limage directe de E par f. C’est-a-dire Imf = f(F)

e Le noyau de [ est l'ensemble Kerf ={x € E / f(x) =ep}. C’est un sous-ensemble de E.

On peut dire aussi, Kerf est l’image réciproque de l’ensemble {er} par f. C’est-a-dire Kerf = f~1 ({er}).
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Exemples 6.4.8 :

1%*) Soit f : C* — C* est un morphisme de groupes de (C*, x) dans (C*, x) définie par f(z) = |z|.

Imf =Ry et kerf ={z€C"; || =1}.

2%) Soit g : Z. — Z. est un morphisme de groupes de (Z, x) dans (Z, x) définie par g(k) = k2.

Img = {02,12722,-" .n?/ nEIN} et kerg = {—1,1}.

3%*) Soit h : R — C* est un morphisme du groupe (R, +) dans (C*, x) définie par h(6) = .

Imh={ze€C" / |2| =1} etkerh:{QER/€i6:1}:{2ﬂk/kGZ}.

Proposition 6.4.9 :
Soient (E,*) et (F,o) deux groupes et f: E — F un morphisme de groupes.
Ie L’image directe d’un sous groupe G de E par f est un sous groupe de F'.

Ile L’image réciproque d’un sous groupe H de F par f est un sous groupe de E.

Preuve :
Ie Soit G' un sous-groupe de (E, ).
Montrons que f(G) = {f(x) € F / x € G} est un sous-groupe de (F',).
On remarque que f(G) C F, er € f(G) (car ep = f(ep) et eg € G d’apres les conditions de sous-groupe)

et pour tous y,y’ € f(G), il existe x,2’ € G tels que y = f(z) et ¥y’ = f(a’). On a alors

yo(y) " = @) o (f(a) ™ = f(@) o (@) ) = f (ax (@) ") € f(G) carwx (a/) " €.

Ainsi f(G) est un sous-groupe de (F, o).

ITe Soit H un sous-groupe de (F, o).

Montrons que f~Y(H) = {z € E / f(x) € H} est un sous-groupe de (E,x).

On remarque que f~Y(H) C E,eg € f~1(H) (car f(eg) = ep € H d’aprés les conditions de sous-groupe) et
pour tous x, 2’ € f~1(H), alors f(x), f(2') € Het f (ZU*(ZC/)_1> = f@)of((2) ) = f@)o(fa)) ' e H
(car H est un sous-groupe ), donc z (z/) "' € f~1(H).

Ainsi f~1(H) est un sous-groupe de (F, ). "

Proposition 6.4.10 :
Soient (E,*) et (F,o) deux groupes et f: E — F un morphisme de groupes.
1. Kerf est un sous-groupe de E.
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2. Imf est un sous-groupe de F.
3. [ est injectif si et seulement si Kerf = {eg}.

4. [ est surjectif si et seulement si Imf = F.

Preuve :
1. Montrons que Kerf = {z € E / f(x) = er} est un sous-groupe de F.
Soient a,b € Kerf et b~! le symétrique de b pour la loi . Alors on a :
o fleg) = f(bxb" ) =f(b)of(b™") = f(b)o(f (b)) " =ep, donc ey € Kerf.
o flaxb™ ) =f(a)of (b ) = f(a)o(f (b)) =ero(er)” =ep, doncaxb™' e Kerf.
2. Montrons que Imf = {f(z) € F / x € E} est un sous-groupe de F.
Soient y,y’ € Imf, Il existe alors z,2’ € F tels que y = f(z) et v/ = f(2/).
e f(eg) =ep, donc eg € Kerf.
e yoy't = f(z)o(f(z))! = f(x)of((x’)fl) = f(a:*(a;’)fl) e Imf, car z* (/)" € E, donc
yoy'~t e Imf.
3. Montrons que ( f est injectif ) <= ( Kerf = {eg}).

Premiéerement, on suppose que f est injective.

Soit x € Kerf. Alors f(z) = ep = f(eg), comme [ est injectif alors x = ep. Donc Kerf = {eg}.

Deuxiérement, on suppose que Kerf = {eg}.

Soient x, 2’ € E tels que f(z) = f(2'). on a alors

f@)o(f(@) ™ = f@)o(f(@)™ = fx)o(f(2)™" =er
= f(xx(2')7') = ep (car f est un morphisme de groupes)
— xx(z') ' =ep (car Kerf = {eg})

1

= (2/)7! est le symétrique de x c’est-a-dire x’ = .

Donc f est injectif.

4. Cette propriété est immédiate par définition de la surjectivité et Imf = f(E). n

6.5 Structure d’anneaux

La distributivité

Définition 6.5.1 :

Soient x et A deux lois de composition internes définies sur un ensemble non vide E.
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On dit que la loi x est distributive sur la loi A si

Vai,y,z € E; v (yAz) = (xxy) A(zx2z) (distributivité a gauche)

et
Vr,y,z € B; (yAz)xx = (yxx)A(zxx) (distributivité a droite).

Exemples 6.5.2 :
x Dans N, Z, Q, R et C la multiplication x est distributive sur l'addition +.

x Soit E un ensemble non vide. Dans P(E) les deux lois N et U chacune est distributive par rapport a l'autre.

6.5.1 Structure d’anneau

Définition 6.5.3 :

Soit E un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes notées x et A.
Le triplet (E,*,A) est un anneau si et seulement si

1) (E,*) est un groupe commutatif,

2) A est associative,

3) A est distributive sur x,

4) A posséde un élément neutre dans E.

Si de plus A est commutative, alors on dit que 'anneau (E,*,A) est commutatif.

Les notations x et A des deux lois internes définies sur E sont en générale remplacant par des notations
additive 4+ et multiplicative Xx.

Un anneau possede ainsi deux éléments neutres :

Le premier correspond a la loi + est noté Og. On 'appelle zéro de I'anneau.

le deusieme correspond a la loi x est noté 15. On 'appelle unité de 'anneau.

Exemples 6.5.4 :

e (Z,+,%x),Q,+, %), (R,+, x) et (C,+, x) sont des anneaux commutatifs.

e Soit A(R,R) l’ensemble des applications de R dans R muni de l’addition usuelle + et la multiplication
usuelle X.

Le triplet (A(R,R), +, x) est un anneau commutatif.

e Soit L(IR,R) l’ensemble des applications linéaires de R dans R muni de l'addition usuelle + et la loi de
composition o.

Le triplet (L(R,R), 4+, 0) est un anneau non commutatif.
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6.5.2 Sous-anneau

Définition 6.5.5 :

Soient (E,+,X) un anneau et F un sous-ensemble non vide de E. F est un sous-anneau de 'anneau
(E,+,x) si:

1)1g e F,

2)Ve,ye F; t—y € F,

3)Vz,ye F; xxyeF.

Exemples 6.5.6 :
(Z,+, %), Q,+, x) et (R,+, x) sont des sous-anneauz commutatifs de l’anneau (C,+, X).

Proposition 6.5.7 :
Si F est un sous-anneau de (E,~+, X) alors (F,+, X) lest aussi.

Si de plus (E,+, x) est commutatif alors (F,+, x) est commutatif.

Preuve :

Soit (F,+, x) un sous-anneau d’un anneau (E, 4+, X).

Par la condition 2) on obtient que (F,+) est un groupe commutatif.
D’apres 1) on a (F, x) posséde un élément neutre.

Comme x est associative sur E et F' C E donc X est associative sur F.
x est distributive sur 4+ dans E donc aussi sur F.

Cela signifie que (E,+, x) est un anneau. n

Exemple 6.5.8 :

Soit F = {a /5 / (a,b) € ZQ} muni de Uaddition usuelle + et la multiplication usuelle x.

Pour montrer que (F,4,Xx) est un anneau, il suffit de montrer que (F,+,x) est un sous-anneau de
(R, 4+, x).

1. Puisque la somme de deux nombres réels est un nombre réel, alors F C R.

2. Puisque 1 = 1+ 0v/5 = 1p, alors (F, x) posséde un élément neutre.

3. Soient x ety deux éléments de F tels que . = a — b\/5 et y = ¢ — dv/5 avec a,b,c,d € Z. On a :

r—y = (a—c)—(b—d)V5 € F et x xy = (ac+ 5bd) — (ad + bc)v/5 € Z car (a —c),(b—d), (ac+
5bd), (ad + bc) € Z.

Ainsi (F,+, x) est un sous-anneau de (R, +, x)

Puisque (R, X) est un groupe commutatif et (F, x) est un sous-groupe de (R, x) alors (F, x) lest aussi.

Done, (F,+, x) est un anneau commutatif.

159



6.6.5 Structure d’anneaux

6.5.3 Regles de calculs dans un anneau

Soit (E, +, x) un anneau de neutres Og pour la loi 4+ et 15 pour la loi x.

Proposition 6.5.9 :

1).Vzx € FE; Opxxz =2 x0g =0g.

2). Va,y € B; (—2)y = —(zy) = z(~y).

3). a)Vr1,x9, - ,xn € B, Va € FE; (x1+xa+ -+ xp) Xa=x1 Xa+zaXa+ ...+, Xa,
b) Vy1,y2, -, yn E E, Vb€ E; bX (x1+ w3+ -+ o) =bXx1 +bX 22+ oot + b X 2.
4).Vr,y € E, Vk € Z; (kx)y = k(xy) = x(ky).

5). Sia etb deux éléments de E commutent, alors on a :

n

n n k k
levneN; (a+b)" =) a® x b"~" (formule du binéme de Newton),
k=0

n-l g1
2e Vn € N*; (a" = b")" = (a—0) > a® x b" 1k (avec Vr € B, 2° = 15).
k=0 k
Preuve :
1). Soit x € E.
D’une part on a :
Og xx+0g =0 xx car O est ’élément neutre pour +, (6.7)
d’autre part on a :
Opxx=(0g+0g)xz=0gxx+0g xx car X est distributive sur + . (6.8)

D’apres (6.7) et (6.8) on obtient Op X x + 0 = 0p X  + 0g X x ceci implique que O X = O car dans un
groupe, tout élément est simplifiable.

On démontrerait de la méme maniere que x x Og = Op.

2). Soit z,y € E.

Montrons que (—x) x y = —(zy). On a :

rXxy+(—z)xy=(x+(—2)) xy=0g) xy=0g car x est distributive sur + (6.9)

et exy+(—(xxy)) =0 car —(xxy) est le symétrique dex x y pour la loi + . (6.10)
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D’apres (6.9) et (6.10) on deduit que x x y + (—x) xy = 2 xy+ (—(z X y)). Donc (—z) xy = —(z x y)
car dans un groupe, tout élément est simplifiable.

3). On utilise le raisonnement par récurrence sur n € IN* et la distributivité de x sur +. 4). Soient z,y
deux éléments de E et k € IN.

Pour £ = 0 c’est évident.

Pour ke N*.Ona (kx) xy=(z+z+ - +z)xy=zsxyt+azxy+---+zxy=k(zxy).
—_—

k termes k termes

Pour k = —n avec n € N*, on a (kz) x y = (—nz) xy = —(nz) x y = —n(x x y) = k(z x y).

De méme, on obtient = x (ky) = k(z X y).

5). 1le On utilise le raisonnement par récurrence sur n € IN. Soient a et b deux éléments de E.

0
Pour n =10, on a : (a+b)0 = Z a’ x 1970 = 15, sachant que Va € E; a° = 15.
0

k=0
L_y k k 1 1
Pourn=1,ona: (a+b) =) ak x btk = a® x o170 + a' x b'=! = a +b. Donc la
k=0 \ k 0 1

propriété est vraie pour n = 1.
Supposons que la propriété soit vraie pour n > 1 fixé. Nous allons montrer que la propriété est vraie pour

n+1.

(a+5)"" =(a+b)"(a+D)

I
N

n
k
n n
ak:-i—l % bn—kz + Z ak % bn—k+1
n

n
— ak % bn-i—lfk + Z ak % bnfk—i-l
k=1 \ k—1 k=0

(par décalage d’indice dans la 1¢" somme).
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. n k 1—k s . n k 1—k s AN
En ajautant ce terme nul a® x b"*1=F 3 la premieére somme et a® x b"1=F 3 la deuxiéme
—1 n+1

somine, on trouve :

n+1 n+1

n n
(CL + b)n+1 — Z ak > bn+17k + Z CLk > anrlfk
k=0 \ k—1 k=0
+1
= S " + n ak % bn+1—k
k=0 k—1 k
+1
_ nz: n+l ak s prtl—k
k=0 k

Donc la propriété est héréditaire. Ce qui montre que la propriété est vraie pour tout n € IN.

5). 2e Soient a et b deux éléments de £ commutent et n € IN, on a :

nolf g1 nol g1 n-l oy 1
(a _ b) Z ak > bnflfk — Z ak-i—l % bnflfk _ Z ak % bnfk
k=0 k k=0 k k=0 k

( par développement)

" n—1 nlfn-1

= Z ak x pnk — Z ak x pnk

k=1 k k=0 k
(par décalage d’indice dans la 1°" somme)

n—1 n—1

n—1 n—1

= akxb"*k—ka”—b”—z ak x p—k

k=1 k k=1 k
U

Remarque 6.5.10 :
e Soit (E,+,x) un anneau.

Si la loi X non commutative alors pour x,y € E on a (:E+y)2 =(@+y)x(x+y) =2 +xxy+yxz+y°

6.5.4 Diviseurs de zéro

Définition 6.5.11 :
Soient (E,+, X) un anneau et a un élément de E différent de Op.
On appelle que a est un diviseur de zéro d gauche dans Uanneau (E,+, x) s’il existe b € E avec b # Op tel

que a X b= 0g.
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On appelle que a est un diviseur de zéro a droite dans 'anneau (E,+, x) s’il existe b € E avec b # O tel
que bx a = 0g.

On dit que a est un diviseur de zéro s’il est un diviseur de zéro a gauche ou a droite dans U'anneau (E, 4+, X).

Remarque 6.5.12 :
Sia etb deux éléments de E différents de O zéro de l'anneau et a X b = Og, alors a et b sont des diviseurs

de zéros dans l'anneau (E, 4+, X).

Exemples 6.5.13 :

1) Dans Uanneau (A(R,R), +, x) les deuz applications suivantes :

r+2, six>-2 0, si x> —2
f(z) = et g(z)=
0, si x> —2 ve+2, si x> -2

sont des diviseurs de zéros dans l'anneau (A(R,R), 4+, X) puisque sont non nulles verifient

(r4+2)x0, si xz>-2

VreR; (fxg)(x) =
OxXvx+2, sixz>-2

2) Dans Uanneau (A(R,R),+,0) les deuz applications suivantes :

flx)y=2>-1 et g(z)=-1
sont des diviseurs de zéros dans l'anneau (A(R,R),+,0) puisque sont non nulles verifient

Ve €R; (fog)(z) = f(g9(z))

6.5.5 Anneau integre

Définition 6.5.14 :
Soit E un ensemble non vide et E # {0g}.

On dit qu'un anneau (E,+, X) est intégre si ne posséde pas de diviseurs de zéro. C’est-d-dire

Ve,y e E; (xtxy=0p =2 =0gou y=_0g).
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Exemples 6.5.15 :
a) (Z,+,x), Q,+,x), (R,4, x) et (C,+, x) sont des anneauzr commutatifs intégres.

b) (R?, +, x) n’est pas intégre. Car posséde des diviseurs de zéro. comme par ézemple (1,0) x (0,1) = Og.

Proposition 6.5.16 Soit (E,+, x) un anneau.

Tout élément inversible de E n’est pas diviseur de zéro.

Preuve :
On suppose qu’il existe un élément = de E soit a la fois iversible et diviseur de zéro.
Alors, il existe y de E — {0g} tel que y x x = 0 ( car x est un diviseur de zéro ).

Puisque x est iversible, on a alors :

yxz=0p = (yxz)xz l=0gxaz!

< yx(zxzl)=0gxa! (car x associative )
<= yx1g=0g ( car x~! est le symitrique dex et Ogest absorbant pour la loi x )

<= y = 0p ( car 1g est un élément neutre pour la loi X ).
Ce qui est contraire & nos hypotheses ( car y # Op). la preuve est terminé. [

Proposition 6.5.17 :
Soit (E,+, x) un anneau intégre.

Tout élément de E— {0g} est régulier.

Preuve :

Soient x un élément de £ — {0} et y,z € E.

On montre que x est un élément régulier a droite et a gauche. Si y x x = z X z alors y x x — z x x = Op
puis (y — z) x © = 0p. Par 'implication d’intégrité, on obtient y = z, car x € E — {Og}. Ainsi a est régulier

a droite. De méme on obtient la régularité a gauche. =

Elément nilpotent

Définition 6.5.18 :
Soient (E,+, x) un anneau et a un élément de E.

On dit que a est nilpotent si et seulement si 3k € N*; aF = 0.
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6.6 Structure de corps

Définition 6.6.1 :

Soit E un ensemble non vide muni d’une loi additive + et d’une loi multiplicative X.
Le triplet (E,+, x) est un corps si et seulement si

1) (E,+, X) est un anneau,

2) tout élément de E —{0g} est inversible dans E pour la loi x.

e De plus, sila loi x est commutative alors le corps (E,+, x) est commutatif.

Remarque 6.6.2 :

1) Tout corps est un anneau intégre. La reciproque est fausse. Par exemple (Z,+, x) est un anneau intégre
mais ce n’est pas un corps.

2) Tout corps n'a pas de diviseurs de zéro.

3) Si (E,+, x) est un corps, alors (E —{0g}, X) est un groupe est appelé groupe multiplicatif.

Exemples 6.6.3 :

1. (Q,+, x), (R,+, x) et (C,+, x) sont des corps commutatifs.

2.(Z/22Z, 4.—, >.<), (Z2/32Z, —.l—, >.<) et (Z/5Z., 4.—, >.<) sont des corps commutatifs.

3. (Z/42Z, —.k, >.<) et (Z/5Z, —.F, >.<) ne sont pas des corps. Car, sont des anneaux non intégres.

4. L’ensemble structuré (Z {\/5] ,+, X) est un anneau commutatif, mais n'est pas un corps. Car il existe
des éléments non nuls de Z {\/5] non inversibles. Par exemple 1 — V5. Puisque, soit (a + b\/g) e Z {\/5]
On a (1—\/5) X (a+b\/5) = 12[\/5] = (a+b\/5) =—1-4/5¢2Z [\/5}

6.6.1 Sous corps

Définition 6.6.4 :

Soient (E,+, x) un corps et F une partie non vide de E.
F sous-corps d’un (E,+, x) si et seulement si :

1) (F,+, x) est un sous-anneau de (E,+, %),

2)Vr e F—{0g}; 2~ 'e€F.

Exemples 6.6.5 :

1). (Q,+, x) est un sous-corps de (R, +, x).

2). (R, 4+, x) est un sous-corps de (C,+, X).

3). (Q,+, x) et (R,4+, x) sont sous-corps de (C,+, X).
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6.6.2 Morphismes d’anneaux, Morphismes de corps

Définition 6.6.6 :
Soient (E,*,A) et (F,o, L) deuzr anneaux et f : E — F.

On dit que f est un morphisme d’anneauz si :

Yo,y € B; f(zxy) = f(x)o f(y) et f(xDy) = f(x)Lf(y).

& Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneauzr de E dans F ou on dit que (E,*,A) et
(F,o, L) sont isomorphes par f.

@ Si f: E— FE, on dit que f est un endomorphisme d’anneau de E.

@ Si f: E— FE bijective, on dit que [ est un automorphisme d’anneaux de E.

e 5i (E, %, A) et (F,o, 1) deuzx corps, On dit que f est un morphisme de corps de E dans F et de plus
f(lg) = 1p.

6.7 Exercices

Exercice 6.7.1 :

Soient R ’ensemble des nombres réels et x la loi définie par :
V(z,y) € R?; 2%y := (x?’—f—l) (y3+ 1) Xy

+ et x désignant ladition et la multiplication usuelles sur IR.

1) Vérifier que la loi * est une loi de composition interne sur R.
2) La loi x est-elle commutative ¢ associative ?.

3) Vérifier que R posséde un élément neutre pour la loi *.

4) Eziste-t-il des symétriques de l’élément % pour la loi *x dans R 2.
5) Cette loi confére-t-elle sur R une structure de groupe ?.

6) Resoudre les équations algebriques suivantes : xx0 =0 et z*x1 = 3.

Exercice 6.7.2 :
1) Montrer que ’ensemble structuré (Q {\/3} ,+, x) est un corps commutatif.
2) Considérons Q [i| = {a+1ib / a,b € Q}. Montrer que (Q [i],+, x) est un corps.

Exercice 6.7.3 :
Soit (G, *) un groupe et G' ={x € G;(Vy € G,x*xy =y=xx)}.

Montre que G’ est un sous groupe de G.
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Exercice 6.7.4 :
Soient E =|1,1] et et T' la loi définie par :

r+vy

Ve,y € E; 2Ty =
x,y xTy T

(a) Montrer que T est une loi de composition interne.

(b) Montrer que la loi T est associative.

(¢) Montrer que E posséde un élément neutre pour la loi T.

(d) Déterminer Uinverse d’un élément x € E pour la loi T.

Exercice 6.7.5 :

Les deux ensembles F et G suivants munis des lois considérées sont-ils des groupes ?

1) F est l’ensemble des fonctions de R dans R définies par x — ax + b, avec a € R* et b € R , muni de
la loi de composition o.

2) G est l’ensemble des fonctions croissantes de R dans R , muni de l'addition.

3) Soit H un ensemble défini par H = {f1, fa, f3, fa}, ot f1(x) = —fa(x) = z, f3(x) = —fa(x) = %, muni
de la loi de composition o.

1. Compléter le tableau suivant

Calcul du (fio fj) (x) avec i,j € {1,2,3,4}
ol fi|f2]| f3 Ja

fi
f2
f3
fa

2. Que peut-on conclure pour (H,o) ?.

3. Déterminer tous ces sous-groupes.

Exercice 6.7.6 :
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ € R pour que R ait une structure de groupe pour
la loi x définie par

Vo,y e Ryzxy = a(z +y) + bry + c.

Exercice 6.7.7 :

On munit R de la loi de composition interne x définie par :

Vo,y € R; zxy = /x5 + 37
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a) Montrer que l’application x — x° est un isomorphisme de (R,*) vers (R, +).

b) En déduire que (R, %) est un groupe commutatif.

Exercice 6.7.8 :

Soient G = R* xR et A la loi dans G définie par

V(z,y), (2"y) € G (z,y)A(2,y) = (z2, 2y +y)
1.) Montrer que (G, A) est un groupe non commutatif.
2.) Montrer que (R% xR, A) est un sous-groupe de (G, ).
Exercice 6.7.9 :
On définit sur Z? les deux lois ®, ® comme suit :

Y(z,y), (',y) € 22, (z,y)® (¢/,¢) = (z+ 2",y +9)

V(z,y), («,y') € Z%, (x,y) @ (¢,y') = (za', 2y + ya')
Montrer que (ZQ, ®,®) est anneau commutatif.

Exercice 6.7.10 :

1) Soient G un groupe, e son neutre, a,b € G tels que : a’b = ba® et a® = e.
Montrer : ab = ba.

2) Soient F' un groupe, a,b € G, n € IN* tels que : b™a = ab.

a) Montrer : Vk € N, b*"a = ab”.

b) Endéduire : Vp € N, b"" aP = aPb.

6.8 Espaces vectoriels

Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C.

6.8.1 Structure d’espace vectoriel

Définition d’un espace vectoriel

Définition 6.8.1 :
Soient E un ensemble, muni d’une loi de coposition interne « + » et muni d’une loi de composition externe

« . » opérant de K sur E. On dit que le triplet (E,+,.), ou plus bricvement E, est un K-espace vectoriel
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(ou est un espace vectoriel sur K ) si :
(1) (E,+) est un groupe abélien,

(2) La loi externe « . » posséde les propriétés suivantes :

a) VA €K, Vu, veE; \(u+v) = Au+ A,
VA, pn €K, Yu € E; (A p)u= A u+ p.u,
VA, €K, Yu € E; \(pu) = (Ap).u,

d) Yue€ E;lg.u=u.

Les éléments de KK sont appelés scalaires, les éléments de de E sont appelés vecteurs.

L’élément neutre de la loi interne « + » est le vecteur nul, on le note Og.

Exemples 6.8.2 :

» R est un R-espace vectoriel.

» C" est un C-espace vectoriel.

» Soit F(R,R) l’ensemble des fonctions f : R — R, muni des deux opérations « + » et « . » définies pour

toutes f,g € F(R,R) et pour tout X € R par :

Ve € R; ((f +9)(z) = f(z) +9(z) et (\f)(x) = Ax f(z)),

possede une structure d’espace vectorial sur IR. L’élément neutre est la fonction nul.
» L’espace vectoriel R[X] des polynomes P(X) = ap X" + - -+ asX? + a1 X + ag. muni des deuz opérations

« + » et « . », est un espace vectorial sur R. L’élément neutre est le polynéme nul.

6.8.2 Structure produit

Proposition 6.8.3 :

Si Eq,---, B, sont des K-espaces vectoriels alors E = Eq x --- X E,, est un K-espace vectoriel pour les lois
« + » et «.» définies par : (x1,--+ ,xn) + (Y1, yyn) = (T1+E, Y1, Tn +E, Yn) et A(T1, - ,Tpn) =
(Mg 21,y A\B,Tn), 00 +p, désigne la loi interne et ., la loi externe sur E; avec i = 1,--- ,n. De plus

le vecteur nul de E pour la loi + est alors Og = (0g,, -+ ,0g,).

6.8.3 Propriétés élémentaires

Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel.
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Proposition 6.8.4 :

DV d €K, Yue B 3 (M) = (fjA)
1= 1 3
A U

2) VA e K, Yui,ug, - ,u, € E; Z(Auz):
3)vVAeK, Yue E; 0.u=0g et/\OE—OE
4)Vu € E; (—a)u=—(a.u) = a.(—u).

5)VAeK, Vue E; (Au=0g = X=0k ouu=0g).

Preuve :
1) Par récurrence sur IN* en exploitant la distributivité par rapport a l'addition des scalaires.
2) Par récurrence sur IN* en exploitant la distributivité par rapport a addition des vecteurs.

3) Pour tout u € E on a :

(040)u=0u <= 0.u+0.u=0.u( la distributivité de la loi + par rapport a la loi .)
< 0.u+0.u = 0.u+ 0g( par la définition de I’élément neutre)
<— —(0.u)+0.u+0u=—(0u)+0u+0g

<— OQu=0g.

Pour tout A€ K on a :

A(0g+0g) =A0p <= AOp+ A.0g = \0g( la distributivité de la loi . par rapport a la loi +)
<~ —(A.OE)—}—/\.OE—{—/\.OE = —(/\.OE)—F)\.OE
<= \.0g = 0g ( par la définition de I’élément symétrique).

4) Commengons par montrer I'égalité (—a).u = —(a.u).

Pour tout a € K et pour tout © € F on a :

au+t (—a)u=(a+ (—a))u <= au+(—a)u=(0k)u

7

g ( d’aprés 3) )

(=
= au+(—a)u=0

) (—a)u=—(a.u)+0g
u)

— —(awu)+a

u+
< (—a).u= —(a.u) ( par la définition d’éléments neutre et symétrique).

Montrons maintenant ’égalité —(a.u) = a.(—u).

Pour tout a € K et pour tout v € E on a :
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auta.(—u) =a(ut (—u)) <= au+a(—u)=a(0g)
<— au+a.(—u)=0g
— —(aw)+auta(—u) =—(au)+0g
— a.(—u)=—(au).
5) On sait que si A = Og ou u = O, alors la propriété 3) impliquent A\.u = Op.
Pour la réciproque, soient A € K et u € E tels que A.u = 0.

Dans un premier temps supposons que A # Og. On doit alors montrer que v = Og.

Au=0g <= X 1(\u)=X"10g (car K est un corps et \ # O)
— A\ IxNu=21o0g

<~ u=0g.

Supposons maintenant que u # 0g. On a nécessairement A = Ok, sinon, ce conduire au contraire a notre

hypothése. [

6.8.4 Combinaison linéaire

Premiérement on définir la notion de famille de vecteurs d’un espace vectoriel.

Définition 6.8.5 :
Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble des indices.
On appelle famielle de vecteurs indexée par I, on la note (v;)ier toute appliation i € [ — v; € E.

L’orsque I est un ensemble fini ( resp. infini ) on dit que (v;);er est une famille finie ( resp. infinie ).

Combinaison linéaire d’une famille finie

Définition 6.8.6 :

On dit qu’un vecteur u de E est combinaison linéaire des vecteurs vi,--- ,v, de E si
day, - ,a, € K/ v = a1+ -+ an,
n
i=1
Les scalaires aq,- -+, an de K sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Exemples 6.8.7 :
1)% Dans le R-espace vectoriel R? le vecteur u = (3, —2) est combinaison linéaire des vecteurs vy = (2, —1)

et vg = (1,0), car on a l’égalité u = 2vy — vs.
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2)% Soit Ry [X] l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & deuzx. Soient po, p1 et pa les polynomes
définis par : ¥Yx € R; po(x) =1, p1(z) =z, pa(x) = 2%

Alors le polynéme p défini par Yr € R; p(z) = 322 — %x + V2 est combinaison linéaire des polynomes
Do, P1, P2, puisque l'on a ’égalité p = 3py — %p1 + V2po.

3)% Soit F(R,R) ’ensemble des fonctions réelles. Soient f et g deux fonctions définies par :

Vo € R; f(z) = sin(z), g(x) = cos(x). Alors la fonction h définie par Vo € R; h(z) = v/3sin(z — F) est
combinaison linéaire des fonctions f et g, puisque l'on a l’égalité h = %f — ég et donc h = a1 f + aag avec
V3

a1 :% et g = —5°.
3)% Montrons que w = (—2,4,—4) est combinaison linéaire de u = (1,0,1) et v = (2,2,1). On cherche

donc aq et ao tels que w = a.u+ ag.v

-2 1 2
w=0o1.u+a1.v < 4 = 1. 0 =+ ao. 2
—4 1 1
—2 o1 + 200
— 4 - 20[2
—4 o1+ ag
On a donc
o1+ 2009 = —2
a1 — —6
200 =4 <~
Q9 = 2

o]l +ayg = —4

Donc w = —6.u + 2.v.

Combinaison linéaire d’une famille infinie

Définition 6.8.8 :

Soient E un K-espace vectoriel et (v;);er une famille infinie de vecteurs de E.

On dit qu’un vecteur u de E est combinaison linéaire des vecteurs (v;)ier de E s’il existe un ensemble fini
J C I tel que

H)ieg €K /oy = 3 N
it
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6.8.5 Sous-espace vectoriel

Définition 6.8.9 :
Soient E un K-espace vectoriel et F' une partie non vide de F.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E st :
1) Vu,v € F; u+v e F,
2)VaeK, Yue F; au € F.

Exemples 6.8.10 :

e {Op} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espaces triviaut.

e L'ensemble A = {(z,2z,4z) / * € R} est un sous-espace vectoriel de R3. Car A C R3, Ogrs € A, pour
tous (x,2x,4x), (y,2y,4y) € A on a :

(z,2x,4z) + (v,2y,4y) = (+y,2(z + y),4(x +y)) = (2/,22',42") € A avec 2’ = z+y € R et pour tout
A € R, pour tout (z,2z,4x) € A on a :

Az, 2z, 42) = Nz, 2X.z,4\x) = (2”,22",42") € A avec 2" = \.x.

o Les ensembles F = {(2,0,0) / z € R}, G = {(0,4,0) / y € R} et H = {(0,0,2) / z € R}, sont des

sous-espaces vectoriels de R>.

Proposition 6.8.11 :
Soient E un K-espace vectoriel et F' une partie non vide de E.

F' est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement st,

Va, 8 € K, Yu,v € F; au+ pv € F.

Ou bien F' est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, toute combinaison linéaire de deux vecteurs

de F' reste dans F'.

Preuve :
e Commengons par montrer ( «-- = --- ).
Supposons que F' est un sous-espace vectoriel de E. Soient u,v € F et «, 8 € K. Alors par la définition de
sous-espace vectoriel on a : au € F et v € F et ainsi au + fv € F.
e Inversement, on montre (---<=--- ).
Supposons que pour chaque u,v € Fet o, € Kon a au+ pv € F.
x Posons a = 8 = Ok. Alors, pour tous u,v € F' on a au + v = 0g € F'. Donc F n’est pas vide.

* Soient u,v € F', alors en particulier « = # =1 on obtient u+ v € F ( car F stable par addition ).
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x Soient u € F, et o € K, ( pour tout v € F, en posant 3 = Ok), alors au € F ( car F stable par produit

extérieur ). ]

Proposition 6.8.12 :
Soit E un K-espace vectoriel.

Si F est un sous-espace vectoriel de (E,+,.) alors (F,+,.) est un K-espace vectoriel.

Preuve :
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et F est un sous-espace vectoriel de F.
Comme F' est un sous-espace vectoriel de E, alors F' contient Og donc F' # ¢.
Et par la proposition 6.8.11 avec « = 0 et § = —1, on peut affirmer que Yu,v € F; u—v € F c’est-a-dire
F un sous-groupe de (E,+) et donc (F,+) est un groupe abélien.
De plus les propriétés (a), (b), (c) et (d) de la définition 6.8.1 étant vraies sur E, elle le sont aussi sur F.

Donc (F,+,.) est un K-espace vectoriel. n

6.8.6 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels

Proposition 6.8.13 :
Soit E un K-espace vectoriel et (F;);c; une famille (finie ou infinie) de sous-espaces vectoriels de E.
n ou

+oo
L’ensemble N F=FiNFN---F, ou +00 €St un sous-espace vectoriel de F.
i=1

Preuve :

Puisque chaque Fj, i € I est une partie de E donc () F; est une partie de E.

el
Comme O € F;, pour tout ¢ € I, il appartient aussi & () F; c’est-a-dire ’ensemble [ F; est non vide.
il iel
Soient u, v deux vecteurs de () Fj;, alors pour tout ¢ € I, u, v € F; et pour tous «a,5 € K le vecteur
i€l
au + fv € F; car F; est un sous-espace vectoriel de E. Donc le vecteur au + v € ) F;. [

i€l
Exemples 6.8.14 :
o Soient F1 = {(0,y,2) / y,2 € R} et F, = {(2,0,2) / =,z € R} deuz sous-espaces vectoriels de R3. Alors
FinFy={(0,0,2) / z € R} est un sous-espace vectoriel de R3.
e Soient G1 = {(x,y,2) €ER3 / 2x+y—2=0} et G2 = {(z,y,2) € R® / 42 — 2 = 0} deux sous-espaces

vectoriels de R®. Alors G1 N G = {(x,2x,4x) / © € R} est un sous-espace vectoriel de R3.

Attention : La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas nécessairement un sous-espace

vectoriel de E.
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Exemple 6.8.15 :

Soient F = {(z,0,0) / x € R} et G = {(0,y,0) / y € R} deuz sous-espaces vectoriels de R3. Alors
FUG = {(z,y,2) €R3 / y=2 =0 ouz =z =0} nlest pas un sous-espace vectoriel de R car (1,0,0) € F
et (0,1,0) € G mais (1,0,0) 4+ (0,1,0) = (1,1,0) ¢ FUG .

Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 6.8.16 :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
La somme de F' et G, notée F + G est l’ensemble de tous les vecteurs u + v, ot u est un vecteur de F et v

un vecteur de G. C’est-a-dire :
F+G={u+v/uelF etveG}.

Exemple 6.8.17 :

Soient F = {(2,0,0) / z € R} et G = {(0,y,0) / y € R} deux sous-espaces vectoriels de R>.

Alors F+G = {(z,y,2) e R® / 2 =0}.

Par définition de F' 4+ G, tout élément w de F + G s’écrit w =u—+v ovu € F etv € G. Comme u € F et
v € G alors il existe z,y € R tel que u = (z,0,0) et v = (0,y,0). Donc w = (z,y,0).

Réciproquement, il est clair, un tel élément w = (x,y,0) est la somme de (x,0,0) et de (0,y,0).

Proposition 6.8.18 :
1. La somme de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.
2. La somme de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E est le plus petit sous-espace vectoriel

contenant a la fois F' et G.

Preuve :
Soient £ un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Alors FFC E et G C E, donc F' 4 G est une partie de F contenant Og car Og appartenant a F' et a G.
Soient a, B € K et w,w’ € F + G. Comme w,w’ sont dans F + G, il existe u,u’ dans F et v,v’ dans G tels
que w =u+v et w =u +v. On aalors aw + fw' = (au+ pu') + (av+ Bv') € F + G car au+ pu’ € F
et av + v’ € G.
2. F C F + G car pour tout v € I, on peut écrire u = u + O avec O € G. De méme G C F + G.
Soit H un tel sous-espace vectoriel contenant F' et G, alors il est clair : si w € F alors uw € H (car F C H),

de méme si v € G alors v € H. Donc u 4+ v € H car H est un sous-espace vectoriel. u
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Remarques 6.8.19 :

Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E, alors on a les propriétés suivantes :
1) F+G =G+ F, (la somme de deuz sous-espaces vectoriels est commutative),

2)(F+G)+H=F+ (G+H), (la somme de sous-espaces vectoriels est associative),

3) F+{0p}=F, F+E=FEetF+F=F.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 6.8.20 :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

F et G sont en somme directe dans E si

e NG ={0g},

o ['+G=F.

On note alors F& G = E.

St F et G sont en somme directe, on dit que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires

dans E.

Exemples 6.8.21 :

e Soient F/ = {(0,y) / ye R} et G’ = {(x,—x) / x € R}.

F' et G' sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R?.

Car F' ® G' = R? cest-a-dire F'N G’ = {(0,0)} et F' +G' = R?.

(1) Montrons F'NG’' = {(0,0)}.

Soit (x,y) € F'NG', alors (x,y) € F' et (x,y) € G' doncy =0 ety = —x s’implique (z, y)=(0, 0).
(2) Montrons F' + G' = R2.

Soit w = (x,y) € R2. Cherchons u € F' et v € G’ tels que w = u + v.

Soient u = (z1,y1) € F' et v = (x2,y2) € G’ alors y1 =0 et yo = —x2. Donc

w=ut+v <= (z,y) = (1+ z2,—72)
< T=x1+T2NY=—T2

<~ T1=x+yAxry=—y.

C’est-a-dire, pour tout (z,y) € R? on a (z,y) = (v +y,0) + (—y, —(—y)) qui prouve que tout (z,y) € R?
est somme d’un élément de F' et d’un élément de G'.

e Soient ' = {(2,0,0) / 2 € R} et G = {(0,v,0) / y € R}.

Les deuz sous-espaces vectoriels F' et G ne sont pas supplémentaires dans R, car F +G = R x R x {0} #

R3.
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Proposition 6.8.22 :

F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si

VweE, (luekF, IveG/w=u+w).

Preuve :

Premiérement : supposons £ = F @ G et montrons que tout élément w € F se décompose d’une maniére

unique comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de G.

Soient w = u+ v et w = uy + vy avec u,u; € F et v,v7 € G. On a alors v+ v = uy + vy, donc u —u; =

v —v1. Comme F' et G sont sous-espaces vectoriels alors u —u; € F et v —v; € G. Puisque F et G sont

supplémentaires dans E, on a alors, u —u; =v—v; € FNG = {0g}, donc u —u; = 0g et v —v; = 0. On

en deduit ©u = u; et v = v1, ce qui montre que tout élément de E se décompose d’une maniere unique.

Deuxiémement : supposons que tout w € E se décompose de maniére unique et montrons £ = F' @ G.

e Montrons FNG = {0g}.

Soit u € FFNG, alors, il peut étre décomposer des deux manieres suivantes : © = O0g +u et u = v+ 0p. Par

I’unicité de la décomposition, u = Og.
e Montrons FF + G = FE.
D’une c6té, on sait que F'+ G C E.

D’autre coté, soit w € F, alors il existe u € F et v € G telsque w =u+v € FF+ G, donc F C F + G.

6.8.7 Espace vectoriel engendré par une famille finie

Définition 6.8.23 :

Soient E un K-espace vectoriel et F = (v;)1<i<n une famille finie de vecteures de E.

On appelle espace vectoriel engendré par F, 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteures vy, va, - - -

et est noté Vect(F) ou Vect(vy,ve, -+ ,vy,). Autrement dit :

Vect(vi,va, - ,vp) :={u € E / I(A, A, , \n) € K™ u= A\vp + Xgva+ -+ \un .

La famille {vi,va, -+ ,v,} est dite génératrice de Vect(vi,va, -+ ,vy,).

Définition 6.8.24 :
Soient E un K-espace vectoriel et F = (v;)1<i<p une famille de vecteures de E.

La famille F est une famille génératrice de l’espace vectoriel E si

Vu e E,3(A1, -, p) €KP / u= X o1+ -+ Apup

7UTL
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C’est-a-dire tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs vy, --- ,v,.
) » Up

On dit aussi que la famille {v1,--- ,vp} engendre l’espace vectoriel E.

Théoréme 6.8.25 :

Soient E un K-espace vectoriel et {vi,va, -+ ,vn} une famille finie de vecteures de E.
I. L’ensemble Vect(vi,ve, -+ ,v,) est un sous-espace vectoriel de E.
II. L’ensemble Vect(vi,va, -+ ,vy) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs vy, vy, -+, Up.
Preuve :
I. On appelle F' ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {vy,va, -+, vp }.
(a) Og € F car O = Ogvy + Ogva + - - - + O vp,.
(b) Soient u,v € F alors, Iy, -+ , Ay € K; uw = Aoy + -+ Aop, et g, -+, pup € K
v=pv1+ -+ ppvp. Onau+v = (A + p1)vy + -+ (An + fn)vn, on en deduit u+v € F.
(c) De méme, pour tout a € K, pour tout u € F on a au = (aA1)v1 + (ar2)ve + -+ + (ad,)v, € F.
Ce qui montre que F est un sous-espace vectoriel.
IT. Soit G un tel sous-espace vectoriel contenant {vy,ve, -+ ,v,}, alors il est stable par combinaison linéaire,
il contient donc toute combinaison linéaire des vecteurs {vy, v, -+ ,v,}. Par conséquent F est inclus dans
G. Conclusion : F' est le plus petit sous-espace contenant {vy,va, -+ ,vn}. [
Proposition 6.8.26 :
Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E.
1) AC B= VectA C VectB.
2) Vect(AUB) = VectA+ VectB.
Preuve :
1) Supposons A C B. On a alors A C B C VectB, puisque VectA le plus petit sous-espace contenant A
donc VectA C VectB.
2) A C VectA donc A C VectA+ VectB. De méme, B C VectA+ VectB donc AUB C VectA+ VectB.
Or VectA + VectB est un sous-espace vectoriel donc Vect(AU B) C VectA + VectB.
Inversement A C AU B donc VectA C Vect(AU B) d’apes 1). Aussi VectB C Vect(AUB). Or Vect(AU
B) est un sous-espace vectoriel donc VectA + VectB C Vect(AU B). "
Proposition 6.8.27 :
Soient E un K-espace vectoriel et Fppr1 = (Vi)1<i<m+1 une famille de m + 1 vecteures de E.
o Sivmt1 est combinison linéaire des vecteurs vi,va, -« - Uy, alors vectFpy,+1 = vectFp,, ot Fpy = {v1,v2, - , v}
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Preuve :
*x D’apres la proposition 6.8.26, il est clair que vectd,, C vectF, 1.
+* Montrons maintenant que vectd,,+1 C vectF,,.

Soit u € vectF 11, il existe (A, A2, -+, Amt1) € K™ tel que
U= ANv1+ -+ AnUm + Ant+19m+1-
Puisque vy,+1 est combinison linéaire de v1,v2, - - - vy, alors
J(ar, a0, ,am) € K™ / vpp1 = aqvr + agva + -+ + QU
On en deduit que

Iy, s vm) €K™/ u=yv1 + -+ YUm,

ol y; = A\j + Amt10; pour tout i € {1,2,--- ;m}.
Ce qui montre que u € vectF,,. On a alors, vectF,,+1 C vectF,,.

Ce qui termine la preuve. [

6.8.8 Espace vectoriel engendré par une famille infinie

Définition 6.8.28 :
Soient E un K-espace vectoriel et F = (v;)ier une famille infinie de vecteures de E.
On appelle espace vectoriel engendré par F, l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteures (v;)ie;-

Autrement dit :

Vect((vi)ier) == {u € E/3JCI, card] < +oo, I(\;)ies € K 4 = Z/\i-vi} :
icJ

La famille (v;)ier est dite génératrice de Vect((v;)icr)-

Définition 6.8.29 :
Soient E un K-espace vectoriel et F = (Ui)1§z‘gp une famille de vecteures de E.

La famille F est une famille génératrice de l’espace vectoriel E si
Vu€e E, 3N, , p e K/ u=X v+ + Ay,

C’est-a-dire tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs vy, --- ,vp.

On dit aussi que la famille {vy,--- ,vp} engendre l’espace vectoriel E.
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Proposition 6.8.30 :
Soient E un K-espace vectoriel et (v;)ier une famille infinie de vecteures de E.

o L’ensemble Vect((vi)ier) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve :
e On appelle F' 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (v;)e;r.
(a) O € F car O = Ogvy + Ogva + -+ - + Ogwvp + -+ -
(b) Soient u,v € F alors, 3.J; C I, cardJ; < +oo et I(\;)ies, € Kd; ¢ = PIR YRV
De méme, 3.Jo C I, cardJy < +o0o et I(u;)ics, € K42 v = 3 piv;. On Z[;]lllt définie J comme suit :

1€J2
J = J1UJa. Posons \; = 0, pour tout i € J — J1 et u; = 0 pour tout ¢ € J — Jo. Cela donne :

Va,B € K; au+ Bv = Z(O‘)‘i + Bu;).v;.
icJ

6.8.9 Famille libre, famille liée

Définition 6.8.31 :
Soit F = (vi)1<i<n une famille finie de vecteures d’un K-espace vectoriel E.

On dit que la famille F est libre ( ou linéairement indépendante ) si elle vérifie :
VAL A2, A €K Mo+ Mg+ -+ A, =0 = A1 =X = =\, = Ok.
Dans le cas contraire, la famille F est liée ( ou linéairement dépendante ) si :
AN, A, A\ €K Ao + Agvg + -+ Ao, = 0g et (A1, Ay -, Ay) # Ok

C’est-a-dire, s’il existe une combinaison linéaire nulle d coefficients non tous nuls.

Exemples 6.8.32 :
1) Dans le C-espace vectoriel C3, la famille {vy = (1,—2,4),vo = (0,7 —2,2),v3 = (—i,4,—3)} est lice. Car
11 + 2v2 + v3 = O¢s.
2) Dans le R-espace vectoriel R [X], les polynomes Pi(X) = X +1, Py(X) = X2+ X +1 et P3(X) =

X4+ X2 41 forment une famille libre. Supposons que

VX € R; OéPl(X) +5P2(X) + )\Pg(X) = OIR[X]'
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Cela équivaut a

A=0
=0
B+A=0
= ¢ B=0
a+p8=0
a=10
a+pB+A=0

Donc

VX eR;OJP1(X)+6P2(X) +/\P3(X) = OIR[X] —a=0=X=0.

3) Dans le R-espace vectoriel F(R,R) des fonctions de R dans R, la famille {cos, sin} est libre. Car pour
tout x € R la relation acosx + Bsinx = Og(r,R) tmplique que o = 8 =0.

4) Dans le R-espace vectoriel F(R,R), la famille {cos?(x), sin®(z), cos(2x)} est lie. Car pour tout x € R
(A1, X2,A3) € R® — {Ogs} / Aicos®(x) + Aasin®(x) 4 Azcos(2z) = OgrR), comme par exemple A\ =
—1L,d=1etA3=1.

Définition 6.8.33 :
x On dit qu’une famille infinie est libre ( ou linéairement indépendante ) si toutes ses sous-familles
finies sont libres.

x Une famille est liée ( ou linéairement dépendante ) s’il existe une sous-famille finie qui est liée.

Exemples 6.8.34 :

e Dans le R-espace vectoriel R [X], la famille infinie {1,X,X? .-+, X" ---} est libre.

e Dans le R-espace vectoriel F(RY,R), la famille infinie {1,In(z),In(22?),In(323), - ,In(na™), -} est
lie. Car la sous-famille {1,In(x),In(2x?)} est liée. Puisque Vx € RY ; —In(2).1 — 2.In(z) + 1.In(22%) = 0.

Attention : (u,v) liée n’implique pas que v est un multiple de u (prendre u = Og et v # Op).

Cependant (u,v) liée et u # 0p = Ja € K;v = au.

Proposition 6.8.35 :

Soit E un K-espace vectoriel.

Une famille = {v1,va,--- ,vp} de p > 2 wvecteurs de E est une famille liée si et seulement si un de
ces vecteurs de F est combinaison linéaire des autres vecteurs de F. C’est-d-dire la famille F est liée si et

seulement si

P
I e{1,2,3,---,p} /Ug:Zawi, avec a; € K pour tout i € {1,2,3,--- ,£—1,0+1,--- p}.

=1
140
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Preuve :
% Supposons d’abord J liée. Il existe donc Ay, - -+, A, non tous nuls vérifiant \jvy + - - 4+ Apv, = Op. Alors
il existe Ay # 0 pour au moins un indice ¢ € {1,2,3,--- ,p}. On peut encore écrire \jv; + -+ + Ag_1vp—1 +

Aeve + A41V041 + - - -+ Apvp = 0. Puisque Ay # 0 on peut écrire

Ce qui montre que vy est combinaison linéaire des autres vecteurs de F.
% Supposons I'un des vecteurs de F combinaison linéaire des autres vecteurs de F. Soit vy est combinaison

o s s s
linéaire des vecteurs {vi, -+ ,vp—1,0p41, -+ ,Vp}. Clest-a-dire

dog, a0, a1, 0041, €K/ vp = cqur +aove 4 - A 10— + Q11 - apUp.

Passant v, au second membre, il vient

oy, o, 1, =1 apgn, - ap € K/ aror Fagua - Foy_qvp—1 + (= 1) v+ ap1ve1 + - -+ vy = Op.
En posant ay = —1, on peut alors écrire

a1vy +oagua + -+ + v, = 0 avec ag, o, - ,ap € K non tous nuls.
Ainsi la famille F est liée. [

Remarque 6.8.36 :
_Z) Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
2) Une sur-famille d’une famille libre n’est pas nécessairement libre.

3) Les vecteurs d’une famille libre sont distincts deur d deuz.

Proposition 6.8.37 :

Soit E un K-espace vectoriel.

Si (v1,--- ,vp) est une famille libre et si vp11 & Vect(vy, -+ ,vp) alors la sur-famille (vi,- -+, vp, Vpi1) est
libre.
Preuve :

Soit Aq, - -- s Aps Apt1 € K.

Supposons A\jvy + -+ -+ A\pvp + Apr1tpyr1 = 0p (1).
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Si A\p+1 # 0 alors on peut écrire v, = )\)‘—ilvl + -+ . Cela signifie que vp41 est combinaison linéaire
P P

de (vi)1<i<p- Ceci est contradiction, car v,41 & Vect(vi, -+ ,vp). On en deduit que A\piq = 0.
Puisque la famille (vy, - -+ ,vp) est supposée libre donc A\; = - -+ = X\, = A\p41 = 0. Alors la famille (v;)1<i<pt1
est libre. [

Proposition 6.8.38 :
Soit E un K-espace vectoriel.
1) Toute sur-famille d’une famille de vecteurs de E liée est liée.

2) Toute sous-famille d’une famille de vecteurs de E libre est libre.

Preuve :
Soit F = (v;)1<i<p une famille de vecteurs de E liée.

Cela signifie que
J(A1, Ay ) € KPP —{0ke} / Aiv1 + Xova+ -+ Apvp, = 0p. (1)
On consideére la sur famille de F suivante F = (v;)1<i<p+1. On deduit de P'égalité (1) que
AMv1 4 Xova + - -+ Apvp + Okvp1 = 0 avec (A1, Ag, -+, Ay, 0) € KPP — {Ogpe1}.

Ce qui montre que la sur famille F’ est liée.

La deuxieme propriété se démontre par les méme techniques. Laisser au lecteur. [

Proposition 6.8.39 :
Soit E un K-espace vectoriel.

Toute famille d’au mois de m + 1 vecteurs de E appartenant d vect(vy,--- ,vy,) est liée.

Preuve :
La démonstration est basé sur un procédé d’élimlnation. Comme par exemple : soit £ un K-espace vectoriel
tel que E = vect(v1,v2).

Soient u1, ug, ug trois vecteurs de E tel que

U = QU1 + v
U = 51’01 + 62’02 (6.11)
uz = Y101 + 7202
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1°"cas : @ Si v = 0, alors on a :

U1 = a1 + v
U = 51’01 + 52’[12 (6.12)
uz = M7v

* Si 1 = 0, alors la famille (ug, ug,us) est liée. Car contient Op.
% Si 7y # 0, on isole le vecteur vy & partir de la troisiéme relation du systéme (6.12), on l'injecte dans les

deux autres relations et on obtient

aq
up = —u3 + ave
1
ug = glug + Bavg (6.13)
1
V1 = —us
Y1

® Si B2 = 0 ou ag = 0, alors la famille (u1,u2,us3) est liée. Car toute sur-famille d’une famille de vecteurs
de E liée est liée.
® Si B2 # 0 et ag 7# 0 on isole le vecteur vg & partir de la deuxiéme relation du systéme (6.13), on l'injecte

dans la premiére relation et on obtient

ar aofh o)
up =\ — 3+ -u2
84! ﬂzgl B2
1
Vo = U2 — —-—U3 6.14
B2 Ba1 (6.14)
(%1 = —us,
71

ce qui montre que la famille (u1, uz, u3) est liée. Car (A1, Ao, A3) € K3 —{O0gs} / Aug + Aous + Aguz = Op.
2°Mecas @ Siyy £ O :
e On isole le vecteur vy a partir de la troisieme relation du systeme (6.11), on l'injecte dans les autres

relations et on trouve :

Q Q@
U1=—gw+(?kHMM
2 2
2 B2
up = —"ug+ (L + Br)on (6.15)
2 Y2
vy = ——us+ ﬂvl
72 Y2
* Si o + p1 =0 ou g2 + a1 = 0, alors la famille (uq,ug, us) est liée. Car ug, us ou ui,us sont lies.
72 Y2
. B Q271 . . . . . .
*Si ——= 4+ 1 A0 et + a1 # 0, on isole le vecteur v; & partir de la dexieme ou la premiére relation
Y2 Y2
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du systeéme (6.15), on U'injecte dans l'autre relation et on trouve :

Ba
1

u = (a271 —|— Oél)( 62’)/3/2 )U?, + (OQ’Yl + al)(W)UQ

2 — + b1 12 — + 1

72 V2
P2 (6.16)
= Bvl u2+ﬁvw 1
22 81 22y 81

7% 72
Vg = ——Us3 + ﬂvl

72 V2

ce qui montre que 3(1, A, A3) € K? — {0gs} / l.ug + Aoug + Aguz = Op. Alors, la famille (u1,us,us3) est
liée. [ ]

On peut déduire le corrolaire suivant :

Corollaire 6.8.40 :
St un K-espace vectoriel E est engendré par m vecteurs de E, alors toute famille d’au mois de m + 1 vecteurs

appartenant a E est lice.

Proposition 6.8.41 :

Une famille infinie est libre si, et seulement si, toutes ses sous-familles finies sont libres.

Preuve :
e Supposons d’abord que la famille (v;);es libre avec I un ensemble infini.
Soit J C I un ensemble fini. Supposons Z Ajv; = 0g avec A\; € K pour tout j € J.
Pour ¢ € I — J posons \; = Og. On a f:e)ivi = 0 avec \; € K pour tout ¢ € I d’apres I’hypothese, on a
donc \; = Ok pour tout 7 € I et enpartliec{ﬂier i € J on trouve que la sous-famille (v;);c est libre.
e Supposons Z)‘ivi = 0g avec \; € K pour tout ¢ € 1.
Posons J = Z{ile I /X # 0}. Puisque J C I et la sous-famille finie (v;);cs est supposée libre, on obtient
Z)‘ivi = Z Aiv; = 0g. Alors on en deduit que I’ensemble J est vide, donc A\; = 0 pour tout i € 1.
léé qui m(;reltjre que la famille infinie (v;);e; est libre. n

6.8.10 Base d’un espace vectoriel

Définition 6.8.42 :
Soient E un K-espace vectoriel et B = (e;)1<i<p une famille de vecteurs de E.

On dit que B est une base de E si B a la fois libre et génératrice de E.
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Exemples 6.8.43 :

(1) Soient les vecteurs ey = (1,0) et ex = (0,1). Alors, la famille (e1,es) est génératrice de R?. Car tout
vecteur (z,y) € R? s’écrit (x,y) = 2(1,0) +y(0,1). De plus il est claire que la famille (e1,e2) est libre.
Donc est une base de R?, appelée base canonique de R2.

(2) Dans R? toute famille de deuz vecteurs libre est une base de R%.

(3) La famille B = (1,i) est une base du R-espace vectoriel C (dite canonique).

(4) La famille B = (1,4) n’est pas une base du C-espace vectoriel C.

Car 3(A\1,X2) € C?2 —{(0,0)} / M\.1+ Xo.i = Oc comme par exzemple \j = —i, Ao = 1. C’est-a-dire, dans
C-espace vectoriel C la famille (1,1) est liée

(5) La famille B = (X%)1<i<p = (1[X},X,X2,-~ , X™) est une base de R, [X] (dite base canonique de
R, [X] ). Car pour tout polynome P de R, [X] il existe (ag,a1,--- ,a,) € R"! unique tel que
P(X)=aolix)ta1. X+ ,a, X"

Proposition 6.8.44 :

B = (ei)1<i<p est une base d’un K-espace vectoriel E si, et seulement si,
Vue E, (A, , ) € KP [ u=Xer+ -+ Apep. (6.17)

Preuve :
(=) : Supposons B une base de E.
Puisque la famille B génératrice de E, alors il existe (A1,--+,Ap) € KP / u = Aje; + -+ Mpep.
Cela prouve 'existence.
Pour I"unicité des Aq,---, A, : Supposons qu'il existe d’autres scalaires p1,--- , iy € K tels que
U= pie; + -+ ppep. On a alors, (A1 — p1)er + -+ + (Ap — pip)ep = 0p. Comme B est une famille libre, on
en deduit que A\ — p1 = -+ = A\, — pp = Ok, ceci implique A\; = p; pour tout i € {1,--- ,p}.
(«<=) : Supposons (6.17) vraie.
D’apres la proposition (6.17) on a B est génératrice de E.
De I'égalité A\jeq + - - -+ A\pep, = Op, on deduit par unicité de la décomposition du O par apport aux vecteures

e1, -+ ,ep que A\ = --- = X\, = Ok. ce qui montre que B est libre. [

Définition 6.8.45 :
Soient B = (e;)1<i<n une base d’un K-espace vectoriel E et u € E tel que u = A\ieq + -+ + Apén.

Les scalaires (N\;)1<i<n $’appellent les coordonnées (ou composantes) de u dans la base (e;)1<i<n.

Définition 6.8.46 :

On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension finie s’il posséde une famille génératrice finie de vecteurs

186



6.6.8 Espaces vectoriels

de F.

Dans le cas ou la famille génératrice de E est infinie, on dit que l’espace E est de dimension infinie.

Proposition 6.8.47 :

Tout K-espace vectoriel de dimension finie posséde au moins une base.

Preuve :
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et F,,, = (v1,- -+ , vy, ) une famille génératrice de E.
Si la famille &, est libre, alors est une base de F.
Sinon, la famille JF,, est liée, et alors un des vecteurs de F,, est combinaison linéaire des autres.
Supposons que le vecteur v, est combinaison linéaire des vecteurs vy, -+, Upm_1.
D’apres la proposition 6.8.27 | la sous-famille F,,,_1 = (v1,- -+ ,v;m—1) est elle méme génératrice de E.
Répétons la méme discussion sur la famille F,,_1 si elle est n’est pas libre. Ce processus s’arréte jusqu’a ce

que nous ayons une famille lineairement indépendante génératrice de E. Car la famille F,, est finie. ]

Théoréme 6.8.48 (Théoréme de la dimension)

Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme cardinal.

Preuve :
Soient By = (e1,--- ,en) et By = (€1, , €p) deux bases distinctes d’un espace vectoriel E.
On note card(By) = n et card(Bz) = p.
Suposons que n > p, alors, d’apres le corollaire 6.8.40 la famille B; est liée. Ce qui est imposible puisque la
famille B; est libre, car c’est une base de F.
De méme, si on supose que p > n.

Par conséquent, la ceule posibilité est que n = p. La preuve est terminée. ]

Lemme 6.8.49 :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si L une famille libre de p vecteurs de E et F une famille génératrice finie de m vecteurs de E, alors p < m.

Preuve :
D’apres le corollaire 6.8.40, on en déduit que toute famille de m + 1 vecteurs de E est liée. Donc, toute

famille de vecteurs de F libre a au plus m vecteurs. Ceci implique p < m. m

Définition 6.8.50 :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

On appelle dimension de E le nombre de vecteurs d’une bases de E, notée dimFE, c’est-a-dire
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dimE = card(B) ou B est une base de E.

St E n’est pas de dimension finie, on pose dimFE = +o0.

Proposition 6.8.51 :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors :
1. Toute famille libre de E a au plus n éléments.

2. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

Preuve :
Soit B une base de E telle que card(B) = n.
1. Considérons la famille B génératrice, d’apres le lemme lemme 6.8.49, on a qu’une famille £ libre dans
un espace E de dimontion finie n vérifie Card(£) < Card(B) = n.
2. D’apres la proposition 6.8.47, on sait que toute famille § génératrice d’un espace £ de dimontion finie
n, on peut extraire une base By de E vérifie Card(B1) < Card(9). On applique la proposition 6.8.48, on
an = Card(By) < Card(9). "

Remarques 6.8.52 :

1) Toute famille de au moins de n+ 1 vecteurs d’un espae vectoriel de dimontion finie n est une famille
liée.

2) Toute famille de au plus de n — 1 wvecteurs d’un espae vectoriel de dimontion finie n elle n’est pas

génératrice de E.
Il reste a énoncer un résultat important et tres utile :

Théoréme 6.8.53 :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et F = (vy,- -+ ,vy,) une famille de n vecteurs de E.
1l y a équivalence entre :

(B) F est une base de E,

(L) F est une famille libre de E,

(G) F est une famille génératrice de E.

Preuve :
% Les implications (B) = (£) et (B) = (9) sont immédiates ( par la définition d’une base).
* (L) = (B) Supposons la famille F libre et montrons qu’elle est génératrice.
Soit u € E tel que u ¢ Vect(F). D’apres la proposition 6.8.37, on peut affirmer que la sur-famille ¥ =

(v, - ,Un,u) est libre. Mais cela conduit & une contradiction, parce que, d’aprés la proposition 6.8.51,
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on en déduit que card(F) = n+1 < n = dim(E). Donc, tout vecteur de E est combinaison linéaire des
vecteurs de la famille F. Ceci implique que F est une famille génératrice de E.

* (G) = (B) : Supposons la famille F génératrice et montrons qu’elle est libre.

On réalise cette démonstration par contraposition. Nous allons montrer que si la famille F est liée, alors elle
n’est pas génératrice de F.

Supposons que la famille F est liée. Alors, il existe ¢ € {1,2,---,n} tel que v; est combinaison linéaire
de (v1,+ vi—1,Vit1, -+ ,vy). D’apreés la proposition 6.8.27, la famille F,,_1 = (v1, - Vi—1,Vix1, "+ ,Vn)
est génératrice de E. Or cette famille est de cardinal n — 1 < n = dim(FE), ce qui implique (d’apres la

proposition 6.8.27 et proposition 6.8.51) que la famille F n’est pas génératrice de E. u

Définition 6.8.54 :

Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.

e SidimF =1, le sous-espace F' est appelé droite vectorielle de E.
o SidimF = 2, le sous-espace F' est appelé plan vectorielle de E.

o SidimE =n2>1etdimF =n—1, le sous-espace F est appelé hyperplan vectorielle de E.

Exemples 6.8.55 :

1). Soit F le sous-espace vectoriel de R? défini par :
F= {(m,y) cR? / :1:—23/:0}.
Pour tout u = (z,y) € F on a x = 2y, on en déduit
F={(2y,y) / ye R} ={y.(2,1) / y e R},

c’est-a-dire F = vect(vy) ot vy = (2,1). Ainsi dimF =1 = dimR? — 1,
le sous-espace F' est donc une droite vectorielle de R%. C’est aussi un hyperplan vectorielle de R2.

2). Soit G le sous-espace vectoriel de R* défini par :
G = {(a:—y,y—:v,:c—l—z—y,z) e R* oiz:c,y,zEIR}.
Soitu € G, on a
uv=(r—y,y—x,x+z—y,z)=2.(1,-1,1,0) + y.(-1,1,—1,0) + 2.(0,0,1, 1) = vect(v1, v2,v3)

avec v; = (1,—1,1,0),v9 = (=1,1,—1,0) et v3 = (0,0,1,1). Remarquons que vy est combinaison linéaire de

ve et vy car v1 = (—1).v2 + 0.v3. Donc vect(vy,ve,v3) = vect(va,vs3). et la famille (ve,v3) est une famille
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libre. Ainsi, dimG = 2,

le sous-espace G est donc un plan vectorielle de R*, mais ce n’est pas un hyperplan vectorielle de R*.

6.8.11 Dimension d’un sous espace vectoriel d’un espace de dimension
finie

Théoréme 6.8.56 :
Tout sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel & de dimension finie est de dimension finie et
dimF < dimkE.

De plus, dimF = dimFE si, et seulement si E = F.

Preuve :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Si F' = {0g}, alors F' est de dimension finie et dimF =0 < n = dimFE.
On suppose maintenant F' # {0g}, alors, il existe un vecteur v; non nul de F et la sous-famille (v1) est
libre.
e Si elle est génératrice de F', c’est une base de F'. Il est clair que toute famille libre d’éléments de F' étant
une famille libre de E (puisque F est un sous-espace de E), d’aprés la proposiyion 6.8.51, toutes les familles
libres de F' ont au plus n éléments.
e Si la sous-famille (v1) n’est pas génératrice de F, il existe des familles libre ont au moins deux vecteurs
et ont au plus n vecteurs de F. Soit F,, = (v1,---,vp) la plus grande sous-famille libre de F. Alors cette
famille est aussi génératrice de F. Sinon, Ju € F / u & Vect(vy,--- ,vp), alors la famille (vq,--- ,vp,u) est
libre ( par la proposition 6.8.37). Ce qui est une contradiction. Car la plus grande sous-famille libre de F’
est la famille F,. Donc F), est une base de F. Ainsi dimF = p < n = dimFE (puisque toute famille libre de
F a au plus n éléments).
De plus, lorsque p = n, d’aprés le théoreme 6.8.53, la famille F}, est une base de F', est aussi une base de
E, et tout élément de F est combinaison linéaire de vq,--- ,vp, ce qui montre que F' = E. u

D’apres le théoréeme précédent, on en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 6.8.57 :
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Si F de dimension finie et G C F.

Alors : F' = G si, et seulement si dimF = dimG.

Si, on sait qu’un sous-espace est inclus dans un autre, alors pour montrer qu’ils sont égaux il suffit de

montrer 1’égalité des dimensions de ses deux espaces.
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Exemple 6.8.58 :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R* définis par :

F:{(Jc,y,z,t)eIR4 /2x+y—2=0 et t:x+y},
et G =wect(vy,v2) ou vy =(1,-1,1,0) et vy = (1,0,2,1).

e On remarque que la famille (vi,v9) est libre, donc dimG = 2, et de plus v1 € F et vy € F, donc G C F.
e Calculons maintenent dimF'.

D’apreés la définition de F, on a, pour tout uw = (x,y, z,t) € F, on peut écrire

uw= (v,y,2x+y,x+y) =2.(1,0,2,1) +4.(0,1,1,1). Cest-d-dire F = vect(ui,us) o u; = (1,0,2,1) et
ug = (0,1,1,1), et les vecteurs uy et ug ne sont pas colinéaires, donc dimF = 2 = dimG, ce qui entraine

F=G.

Théoréme 6.8.59 :
Tout sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E de dimension finie posséde au moins un supplémen-

taire.

Preuve :
Soient F' un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel E de dimension finie n et B = (vy,--- ,vp) une
base de F'.
Alors, la famille B est une famille libre de vecteurs de E.
e Sip=mn, on aalors que F = E, et G = {0g} est le supplémentaire de F' dans F.
e Si p < n, on peut considére alors G = vect(vpt1,- -+ ,vy), tel que la famille £ = (v1,--- ,vy) est libre et
montrons que G est un supplémentaire de F'. C’est-a-dire montrons que GNF = {0g} et G+ F = E.
* Soit u € FNG, alors u = ajvg + -+ + apvp et uw = Bpy1vr + -+ Bpop, (car u € F et u € G). Ceci
implique cjvy + -+ - + apvp — Bpy1v1 — - — By, = 0p. Donc ay = -+~ = = Bpy1 = --- = 3, =0, car la
famille £ est libre. On en déduit u = Og et ainsi F NG = {0g}.
* Soit u € E, alors u = aqvy + - - + apvp + Bpr1v1 + - - - + Bpvy, (puisque la famille £ est libre et de cardinal
égal a n = dimE, par le théoréme 6.8.53, est une base de E ).
On peut écrire u = uy +ug avec u; = a1v1 + -+ +opvy € F et ug = Bpr1v1 +-- -+ Bru, € G, ce qui montre

que v € F'4+ G. Finalement F' et G sont supplémentaires dans E. =

Théoréme 6.8.60 :
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E de dimension finie et
Br = (e1, - ,€p), Bag = (€1, -+ ,€) des bases des F' et G respectivement. Alors B = (e1,--- ,ep, €1, ,€q)

est une base de E. C’est-a-dire dimE = dimF + dimG.
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Preuve :
Posons B une base de F' et B une base de G. et montrons que la famille B c’est une base de E.

1* Montrons que la famille B est libre.

Supposons
arer + -+ apep + Prer + -+ Byeg = 0.
On a donc ajey + -+ -+ ape, = —f1e1 — - — By = Op (car FNG = {0g}). Ce qui implique que a1 =
eFr eG
o=y =01 == Py =0 (parsque By et Bg sont des familles libres ). Ainsi la famille B est libre.

2* Montrons maintenant que la famille B est génératrice de E.
Soit u € E. Alors on peut écrire u = v+wouv € Fetw e G (car E = F+ G ). Puisque Br une base

de F' et Bg une base de G, on peut écrire u = ajeq + -+ - + apep, + —Fre1 — - - - — Byeq. Ce qui montre que B

=v =w

est une famille génératrice de E. En particulier dimFE = card(B) = p+ ¢ = dimF + dimG. [
Théoréme 6.8.61 :

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finie d’un K-espace vectoriel E. Alors, dim(F +

G) = dimF + dimG — dim(F N G).

Preuve :
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finie d’'un K-espace vectoriel E. Alors, F'N G est
un sous-espace vectoriel de F'. D’apres le théoreme 6.8.59, le sous-espace F'N G posséde un supplémentaire
H dans F. C'est-a-dire HN(FNG) ={0g} et H+ (FNG)=F.
Montrons que H et G sont supplémentaires dans '+ G.
1 % Montrons H NG = {0g}. Puisque H est un sous-espaces de F', on a H C F, alors H = HN F donc
HNG=(HNF)NG=HN(FNG) ={0g}.
2 % Montrons H + G = F + G. puisque FF'NG et H sont supplémentaires dans F', on a alors H + FNG =
F,donc H+ FNG+G = F+G, ainsi H4+ G = F+ G (car FNG C G). Finalement H et G sont
supplémentaires dans F + G.
D’apres le théoréme 6.8.60, on a dimF = dimH + dim(FNG) ( car H et F'NG sont supplémentaires dans
F ). On a aussi dim(F + G) = dimH + dimG ( car H et G sont supplémentaires dans F + G ). On en
déduit dim(F + G) = dimF + dimGdimF N G. n

Théoréme 6.8.62 :
Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant
dimF + dimG = dimFE.

On a équivalence entre :
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(i) F et G sont supplémentaires dans E,
(ii) F+G = FE,
(iii) FNG = {0z}

Preuve :
(i) = (ii) et (i) = (ii) sont immédiates ( par la définition d’espaces supplémentaires ).
(ii) = (iii) Supposons F et G des sous-espaces vectoriels dans F et F'+ G = E. D’apreés le théoréme 6.8.61,
on a dim(FNG) = dimF + dimG — dim(F + G) = dimF + dimG — dimE = 0. Donc FNG = {0g}.
(iii) = (i) Supposons F' et G des sous-espaces vectoriels dans E et F' NG = {0g}. D’apres le théoreme
6.8.61, on a dimFE = dim(F + G) = dimF + dimG ( car dim(FNG) =0 ). Puisque FF C E, G C E et
dimE = dimF + dimG, on a F et GG sont supplémentaires dans E. [

6.8.12 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 6.8.63 :

Soient E un K-espace vectoriel et F' = (vy,--- ,v, une famille finie de p vecteurs de E.

On appelle rang de la famille finie F, notée rg(F), la dimension du sous-espace Vect(F) engendré par
les vecteurs vy, -+, vp.

Autrement dit :

rgF =rg(v, -+ ,vp) = dimVect(vy,--- ,vp).

Proposition 6.8.64 :

Soit (vi,--- ,vp) une famille finie de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
Alors rg(vi,- - ,vp) < p avec égalité si, et seulement si, la famille (v1,--- ,vp) est libre.
Preuve :
Puisque la famille (vy,---,vp) est génératrice de l'espace Vect(vi,--- ,vp), donc d’aprés la proposition

6.8.51, dimVect(vi,--- ,vp) < p.
* Si la famille (vq,--- ,vp) est libre, ¢’est alors une base de Vect(vy,--- ,vp) et donc

dimVect(vy,--- ,vp) = p.

* Inversement : si dimVect(vy,---,vp) = p, alors, d’aprés le théoréme 6.8.53, la famille (vq,---,vp)
c’est une base de Vect(vy,--- ,vp), car elle contient p vecteurs de Vect(vy,--- ,vp) et p est la dimonsion de
I'espace Vect(vq,- -+ ,vp). Donc elle est libre. "

Proposition 6.8.65 :

Soit (vi)i1<i<p une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n.
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Alors rg(vi)1<i<p < min{n,p} et de plus, rg(v;)i<i<p = n = dimE si, et seulement si, la famille (v;)i1<i<p

est génératrice de E.

Preuve :
Puisque Vect((v;)1<i<p) C E, donc, ( d’apres le théoréme 6.8.56 et la proposition 6.8.64 )
dimVect((vi)1<i<p) < dimE = n et dimVect((v;)1<i<p) < p, ce qui entraine
rg(vi)i<i<p = dimVect((vi)1<i<p) < min{n,p}
* D’apres le corrolaire 6.8.57 nous avons (Vect((v;)1<i<p) C E et dimVect((vi)i<i<p) = n = dimE) si, et

seulement si, (Vect((v;)i<i<p) = E), c’est-a-dire la famille (v;)1<i<p est génératrice de E. "

Opérations

Proposition 6.8.66 :

Le rang d’une famille de vecteur d’un K-espace vectoriel E, n’est pas modifié si on utilise les opérations
élémentaires sutvantes :

e On peut multiplier un vecteur par un scalaire non nul. ( c¢’est-a-dire, on peut remplacer un vecteur v; de
la famille par A\.v; avec X #0 ).

e On peut permuter les vecteurs de la famille ( ¢’est-a-dire, on peut changer l'emplacement de deux vecteurs,
€ v; > v »).

e On peut ajouter d un vecteur de la famille une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille (

v; — v; + Z)\jvj )
i#£]

Preuve :
Soit ('Ui)lgigp une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E.

e Puisque V) € K; \.v; € Vect((vi)1<i<p (car Vect((vi)i<i<p) est un sous-espace de E), alors
Vect(vi, -+ ,vp) = Vect(vi, -, 0105, Vg1, -, Up).

C’esr-a-dire, cette manipulation ne modifié pas 'espace vectoriel engendré par la famille (v;)1<i<p.
e De méme, si on permuter deux vecteurs entre eux.

e Supposons que © = > Ajvj, et montrons

Vect(vi,- -+ ,vp) = Vect(vi, -+ ,0i—10; + U, Vi1, -+, Up). (6.18)
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Puisqu'une combinaison linéaire des vecteurs vy, - ,vi—1,Vi+1, -+ ,Vp €t v; + u est aussi une combinaison
linéaire des vecteurs vy, --- ,vp, on a alors,
Vect(vi, -+, 0i—10; + U, Vg1, -+ ,0p) C Vect(vr, -+ ,vp). (6.19)

De méme, on a

Vect(vi,--- ,vp) = Vect(vi, -+ ,vi—1 (Vi +u) —u,viq1,- -+ ,0p) C Vect(vr, -+ ,0i-10; + 6, Vg1, ,Vp).
(6.20)
Par (6.19) et (6.20) on a I’égalité (6.18). ]

6.9 Exercices

Exercice 6.9.1 :
Soient dans R3 les vecteurs v1(1,1,0), va(4,1,4) et v3(2,1,4).
1.) Montrer que vy et vo ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec vy et vs, puis avec v3 et va.

2.) La famille (v1,v9,v3) est-elle libre 2.

Exercice 6.9.2 :
Soient ui(1,2,3,4) et uz(1,-2,3,—4) deuz vecteurs de R*,

e Peut-on déterminer z ety pour que (x,1,y,1) € Vect {ui,us} ¢ Et pour que (z,1,1,y) € Vect {u1,us} ?.

Exercice 6.9.3 :
Soient E et F' les sous-espaces vectoriels de R® engendrés respectivement par les vecteurs {(1,2,—1), (1,—1,2)}
et {(3,0,3),(4,5,~1)}.

Montrer que E et F sont égau.

Exercice 6.9.4 :

I.) F est la droite vectorielle de R? engendrée par (1,0), G est la droite vectorielle de R? engendrée par
(0,1).

1% A-t-on une somme directe ¢

2% F et G sont-ils supplémentaires dans R? 2.

I1.) F est la droite vectorielle de R? engendrée par (1,1), G est la droite vectorielle de R? engendrée par
(0,1).

1° Montrer que F et G sont en somme directe. On note H = F ® G.

2° Pour chaque élément u = (x1,2z2) de H donner sa décomposition unique sur F et G, ¢’est-a-dire trouver
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veF etwe G tel queu=1v+w.

3° I et G sont-ils supplémentaires dans R? 2.

Exercice 6.9.5 :
Déterminer lesquels des ensembles Ei, Eo, Es et E; sont des sous-espaces vectoriels de R3. Calculer leurs

dimensions.

:{<95y7 )€1R3;95—y+22$+y—z:0}. {(gcy7 €]R3; x2_22:0}‘
= {(,y,2) €R% e +¢¥ =0} . — {(2,y,2) € RS 2 =2},

Exercice 6.9.6 :

Dans E = R*, on considére V = {(z,y,2,t) € E; 22y =0et y—2x =0} et
W ={(z,y,2,t) € E; © —y =z —t}.

1. Montrer que V et W sont des sous espaces vectoriels de E.

2. Donner une base de V., W et VN W.

3. Montrer que E =V + W.

Exercice 6.9.7 :

Soient e1(0,1,-2,1), e2(1,0,2,—1), e3(3,2,2,—1), €4(0,0,1,0) et e5(0,0,0,1) des vecteurs de R*.
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ¢ Justifier votre réponse.

1* Vect{ey, e, es} = Vectf{(1,1,0,0),(1,1,4,2)}.

2* (1,1,0,0) € Vect{e1,ea} NVect {es,e3,e4}.

3* dim (Vect{e1,ea} NVect{ea,e3,e4}) = 1.

4* Vect {e1,e2} + Vect {ea, e3,e4} = R™.

5* Vect {eq,e5} est un sous-espace vectoriel de supplémentaire Vect {e1, ez, e3} dans R*.

Exercice 6.9.8 :

On munit R? des opérations usuelles.

Soient F1 = {(z,z,z); * € R}, F = {(z — 3y,2y, 2+ y); (z,y) € R*}, F3 = {(z,y,2) e R z—y+2=0}
et Fy = {(z,y,2) € R3 x+2y+32=0 et 22+ 5y + 2 = 0}.

1) Montrer que Fy, Fy, F3 et Fy sont des sous-espaces de R3 et en fournir dans chaque cas une famille
génératrice.

Soient u = (1,1,1), v = (1,0, 1) et w = (0,1,1) des vecteurs de R3.

2 ) Montrer que (u,v,w) est une famille génératrice de R3.

Exercice 6.9.9 :
Soient v1(1,2,3,4), v2(2,2,2,6), v3(0,2,4,4), v4(1,0,1,2), v5(2,3,0,1) dans R*.
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Soient F' = Vect {vi,v2,v3} et G = Vect{vg,v5}.
Déterminer une base des sous-espaces F, G, FNG et F 4+ G.

Exercice 6.9.10 :

Dans R*, on considére les familles de vecteurs suivantes

up = (1,1,1,1), ug = (0,1,2, 1), ug = (1,0, -2,3), ug = (2,1,0,-1), us = (4,3,2,1).

v1 = (1,2,3,4), vo = (0,1,2,—-1), v3 = (3,4, 5, 16).

wy = (1,2,3,4), wy = (0,1,2,-1), w3 = (2,1,0,11), wy = (3,4, 5,14).

Ces vecteurs forment-ils :

1. Une famille libre 2 Si oui, la compléter pour obtenir une base de R*. Si non donner des relations de
dépendance entre eur et extraire de cette famille au moins une famille libre.

2. Une famille génératrice ? Si oui, en extraire au moins une base de l’espace. Si non, donner la dimension

du sous-espace qu’ils engendrent.

Exercice 6.9.11 :

On note R3[X] ’ensemble des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal d 3.

Soit F:={P € R3[X]; (X +1)P' —(2—X?*)P"=0}.

a. Montrer que l’ensemble F est un sous-espace vectoriel de R3[X].

b. Soit P(X) =ap+a1 X + as X? 4 a3 X3. Trowver les valeurs de ag, a1, as et as tel que P(X)eF.

En préciser 'ensemble F' et en donner une famille génératrice.

Exercice 6.9.12 :

On considére la famille suivante de polyomes :
E:= {1, 1+ X, 1+ X+ X2 1+X+X2+X3}.

1 o Montrer que E est une base de R3[X], l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a
3, en démontrant que tout polynéme P(X) = ag + a1 X + a2 X? + a3 X? s’écrit de maniére unique comme
combinaison linéaire d’éléments de E.

2 e Donner les coordonnées de P dans cette famille libre.

Exercice 6.9.13 :

On considére la famille suivante de polynomes

F = {1+X+X2+X3, 1-X - X3 1-Xx2- X3, 3—X3}.
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1. Cette famille est-elle génératrice dans l'espace-vectoriel R3[X]| des polynomes de degré inférieur ou égal
a3d?

2. Cette famille est-elle libre dans R3[X] ?

3. Cette famille est-elle libre dans R[X] ¢

4. Donner deuz bases du sous-espace Vect(F) engendré par la famille F.

5. Compléter ces bases de Vect(F) en des bases de R3[X].

Exercice 6.9.14 :
Soient E = {(x,y, z,t) € RY:242=0,ety+t= 0} une parties de R* et F le sous-espace de R* engendré
par {u1,us us} ou

w = (1,1,1,1), ug = (1,-1,1,—1) et uz = (1,0,1,0).

1- Montrer que E est un sous-espace de R*.

Déterminer une base de E, et déduire sa dimension (dim E).
Déterminer une base de F'.

Déterminer une famille engendré a £+ F'.

Montrer que E® F = R*.

AN

6.10 Applications linéaires

Définition 6.10.1 :

Sotent (E,+,.) et (F,®,®) deuzx K-espaces vectoriels.
On appelle application linéaire (ou homomorphisme d’espaces vectoriels) de E dans F', toute application
f:+ E — F verifiant :
1)V (u,v) € E% flutv) = f(u) & f(v),
2)V(a,u) e KX E; f(Au) =A® f(u).

On note L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

Exemples 6.10.2 :

1 e l'application

est une application linéaire.
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Car pour tous P,Q € R[X] et pour tous &« € R on a

D (P(X)+Q(X)) = (P(X)+Q(X)) et D(aP(X)) =(a.P(X))
= P'/(X) +Q'(X) = a.P'(X)
— D (P(X)) + D(Q(X)). — a.D (P(X)).

2 e L’application de R?® dans R? définie par : f(x,y,2) = (22 —y, 3z + 2) est une application linéaire.

Puisque, pour tous uy (v1,y1,21) ,u2 (T2, Y2, 22) € R® et pour tous A\ € R on a

= [ ((z1,91,21) + (22,92, 22))

f(z1+z2,y1 + 12,21 + 22)

F(X,Y,Z) avec X =x1+x0,Y =y1+y2,Z =21+ 22
= (27 -Y,3X + Z)

2(21+ 22) — (y1 +y2), 3 (21 + 22) + (21 + 22))

= (221 —y1,3z1 + 21) + (222 — y2, 322 + 22)

f (w1 + u2)

= f(z1,y1,21) + f (22,92, 22)
[ (ur) + f (u2).

A (21,91, 21))

AZ1, A1, A.21)

XY Z")  avee X' = Ax,Y = Ay, 2 = Az
27 —Y',3X' + Z')

Az1) — Ay, 3 (Aar) + Azp)

(221 — 1,321 + 21)

o~ o~ o~

(961, Y1, Z1)

(u1) -
3 o Llapplication f:x € R — 22 € R n'est pas linéaire. Car il existe x,2' € R et X\ € R tel que

flata)=(z+2)° # f(x)+ [ (2)) ou f(\z) = (\a2)® # \f (@),
4 o Soient C un C-espace vectoriel et g une application de C dans C définie par g(z) = Z.

S~ =

Cette application g n'est pas linéaire. Car il existe 2 € C et A € C tel que g(N\.z) = (\.z) = X\.Z # \.g(2).

Proposition 6.10.3 :
Soient (E,+,.) et (F,®,®) deuz K-espaces vectoriels et f une application de E dans F.
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L’application f est linéaire si et seulement st,
V(u,v) € B2V (o, 8) € K?; flau+po)=a® f(u)® B f(v).

Preuve :
* Supposons que f soit une application linéaire de FE dans F. Soient u,v € E, «, 8 € K. D’apres la définition

d’une application linéaire, on a

flaut Bo) = flau) @ f(Bo) = a® f(u) ® & ().

* Réciproquement, Soit f une application de E vers F' telle que pour tous u,v € E, o, f € K; f(a.u+

Bu)=a® f(u)® B f(v).

En prenant, d’'une part @« = § = 1k et u,v € E on obtient

Flu+ ko) = flu+o) = I @ f(u) & 1k @ f(0) = f(u) & £(0),
et d’autre part en prenant 5 = Ok on obtient

flau+0gv) = flauw) =a® f(u) D0k @ f(v) = a® f(u).

[
Exemple 6.10.4 :
e Soient C un R-espace vectoriel et h une application de C dans C définie par h(z) = az.
Cette application h est linéaire. Car pour tous z,2 € C et pour tous o, 3 € R on a
flaz+p5.2) =ala.z+B.2)

=a (m + W)

= a. (az) + 8. (a?)

=af(2)+8f (7).
Proposition 6.10.5 :
Si f une application linéaire de E vers F alors f(0p) = Op.

Preuve :

Pour tout w € Eon a f(0g) = f(u—u) = f(u) — f(u) =0p. "
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6.10.1 Application linéaires particulieres

Définition 6.10.6 :

e On appelle forme linéaire toute application linéaire d’un K-espace vectoriel E dans K et on note E* au
lieuw de L(E,K) ( est appelé dual de E ).

e On appelle endomorphisme de E, toute application linéaire de E dans lui-méme. On note L(E), l'en-
semble des endomorphismes de E.

o Toute application linéaire bijective d’un K-espace vectoriel E vers un K-espace vectoriel F' appelée iso-
morphisme.

e On appelle automorphisme de E, toute endomorphisme bijective de E.

Exemples 6.10.7 :

1) Soient a,b € R et ¢ application de C([a,b],R) vers R définie par (f) = [° f(t)dt L application ¢ est
une forme linéaire sur C([a,b],R) car c’est une application linéaire d valeurs dans R.

2) L’application identité Idp : E — E est un endomorphisme de E.

3) L’application f:R3 — R? définie par f (z,y,2) = (2,y,2) est un automorphisme de R3.

Proposition 6.10.8 :
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels.
1.Sif: E— F etg: F — G sont linéaires alors go f : E — G est linéaire.

2. 8i f: E — F est linéaire bijective alors son application réciproque f~1 est une application linéaire de

F vers E.

Preuve :

1. Pour tous u,v € E et pour tous o, 3 € K on a

(9o f) (vu+Bo) =g(f(au+po))
=g(f(au)+ f(Bv)) par linéarité de f
=g (a.f(u)+5.f (v))
=g (o.f(u))+g(B.f(v)) par linéarité de g
=a.g(f(uv)+B.g(f(v))

=a.(gof)(u)+p6.(gof)(v).

2. Soient o, 8 € K et y ( respectivement 3y’ ) un vecteur de F. Il existe un unique vecteur = ( resp. 2’ ) de

E tel que y = f(x) (resp. y' = f(2') ) ou de maniére equivalente x = f~!(y) (resp. 2’ = f~1(y/) ).
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Par linéarité de f on a
ay+pBy =oa.f(z)+p.f(2')
= f(ax+pB.2").

Lorsque f~! est une une application bijective de F vers E alors on a

fHay+By) =Ff1(f(ax+Ba"))
= a.x + B.2
=a.f N y) + 6.7 ().

Proposition 6.10.9 :

x ST f et g sont des endomorphismes E alors la composée go f aussi.

* ST f: E — F etg: F — G sont des isomorphismes alors la composée go f : E — G est un
isomorphisme.

x S1 f et g sont des automorphismes de E alors la composée go f est un automorphisme de E.

% Si f est un automorphisme de E alors son application réciproque f~1 est un automorphisme de E.

Corollaire 6.10.10 -

Soient E, F deuz K-espaces vectoriels, B = (ei)1<i<p une base de E et f une application linéaire de E dans
F.

Pour tout vecteur u de E il existe A\, A2, -+, A\p € K tel que

f(u) = A1.f(e1), X fe2), -+, Ap-f(ep)-

Preuve :

Soit u un vecteur de E, alors il existe un unique (A1, A, -+, Ap) € KP tel que
U= Aj.e1 + Aa.ea + -+ Ap.ep.
En appliquant f, on obtient

f(u) = f ()\1.61 + Ag.eg+ -+ /\p.ep)
= Ai.f(e1),Aa.f(e2), -+, A\p.f(ep)  par linéarité de f.
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Corollaire 6.10.11 :
Soient E, F deux K-espaces vectoriels, B = (ei)1<i<p une base de E et f, g deux applications linéaires de

E dans F'.

(Vie{1,2,--,p}; fle)) = glei)) <= (Vuec E: f(u) =g(u)).

Proposition 6.10.12 :
Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'.
ae Si 'V est un sous-espace vectoriel de E alors f(V') est un sous-espace vectoriel de F.

be Si U est un sous-espace vectoriel de F' alors f~2(U) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve :
Soit V' un sous-espace vectoriel de E. Alors, on a f(V) C F et Og € Vet 0p = f(0g) € f(V).
Pour tout vecteur y; ( respectivement yo ) de f(V) il existe z1 ( resp. x2 ) dans V tel que y1 = f(z1) (

resp. y2 = f(x2)) On a alors

ayr + Bye = a.f(x1) + B.f(x2) = flawy + Baz) € f(V),

car x1,T9 € V et V est un sous-espace vectoriel de E. Ainsi f(V) est un sous-espace vectoriel de F.
Considérons U un sous-espace vectoriel de F' et montrons que f~(U) est un s.e.v de E.
OnaOp €U C Fcar U est s.e.vde E et f~1(U) C E donc 0 € f~1(U) puisque f(0g) = 0p € U.

Pour tout vecteur z; ( respectivement zo ) de f~1(U) C E il existe y1 (resp. y2 ) dans U tel que y; = f(x1)

( resp. y2 = f(x2)).

On a alors

f (x4 B.xg) = a.f(x1) + B.f(x2) € U,

car f(x1), f(z2) € U et U est un sous-espace vectoriel de F'.

Donc a.x1 + B.x9 € f~H(U). Ainsi f~1(U) est un sous-espace vectoriel de E. "

6.10.2 Image et noyau d’une application linéaire

Dans toute la suite, E et F désigneront des IK-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F.
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Image d’une application linéaire

Définition 6.10.13 :

L’image de f est f(E) l’ensemble de toutes les images des éléments de E par f et est noté Imf.

Imf = f(E) ={f () /x € E}.

Exemples 6.10.14 :

1) Soit lapplication linéaire,

(z,y,2) +— [f(x,y,2) = (x—y,y+22).

Déterminons l'image de f :

Imf ={("y) eR? / («"¢/) = f(2,9.2) A (z,,2) € R}
={(@—yy+22) / (2,y,2) eR’}
={z(1,0)+y(-1,1) +2(0,2) / (x,y,2) € R?}
= vect (u (1,0),v(—1,1),w(0,2))
= vect (u (1,0),v(=1,1)) carw =2u+2v

=R? car {u,v} est une base de R2.
2) Soit lapplication linéaire,

h: R3 — RS
(,y,2) +— h(x,y,2)=(x+y,y+z1+2y+2)

Déterminons I’image de h : Soit (2',y',2') € Imh, alors 3 (z,y,2) € R® / h(z,y,2) = (2/,y,2'). On a
doncz' =xz+vy, vy =y+z etz =x+2y+ z. Remarquons que les coordonnées d’un vesteur uw = (2',y', 2")

de Imh vérifient la relation ' +vy' — 2’ = 0. Cela montre que

ImhC P = {(w’,y/,z/) eER? &/ +y -2 = 0}.
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D’autre part on a
Imh =wvect{h(1,0,0),h(0,1,0),h(0,0,1)}
= wvect {u1 (1,0,1) ,u2 (1,1,2) ,u3(0,1,1)}
=wvect{u; (1,0,1),u3 (0,1,1)} car ug = u; + us

=P caruj,us € P.

Proposition 6.10.15 :
Soit f une application linéaire de EE dans F.

e 57 G est une famille génératrice de E alors l'image de G par f est génératrice de Imf. En d’autres termes
f €Lk (E,F) et E=vwect(5) = Imf =vect (f (9)).

Plus précisément, si G = {e1,ea, - ,en} est une base de E (ou une famille génératrice de E ), alors

Imf = Vect {f(el)a f(62)7 T 7f(en)}
e De plus, si E est de dimension finie alors dim(Imf) < dim(FE)

Preuve :
e Supposons que § = {ei}1§i§p une famille finie de p vecteurs génératrice de E ( dans le cas d’une famille
infinie ne pose pas des difficulté ).
Montrons que tout vecteur u de I'mf s’écrit comme une combinaison linéaire de f (§) = {f (&) }; <i<pr

Soit u € Imf, alors il existe v € E tel que f(v) = u. puisque F engendré par {ei}1§i§p alors
AL A, A € Kyv = Aer + Aoea + -+ Apep
En appliquant f on obtient
AN, A, A €Ksu = f(v) = A fer) +Aaf(e2) +- -+ A f(ep).

Ce qui montre que u est combinaison linéaire des vecteurs f(e1), f(e2), -, (ep)-

e Soit B = {ei};<;<,, une base de E, alors Imf = vect {B}. On en deduit que

dim (Imf) = dim (vect {B}) < dimE = m.
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Exemples 6.10.16 :

a) Soit Uapplication linéaire,

gi: R3 — RR?
(x,y,2) — aq1(z,y,2) = (x—y+2z,y—x—22)
D’une part, on a
Imgi ={q (z,y,2) / (,9,2) € R?}
={(z—y+2z,y—2-22) / (z,y,2) € R®}
{422 (1-1) / () € R
=wvect{(1,-1)}.

D’autre part, on peut définir le s.e.v Imgy comme suit :

Imgl = vect {gl (L 0, 0) » g1 (07 170) » g1 (Oa 0, 1)}
=wvect{u1 (1,-1,),uz (—1,1),u3(2,-2)}

=wect{(1,-1,)} carus = —uy etus=2u.

b) Soient B = (i,4,k) une base de R? et fi I’endomorphisme de R® défini par :
A@) =itk fi(§) =7k fi(k)=i-j+2k

Alors limage de f1 est définie comme suit :

Imfl :VeCt{fl(i)afl(j)7f1(k)}
= vect {f1(d), f1(J)} car fi(k) = fi(i) = f1(j)
={z(i+k)+y(J—k)/z,y e R}.

Noyau d’une application linéaire

Définition 6.10.17 :
Soit f : E — F une application linéaire.

Le noyau de f, noté Ker(f), est l'ensemble des solutions de f(x) = O dans E.

Ker(f) ={z € E; f(z) =0r}.

Autrement dit, le noyau de f est l'image réciproque par f de l’ensemble {Op}. C’est-a-dire

Ker(f) = f~*{0r}.

206



6.6.10 Applications linéaires

Exemples 6.10.18 :

1* Soit application linéaire,

f:IR3 — IR?

(x7y7z) — f(xayaz) = (I’—y,y—f—?Z).

Déterminons le noyau de f :

ker f {:L‘y, EIR3/f(.fL'y,)—O]R2}
= {@y.2) eR® / (@—py+22) = 02}
z—y=0
(z,y,2) €R3 / Y
y+2z2=0
xr =
(z,y,2) €ER3 / Y
y= -2z
= {(—2z,—-2z,z) avec z € R}
= {2(-2,-2,1) avec z € R}

= wvect{w(-2,-2,1)}.

2" On considére Ry [X] Uensemble du polynomes de degré inférieure ou égale & 1 muni de sa structure

usuelle de R-espace vectoriel.

Soit Uapplication linéaire,

g: ]Rl[X] — ]Rl[X]
P(X) — gP(X)=X+1)P(X)-(X?+1)P(X).

Calculons le noyau de g :

Soit P(X) = aX + b avec a,b € R,

P(X) € ker(g) 9 (P (X)) = OR,[x]
X +1) (aX +b) — (X2+1) (a) = O, [x]
a+b)X+b—a O]Rl[X]

(
(
(a+ )—0 et b—a=0
b=

HIIIIHII

En on deduit que ker(g) = {O]R1 [X]}.
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& Soit Uapplication linéaire,

h: R3 — R3
(z,y,2) +— h(z,y,2)=(z+y,y+z,2x+2y+z2).

Déterminons le noyau de h :

(z,y,2) € ker(h) h(z,y,2) = Ogs

(x+y,y+z,24+2y+2) = Ogs

I 1

z4+y=0
y+z=0
r+2y+z2=0

remarquons que la derniére equation est la somme des deux premiéres

!

,—z,2z) avec z € R}

{z(1,-1,1) avec z € R}

rruv1

vect {u(1,-1,1)}.
4% Soit Uapplication linéaire,

k: R® — R
(x,y,2) — k(z,y,2) =x+y—2z.

Déterminons le noyau de k :

kerk = xy,)€R3/k(a:y,)—0}

z,y,2) ER3 / o +y— 22’—0}

I
— = =

(
(
(z,y,2) ER® / 2 =22~y }
= {(22—y,y,2) avecy,z € R}
(

= {(22,0,2) + (—y,y,0) avecy,z € R}
= {2(2,0,1) +y(-1,1,0) avecy,z € R}

= wect{ui (1,-1,0),u2 (2,0,1)}.
Proposition 6.10.19 :
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Soit f une application linéaire de E dans F. Alors
1 x Imf est un sous-espace vectoriel de F'.

2 x ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve :
1 % On rappelle que I'mf est le sous-ensemble f(E) de F. En appliquons la proposition 6.10.12 avec V = E,
d’ou le résultat.
2 x La propriété de linéarité de 'application f nous assure que Kerf est non vide. En effet O € Kerf car
f(0g) =0p.
Soient u,v € Kerf et «, § € K. Montrons que (a.u+ 5.v) € Kerf. Puisque f est linéaire, on a

f(au+po)=a.f(u)+p.(v) =0p,

car f (u) = f (v) = 0p. Donc le vecteur a.u + S.v il appartient a Kerf. n

Proposition 6.10.20 :
Soit f une application linéaire de E dans F'. Alors :
1° f est injective < ker f = {0g}

2° f est surjective < Im f=F.

Preuve :
1° Premiérement, montrons que : f est injective = ker f = {Og}.
Supposons que f soit injective et montrons que Kerf = {0g}.
D’une part, on a {Og} C ker f car ker f est un sous-espace vectoriel de E.
D’autre part, pour tout = € ker f on a f(z) = 0p = f(0g) d’apres linéarité de f. On en deduit que x = O
car f est injective. Cela montre que ker f C {Og}.
On peut alors affirmer Kerf = {0g}.
Montrons maintenant que : ker f = {Og} = f est injective.
Supposons que ker f = {0g} et montrons que f est injective.
Soient 1, x9 € E tels que f(z1) = f(x2). On a donc f(z) — f(y) = 0p. On en déduit f(z —y) = Op, car f
est linéare. C’est-a-dire z — y € ker f. Comme ker f = {Og} on a donc x —y = Op, c’est-a-dire z = y. Ainsi
f est injective.
2° Cette propriété est vraie méme si f n’est pas linéaire. La preuve est immédiate par définition de la

surjectivité et la définition de I'image directe de F par f. [

Exemples 6.10.21

1e L’application f de R3 dans R? défini par f (z,y,2) = (v —y,y + 22) est surjective ( puisque Imf = R?
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voir l'exemple 1) dans 6.10.14 ). Mais N’est pas injective ( puisque kerf # {Ogs} voir l'ezemple 1* dans
6.10.18 ).
2e L’ondomorphisme h de R?® défini par h (x,y,2) = (x +y,y + 2,2 + 2y + 2). N’est ni injective ( puisque
kerh # {Ogs} voir l'exemple 3 dans 6.10.18 ), ni surjective ( puisque Imh # R? voir l’exemple 2) dans
6.10.14 ).

Proposition 6.10.22 :
Soient f une application linéaire de E dans F' et B une famille de vecteurs de E.
1* Si la famille B est libre et f est injective alors la famille f(B) est libre.

2* Si la famille B est génératrice de E et f est surjective alors la famille f(B) est génératrice de F.

Preuve :
1* Supposons que B = {uy, us,--- ,u,} est une famille de E libre et f est une application linéaire de E dans
F injective et montrons que f(B) = {f (u1), f (u2), -+, f (up)} est une famille libre.

C’est-a-dire on montre

V/\l,)\g,"',)\p€][<; Alf(uﬂ—f—)\zf(UQ)—i—-"—f—)\pf(up):OF:>)\1:)\2:'--=)\p:01[<.

Soit A1, Ag, -+, Ap € K tels que Ai f (u1) + Xaf (u2) + -+ Apf (up) = Op. Par linéarité de f on a

f ()\111,1 + Xoug + -+ + )\pup) =f (OE) .

Donc Ajui 4+ Aoug + -+ - + Apu, = Op car f est injective. Enfin puisque la famille B = {uq,ug, -+ ,up} est

libre, on obtient

AM=X=-=)\=0k.
2* Supposons que B = {uj, ug, -+ ,u,} est une famille génératrice de E et f est une application linéaire de
E dans F surjective et montrons que f (B) = {f (u1), f (u2), -+, f (up)} est une famille génératrice de F.

Pour tout y € F il existe z € E tel que y = f(z) car f est surjective. Puisque la famille B est génératrice
de E, alors il existe Ai,A2,---, A, € K tels que x = Ajug + Aoug + -+ - + Apu,. Par linéarité de f on a
f(x) = Aif (u1) + Xaf (u2) + -+ Apf (up) Cela montre que la famille f(B) est génératrice de F. "

Proposition 6.10.23 :
Si la famille B = {uy,ug,--- ,up} est une base de E et si f est un isomorphisme de E dans F alors f(B)

est une base de F.

Preuve :

C’est immédiat par les deux théoremes qui précedent. [
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Proposition 6.10.24 :

Soient f une application linéaire de E dans F' et B = {uy,ug, -+ ,up} une base de E.

1) f est injective si, et seulement si, la famille {f (u1), f (u2),---, f (up)} est libre.

2) f est surjective si, et seulement si, la famille {f (u1), f (u2), -+, f (up)} est génératrice de F.

3) [ est un isomorphisme si, et seulement si, la famille {f (u1), f (u2), -+, f (up)} est une base de F.
Preuve :

1) Nous avons déja démontré I'implication (--- = ---) voir la proposition 6.10.22.

Montrons maintenant la réciproque.

Supposons qu'une famille B = {u1,u, - - ,up} est une base de E telle que la famille { f (u1), f (u2), -+, f (up)}
soit libre et montrons que Kerf = O0p C’est-a-dire f est injective.

Pour tout = € Kerf il existe un unique (A, A2, -+, Ap) € KP tel que

= Aur + Agug + - - + Apup,

car B est une base de F et Kerf C E.

En appliquant f, on obtient

f(x) = Af (ur) + Xof (u2) + -+ Apf (up) = OF,

car f est linéaire et x € Kerf.

Puisque la famille {f (u1), f (u2), -+, f (up)} est libre ( par hypotheése ) on déduit alors que A\; = Ay =
-+ = )\, = Ok ce qui implique que z = Og. Ainsi kerf = 0.

2) Nous avons déja démontré I'implication (--- == ---) voir la proposition 6.10.22.

Montrons maintenant implication (--- <= ---).

Supposons qu'une famille B = {uj,us, - - ,up} est une base de E telle que la famille { f (u1), f (u2), -+, f (up)}
soit génératrice de F' et montrons que Imjf = F C’est-a-dire f est surjective.

Soit y € F. On peut écrire

y = Mf (ur) +Xaf (uz) + -+ N f (up) = f (Mur + Aaug + -+ + Apuy)

puisque la famille f (B) est génératrice de F et f est linéaire.
Posons = A\juj + Agug + -+ M\pup € E, on a donc y = f(z) € Imf.

3) Immédiat par ce qui précede. n
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6.10.3 Rang d’une application linéaire

Définition 6.10.25 :
Le rang d’une application linéeaire f de E dans F' est la dimension de l’image de f et noté rgf. C’est-

a-dire rgf = dim(Imf).

Théoréme 6.10.26 (Théoréme du rang) :

Soit f une application linéaire de E dans F, E étant de dimension finie. Alors
dimE = rgf + dim(kerf).

Preuve :
Supposons que (e, e, - ,e,) une base de E, c’est-a-dire dimFE = n.
Puisque Kerf est un s.e.v de E, alors 0 < dim(Kerf) < n. Soit p la dimension de (Ker f)
e Dans le cas ou p = 0 : En on déduit que f est injective et la famille {f(e1), f(ez2), -, f(en)} est libre et est
une partie génératrice de I'mf. Donc est une base de I'mf. Ainsi dim(Imf) = card{f(e1), -+, f(en)} = n.

Cela montre que si Kerf = {0g} le théoréme du rang est vrai.

e Dans le cas ou 1 < p < n, c’est-a-dire Kerf # {Og} : Soit (vi, v, - ,vp) une base de Kerf. On a alors
fvr) = fvz) =+ = f(vp) = Op.

D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe n — p vecteurs v,41,vpy2, -+ ,v, de E tels que

(v1,v2,** ,Vp, Upy1,Ups2, - ,Uy) soit une base de E. Alors, D’apres la proposition 6.10.15 le s.e.v Imf

est engendrée par les vecteurs f (v1), f (v2), -+, f (vp), f (Vpt1), f (Vp12) -+, f (vn). Mais, on a f(v1) =

f(v2) == f(vp) = 0p, donc Imf est engendrée par {f (vp4+1), f (Vpt2), -+, f (vn)}

Montrons maintenant que ces vecteurs forment une famille libre.

Soient api1,---,an € K tels que apyif (vpt1) + apiaf (vpr2) + -+ anf (vy) = Op. Puisque f est

une application linéaire, on a donc f (ap+1Ups1 + pratpra + -+ anv,) = Op. Cela montre bien que

Qpt1Up+1 + QpiaUpto + - - -+ apv, € Kerf. Donc il existe A, -+, A\, € K tels que

Qp1Vpt1 + QpioUpi2 + -+ + QU = A1U1 + Agv2 + -+ - + Apup.
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Comme (v1,v2,--- ,v,) est une base de E ( par hypothese ), les vecteurs vy, ve,- -+ , v, sont linéairement

indépendants et par conséquent

A= —Ap—ap-i-l— = a, = 0k
Les vecteurs {f (vpt1), f (vpy2), -+, f (vn)}. définissent donc bien une base de Imf. Ainsi le sous-espace
vectoriel I'mf est de dimension n — p, ce qui termine la preuve. [

Proposition 6.10.27 :

Soient E et F deuzr K-espaces vectoriels de dimensions finies tels que dimE = dimF et f une application
linéaire de E dans F'. On a alors :

1) f est surjective <= rgf = dimF ;

2) f est injective <= rgf = dimFE ;

3) f est bejective <= rgf = dimE = dimF.

De plus, on peut déduire que :
f est surjective <= f est injective <= f est bejective.

Preuve :
1) La propriété de la surjectivité de f est équivalente & Imjf = F qui est équivalente aussi a rgf =
dim(Imf) = dimF.
2) La propriété de l'injectivité de f est équivalente & Kerf = Op qui est équivalente & dim(Kerf) = 0.
D’apres le théoréme du rang, elle est équivalente aussi a rgf = dimkFE.
3) C’est immédiat d’apres 1) et 2). "

Attention dimFE = dimF n’implique pas que f est bejective.

Exemple 6.10.28 :
L’ondomorphisme h de R?® défini par h (x,y,2) = (x +y,y + 2,2 + 2y + 2).
Nest ni injective ( car dim(kerh) # 0 ), ni surjective ( car dim(Imh) # 3 ).

6.11 Exercices

Dans ces exercices, 'ensemble R,,[X] ( resp. R[X] ) avec n € IN désigne I’espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal a n ( resp. tous les polyndmes ) et & coefficients réels, muni de sa structure usuelle

de IR-espace vectoriel.
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Exercice 6.11.1 :

(1) On considére les applications suivantes définies de R? dans R?. Lesquelles sont linéaires ?
a) f:(z,y) — (z+2y,2zy),

b)g:(z,y) — (z+2y, 22y +1),

c) h:(z,y) — (z+y,2zy),

d) k:(z,y) — (x+y,z—y?).

(2) Soit | Uapplication de R3[X| dans R3[X] définie par : I(P) = X?P" — XP' + P.

montrer que | est une application linéaire.

Exercice 6.11.2 :

(1e) Déterminer les noyauz et les images des applications linéaires suivantes :

f: R? — R? g: R3 — R?

(z,y) — (2x+ 4y, 3z — 6y). (z,y,2) — (z4+y+z,x—y,x—2).
h: R3 — R? k: R? — R3

(z,y,2) — (z—2y,x+y+22). (z,y) — (x+y,z—y,z—2).

(2e) Soit £ Uapplication linéaire de Rs[X] dans Rs[X] définie par : ¢(P) = P+ (1 — X)P".

Déterminer limage de cette application.

Exercice 6.11.3 :

Soit Uapplication f définie par :

f: R — R*
r +— fle+y,z—zy+z,2+2).

1- Montrer que f est une application linéaire.
2- Déterminer l'image et noyau de f.

3. f est-elle surjictive ? injictive ?.

Exercice 6.11.4 :

Soient (e1, ez, e3) la base canonique de R et f:R3 — R* une application linéaire définie par :

f(e1) = e1+ ex+ 3es; [ (e2) = e1 + 2e2 + bes; f(e3) = e —ez —es.

le Déterminer une base de ker f et autre de Imf.

2e Montrer que ker f + Imf n’est pas direct.
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3e Considérons les vecteurs sutvants

u = e1 — e+ es; U = e+ e; w = eg — e3.

@ Montrer que {u,v,w} est une base de R3.

© Ecrire le vecteur f (e1 + ea+e3) dans la base {u,v,w}.

Exercice 6.11.5 :

Soit
p: R} — R?

r — (2x-3z,z+y+2z20+32).

1-) Calculer p(e1), p(e2), p(es) et p? (e1), p? (e2), p* (e3).

@ Comment déduisons par raport p? (u) quelque soit u € R3.

2-) Déterminer une base de Imf et lautre de ker (p —idgs) et montrer que Imf = ker (p — idgs).

3-) Montrer que ker p® Imp = R3.

Exercice 6.11.6 :

Soient E1, Fy deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E et h une application définie par :

h: E1><E2 — K

(z,y) — T+ ..

1- Montrer que ker h = {(x,—x) € E1 X E9; © € E1 N Es}.
2. Déterminer une base de ker h.

3- Montrer que Imh = E; + Ey et déduire que

dim (Ey + E3) + dim (Ey N Ey) = dim Ey + dim Es.

Exercice 6.11.7 :

Soient les applications linéaire

f: R3 — R? g; R? — R?
(z,y,2) — (—xz+y+z,z—y+2z). (z,y) — (y,z,z+y).

1. Déterminer ker f, Imf, ker g, Img et sons dimensions

Exercice 6.11.8 :

Soit f lapplication de Ro[X] dans Re|[X] définie par : f(P) = 2(X +1)P' — (X2 -2X +1) P ou P’
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désigne le polynome dérivé de P.

1) Montrer que f est un endomorphisme de Ra[X].

2) Montrer que B = (l,X +1,(X — 1)2> est une base de Ro[X].
3) Déterminer Imf et Kerf.

Exercice 6.11.9 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1, e, e3) une base de E.
On pose u = e1 + 2e9 + 2e3 et v = eg + e3. Montrer que la famille (u,v) est libre et compléter celle-ci en

une base de E.

Exercice 6.11.10 :

Soi E un K-espace vectoriel muni de la base B = (eq,--- ,ep).
i
Pour touti € 1,--- ,n, on pose u; = Z €k-
k=1
(a) Montrer que B' = (u1,--+ ,u,) est une base de E.

(b) Exprimer les composantes dans B’ d’un vecteur w de E en fonction de ces composantes dans B.

Exercice 6.11.11 :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une base B = (u,v) et o un réel. On considére

l’endomorphisme fo de E défini par :

1% Pour quelle(s) valeur(s) de «, fo est-il bejective ?
2% Déterminer Kerf et Imf suivant les valeurs de c.

3* Rechercher les invariants! de fo noté Invf,.

Exercice 6.11.12 :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et f est un endomorphisme de E verifiant I’égalité
suivante (E): f°2 = —f, ot f? = fo f.

1%*) Montrer que : Vx € E; f(z)+x € Kerf.

2%) Trouver les valeurs de « tels que Uapplication a.Idp est un solution de l’equation (F).

3*) En supposant que f # a.Idg, montrer qu’il existe xo € E tel que f(xo) + xo # Op. En deduire que f
n’est pas injective.

4%) Montrer que E = Imf @ Kerf.

1. Invfq est I'ensemble des vecteurs = de E tels que fo(z) = .
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