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PREAMBULE

Le présent polycopié est un support de cours de résistance des matériaux (RDM) avec

exercices corrigés, destiné aux étudiants de 2°™ année (S4) licence de Génie civil, avec

en plus deux chapitres destinés aux étudiants de 3™ année (S5) de la méme licence.

Ce polycopi¢ s’articule autour de huit chapitres :

Le premier chapitre est une introduction générale a la RDM ou différentes notions sont
abordées, notamment, les forces extérieures, les efforts internes, les types de liaisons et
la détermination des réactions dans le cas des systemes isostatiques. Nous avons
également donné, dans ce méme chapitre, les hypothéses de calcul des éléments de
construction.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la détermination des caractéristiques geométriques
des sections planes, tels que : le moment statique, le centre de gravité, les moments
d’inertie, le rayon de giration ainsi que le module de résistance.

Dans le troisieme chapitre, qui est relatif a la traction-compression, nous avons montré
comment déterminer les efforts normaux ainsi que les contraintes normales et les
déformations, nous avons aussi évoqué 1’essai de traction et les hypothéses de calcul
des contraintes normales.

Le quatrieme chapitre concerne la flexion simple : dans ce chapitre nous avons procédé
a la détermination des efforts internes (moment fléchissant et effort tranchant), ainsi
qu’a I’étude des contraintes normales et tangentielle avec démonstration des formules
de calcul de celles-ci.

Le cinquieme chapitre est dédié au calcul des déplacements en flexion simple ou trois
méthodes de calcul ont été abordées: la méthode de I’intégration de 1’équation de la
ligne élastique, la méthode des paramétres initiaux et la méthode de la poutre conjuguée.

Le sixieme chapitre est consacré a la détermination des efforts internes (moment
fléchissant et effort tranchant) ainsi qu’a I’étude des contraintes et déformations suivant
les deux axes principaux d’inertie : il s’agit de la flexion déviée.

Le septiéme chapitre concerne la détermination des efforts normaux dans les barres d’un
treillis isostatique suivant deux meéthodes : la méthode des nceuds et la méthode des
sections.

Le huitiéme et dernier chapitre est dédie a 1I’étude des portiques plans isostatiques ou
nous avons montré, par le biais de quelques exemples détaillés, comment déterminer le
degré d’hyperstaticité ainsi que les efforts internes agissant dans les €léments d’un
portique isostatique.

Tous les chapitres sont enrichis par une série d’exercices corrigés.
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Chapitre | Geénéralités

1.1/ Obijectifs principaux de la RDM :

La résistance des matériaux (RDM) est la science de 1’étude du comportement (déformations,
déplacements, contraintes) des solides considérés comme déformables sous 1’action de
charges extérieures. Elle s’intéresse particuliérement au dimensionnement et a la vérification
des piéces (résistance, stabilité, rigidité, etc...) afin qu'elles résistent sans dommage a toutes
les forces auxquelles elles seront soumises pendant leur service dans des conditions de
sécurite satisfaisantes et au meilleur codt.

1.2/ Systeme de points matériels étudiés en RDM :

L’observation des constructions permet de ranger la plupart des solides soit dans la classe des
corps dont une dimension est grande devant les autres (poutres), soit dans la classe des corps
dont une dimension est petite devant les autres (ce sont les plaques et coques) (Figure 1.1).

D .
1 }/ E

R EEE SE
dzl
d{f | ] :

D2 D
a- Plaque b- Poutre

Figure 1.1
Dans le cadre de ce cours, nous nous intéresserons aux poutres.

1.3/ Définition d’une poutre :

On appelle poutre le solide engendré par une surface (S) du plan X dont le centre de gravité G
décrit une courbe (C) appelée fibre moyenne.

Le plan X de S restant normal a cette courbe, X est appelée section droite ou normale (figure
1.2).

Figure 1.2
La poutre est dite :

- Plane si sa fibre moyenne est totalement contenue dans un plan.

- Gauche si sa fibre moyenne suit une courbe gauche.

- Droite si sa fibre moyenne est une droite.

- A section constante ou variable selon que I’aire S de X est constante ou variable le
long de la fibre moyenne (figure 1.3).
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Figure 1.3

1.4/ Loi fondamentale de I’équilibre :

Pour qu’un corps solide indéformable soit en équilibre sous 1’action de plusieurs forces, il faut
et il suffit que :

e Lasomme géomeétrique de toutes les forces soit nulle Zﬁ =0 (équation vectorielle).
e Le moment résultant par rapport a un point quelconque soit nul ¥ M, = 0.

Finalement, les conditions d’équilibre du solide s’écrivent analytiquement comme suit :
YFix=0.

YFy=0. —>Dans le plan

2> Mk =0.

Ce sont les équations universelles fondamentales d’équilibre.

1.5/ Notion de force extérieure :

* Forces extérieures : On appelle forces extérieures toutes forces appliquées sur un systeme
donné.

* Définition statique : une force est une cause capable de maintenir un corps au repos ou de le
déformer.

* Définition dynamique : une force est une cause capable de provoquer ou de modifier le
mouvement d’un corps.

1.6/ Charqges appliquées (forces extérieures) :

Une poutre est soumise a des charges extérieures qui peuvent étre :

- Concentrées en un point : elles peuvent étre centrées (fig.1.4-a) ou excentrées (fig.l.4-
b).

- Réparties sur un trongon (fig.1.4-c) ou sur toute la longueur de la poutre (fig.l.4-d).

- Des moments (fig.l.4-e).

P P

)
AN AN AN

prrren a a e HAELEE

N.B : Le point C est appelé point d’application de la force concentrée (P).
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Aqu m
2 —— & AN

preseen a= I ALLLL,

-C- -d-
- La charge répartie g se mesure par unité de force sur unité de longueur (t/m, KN/m,
etc).
- Dans les calculs, la charge répartie g est remplacée par sa résultante R qui est égale
numeriquement a I’aire de son diagramme et son point d’application se trouve au
niveau du centre de gravité de celui-ci.
- Pour une charge uniformément répartie, le diagramme est rectangulaire, sa
résultante R est égale a I’aire du rectangle ; soit : R = gxa et son point d’application
se trouve a a/2 (centre de gravité du rectangle).

M{ A <—|'V'3 5 \M:
“A L. A

[revere) SALLLS

_e_
M3 est un moment concentré en C et tourne dans le sens trigonomeétrique (sens anti-
horaire).

Figure 1.4
1.7/ Réactions :

Afin de compenser 1’effet des charges auxquelles est soumise la poutre, I’environnement de la
poutre oppose des charges extérieures appelées réactions. Ces réactions peuvent étre :

- Forces horizontales (H ou Ry).
- Forces verticales (V ou Ry).
- Ou moments (M).

Le nombre de réactions est imposé par la nature de 1’appui de la poutre (type de liaison).

1.8/ Appuis courants des structures planes chargées dans leur plan :

Il existe trois catégories théoriques essentielles : appui simple ou rouleau-appui double-appui
triple (encastrement).

a) Appui simple : ou appui a rotule et a chariot de roulement.

\'
A !
| A Rotule — déplacement angulaire 2degrés de
\/\/ Balancier . liberte
D supérieur Galets — translation 1berte

&,
XS
N
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La réaction V est perpendiculaire au plan de roulement et ne comporte qu’une seule inconnue.
C’est son intensité ou grandeur => appui simple.

b) Appui double :

V
A !
| i
\/\/ : Rotule — déplacement angulaire =>
G——H 1degré de liberté dans le plan

R e

Cet appui provoque une réaction a deux inconnues Rx et Ry ou H et V d’ou la dénomination
« appui double ».

Rx ou H : Réaction horizontale.

Ry ou V : Réaction verticale.

c) Appui triple dit ""encastrement'" :

I\V/Ky /B V : Réaction verticale.
H : Réaction horizontale. 0 degré de
/)« 1 Aucun déplacement | M : Moment d’encastrement, liberté dans le plan
angulaire

Cet appui développe une réaction R de grandeur et de direction inconnues (sauf si toutes les
forces extérieures sont verticales) et ne permettra aucune rotation, nous devons donc admettre
’existence d’un moment antagoniste opposé noté « M » ou moment d’encastrement. Cet
appui fait donc que R a une grandeur et une direction non définies et un moment
d’encastrement inconnu, d’ou la dénomination « appui triple ».

1.8/ Systémes isostatique et hyperstatique :

Ne seront considérés que les cas de forces aires coplanes donc le nombre d’équation
d’équilibre est de 3 au plus.

1) Si les sections de contact des appuis introduisent au total moins de 03 inconnues, le
probleme est en général impossible : systémes astatiques.

2) Si les sections de contact des appuis introduisent au total 03 inconnues, le probleme
est soluble et il n’existe qu’une seule solution : systemes isostatiques.

3) Si les sections de contact des appuis introduisent au total plus de 03 inconnues, le
probleme est mathématiquement indéterminé, on dit que le systéme est hyperstatique.
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a) Systéme isostatique :

1A T\B | P A Jos

\ a
A
A
v ?,?’BJ{&

3 équations-3 inconnues (Va, Rg, o) 2 équations-2 inconnues (Va, Ma)

1T 1 r LI L
\4 VVVYVV

BEEEE

B

¥ L X

e, E prerreraa
A

|

2 BM
2 équations-2 inconnues (Va, Vs) 2 équations-2 inconnues (Va, Vg)

b) Systeme hyperstatique :

* Notion de degré d’hyperstaticité (d) :

Le degré d’hyperstaticité est la différence entre le nombre d’inconnues (réactions d’appuis et moment
d’encastrement) et le nombre d’équations de la statique.

<

PRI >

poman

p VB VA P1 VB PZ VC VD

l A A l A l A A

| I |

g -,,,,;,;,,;,,A -; ;g :r/;/;/g//ﬂc Vf;f;f!gfflt

A

>
os]

d=3inc.-2¢€g.=1 d=4inc.-2éq.=2.

5
@ AV, A AVc

S B Y,

Hc

d=6inc.-3ég.=3 d=7inc.-3éq. =4.
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1.9.1/ Calcul des réactions d’appuis :

Le calcul des réactions se fait a 1’aide des équations universelles fondamentales d’équilibre :
YFix=0.

Y Fy=0.

2> Mk =0.

1.9.2/ Représentation schématique :

?/‘/;/;//A W‘;‘m

a

PSSR

|
|
JIIIN

1.10/ Hypothéses générales de comportement :

1.10.1/ hypothéses sur les matériaux :

Le matériau possédant les caractéristiques de continuité, d’isotropie et d’homogénéité ne
subit, sous I’effet extérieur, que de petites déformations de types réversibles (élasticité
lineaire). Les équations d’équilibre ne prennent pas en considération les faibles déplacements
des points de la structure du matériau (Loi de Hooke généralisée).

- Homogénéité, isotropie et continuité du matériau : on suppose que le matériau a

les mémes propriétés élastiques en tous les points du corps, dans toutes les directions
et que le matériau est assimilé a un milieu continu (pas de défaut macroscopique tels
que fissures, criques).

- Elasticité linéaire du matériau : On suppose qu’en chaque point, les contraintes et
déformations sont proportionnelles et qu’aprés déformation, 1’é€lément revient a son état
initiale.

1.10.2/ Forces extérieures :

Les forces extérieures sont situées dans le plan de symétrie de la poutre ou disposées
symeétriquement par rapport a ce plan.
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1.10.3/ Loi de Hooke généralisée :

Dans le domaine élastique du matériau, les relations entre contraintes et déformations sont
linéaires c’est-a-dire, les déformations sont proportionnelles aux contraintes.

1.10.4/ Principe de superposition : (Concernant les petits déplacements)

Les contraintes et les déformations sont liées par la loi de proportionnalité de Hooke, si
plusieurs forces agissant simultanément provoquent un petit déplacement, celui-ci est égale a
la somme de tous les déplacements que provoqueraient les forces agissant séparément.

Remarqgue : Cette loi est valable pour les contraintes

Des contraintes normales, appliquées au méme point de la méme section dues a des forces
indépendantes agissant simultanément, s’ajoutent algébriquement.

NB : Si le cumul des forces entraine un dépassement du domaine élastique, la loi n’est plus
valable.

1.10.5/ Principe de St Venant :

RS 7 " Q___V____g
Bz _____ B Béﬁ

P

Les parties limitées par les axes ao et Bf sont les mémes dans les deux barreaux qui sont
sollicités par des forces de tensions identiques aux extrémités qui différent.

St Venant a montré que les contraintes dans une section, éloignée des points ou agissent les
efforts ne dépendent que des éléments de réduction du systéme constitués par les forces
appliquées d’un seul c6té de cette section. Ces éléments de réductions sont les sollicitations.

Il'y a donc une méme répartition des déformations et des contraintes dans les 2 cas envisageés.

L’analyse des contraintes et déformations est trés complexe au niveau des points
d’applications des forces, elle releve du domaine de la théorie de 1’¢élasticité.

En conclusion, nous pouvons dire qu’il existe deux distributions d’effets inégales

- Contraintes locales qui ne sont sensibles qu’aux extrémités de la poutre.
- Contraintes générales qui se propagent dans toute la piéce.
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1.10.6/ Principe de Navier Bernoulli :

Les sections planes, normales aux fibres avant déformation demeurent planes et normales aux
fibres aprés deformation.

IIs peuvent éventuellement subir un gauchissement de telle sorte que deux sections voisines
restent superposables ; mais de maniére générale, dans les cas courants, ce phénomeéne est
négligé.

1.11/ Eléments de réduction des efforts de cohésion (efforts intérieurs) au centre de
gravité d’une section normale :

1.11.1/ Définition :

On appelle force intérieure tout effort se trouvant entre les particules d’un corps. Ces forces
tendent a s’opposer aux éventuelles déformations du corps dues aux forces extérieures.

En résistance des matériaux, les forces intérieures qui apparaissent suite a 1’application de
forces extérieures s’appellent efforts internes.

On distingue les efforts internes suivants :

e Effort normal (N) : c’est la somme algébrique des projections sur la normale de la
section de toutes les forces extérieures situées d’'un méme coté de la section
considéreée.

e Effort tranchant (T) : ¢’est la somme géométrique des projections, sur le plan de la
section de toutes les forces extérieures situées d’'un méme co6té de la section.

e Moment de torsion (My) : ¢’est la somme géométrique des moments par rapport a la
normale a la section au centre de gravité de toutes les forces extérieures situées d’un
méme coté.

e Moment de flexion (M) : ¢’est la somme géométrique des projections, sur le plan de la
section, des moments pris par rapport au centre de gravité des forces extérieures
situées d’un méme coté de la section.

R T

» R résultante générale

» N :surlatangente en G a la ligne moyenne.

» T :dans le plan de X.

» M : couple résultant.

» M : sur latangente a la fibre moyenne ; c’est le moment
longitudinal dans le cas des poutres a section symétrique.

» Mgk dans le plan de ().
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1.11.2/ Convention de signe des efforts internes :

a) Effort normal :

Par convention, I’effort normal est positif s’il est dirigé vers I’extérieur de la section.

g B —

N>0 ' N<O

Si N est dirigé positivement suivant la convention de signe établie, cet effort tend a provoquer
un allongement : ¢’est la traction.

Si N est négatif : il s’agit d’une compression.
b) Moment fléchissant :
Par convention, le moment de flexion est positif lorsqu’il provoque la traction des fibres

inférieures.

c) Effort tranchant :
L’effort tranchant est positif lorsqu’il tend a faire tourner un élément de longueur dx dans le

sens des aiguilles d’une montre.

il TN i

T>0 T<0

1.11.3/ Méthode de calcul des efforts internes :

Le calcul des efforts internes (N, M et T) se fait par la méthode des sections.

Principe de la méthode :

Lorsqu’un élément est en équilibre, alors chaque partie de cet élément est équilibrée par un
systéeme de forces intérieures.

Cette méthode consiste a faire une coupe imaginaire, a 1’endroit voulu, de maniére a avoir
deux trongons et comme 1’élément est en équilibre, on applique les équations de 1’équilibre
statique sur 1I’un des deux trongons pour avoir les valeurs de N, M et T.
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Exemple :

Déterminons les efforts internes de la poutre suivante :

P=3t
yA l B (Hs
A
3m . 3m 4
s 7

Commencons par calculer les réactions au niveau des appuis A et B :

1t

L’appui A est un appui simple, donc il posséde une seule réaction verticale Va.

L’appui B est un appui double, donc il posséde deux réactions, une réaction verticale Vg et
une réaction horizontale Hs.

La force P = 3t est concentrée au milieu ce qui signifie que nous avons une symétrie de
charges et de géométrie.

N.B :

Dans le cas d’une poutre bi-articulée ou nous avons une symeétrie de géomeétrie et de charge,
les réactions au niveau des appuis sont identiques et représentent la moitié de la force
concentrée. Donc on peut déterminer directement les réactions Va et Vg :

P

SoitV, =V = 3

1) Calcul des réactions :

ZFX=0=>1—HB=0=> Hp = 1t

P 3
Par symétrie: V, = Vp = 7= 5= 1,5t

2) CalculdeN,MetT:

On utilise la méthode des sections pour calculer les efforts internes :

Section : 0 <x<3m

Mg
1t (’l\i Mr1 /) 1t

> > N
15t A X \J‘lTl T, ’\/ A

1,5t

YE,=0=>1+4+N; =0=> N; = —1t (compression)
XF,=0=>T,=15t




Chapitre | Geénéralités

M =0

Y M, =0=>Mp = 1,5%

Mg = 4,5t.m
m

ZFx =0=>1+N, =0=> N, = —1t(compression)

Y F,=0=>T,=153=-15t

X=3m
Mr, = 4,5tm
XM =0=>Mp=15%-3(X-3) —
x=6mvr=0

1.12/ Notions sur la détermination des contraintes :

En général, le vecteur-contrainte résultant en un point quelconque d’une section droite est
décomposé :

- en deux composantes : ox, tx (figure 1.4,a).
- en trois composantes : ox, Txy et tx; (figure 1.4,b).

Avec ox : contrainte normale due a I’effort normal Ny, aux moments de flexion My (dans le
plan xoz) et M; (dans le plan xoy).

Tx . contrainte tangentielle due au moment de torsion Mx.

Txy €t Txz sont les composantes de tx dans les plans xoy et xoz, dues respectivement aux

efforts tranchants Ty et T..

i Y
i\ glxz
I AU E Vo) 2 X
7 >
e i GX
}v Txy
-b- i
v
y

Figure 1.5
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D’apres le principe de superposition, les contrainte normale et tangentielle en un point
quelconque de la section peuvent étre données par la somme des composantes provoquées par
les efforts correspondants :

ox = ox (Nx) + ox (My) + ox (M)
Tx = Tx (Mx) + 1« (Ty) +1x (T2)

1.12.a/ Contraintes normales :

Dans le cas de la traction (ou compression) simple, la contrainte normale ox s’écrit sous la
forme :

Ny
S

Ou Ny est I’effort normal de traction (ou compression) et S est la surface de la section droite
de la barre.

Oy = (voir chapitre traction — compression).

Dans le cas de la flexion pure, la contrainte normale ox s’écrit sous la forme :
M, M, : : :
Ox = Y (dans le plan xoy)etI—Z (dans le plan xoz) (voir chapitre flexion pure)
z y
ou Iyet I, sont les moments d'inertie axiaux de la section droite suivant Y et Z.
Donc I’expression de ox pour le cas général d’une sollicitation peut étre écrite sous la forme :
N, M M
Oy =—+-27Z+-2Y
s L7,

1.12.b/ Contraintes tangentielles :

Les contraintes tangentielles se caractérisent par la formule de Jourawski :

T,.M T, M
Txy = 2 S/Z; oU Ty, = 2 Sy
by. 1, bo.ly

Avec, bo est la largeur de la fibre étudiée.
Ms est le moment statique de la section droite par rapport a I’axe z ou y.

Dans le cas de la torsion simple, la contrainte tangentielle s’écrit sous la forme :

M
Ty = Wx ou M,est le moment de torsion et Wp est le moment résistant polaire.
P

Ip

W, ==

Py
Ip: moment d'inertie polaire

r:rayon de la section
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EXERCICES
Calculer les réactions d’appuis des systémes suivants :

1)

Ho A B

-
»)

1m im 7T
V4 Ve

e

» X

Nous avons une poutre reposant sur deux appuis (A et B) soumise a une force concentrée au

milieu :

I’appui A est un appui double donc il posséde deux réactions ; une réaction horizontale (Ha)

et une réaction verticale (Va) ;

I’appuis B est un appui simple, donc il posséde une seule réaction verticale (V) ;

Commencons par calculer le degré d’hyperstaticité :
d =neg-ni = 3-3 = 0 donc la poutre est isostatique.

Calculons ensuite les réactions des appuis A et B:

(ZFx=0 Hy=0 Hy=0
ZF/yZO_ VA+VB:2t - VA+VB=2t
YM;u=0 " ]2 —@x1)=0 " |Vp=1t
=My =0 —2V,+(2x1) =0 V=1t
Vérification :

Va+Ve=1+1=2tdonc I’équation de 1I’équilibre des forces par rapport a I’axe Y est

vérifiée.

N.B :

Comme nous avons une symétrie totale, on peut calculer directement Va et Vg :

Vv, = VB=§= %: 1t
1t 2t
2) Ha JA l l Be_ 2t
0,5m 1m 0,5m 7%7
V, Vs

g |
YXF=0=>Ha-2=0=>Ha=2t

ZF/y=O=>VA+VB= 2+1=3t

()
L>X
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XM, =0=>2Ve-2(1,5) - 1(0,5) =0 => Vg = 1,75t
X M/;p=0=>-2Va+1(15) +2(0,5)=0=>Va =125t
Vérification :

Va + Ve =1,75+1,25 = 3t donc I’équation de 1’équilibre des forces par rapport a I’axe Y est
verifiée.

(w0
\—>X

? M)
—t

H

—

3m

Mﬁ,j%

S Fj=0=>Ha=1t
ZF/y:O:>VA:3t

Y M, =0=>Ma=3(3) = 9tm

1t/m

4) Ha_ 4 yVYyY y B

im

h—
-
3

V), 2m Vs

ZF/x:0:> HA:O

X F;, =0=>Va+Vg=R=1x2=2t(aire du rectangle).
2

YMy, =0 => 2V = (1 x 2)(§> => V; = 1t

2

5)

T
Y
<€
€«
n
o

wl
=

o]
>

A

N
3
w |

v

ZF/x=0=>HA=O
2X 2
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2 X 2\ /2
2(2,5)+( )( 2) => V; = 2,19t

M,,=0 => 3,5V c
Z /4 > B 2 3

1
ZM/B =0 => 35V, = 2[(5.2)+ 1,5]+ 2(1) => V, = 1,81t

6) 3t/m 2t/r'n\
Ij@g B
74%7' 5m 75%7-
\V/ Ve

YXF,=0=>Ha=0
X F, =0=>Va+Vg=0donc Va et Vs vont former un couple inverse.

243
zM/A=0=> 5V +2-3 = 0 => Vp =———= 0.2t

=> VA = —O,Zt

I
o
|

zM/B= 0 => 5V, + 3-2
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Chapitre 11 Caractéristiques géométrigues des sections planes

11.1/ Introduction :

La résistance d’une barre dépend non seulement du matériau et de ses dimensions, mais aussi de
la configuration de son axe, de la forme des sections transversales ainsi que de leur disposition
par rapport aux charges de sollicitations.

Dans le présent chapitre, nous allons voir comment déterminer les caractéristiques géométriques
principales des sections transversales d’une barre.

11.2/ Aire d’une section :

L’aire d’une section est définie par I’intégrale :

A= [, dA.....(I11) : milieu continu

Pour une section composée de sections usuelles, 1’aire est égale a la somme des aires des
sections :

n
A= Z A; : milieu discet.
i=1
11.3/ Moment statique :

Par définition, le moment statique d’une section par rapport a un axe quelconque est égal au
produit de 1’aire de la section par la distance entre son centre de gravité G et cet axe.

( )

Sy = fydA
3 4 e (11.2)
Sy = jdi
\ “ J

Sx : moment statique par rapport a I’axe X.
Sy: moment statique par rapport a I’axe Y.

<

Yo

<

5 »X
X ] >
Figure 11.1 : vue d’une section plane.

A

A : section totale,

dA : section élémentaire,

X : distance entre la section élémentaire dA et ’axe Y,
y : distance entre la section élémentaire dA et I’axe X,
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G : centre de gravité de la section A,
Xc: distance entre le centre de gravité de la section A et I’axe Y,
ye :distance entre le centre de gravité de la section A et ’axe X,

L’unité du moment statique est une unité de longueur a la puissance 3.

Le moment statique de la section totale (A) par rapport aux axes de référence X et Y peut s’écrire
sous la forme :

( \
4 A e (11.3)

S
I

Sy = fdi = A.x;
\ “ J

Pour une section composée (A), le moment statique de cette section par rapport a I’axe X ou Y
est la somme des moments statiques des sections elémentaires par rapport a ce méme axe., soit :

Sy = ZAi'yi
Sy = ZAL'.XL'

Remarque :
Le moment statique total d’une section par rapport a son centre de gravité est nul.

11.4/ Centre de gravité :

Le centre de gravité G d’une section est le point tel que le moment statique de la section par
rapport a n’importe quel axe passant par ce point est nul.

D’apres les formules (11.3) et (11.4), les coordonnées du centre de gravité Xg et Yg s’écrivent :

XG = -
A =1 4i (I1.5
Y. = & _ zn=1Ai-3’i
67 A n A

Exemple :
Proposons-nous de déterminer 1’aire d’une section triangulaire ainsi que les coordonnées de son
centre de gravité :
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dy

A
v

b

1) Détermination de 1’aire de la section :

Ona:A= [, dA

dA = dx.dy
dy="?
. h _dy
D’aprés le théoréme de Thales (triangles semblables): 5= % =>dy = Ex
h
dA = dx.Ex
" lh.xzr
- = —X.ax =
4 fo b 2b |,
bh
=>4 = ?

2) Détermination de la position du centre de gravité de la section :

d’apres la formule 2.5 :

S
X; =~
¢7 4

Sy
Y, ==
674

Cherchons les moments statiques par rapport aux axes X et Y :
Par rapport a l’axe X -

Sy = jydA,

A

_dy hx
avecy = —- =

b
. fhx hx W fb LS b
- = _— = — = |—
T )2 s T )y T er

0
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=>I5, = —

Syzfdi
A
b
. fhxd hszd hx?]’
- = —_— = — = |—
y x.—-dx bOx X 3|,
0
hb?
=>Py = 3]

En remplagant Sy et Sy dans les expressions de Xg et Yg, on trouve :

S, 2
Xe===2b
¢ A7 3
1
Yo=—==h
¢ a7 3

11.5/ Moment d’inertie :

Le moment d’inertie (ou moment quadratique) d’une section est défini par 1’intégrale :
L= | M y2dA : moment d’inertie par rapport a 1’axe X}( )
1.6

I, = [, x*dA : moment d’inertie par rapport a I’axe Y.

y : distance entre la section ¢lémentaire dA et I’axe X.

X : distance entre la section ¢lémentaire dA et I’axe Y.

L’unité du moment d’inertie est une unité de longueur a la puissance 4.

Exemple :

On se propose de déterminer I’expression du moment d’inertie d’une section rectangulaire par

rapport aux axes Xget Y.

+h/2 ¥ +h/2
Ly, = f y?dA = f y?bdy = b l?l .
A —h/2 —h/2 *
I bh3 N bh®> bh3 d
- o = —_
*6 24 " 24— 12 12
+b/2 y3 +b/2 X . >
L, = f x%dA = f xhdx = b l?l >
4 _b)2 —b/2 >X
hb3 b3 - hb3 b/2 bl2

S|, =

Y6 24+24_12
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1.6/ Moment d’inertie polaire :

Figure 11.2

Le moment d’inertie polaire d’une section par rapport au point O est défini par I’intégrale :
L,=1,= fA r’dA ...... (1.7)

avec r2 = x2 + y2 (théoréme de Pythagore).

donc I’expression (11.7) devient :

L, = f (x% + y?)dA =f x*dA + f ydA=1I,+ I,
A A A
Slp= I+ ly......(118)

r : distance entre la surface élémentaire dA et le point O appelé pole (figure 11.2).

I1.7/ Ravon de giration (rayon d’inertie) :

Le rayon de giration d’une section A par rapport a un axe est défini par la relation suivante :

I
Par rapportalaxe x : 1, = Zx
X L,
Par rapportalaxeY:r, = 1

L’unité du rayon de giration est une unité de longueur a la puissance 1.

Exemple :

Soit une section de forme circulaire.

On se propose de déterminer:
- le moment d’inertie polaire d’une section circulaire par rapport a O,
- le moment d’inertie de cette méme section par rapport a son diamétre,
- le rayon de giration par rapport au centre et au diametre de la section.
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A y
1) Moment d’inertie polaire :
R R
I, = j p’.dA =J p?.2m.p.dp =2nf p3dp o
A 0 0
1, D X
I, = ZH'ZR >
nR*
o =5 }
2) Moment d’inertie par rapport a un diamétre -
TR*
D’'apres la formule I1.8,1, = I + I, = -
L. IO T[R4
Par symetrie, I,y = I, = 2= 4
mR*
_)Ixx = ]yy = T

3) Rayon de giration par rapport au centre et au diamétre :
a) Par rapport au centre :

_ IO _ T[R4
= 147 |27R?
RV2
-1y = ——

2

b) Par rapport au diametre :

I, |mR* R
Tox = ~ |axRE "2

= Tex =

E

o

N |

11.8/ Moment d’inertie centrifuge (produit d’inertie) :

Le moment d’inertie centrifuge peut étre déterminé par 1’intégrale suivante :

Ixy = fA XydA =A'XG'yG ....... (“9)
Remarque :
Le moment d’inertie centrifuge par rapport aux axes centraux principaux est nul.

11.9/ Variation des moments d’inertie :
11.9.1/ Translation des axes (théoréme de Huygens):
Soit la section représentee par la figure 11.3.
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YA
A
X’ A A
‘ i X L;%d
y5 y
a
% : X
o’ \ 4 \ 4 > X’
Figure 11.3

On se propose de calculer les moments d’inertie par rapport aux axes X’ et Y’ :
x'=x+ta
y=y+b

L,= [, y?dA= [, (y +b)*dA = [, y*dA+ [, b*dA+ [, 2ybdA
=Jy2dA+b2JdA+2b.[ydA
A A

A
=> I, = I+ b2A+2b.S, ....... (11.11)

Il en est de méme pour Iy :
L,= [, xX?dA= [, (x+a)’dA = [, x*dA+ [, a®dA + [, 2xadA

A

=fx2dA+a2jdA+2ajdi
4 A
> I, = I+ a® A+2a.5 .....(1112)

Dans le cas ou le point O coincide avec le centre de gravité de la section, les moments
statiques Sx et Sy s’annulent.

donc les relations (11.11) et (11.12) deviennent :
L, = L.+ b%A.... (11

I, = I, + a®A....~IL12)

Ligr = Ly + @.b.A ... (IL13)
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11.9.2/ Rotation des axes :
Calculons les moments d’inertie Iy, Iy, Iy par rapport aux axes x’ et y’ de la section
suivante :

cosO

Figure 11.4
Ly, = fy’sz
A
L, = fx’ZdA
A
Avec :

{x’ = xcosf + ysinf
y' = ycosf — xsinf

0 est I’angle que forment les axes X,y avec les axes x’,y’.

L,= [, y?dA= [, (ycosd — xsin6)*dA = [, y*cos*8dA+ [, x*sin*0dA —
2 [, x*y*sinfcosfdA

= I, = I,cos%0 + I,,sin*0 — 2I,,,sinb.cos0 ... ....11.14

Avec :
( ) 1+ cos26
0 = ——MM—
cos >
1 — cos26
{ sin?g = ———
sin >
sin26
\sinﬁ.cose =

1 1 1 ,
-1, = Elx(l + cos20) + Ely(l — c0s20) — Z.EIxy.SanQ
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. =1x+1y+(1x;1y

Ly, 5 )cosZH — Lyy.sin26 .......11.14’

De méme pour Iy :
L, = [, xX?dA = [, (xcos® + ysin8)*dA = [, x*cos*0dA+ [, y?*sin*6dA +
2 [, x*y*sinfcosfdA

- L, = I,sin®0 + I,cos?0 + 21,sinb.cos6 ... ....11.15

-1 =

yr > >c0529 + Lyy.sin26 .......11.15’
De méme également pour |,y :

_1x+1y_(1x—1y
2

Ly, = [, xX'y'dA = [, (xcos® + ysin®)(ycosd — xsinf)dA =— [, x*sinf.cosOdA +
2 2 . 2
J, xycos*6dA+ [, y?sinf.cos§dA— [, xysin*6dA

> Ly = (I, — I,)sin@. cos + I, (cos?0 — sin?0) .......11.16

N (Ix _Iy) . /
xryr = Ixy€0S26 + > sin20 .......11.16

On remarque qu’en additionnant les equations 11.15 et 11.16 ou bien I11.15' et 11.16", nous aurons :
Ix’+|y’:lx+|y:|p

11.9.3/ Détermination de la direction des axes d’inertie principaux :
Pour ce faire, on va chercher la valeur de I’angle 6 qui permet de déterminer les moments
d’inertie extrémaux (Imax €t Imin). Pour cela, on va poser la dérivée de I ou de Iy’ égale a
Zero :
dl,, ,
—=0=> (I, — I)sin26 — 2I,,,.c0s26 = 0

sin20 2l

~ cos20 (I, - I,)

21
> 920 =+ "yI ...... 11.17

y X

En introduisant cette derniere relation dans la formule I1.14'et en se servant des

1
cos20 = +——
. . . V1+tg®26 .
relations trigonométriques ,on obtient :
. tg26
sin20 = +

J1+tg®26
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§
L +1 I —I\2
et (58 1

L +1, L — L\
[ fmin =3 _j( 2:)+@V

-> ce sont les moments d’inertie principaux correspondants aux axes principaux d’inertie.

Symbolisation des axes principaux en fonction du signe de l’angle de rotation 0 .
- Lorsque I’angle 0 est positif, ce dernier se mesure a partir de ’axe de départ x dans le
sens antihoraire (sens trigonométrique) (figure 11.5.a).
- Lorsque I’angle 6 est négatif, ce dernier se mesure a partir de 1’axe de départ x dans le

sens horaire (figure 11.5.b).

\y’ Ay Ay 7
0

L\ I /|

X

»
Ll
(‘»:

Figure 11.5

11.10/ Module de résistance :

Le module de résistance (W) appelé aussi moment résistant, est défini par le rapport du moment
d’inertie par rapport a un axe donné a la distance de cet axe, jusqu’au point le plus éloigné de la
section transversale (Ymax).

L

Soit: W, = : Module de résistance par rapport al'axeX ... ... (11.10)

ymax

L’unité du module de résistance est une unité de longueur a la puissance 3.
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EXERCICES

Exercice 1 :

[
»

Déterminer le centre de gravité de I’aire hachurée représentée par la figure ci-dessus.

Ondonne:R=30cm, r=15cm.

Solution :
XG = 0
YG = 7

On va positionner Y par rapport a O, origine du repeére.

S;x ~ moment statique de l'airehachurée par rapport a 0X

Y, - .
G A aire hachurée

Six = moment statique de ’aire du grand cercle (G.C) par rapport a OX — moment statique de
1’aire du petit cercle (P.C) par rapport a OX.

S, = SEC — SPC = 0 — [—(nr?.5)]
S, = 5nr?
Aire hachurée = aire du grand cercle — aire du petit cercle.

A =nR? — nr?

V- Ser?  5r  5(15)?
C7 m(R2—7r2)" (R?—12)" (302 —152)
Y. =1,67cm
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Exercice 2 :

Déterminer le moment statique ainsi que la position la du centre de gravité d’un demi-cercle par
rapport a un de ses diameétres.

Solution :

———i— e . @ = -

dy ' FFFFFF T T T
y
) LX

L \w »

1) Moment statique par rapport a (OX) :

S/ = L ydAavec dA = 2x.dy

- S, =f y.2x.dy
N

x*+y*=R*=>x= |R*—y?

R
S/x =2fy IR? — y*dy
0

Posons U = R2 - y2 => dU = -2ydy
Etude des nouvelles bornes de 1’intégrale :
y=R>U=R2-R2=0

y=0>U=R2-02=R?
0 0
au 1 2
szzf}/\/v—= —2.—f\/vdU= [—U3/2]
-2y 2 3
R? R?
2

_>Sx =§R3

" wmi-o] = 2re
0—3( ) =3

2) Position du centre de gravité :

S, 2 1
Y, = = ==R5.
A 3 nR
2
, _4R
— [ —
Y
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Exercice 3 :

On donne un carré de c6té R et un quart de cercle de rayon R inscrit dans ce carre.
On demande de :

- Calculer I’aire hachurée.
- Déterminer I’ordonnée du centre de gravité par rapport a I’axe (XX’).

X »X’

Solution :
1) CalculdeA:

Aire hachurée = aire du carré — aire du quart de cercle

2
- A= RZ—ﬂ
4

> 4=R(1-7)

2) Calcul de yg:

S;x  Six — Sax
A; 2(1 T
R (1-7)

S1/x: Moment statique du carre par rapport a XX = RZ )

S2/x: Moment statique du quart de cercle par rapport a XX'=

1 . ' . N . N . .
> moment statique d'un demi cercle par rapport a son diamétre (voir exercice 2) =

12

—.=R3

2°3

S —[RZR] [1 st]_R3 R3_R3
S B 23|72 3 6

R3
Yo =
6R2(1—)
—>YG_

(1——)
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Exercice 4 :

Déterminer le moment d’inertie d’un trapéze isocele par rapport a sa grande base.

Solution :

A

dy

X1 X2

¢
>

o9)
o o

Ix=J y*dA
A

dA = dy.x avec x varie en fonction de H.

X=b+2.0....cceeveee... (D)

oo_H—y_> _H—y

orx1— T w= T X1
_B—b

avec x; = >

s _B-b H-y 5

=> 0= (2)

Met@>x = b+2.522 H-y _bH+B-bH-y)

2 H H
bH + (B —b)(H —

dA = dy.x = ( ) y) dy

H

B bH+ (B—Db)(H-y) HpH H(B —b)(H —y)

— 2 _ a2 2
Ix—JOy- o dy—JO Hydy+f0 I y°dy
bH®* ("(B-b) "B-b)
=3 +jo T H.ydy—j0 T y.y“dy
bH?3 1 (B—-bh) 1
— _ g3 _ - 4
=3 + (B b).3H TR
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bH3 1
_ 3 __
=+ (B - b)(H 4H>

_bH 3+( B 4H3 — 3H?3
3 ' 12

_bH? (B —b) H3
N "12

— H314b + B —
-+ -

3 4

H3 3b B _H3(3b+B)
314 4_12

H3
2>, = 12 (3b+ B)

Exercice 5 :

:

2.00

1.00

1.00 _ 100 _ 1.00

- Déterminer Ix et ly.
- Déterminer lxy.

Solution :

* Calcul de Ix:

2 5(1)3
Ix- 11/X + Iz/x + 13/x =

Iy = 40,16 m*|

+(25x1)(25)l [

1(4) l l3(1)3

+ (3 x 1)(2,5)?
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* Calcul de Iy:

1 25 4(1 1(3
Iyzll/y+12/y+13/y= l (1 ) l [ ()l [ ( )

I, = 5,29 m*
* Calcul du produit d’inertie Iyy -

Ly = f X.V.dA = A1.x1.91 + Ay X5. V5 + Az.X3. Y3
A

Ly = By + iy + By = |25 x 1.(5 =) 3= 05)] + [(4 x D. )]+

[B x1).(=2,5)(0)]
Ny = 4,68 m7

Exercice 6 :
Soit un quart de cercle de rayon R.
On demande de :

- Etablir I’expression du moment d’inertie par rapport a (OX).
- Déterminer les coordonnées du centre de gravité.

- Donner I’expression donnant le moment d’inertie par rapport a un axe vertical passant par

G et paralléle a (OY).

Solution :
A
M
R
y
dr
I

© dx > X
1) Expressionde Ix :
L= Iy } T Y
I+Iy—]0_>1 Iy—Z—ZAr.dA

2

A= s aa="orar="ra
—4— —47'7'—27'7'
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1 s s 1mR*
-1 =—f ri.=rdr= —| r3dr=-—
x72), 2 4), 4 4

nR*

=[x = 7g

1) Coordonnées du centre de gravité :
xS x.ds 4
= fA = f x.ds

€7 %4; ° TwR®  nR?
4 A
4
RZ xdxy——fxdx\/Rz—x
, du du
PosonsR? —x? = U-—>—= —2x =>dx = ——
dx 2x

R 0
4 du 4
—)XG = —fo.VU.Z— —WJVU.OIU
R2

2 2 3,1° 4
- XG = —WgU /Z]Rz = — 37‘[R2. [—\/ (R2)3]

2) Moment d’inertie par rapport a (OYg) :
Ivy=lc+Ad2=>lg=Iy - A.d?

nR*
Iy :E
nR?
A ="
4R
d = X, =3
nR* nR?
Y6 = 1_6_T<3n)
4 R*
=> IYG= 6?
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Exercice 7:

Soit la section en L suivante :
Y

A

BcC

120 cm

—o
Bcm

50 cm

On demande de :
- Déterminer la position de son centre de gravité.
- Calculer les moments d’inertie suivant (OX) et (OY).
- Calculer les moments d’inertie suivant les axes vertical et horizontal passant par son
centre de gravité.
- Déterminer la position des axes principaux d’inertie.
- Calculer les moments d’inertie principaux (Imax €t Imin).

Solution :
1) Position du centre de gravité :
LSy _ LAix;
XG = —-——=
TA; TA;
XS5, IAyy;

Y. = =
L€ " 24, z4

YA = Ay + A = (42x8) + (8x120) = 1296 cm?.
42 8
TS/y = Ap.Xy + Ag.x, = [(42 X 8). (7 + 8)] + [(8 x 120). (E)] = 13584 cm3

8 120
$S/x = Ap.vy + Ayy, = [(42 X 8)5] + [(8 X 120).71 = 58944 ¢m?3

oo 13584
6= 296 O™
L 58944

6= 96 _ OCM

G(10,48 ;45,48)cm).
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2) Moments d’inertie suivant (OX) et (OY) :

Ix=11/x+12/le$§)3 (42 x 8) l l8(120)3+(8 120)<120)l

Iy = 4615 168 cm*|

* Calcul de Iy:
3 3 2
L—lyy + Iy = I8(42) + (42 8) +8 l [120( ) + (8 x 120) (g) l

Iy = 352 448 cm*|

3) Moments d’inertie suivant les axes vertical et horizontal passant par le centre de

gravité :
YA
®
c
£
[&]
o
S
10,48
45,48
£
BE
.- — X »X
i 50 cm -

Ixg=1l1/x¢ + Iz/xc

_ l42(8)3 +(42x8) (1548

8(120)3 120 2
—_— X —_—
" l l +(8 120)( > 45,48)
Iy: = 1934 307,56 cm*|

Iyc=l1)y¢ + Iz )vc

2
= I8(42)3 + (42 x 8)(29 — 10,48)Zl + [%;8)3 + (8 x 120) (10,48 — g) l

12

Iye = 210 067,56 cm* |
4) Position des axes principaux :

ZIXGJ’G

tg20 =
IyG - Ixc
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IxGyG = f X. y dA = Al.xal.yGl + AZ'xGZ'yGZ
A

42 3
Loy = [(42 X 8) <7 +8— 10,48) <45,48 — —)] +

2
8 (120

[(8 x 120) <10,48 — 5) (T - 45,48)]

= 348 444,44 cm*

2oy 2 X 348 444,44

¢ — L, 210067,56 — 1934 307,56

I

XGYaG

tg26 =
L

- tg20 = —0,404 => 20 = —-22°

Xe

5) Calcul des moments d’inertie principaux

e
IxG + IyG IxG - IyG 2
Imax = 2 + ( 2 ) + IJ?GyG

| — IxG + IyG _ (IxG - IyG>2 + 12
L min 2 2 xGyG

2
) + (348 444,44)?

max — 2 2

~ 1934 307,56 + 210 067,56 N \/(1 934 307,56 — 210 067,56

+ (348 444,44)?

1934 307,56 + 210 067,56 1934 307,56 — 210 067,56\2
min = 2 - ( 2 )

. {Imax = 2002 060,89 cm*
Lyin = 142 314,22 cm*




Caractéristiques géométrigues des sections planes

Chapitre 11

Exercice 8 :
Soit la corniére en L représentée dans la figure ci-dessous :

30cm

IS cm

50 cm

oy

On demande de :
- Déterminer la position du centre de gravité.
- Calculer le moment d’inertie polaire Ip.

Solution :

1) Position du centre de gravité :

X = ZS/y . ZAl-xl-
€7 34, T x4
_ LS/ LAy,

Yo T4; A
> Ai= AL+ Ax = (25%5) + (5%45) = 375 cmz,
30 5

SS/Xx = Ary; + Ayy, = [(30 X 5). (50 - g)] + [(5 X 45). (475)] =12187,5 cm3

oo 28125
G = 200 = /,0oCcm.

L 121875
GT Tgoo _CUmem

G (7,5 ;30,46)cm|
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2) Moment d’inertie polaire :

YA
30cm

50 cm

wo9y'0€

A

<

[ Cm

lo = I+ 1y

30(5)3
I, = Il/xG + 12/xg = 12

5 2
+ (30 x 5). (50 — 30,46 — E) l +

5(45)° 45)°

5(30)3 30 z
Iy = lyyg + lpye = | =5+ (30 x 5).(7— 7,5) +

45(5)3 5\2
l 1(2) + (5 x 45). (7,5 - E) l = 25781,25 cm*.

> 1, = 96091,85 + 25 781,25 = 121 873,10 cm?|
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111.1/ Définition :

Une piéce travaille en traction simple (ou compression simple) quand elle est soumise
uniquement a deux forces axiales opposées, réduites au centre de gravité et qui tendent a
allonger la piece (ou la raccourcir) (figure 111.1).

F<_ _______________________________ _»F

Figure 111.1

Dans le cas de la traction (compression), le torseur de cohésion se réduit a :

T=0
M=0

N #0

111.2/ Convention de signe de N :

Par convention, I’effort normal est positif s’il est dirigé vers I’extérieur de la section.

o N S—

N>0 ' N<0

Si N est dirigé positivement suivant la convention de signe établie, cet effort tend a provoquer
un allongement : c’est la traction.

Si N est négatif : il s’agit d’une compression.

s , : li

li :Al : Ik :Al:
Traction Compression

I+: Longueur finale de la barre apres déformation.
li: Longueur initiale de la barre avant déformation.
A1 : allongement longitudinale de la barre.

111.3/ Calcul de Peffort normal :

L’effort normal se calcule a 1’aide de la méthode des sections (voir chapitre 1). Sa valeur est
égale a la somme algébrique de toutes les forces uni-axiales externes.

n
N, = ZFix
i=1

o]
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111.4/ Essai de traction :

L’essai est réalisé a I’aide d’une machine d’essai de traction universelle avec des éprouvettes
standardisées. Le type des éprouvettes varie selon le type du matériau.

L’éprouvette est serrée dans le dispositif de fixation de la machine et est soumise a un effort

de traction qui tend a 1’allonger jusqu’a la rupture.

On effectue plusieurs essais, et a chaque essai on enregistre I’allongement de 1’éprouvette en
fonction de la force appliquée. On obtient alors une courbe contrainte-déformation.

En général, la courbe obtenue a 1’allure de celle présentée par la figure III.2.

1
1
1

! zonej zone de déformation

clastique plastique

_ F
AOC= 5,
O - oo - début de striction
Orpm=mm - Bf oo D :rupture
Opt— - — :
[} 1
! 1
! 1
! 1
! 1
: |
v tgy=E i
2 i Al
C v . P =—
' 1
' 1

Figure 111.2 : Courbe classique contrainte-déformation.

F
o= S_ :contrainte de traction.

0

F : force appliquée.
So: surface initiale (avant deformation).
Cet essai permet de déterminer les caractéristiques mécaniques d’un matériau, a savoir :
- Sa limité élastique (résistance limite) : ce OU Re.
- Sareésistance a la rupture : or,
- Son allongement a la rupture : &.
- Son module d’¢lasticité : E.
e G¢ : contrainte limite élastique : c'est la contrainte maximum que peut supporter un matériau
sans danger de déformation permanente et a partir de laquelle se produit la déformation
plastique (déformation permanente).
e or: contrainte de rupture : correspond & la force causant la rupture en traction de

I’éprouvette.
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- La partie linéaire de la courbe (OA) caractérise le domaine de la déformation élastique
(loi de proportionnalité entre les allongements et les deformations) ¢’est-a-dire, si on
interrompt 1’expérience, la barre reprend sa longueur initiale.

- Latangente de la pente de la droite de la partie élastique caractérise le module
d’élasticité (appelé aussi module de Young) E : tgy=E.

Ce qui donne la relation: 6 =E.g : c¢’est la loi de Hooke.

- Lazone (AB) caractérise le début de la déformation plastique.

- Lazone (BC). Dans cette zone, si on interrompt 1’expérience, la barre ne reprend pas
sa forme initiale. On a une déformation permanente.

- Lazone (CD) caractérise le phénomeéne de striction : dans cette zone la contrainte ¢
décroit alors que I’allongement augmente pour des charges inférieures a la valeur
maximale.

- En point D, I’éprouvette se rompt.

N.B : La loi de Hooke est valable seulement pour la partie linéaire de la courbe (OA)
correspondant a la déformation élastique.

111.5/ Contrainte :

Hypothéses de calcul :

Le calcul de contrainte est relativement ais¢€, si 1’on admet les hypothéses suivantes :

1) Selon I’axe x, une section normale avant déformation reste normale apres
déformation.

2) Une section plane avant déformation reste plane apres déformation.

Chaque élément de surface supporte un effort de traction paralléle a la ligne moyenne.
La contrainte n’est constante dans toute section d’un barreau que si la force extérieure
s’applique uniformément sur les extrémités (figure I11.1).

S

Figure 11.4 : Répartition uniforme des contraintes.

a3
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Comme indiqué sur la figure 111.4, 1l y a répartition uniforme des contraintes dans la section

N(x
droite.D'ou a(x) = % [MPa] ...... (1. 1)
Lorsque N(x) et S(x) sont constants, I’expression de la contrainte normale devient :
N
= — ... 1.2
0= <o (lll2)

e Lorsqu’il s’agit d’une compression, ¢ <0.
e Lorsqu’il s’agit d’une traction, ¢ > 0.

111.6/ Contrainte admissible :

Pour vérifier une piéce vis-a-vis de la traction (compression), une certaine valeur de la

contrainte ne doit pas étre depassée : c’est la contrainte admissible (Gadm) .

111.7/ Condition de résistance :

Lorsqu'une piéce est soumise a la traction (ou a la compression), la contrainte maximale
ne doit pas dépasser la contrainte admissible Gadm.

N
Omax = % < Gagm - o (11L.3)

Cette condition permet de déterminer 1’aire minimale de la section droite de la barre, soit :

N N.
max S O'adm => A 2 max

Oadm

111.8/ Déformation :

La déformation représente le rapport de la variation de la longueur sur la longueur de
référence :

o.
le domaine élastique),ona: o, = E.g, => ¢, = Ex ...... (1. 5)
A Ax _ oy
L’égalité des équations (III.4) et (III.5) donne : ¢, = x_ F

() = 2
aveco(x) = S

o A oy N
TS T T E T ES®

]
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N(x).dx
A= T5m

Par intégration, on obtient :

N(x) .
Al = J E.S() dx: allongement absolu longitudinale

N.l;
Si N, E et S sont constants, Al = E Sl

111.9/ Contrainte et déformation d’une barre dues a son poids propre : PP IIIIIIIY

|
111.9.1/ Contrainte :

px

|
- Sous ’effet de P, la barre s’allonge et le travail provoqué par « P » est un !
Travail positif di a la réception d’énergie par la barre qui lui permet de revenir !
a son ¢état initial lorsque la charge est réduite. La loi de Hooke s’écrira alors : :
_ Pl ;
~E.S :
- Si la longueur de la barre « | » est considérable, le poids propre ne peut étre ° l
négligé et entraine par consequent une contrainte supplémentaire. Dans ce cas P
la nouvelle contrainte qui s’établit au niveau d’une section quelconque est :

P py

9757

P: force extérieure
av . : . s
Px: poids propre de la partie se trouvant au desous de la section considérée

Al

Si v est le poids volumique du matériau, alors p =v.L.S : poids de toute la barre.

—P+y'l'S—P+ ! 1.7
o= S S -3 y.l.. .. (1I1.7)
P
Omax =0 = 3 + y.l: agit au niveau de I'encastrement.
P
Oaa = 3 +y.X ... (I11. 8)

111.9.2/ Déformation :

L’allongement d’une section quelconque sous 1’effet de son poids propre et de la force
appliquée P est :

! 2l
1 1 X
Al(x) = ﬁj- (P +y.x.S)dx = E Px +)/.S.?
x x

(12 - x2>l

1
—>Al(x)=ﬁ [P(l—x)+y.S. >

- Al(x) = £ (I—x)+ % (12— x?) ... (111. 10)

ES
Donc I’allongement total de la barre (extrémité libre de la barre) est de :
P.l y.lI?
- Al(x = 0) —E +E

s |
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EXERCICES

Exercice 1 :

Calculer la contrainte normale engendrée par un effort de traction N = 2t dans une barre de
section carrée de dimensions (30x30)cm?.

Solution :

0 —N—> —2X103—222b
naa—A— 0—30X30— , ars.
Exercice 2 :

Soit une barre d’acier de section circulaire soumise a un effort de traction. Si la contrainte
maximale omax = 2 bars, calculer I’effort normal maximal que peut supporter la barre.

On donne d : diamétre de la section = 15 mm.

Solution :

N. m(1,5)2
Omax = T:lax => Npax = Opmax-4 = 2. (4 ) = 3,53 kg.

Exercice 3 :

Calculer I’allongement Al d’une barre de longueur | = 10 m et de section rectangulaire de
dimensions (20x25)cm?2, soumise a un effort normal N = 200 kN.
On donne E = 21x10° daN/mm2,

Solution :

En appliquant la loi de Hooke, on a :

Al
o=FE.gcavece = T

_EA1_> Al = o.l
aEETT = E
_N__ o, NI_ 20010210107
oro = =7 2" A E~ (20x25).21.10%.102 ™
Al = 0,019 cm.
Exercice 4 :

Soit une barre de section circulaire sollicitée par un effort normal de traction N = +50kN.
Calculer le diamétre de la barre si omax = 15 daN/mm2,
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Solution :
Npax Npor  50.102
= => A= = = 333,33 2
Tmax = —y Omae 15 mm
L . d? d?
Section circulaire => A = e => e = 333,33 mm?
4x333.33
d = /—
T
d = 20,6 mm
Exercice 5 :

Déterminer le diametre de la barre suivante en négligeant son poids propre.
On donne 6agm = 1500 bars.

A FFFFFFEFFFFy

£
—
——
200kN
£
<
[ )
lOIkN
N1
Solution :
Section | : 0<x<4m I
N; = —100 kN (compression) X
100kN

Section Il : 4m<x<5m
N2

X | 200kN N, + 100 — 200 = 0 => N, = +100 kN (traction)

1OIkN

Ninax Ninax
Omax = A < Ogam => A 2

Ogdm

a7
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A nd?
4
d? N. 4N, 4 % 100.10%
S Mmex s = =291 cm
4 Oadm . Ogam m. 1500
Soitd =~ 29,1 mm
Exercice 6 :

Tracer le diagramme des efforts normaux et des contraintes normales de la barre suivante :
la charge répartie varie linéairement de q = 0 a q = 5t. La barre est de section rectangulaire de
dimensions (25x30)mm2, son poids propre est négligeable.

S FTITITI IS 5t

3m

«— € «— < <«

Section 0<x<3m:

szq(x).dx
1 _ 2=
avec —== 5=>q(x) = 3x
X
N_j‘S 4 _ 5x?
g X dx = —
0

Valeurs aux bornes :
X=0=2N=0=>0=0

x =3m >N = 7,5t (compression) => o =

7,5 _

=1 2
(25 % 30).10-2 ~ Lt/em
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Exercice 7 :

Tracer le diagramme des efforts normaux et des contraintes normales des barres suivantes :
NB : le poids propre des barres est négligeable.

W EIIITTI T TF F TS STFFITIITTIS

HFFTTT

v P

ZPl -
v

{/.
! —

<_<_<T
o]
a a
I\
i i
4_
o | T
a 2a
<—
o]

!
|
'
|

U «—

Solution :
a)

Sy,

X2

g

.

v

Section 0<x<l :

N = q.x

Valeurs aux bornes :
X=02N=0=>6=0

—ISN=gl=>o="2
x = =ql => 0= )
b))'///////'//) _______________ _N IZF.)_._._.’_’.;.’_ ffff U’”””.Q’ ...........................
7 A
P
_0_¢ * ..................... - - e e o == L a2y, Ry
(o] —
=<
l P P
A
P

Section | ; 0<x<a:

Ny=P=>0= -
1= F= O'—A
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Section Il; a<x<2a:
P

N, = P+ 2 (x—a)

Valeurs aux bornes :

x=a->N=P=>¢0=

| o

2P
x=2a—>N:2P:>0=7

c)
i Gt S
l - F T (7 S
P

Section I: 0<x<a:

| o

Ny=P=>o0=
Section Il: a<x<3a:
N,= P+ g(x —a)
Valeurs aux bornes :
x=a—->N=P=>0=

P + Pa

P
A
o=—

x=3a—>N=P+ Pa=

Exercice 8:

Tracer le diagramme des allongements des systemes suivants:
On donne : E = 2x10° daN/cm?

A =3cm?
Poids propre des barres négligeable.
L EELEEE . l4o kN 'YTI //////Tff
£ £ f f
N N
? l 3 A1 _s0kn [#15kN/m f f
1t § B T T
£
§ - ! !
) 4% 20'kN |A5KN/m T T
SOIiptI FEFFFFFFF . -'(:||:| l'CE
a) I UE
t

]
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’i Illlll L _Al_(_CIIl)_ _________

2m

!

.

am

16,67.10°

SE,=0=>V =1t
Section|: 0<x<2m

Ni = -1t
X
N(x
OnaAl; = Al;_41 + j ES dx avec xe[a — b]
J E.
X
AL = Al + [ MO,
1= 8™ g™

0

Aly = 0 (encastrement)
X X

N(x) 1 x x

E.S ES ES~  2.106.3

0 0

Valeurs aux bornes :
x=0-Al; =0
x=2m- Al; = —3,33.107cm.

Section Il: 2m <x < 6m
N, = -2t

X

N(x)
Aly = Alyx=zm) + J

E.S

dx

2
pe
Al, = —3,33.10~7 j‘ 2 4
2T 799 6.106 ¥
2
2(x —2)
= - -7 _ X 7
- Al 3.33.10 .

Valeurs aux bornes :
x=2m- Al, =-3,33.10""cm
x=6m- Al; = —16,67.10"cm.
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b)
N N Al (cm) 0546
=l 4 )
~N T~ |
R R T DI 5 7 L A
. 4
) S O IR | 083 . i
2 [t t
kN/m
[ M et Vo

IIIJIIJ'/f

V
YF, = 0=>V = 40kN
Section|: 0<x<2m
N1 = 40-15x

X

40x 15x?
6.106 2x6.10°

Al = Al + xN(x)d —0+ J(4o 15x)dx =
1= S Es ¥~V T 6108 xax =

0 0

Valeurs aux bornes :
x=0-AL=0
x =2m - Al; = 0,083cm.

Section Il : 2m <x < 6m

N, = 30 kN
X X
Aly = Alygyey + fNZ(x) dx = 0,083 + f—dx
(x=2m) E.S ’ 6.106
2 2
AL = 0,083 + —2 2
2= 9 6.106 * ~2)

Valeurs aux bornes :
x =2m - Al, = 0,083cm
x =6m — Al, = 0,283cm.

Section 11l : 6m <x < 8m
N3 +40-20-40+30+15(x-6)=0 => N3= -10-15(x-6)

X
N(x)
Al3 = AlZ(x=6m) + .l- ES dx
6
1 : 1 :
- Al; =0,283 + 6,100 f(l() —15(x — 6))dx = 0,283 — mf(lo + 15x — 90)dx
6 6
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Traction-Compression

- Al; = 0,283 —

[15952 l
— — 80x

6.106( 2

Valeurs aux bornes :
x=6m - Al; =0,283 cm
x =8m - Al; = 0,546 cm.

T

g t =0
f
T

200x .dx = [100x2]} = 100kg

<
Il o
o
]

Section0<x<1m

N = -100 +fq(x).dx

X
N = —100+f2x.dx= —100 + [x2]¥ =
o

6.10°

—100 + x?

_ (x)
Al—AlO+fESd 6106f(x—100)dx
0

Valeurs aux bornes :
x=0->Al=0
x=1m - Al = 5,38.10 %cm.

x3

[7,5(x% — 62) — 80(x — 6)]

100x

3% 6.106

6.10°
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Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

1.1/ Définition :

On appelle flexion I’effet produit au niveau d’une section suite & un moment fléchissant et un
effort tranchant (figure 1V.1), si ce dernier est nul, alors il s’agit du cas de la flexion pure.
Les piéces sollicitées en flexion sont surtout les poutres.

! Plan des charges

Figure 1V.1 (Ref. [2])
1.2/ Flexion pure :

Dans le cas de la flexion pure, le torseur de cohésion se réduit a :

M # 0 = constante
T=0
N=0

Exemple de flexion pure :

—+
vl = ."""“\s
: 54— Flexion pure _>E i

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

1VV.2.1/ Etude des contraintes :

Le moment fléchissant provoque dans la section droite de la barre des contraintes normales oi
et I’effort tranchant provoque des contraintes tangentielles Ti.

Ay

A.N : axe neutre.

infiniment petit.

abcd : élément de la section
de la poutre ABCD

F.S : fibre supérieure.

F.1 : fibre inférieure.

y: distance entre 1’axe neutre
et la fibre considérée

C

Section de la poutre

Figure 1V.2

Dans le cas de la flexion pure, I’axe neutre coincide avec le centre de gravité de la section.
Sur cet axe, les contraintes sont nulles.

Aprés déformation, les fibres supérieures (celles situées au-dessus de 1’axe neutre A.N)
subissent une compression (rétrécissement) tandis que les fibres inférieures (celles situées en-
dessous) subissent une traction (allongement). L axe neutre, quant a lui, ne subit ni traction ni
compression.

Il est a rappeler que, dans le cas de la flexion pure, N=0, T=0 et M+0.
Ces trois équations d’équilibre donneront ce qui suit :
1) N=0:

D’apres la figure ci-dessus, la fibre ab se comprime et devient a’b’et la fibre mm;y s’allonge et
devient mma.

L’allongement relatif (g) de cette fibre (mmj1) est égale a :

Al mym,
E=—=
l mm,

avec mym, = yoaetmm,; = Ax

ya
- & =—
¢ Ax

D’apres la loi de Hooke (voir chapitre III), la contrainte normale (o) est donnée par la

relation o =E.¢

3




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

-0 = Ey.o—

Ax

L’¢élément constituant la force intérieure correspondant a ¢ s’écrira :
dF = Yo.dA = YEya—ds = E-~¥yd

=Y0.dA =) yan s = Anys
dF=N=0

E~—YydA

ﬁ —

A2
E=c®
a
—_ te
Ax c
- YydA= 0

C’est le moment statique de 1’aire de la section droite par rapport a un axe,
perpendiculaire au plan de la figure et passant par n, et n est justement le centre de gravité
(CDG) de la section considérée => moment statique nul.

- YydA= 0

Remarqgue : La rotation des sections droites en fonction de P se fait autour d’un axe
perpendiculaire au plan contenant la flexion et passant par le CDG = axe neutre.

2) T =0: cette deuxiéme expression d’équilibre s’écrira :
T+)tdA=0
avecT=0-2>1t=0

3) M+ 0: cette relation s’écrira a partir de 1’équilibre élastique de rotation :
a

M =E ByZydA

M = E-—¥y2dA
Ax

Avec Y y?dA = le moment d’inertie de la section par apport a ’axe 0.

a

M =F—I
- Ax”*
a_Ml
Ax I,’E
- tEym= ¥
o .y.EIZ— I =0
M.
o =+ Iy

3
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avec :
M : moment fléchissant dans la section considérée.

Ix : moment d’inertie de la section par rapport a I’axe X.

y : distance entre 1’axe neutre et la fibre considérée (fibre par rapport a laquelle on souhaite

calculer la contrainte normale).

Les limites de o seront obtenues pour y =ih/2 relativement a une section rectangulaire.

M.y 12M h oM
- 0o = = <__>:i

1, b. h3 2 b. h?
_ y < 0> 0> 0 - traction
SiM < 0- { y> 0- 0 < 0— compression
. y> 0 - 0> 00— traction
SiM> 0- { y< 00 < 0- compression

1V.2.2/Diagramme des contraintes normales :

Prenons comme exemple une section rectangulaire (bxh) :

Ymin
/I
;{max
|
b
!
v
y
M.y
o = IZ
. bh3
12
Fibre supérieure :
_h
Ymin = 2
6M
= Opax = yE

Fibre inférieure :

h

Ymin = E
6M
= Omax = T

j



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Axe neutre :
M.y,

0'0:

1VV.2.3/ Moment de résistance a la flexion ou module de résistance :

On appelle module de résistance les grandeurs définies :

De maniére générale si le CDG ne se trouve pas au niveau de I’axe de symétrie c’est-a-dire a
h/z (pour une section rectangulaire), alors les valeurs de y donnant les contraintes maximales
sont respectivement v et vo.

U,
d’ou

Omax W
1

M

W

Omin

1VV.2.3/ Déformation en flexion pure :

Considérons deux sections SS’ et S1S°1 ayant pour centre de gravité respectivement G et G et
distantes de Ax. Apres déformation, SS’ subit un angle de rotation de valeur o avec S1S’1. La
fibre moyenne GG: devient un arc de cercle GG’1 de rayon p et de centre O (Figure 1V.3).

wn

Nous avons établi la relation :

Figure IV.3 Yv 59
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Flexion pure-Flexion simple

1
o = E.y.a.E
o.Ax 1 M.y M.y
sy.a = - E.T.Ax(carc = T)
. 1 M.y 1
doua =—=.——.Ax.—
E 1 y
M
- a =E.Ax

Considérons les relations :

=—.A
a El X

Ax = p.a
p. o = Ax

_ (M/EI).Ax

o

pa  Ax

1

— — = —: c'est la valeur de la courbure.
p EI

1.3/ Elexion simple :

On dit qu’une poutre est sollicitée en flexion simple lorsque toutes les forces extérieures

appliquées a celle-ci appartiennent a 1’un des plans principaux d’inertie perpendiculaire a

I’axe neutre de la poutre.

Ces forces peuvent étre soit concentrées en un point, soit réparties (voir figures 1l.1a, I1.1b,

11.1c).

J Q1
yyvvy

LP
A L B JAN

Fig. IV.4a fig. IV.4b

Figure IV .4

P: force concentrée en C.

q: : charge uniformément répartie (charge rectangulaire).

g2 : charge irréguliérement répartie (charge triangulaire).

il
A

fig. 1V.4c

E
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1VV.3.1/ Eléments de réduction :

Si en plus du moment fléchissant M, agit un effort tranchant T, alors on dit de cette flexion

qu’elle est du type Simple.

T #0
N=0

Ces deux éléments de réduction conduisent respectivement a une rotation et un glissement.

{M 0

1VV.3.2/ Convention de signe des moments fléchissant et des efforts tranchants :

a) Moment fléchissant :
Par convention, le moment de flexion est positif lorsqu’il provoque la traction des

fibres inférieures.

/3 ‘%\M Mv/\? %M

L’effort tranchant est positif lorsqu’il tend a faire tourner un élément de longueur dx

b) Effort tranchant :

dans le sens des aiguilles d’une montre.

il TN i

T>0 T<0
1VV.3.3/ Détermination de M et T :

La méthode permettant de déterminer les efforts internes (M et T) est dite méthode des
sections. Cette méthode consiste a faire une coupe fictive a I’endroit ou on veut calculer M et
T, ainsi nous obtenons deux trongons, considérons alors un des deux trongons (de préférence
le moins sollicité par des forces extérieures) puis appliquons les équations de 1’équilibre
statique pour calculer M et T.

Soi Y. F;, = 0 pour le calcul de T
o XM, = 0pour le calcul de M

N.B : le choix du trongon (droit ou gauche) n’affecte pas sur les valeurs de M et T.

S



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

1V.3.4/ Relationentre M et T :

Théoreme fondamental : La dérivée par rapport a 1’abscisse de la section, du moment de
flexion d’une poutre droite, chargée normalement a sa direction est égale a I’effort tranchant
dans la section, changé de signe.

i,

NG GimNT !,

9 S’
AX

Considérons un élément d’une poutre pris entre deux sections trés voisines SS’ et S1S1” et
distantes de Ax.

YMggr = 0 =>M1 =M + MRcsc1 + M (Forces entre G et Gy)

Rc : résultante des forces extérieures.

Ax
Ml = M + MT/Gl - qAXT
Ax
M, = M-TAx — qAx7
(Ax)2-> 0
Mi1=M —-TAX
Mi1-M=-TAXx

M1 - M = AM accroissement de M quand on passe de G a G1

AM = - TAx
o _Am
T Ax

A > 0 >AM > M
X x (%)

— [=-Mx)

Remarque : I’effort tranchant n’est pas défini au point d’application d’une charge localisée

reec
ﬁj

S
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Si R : résultantes des forces situées a gauche de w qui est situé a gauche de @ ou est
appliquée P.

Enw: Tw=R
Ene: Te=R+P

En(®, il n’y a pas plus de raison de compter que de ne pas compter P pour
exprimer T1 —» Ty est indéfini : il y a discontinuité.

1VV.3.5/ Relation entre g et T:

i,

M !
L NG GMNT !,
' Re,/IT |
| Y I
i > S’ |- |
: AX :

T1=T+ gAx

T1-T = gAx

AT = gAx
AT

qQ =5t — =T

Ax ->0

En tout point ou I’effort tranchant est défini, la charge unitaire q est égale a la dérivée de
I’effort tranchant par rapport a x.

d*M _ dT
dx?  dx

Donc finalement, M, T et q sont liés par la relation : = —q:c'est

larelation de Jouravsky

1V.3.6/ Diagrammes de M et T :

Les valeurs de M et T dépendent de I’abscisse du point considéré
Les représentations graphiques de ces valeurs sont appelées les diagrammes.

Diagramme de M(X) :

Tx =- M’(X)

T(x)=0—> M’(x) =0—> tg a M(x) est horizontale et M(x) admet un extremum.

3
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T(x) constitue le coefficient angulaire changé de signe de la tg au diagramme de M(x) au
point considéré.

X =0—> T(0) = Va = réaction de gauche
X =1 — T(l) = - VB = réaction de droite

Diagramme T(x) :

1°) Si q = 0 —> Pas de charge répartic entre 2 forces concentrée —» T’(x)=0
T(x)=C"*

-> T(x) est une droite parall¢le a 1’axe des x -> M(X) de laformey=ax+b

2°) Si g = C* c’est-a-dire sur charge uniformément répartie, T(x) est une droite de la forme

2
X
qx + a et M(x) une parabole du second degré de la forme — q7 -ax + f

3°) Si g = ax + b surcharge variable trapézoidale

2
ax
T(x) = - + bx + c (parabole second degré)

bx
M(x) =—————-cx + d (parabole 3eme degré)

Exemple :

Tracons les diagrammes des efforts internes de la poutre suivante :

A g=1000Kg/m | I Vg
vyvyvvvyvvyvyvy | C T » X
[ J ”%7
/ 3,00 y 3,00 /

v y
1) Réaction des appuis Va et Vg :
Va+ Ve =1000x 3

Y My =0=>V, x 6 — 3.1000 (§+ 3) = 0-V, = 2250 Kg

My, =0=>Vg X 6 — 3.1000 (g) = 0>V, = 750Kg

3
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2) Mx)=7?:

Section1:0 <x <3:

x2
M(x) = Vp.x — a7

x2
= 2250x — 1000.7

x=0—>M;=0
= 2250x — 500x> <:
x=3 — M; = 3350Kg.m

Section Il : 3<x<6:

M, = V,.x- qAx(—%x+ X)

3
2250x- q.3 (X - E)

x=3 — M =2250kg.m

3
= 2250x- 3000 (X — E)

X=6 —>M2=0

3) Effort tranchant:

a) 0<x<3
T1(X) =-Va+0x
/ x=0 —>T(0) = Va=-2250kg
=-2250 — 1000x \
x=3 — T(3) = 750Kg

T(x)=0- V, =q.x > ——A——2250—225
= =q. =L = =
X W =q.X > X ¢~ 1000 ,25m

En ce point M(x) passe par un extremum.

Tx =-M’(x)

M(X) = 2250x — 500%2
M(x=2,25) = 2250(2,25) — 500(2,25)% = 2531,25mkg

b) 3<x<6
T(X) =- Va + qAX
=-2250 + 1000 x 3 = 750kg

E
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Diagrammes :
AVa VB
Al vevvevvwvvevyvwvvy ]| C TB
A
Vo
/ 3,00 / 3,00 ,
/ 7/ /
2,25
v s
.|.|.
253:1,25
T T A
[ka] NG @ +750

1VV.3.7/ Contraintes normales :

Les formules établies en flexion pure restent valables.
M.y

:contrainte normale maximale
VA

= —:équation de la courbure

o
asavoir:< 1
p EI

1VV.3.8/ Contrainte tangentielle (de cisaillement) :

N

E
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L’¢équilibre selon x de 1’¢lément de poutre de section F et de longueur Ax :

—ff adF+ff (0 +do)dF — by.Ax.T =0
F F
—N+ (N+AN) — by.Ax.T=0

+N — (N + AN) + by.Ax.T =0
Yods — Y (o +do)ds + by.Ax.T =0

(M + AM)y
I

(M + AM)
I

M (M + AM)
177 I
1 [AM
= bl
b.Ax | I;
_ AM[ S, ]
~ Ax Lby. I

i AM—M' =T
Moo Ax X T
TS,

by 1,

M.y
ZTds—Z ds + by.Ax.1=0

M
TZyds — Yy.ds + by.Ax.T =0

S, + by.Ax.T=0

T

T

avec .

Ty : effort tranchant dans la section considérée.

Sz: moment statique de la section transversale par rapport a I’axe Z.
bo : largeur minimale de la section transversale.

I-: moment d’inertie de la section transversale par rapport a I’axe Z.

Exemples : Déterminons la distribution des contraintes tangentielles pour les sections
suivantes :

a) Section rectangulaire de largeur b et de hauteur h :

T,.S;
bo. 1

Onart=

Ty = constante.

bo=Db
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b.h3

I, =
Z7 12

Cherchons I’expression du moment statique de la partie hachurée par rapport a Z :

T =

h/2 d

d + 1(h+ )

=T 2 y=72"Y

S b(h )1<h+ ) b (h? )
- = _— - — = —|— —

z 2 Y)2\2TY)T\w 7Y

2 h2
Ty Sx Ty b(T—yz)lz 6Ty (T—y2>

T b1, 2b. bh3 S

6T, (h?
y

7 = f(y?):c'est une parabole

h
Poury = E_) T=0

h
= —_— =
y > T
6T, 3T,
y=0=r=0n T

E
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b) Section circulaire de rayon R :

(Voir Exercices caractéristiques géométriques des sections)

2
S'Z—§U3/2avch—R2—y2
T,.4 2 8 1
—_ Y 3/2 — 3/2
= U T. U
T b.nR*3 37 b.R*
8 1 8 T.
= _T RZ2—y?)3/2 = —__Y__(R2 _ 2)3/2
3 yb.nR4( ) 37tb.R4( )
b = 2x
X2+y2:R2 => XZ:RZ_yZ
=>h=2 /Rz—y2
e G (RN
3. R*2\/R? — y?
4 T, 3 4 T.
T=x (R? —y»2 = - (VR2 = y2).(R* = y?)
31T.R4,/R2—y2 37T.R4\/R2—y2 ( )
4 T, . y2

3
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ﬂ Tmax
3 A

Poury=0- T=1Tpg =

y=2R-> =1, =0

1V.3.9/ Contraintes maximales :

a) Contrainte normale :

_ Mmax: Ymax
Omax = i
z

Mmax : moment fléchissant maximal.

I; : moment d’inertie de la section par rapport a I’axe Z.

Ymax : distance maximale entre 1’axe neutre et le point le plus éloigné de la section.

b) Contrainte tangentielle :

Tymax- SZ
= el

Tymax étant I’effort tranchant maximal.

1VV.3.10/ Condition de résistance :

a) Contrainte normale : Pour que la poutre résiste a la flexion, il faut que la contrainte
normale maximale calculée (o) ne dépasse pas la limite ¢lastique pratique a la traction

ou compression (Gadm).

SOit (Opmax =

Mmax- ymax

< Oadm

L,

A partir de cette condition, on peut déterminer les dimensions de la section transversale.

b) Contrainte tangentielle : Pour que la résistance de la poutre au cisaillement soit
assurée, il faut que la contrainte tangentielle maximale calculée (t) soit inférieure ou
égale a la limite élastique pratique au cisaillement (tagm).

_ Tymax- SZ
Tmax =

=T
bo. I, adm

3
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EXERCICES

Exercice 1 :

Tracer les diagrammes des moments fléchissant et des efforts tranchants des poutres

suivantes :
Zti
1t.m
1) 4m 6m l N
l3t
2 A A
77777 3m 3m et
1t/m
th
3) EEEEEER]
6m 2m 2m 77777
1,5t/m
2t
9 g I
7777 4m 3m 3m
t/m
5) £ ll l l v A
77777 5m 5m 7T
3t.m
6) Cﬂé 5m 7

It/m

YYVYVVVVVYVYVYN

P=21

10m

3
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Solution :

1)

Mfm’ 4m

Va
ot.m |

1t.m

8

)/lt. m

Mfi

)]
: 2t

+) #H
T

D

O

1) Calcul des réactions :

Y F,=0 Ha=0
YF,=0 => Va =2t
XM, =0 Ma = (2.4) +1 = 9t.m

2) CalculdeMetT:

Section 1 : 0 <x<4m

9t.m
r Mr1
2t X \JiTl
Y F;,=0=>T1=2t x=0
Y M) =0=>Mn=2x-9 ——
X=4m

Mz = - 9t.m

Mg = -1t.m

3
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Section Il : 0 <x < 6m
M.

T r 1t.m
T, g |

ZF/y:0:>T2=O
M), =0=>Mpg=-1tm
2)

3t

:
£ A

3m 3m
)
Mt
(+) |
4t.m
15
T
1,5t

1) Calcul des réactions :

Par symétrie:V, = Vz = 5=5 = 1,5t

2) CalculdeMetT:

Section I: 0 <x<3m

Mg
X
15t ¢ \JiTl

Y F,,=0=>T1=15t

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

x=0 MiL = 0

> M. =0=>Ms = 1,5
_—__  Mp=45tm
X =3m

Section 11 : 0 <x<3m

Par symétrie Mg = My

To=-T1
3
) 1t/m

AS
4 $

_Hd Hﬁﬁiﬂ vl (lm (
g J
m 2m 2m

3,4t

Calcul des réactions :

ZF/x:O:>HA:O

Y F;, =0=>Va+Vg=(1x6) +2 = 8t
6
ZM/A =0 => ]-OVB = (2X8)+ <1X6XE)_>VB = 3’4t
6
D My =0 => 10V, = 2x2)+ [(A1x6)(5+4)| > Vi = 46t

1) CalculdeMetT:

Sectionl:0<x<6m

j
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1t/m
C om
YVYVYvy f1
4.6t X iTl
. =
X=0 1 -6t
YXFy=0=>T1=-1x+46——
T1=-1,4t
X=6
5 X=0 Mi =0
X
ZM/C =0 :>Mfl = —<7>+ 4-,6.x [
Mfl — s X = GrJIVIfl - 9,6 tm
max — «
dMg,
=0=>—-x4+46 =0=>x = 46m
dx
Ms1 max = M#1(4,6) = 10,58 t.m
Remarque :

L’équation de M est une équation du second degré donc le diagramme de Mt est parabolique.
Le sommet de cette parabole représente la valeur de Mt max dont les coordonnées sont
(4,6m ;10,58 kg.m)

Section 1l: 6 <x<8m

1t/m

Exxzralf

4,6t 6m Ji T,

X

Me

Y Fj, =0=>T,= 4,6 -(1x6) = -1 4t
6
ZM/C =0=> MfZ = 4,6x—(1><6) X — E

X =6m My, = 9,6t.m

Mrz = -1,4x + 18

Mg, = 6,8t.m

X =8m

3
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Section 11l : 0 <x<2m

A 3,4t

ZF/y =0= T3='3,4t

XM= 0=>Ms = 34.x—

4)

1.5t/'m

x=0
Mg =0
Mss = 6,8t.m
X=2m

,«rﬂlﬁ( P m

r

7’%" 41y ) J3m ]

V.a"l i

LA

[

St.am

2.2
1) Calcul des réactions :
Y F,=0=>Hg=0
ZF/y =0=>V, +Vy = (4X1’5)+ 2

=>Va+ Ve =5t

EM/A =0=>10Vg = 2x7)+ (4“'5).(34)

=>Vg =22t

2

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

4%1,5 2
ZM/B =0=>10V, = (2x3) + ( > )10 - (5.4)

=>Vp=2,8t
2) CalculdeMetT:

Section 1 : 0 <x<4m
a(x)

by l Mo
X | T2
2,8t 2

X). X
ZF/y= 0=>T = _Q(z) + 28

Déterminons q(x) a I’aide du théoréme de Thales (triangle semblable)

1,5 1,5
: M: —->qx) = 2 X= 0,375x

0
na 2

X=0 1,=28t

0,375x2
=— +28 —

1= 2

—  T:=-02
Xx=4m ' 0.2t

2 X
DMy =0=> My = -(01875¢").(3)+ 28¢

x=0 Mg =0

M = -0,0625x3+ 2,8x

= 4m|\/|f1 =7,2t.m

dM;,

=0 => —-0,1875.x> + 28 = 0
dx

>x2=14,93m?=>x=3,86m
M#1 max = Mfl(3,86) =7,2t.m

Section Il : dm <x<7m

¢l jl,St/m El; e

2,8t y T2




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple
1,5 X 4
D Fy=0=>T, = -2+ 28
ST, = 08t X=4 Mp=72t
2
ZM/C =0=> MfZ =2,8x—3(x—§4)
=7 M, = 6,6 t.m

Section 111 : 0 <x<3m
Mf3G [ .
JE X
2,2t

ZF/y =0=>T, = —22t

ZM/C =0 => Ms =22x

5)
2t/m

%nmu vaw

77%7 sm bm ’7%7
v e
()
Mf;

OF

1) Calcul des réactions :

10 x 2

ZM 0oV _10x5
AT

=>Vg =5t

E



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Par symétrie : Va = Vg = 5t

2) Détermination des efforts internes Mset T :

Section : 0 <x<5m
a(x)

% | lTl Mn

5t e,

q(x).x

YEy=0=>1=-CZ5 +5
10 =?

qx) 2
~x &5 (triangles semblables) => q(x) = 0,4x

X=0 1, =5t

T1=-02x2+5 ——

x=5 1170
Y M, =0=> Mf1:-0,2x2.(§)+5x
X =

O|\/|f1=0

Ms = -0,067x3 + 5Xx —

Mg = 16,67t.m
Xx=5

Sectionll: 0 <x<5m

Cette section est symétrique a la 1% section => Mg, = M et To=-T1

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

6)

0.4t

Calcul des réactions :

XF,=0=>Va+Vg=0
XM, =0=>5Vg=1-3=-04t
ZM/B:0:>VA:+O,4t

1) Détermination des efforts internes Mset T :

Section I: 0 <x<5m

Ms ~
E{t.m
T X io 4t
T k ,

Y F,=0=>T =04t X=0 0= -1tm

YM)=0=> Mi=-04x-1——
Mg = -3t.m

X=5m

E



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

7)

y ~ jlt/m P=ot
?ﬁ;++++w+++¢¢++w
| 10m

1) Calcul des réactions :

EF/x:O Hy =0

_<2F/y= 0 > —V,=(1x10) + 2 = 12t

10
ZM/AZO My = (1x10x =) +(2x10) = 70tm

2) Détermination des efforts internes Mset T :

Section |: 0 <x < 10m

1t/m
EEER M
> A X iT
\_} _
X=0 - 19t
2Fp=0=>T=-1x+12——
X = 10r-|r-1: 2

X=0 M= -70tm

XM,,=0=> M=-0,5x%+ 12x-70

Mi=0
X =10m
de
E = 0 => x = 12m — en dehors de l'intervalle de la section —

pas besoin de calculer M (12)

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Exercice 2:

Vérifier la stabilité de la poutre suivante vis-a-vis de la flexion simple et du cisaillement.

On donne : 64, = +1bar,0,4,, = —1 bar, T,qm = 0,5bars.
200kg/m 100cm
|l vy vvyvevvyvevvyvy | 20cm
JAN JAN
77777 17777
5m 7
> [100cm
"20¢m’
Solution: §7
200kg/m 100cm
|l v vvvevwvyvevvyy | 20cm
A /
5m
VA Ve J
; : ~ 1 100cm
y ~20¢m’
f: M

500!

i le[[”ﬂnﬂl‘mll 500

1) Calcul des réactions :

_ ql 200x5
Par symetrie:V, = Vp = - = 5

= 500kg

E



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

2) Détermination des efforts internes :

Section ] : 0<x<5m

200kg/m
BNy
I EEEE! f
500kgh X Ik
2 x=0
T = 500Kg
T =-200x + 500 ——
=T = -500kg
X=0 Mz = 0
M¢ = -100x? + 500%———
x=5me=0
dM;
—--= 0 => —200x + 500 = 0 => x = 2,5m

'\/lfmax= Mf (2,5) =625 kgm

3) Vérification des contraintes :

Déterminons d’abord le centre de gravité de la section :

_ YAy [(100 x 20 x 110) + (20 X 100 X 50)]

Y, = = =80
6T YA 4000 cm
100cm
20cm
40cm
y4
| >
100cm
80cm
Contraintes normales :
vY
0_ — fmax
max VVZ

Mg =625kg.m

~

y
3 3
— —1001(50) + (100 x 20)(40 — 10)Zl + l@+ (20 x 100)(80—50)Zl

= 5333333,33 cm*

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Fibre supérieure :

y =-40cm

m —625X102(40)— 0,47k 2<0.,,=—1b
Omax = 373333333 = — 047kg/cm” < o = —1bar
Fibre inférieure :
y =+ 80cm

_ 625 x 102 .
Omax = m(+80) = +0,94 kg/cm < Ohdm = +1bar

-> La poutre résiste a la flexion simple.

Contrainte tangentielle :

Tmax-Ms/z
Tmax = bl
01z

Tmax = 500 kg
I, =5 333 333,33 cm*
bo=20cm

80
Ms/z = (20 x 80 X?) = 64 000 cm®

500 x 64000
Tmax = 507 533333333

= 0,3 kg/cm?

Tmax = + 0,3 bars < taam = 0,5 bars -> la poutre résiste au cisaillement.
Conclusion :

La stabilité de la poutre vis-a-vis de la flexion simple et du cisaillement est assuree.




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Exercice 3 :
Soient les poutres suivantes :

- Tracer les diagrammes des moments fléchissant et des efforts tranchants.
- Déterminer la répartition des contraintes normales et tangentielles.
- Veérifier la résistance des poutres vis-a-vis de la flexion simple et du cisaillement.

On donne : 644, = +2 bars, 0,4, = —2 bars et T,qm = 0,5bars.

1) T
150k 200k
gi i g 45crg
Z
né7 2m 5m om 7777A7 J/
30cm
2)
100kg/m vy
[ J 20cm
Bt Z 100
cm
111l
j 6m 4m | | 20cm
60cm
Solution : vy
1)

Ao C A J
77777 2 Veaxaa
VA/1 7 + V
: 3 : |8 Y —
) 300m
| ] ' ' v
y

) 11,11Kq ;
G

188,89Kg




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

1) Calcul des réactions :

XF,=0 Va + Ve =350 kg
3 M,=0 => 9VE = (200 x 7) + (150 x 2) => Vg = 188,89kg
XM;p=0 9Va = (150 x 7) + (200 x 2) => Va = 161,11kg

2) Détermination des efforts internes :

Section1: 0 <x<2m

161,11kH iTl

T:1=161,11 kg X=0 M =0
M = 161,11x

Ms

=M = 322,22

Section Il : 2m <x<7m

130kg r Mt

4% X T2
161,11kg

2

T,=161,11- 150 = 11,11kg

X=2m

Mg, = 322,22kg.m
Mr, = 161,11 — 150(X — 2)———

=7 = 378kg.m
Section 1 : 0 <x<2m
M T ( 189kg
Ts \J X
T3 =-188,89 kg
x=0 M = 0
Mgz = 189x

mrh\ﬂfes ~ 378kg.m

E



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

3) Reépartition des contraintes :

Contraintes normales :

fmax

o, =
W,

D’apres le diagramme des moments fléchissant, on voit que le moment fléchissant atteint
sa valeur maximale au point C.
= Déterminons la répartition des contraintes normales au point C.

Mfmax =378 kgm

I
w, ==
y
_ bR 30048 o,
2= T T 12 T 2 m
y=2

Fibre supérieure :

Ymax = —5 = —22,5cm

378.102

= m (—22,5) = — 3,73 kg/cmZ

O-Z
Fibre inferieure :
h

378.102

% = 2278125

(+22,5) = + 3,73 kg/cm2
AXe neutre :
y=0=>0,=0

Contrainte tangentielle :

Tmax-Ms/z
fmax = T
0-%z

L’effort tranchant maximal se trouve dans la section 3 (section CB)

|Tmax| = 188,89kg

bo=b=30cm
I, = 2278125 cm*
Mg, =?

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Fibre supérieure :
Ms/z =0=>1t=0

Fibre inférieure :

Ms/z= 0=1t=0
AXe neutre :
M b h h bh? B 30(45)2 759375 em®
Sz=P5 T g T g 7oem
189 x 7593,75
T = 0,21 kg/cm?2

~ 30 x 2278125

4) Vérification des contraintes :

Contraintes normales :

Condition de résistance : omax < Gadm

Ona:

Omax = + 3,73 bars > o}y, = + 2bars
Omax = — 3,73 bars > 0,4y, = — 2bars

-> La poutre n’est pas stable vis-a-vis de la flexion simple donc inutile de vérifier la stabilite
au cisaillement.

B



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

2)
100kg/m

L
3 2
1&m
[ zed i "
Ha Y/ J
v 6m 4m J 5 2
A 7
60cm
1200kg.m:
! v
y
M _________ I 0

1) Calcul des réactions :

100 X 6 ) .
Z Fry=0=>1V, = > = 300 kg (aire du triangle)

2
ZM/A =0 => M, = 300.3.6 = 1200kg.m

2) CalculdeMetT:

Section | : 0 <x<6m

q(x)
1200kg.m
< by Mn
X | lTl
300kg >
ZF/y =0=>T1= —(qo;)'x>+ 300
' q(x) 100 _
Ona: <t - ¢ => q(x) = 16,67x
X =0T, = 300kg
T1=-8335x*+300 |
x=6m: =Y

20cm

100cm

20cm

E



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

ZM/C =0 => My = —8,33x2.§+ 300x - 1200
X=0 My, = - 1200kg.m
My, = —2,77x% + 300x - 1200
X=6 =0
Mt max = ?
M,

T 0 => —8,33x*+ 300 = 0 => x* = 36m*

L’équation admet deux solutions, une positive et I’autre négative
On prend la valeur positive et on calcule Mt max.

X=+6m

Mr1(6)=0

Section 11 : 0 <x <4m

Cette section n’est pas chargée donc :

T,=0

Mp =0

3) Reépartition des contraintes :

Contraintes normales :

Mf max

o, =
W,

Mg =-1200 kg.m

~

Z

w, =3

12

l (60(20)) l [O( 0)3 .
I, = |2 + (60 x 20)(50) = 6933333,33 cm

Fibre supérieure :

ps 1200 x 102 o
9z = 693333333 L 00 = —L04bars

Fibre inférieure :

pr 1200 X 107 o 104
Oz = 93333333 (100 = +104bars

E



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

AXe neutre :
y=0
oz0)=0

Contraintes tangentielles :

T = Tmax-Ms/z
by 1,
Tmax = 300 kg

Calculons les contraintes tangentielles aux points 1,2,3,4,5,6 et 7 de la section transversale.

T1=17=0
_ 300 x (60% 20 X 50) _ .
2= T6 T 760 x 693333333 0 PArs
300 x (60 x 20 X 50)
T3 = Tg = = 0,129 bars

20 x 6933333,33

_ 300 X (60 X 20 x 50) 300 x (20 x 40 X 20)
™~ 7720 x 6933333,33 20 x 6933333,33

= 0,164 bars

] ..1,04 o(bar)
3 DS i
Pp7wmimimimmimimiiminin )
5 B
R
v y

4) Veérification des contraintes :

Contraintes normales :

ofax = + 1,04 bars < oy, = + 2bars
Omax = — 1,04 bars < 0,4, = — 2bars

Contrainte tangentielle :

Tmax= 0,164 bars < 1ags = 0,5 bars

= La poutre est stable

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Exercice 3 :
Déterminer la force maximale [Pmax] que peuvent supporter les poutres suivantes :

Y pral g
5m E ™
=16cm "
, vy
2) q =~[kg/m] =20cm
| vV VvYyvyvevvevyvy | z
7777 I=6m ’A
y
Solution :
2 Plkg]
]

My s S
.

r

1) Calcul des réactions :

YF,=0 Ha=0
XF,=0 => Va =P [kg]
XM;,=0 Ma = P.5 = 5P [kgm]

3




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

2) CalculdeMetT:

Mt

Sectionl:0<x<5m

—

T

J

ZF/x:O:>T:P[kg] x=0 Mi=0

Y M. =0=>Ms=-Px

x:—5ran = -5P [kg.m]

3) Détermination de Pmax:

Mrmax-y
iy o . max*max
On a la condition de résistance suivante: 0,5, = ——————— < Ouam

I, -
Avec :

Mmax =-5P [kgm]

h
Ymax = iz
. _bh?
2712
~ |Mmax.ymax _5P.102xhx12 30P.102  30P.10?
|Omax| = | = =T 2xbh®  bhZ  (15)(20)2
30P. 102

|Omax| = m = 0,5P < 04qm = 20bars

20
Prax < — = 40kg

max—OS

-> Pour que la résistance de la poutre vis-a-vis de la flexion simple soit assurée, il faut que la
force maximale que doit supporter la poutre ne dépasse pas 40 kg.

4) Vérification de la poutre au cisaillement :

Tmax < Tadm
Tmax

A

S’agissant d'une section rectangulaire, 7,4, =

3 P 3 40
- = — = —
tmax = 5 S h T 2715 % 20

N W

= Tax = 0,2 bars < 144, = Shars
Conclusion :

Avec P=40 kg, la poutre résiste a la flexion et au cisaillement.

3



Chapitre IV

Flexion pure-Flexion simple

2)
Ekg/m
Y

| vvvyvevevvvey
R

A =om Q
Va ; IVB
()| s
Mfi
+)

O 2 kg

1) Calcul des réactions :

. ql P
Par symétrie:Vy, = Vg = — =

7 =2 kg
HBZO
2) Calculde MetT:
SectionI: 0 <x < 6m
Ptim
L~
YVYVYvVy M
Bt X iT
2 J =
x=0 T:+§kg
P P
ZF/},:0:>T:—7X+E . y
x=1 ' =2
P x P
ZM/C— 0 => Mf = -7 X(E) +E.X
X=0Mf—o
- Px? P
—(7)4-536
= Mi=0

3



Chapitre IV

Flexion pure-Flexion simple

Cherchons la valeur maximale de Mfmax :
P P

dM;
—=0=>——x +—-
dx l 2

l Pl
Mt max = Mf (E) =§

3) Détermination de Pmax :

3m

l
0 =>x = -
2

_3Pk

Mmax- ymax

L

3P
Mmax = T [kg' m]

amax - < 0,

= Vadm

Ymax = R
mR*

4

Minax- Ymax

_3P.102><R><4_3P.102

_3P. 102

|Omax| = |

1, 4 X TR* R3

|Umax| =0,012P < Ogdm = 20bars

B, = 1 666,66kg

<
= 0,012

4) Vérification de la poutre au cisaillement :

Tmax < Tadm

Tm ax

A

Wl

S’agissant d'une section circulaire, 7,4, =

ITmax| 4 P/2  1666,66/2
T 3'm(2002 7(20)2

= Tmax = 0,88 bars < t,4,, = Shars
Conclusion :

La poutre résiste a la flexion et au cisaillement

- 1(20)3

= 0,88 bars

3



Chapitre IV

Flexion pure-Flexion simple

Exercice 4 :
Dimensionner les sections des poutres suivantes :

On donne : Gagm = 10bars et Tagm = 2 bars

1)
30N
100N.m l
C 7
5m 5m E
2)
20N/m
Y Y VYVYYVYYVVYVYVVYVY]
15m
3) iZON
A JAN
ctace 4dm 6m 77777
Solution :
30N
100N.m l

T“
0 LA son

/;
bvy
la
l>z
a
f—t—
yy
{ |
y
{h=1,5b
L >z
/;
bvy

3



Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

1) Calcul des réactions :
Va=30N
Ma =250 N.m

2) Détermination des efforts internes :

Section | : 0 <x<5m

100N.m

@ T

1 —
Mg =-100 N.m

Section 1l : 0 <x<5m

Mt (\

A 250N.m
X
- T 30N
T,=-30N
X=0_ My =-250N.m
Mp = 30x—250 |
m Mf2 = 'lOON.m

3) Dimensionnement de la section :

Le dimensionnement des sections se fait a 1’aide de la condition de résistance :

Gmax W
V4

| Mtmax | = 250 N.m=250.101.10% = 2500 kg.cm

1
|| =|
ymax
_ b(1,5b)*  3,375b*
Z5 12 12
1,5b
Vmax = —— = 0,75b
2
3,375h*
W, =———— = 0,375b

12 x 0,75b




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

2500 _ o pars => bt > 222 666,66
-— = —_— =
0,375p3 — = Dars = 10 x 0375 Hocm
- b >8,73cm
Soith=10cm

h=15x10=15cm

Vérifions la contrainte tangentielle avec les dimensions obtenues :

_3 |Tmax|
Tmax —ET
—-&375b4-28125 4
7z = 12 = ,0 CIm
3 30 x 1071

Tmax =§.m= 0,03 bar < Tuqm = 3 bars

Donc la section (10x15) cm? convient.

2)
E?H.-’m T
s | 2 2
}i%] i IEERER +L;n+ fj¢ vvy [ J
i —ta
Va | Y
2250N.a )
M‘f T@Hﬂmmﬂmm
300N}
T: ﬂmﬂTﬂﬂTﬂmmﬂmW :

1) Calcul des réactions :

DFE=0 oy,
_ Vy=20x15=300N
D Fy=0=> .

My =300Xx—=2250N.m
EM/A=O 2

E



Chapitre IV

Flexion pure-Flexion simple

2) Calcul des efforts internes :

SectionI: 0 <x<15m

Mt 20N/m
~
7{ vY vVyv|
X
x=0+_j
T = 20x

X=T5m_ SOON

x=0 Ms=0
Me=20(2)—|
M = 2250 N.m

X =15m

Dimensionnement de la section :

Omax :| W,
z

Avec :

-az=

3 |6Mpmax 3\/6 X 2250 x 10

6aam 10

> a>2381cm
soita=25cm

Vérifions si cette dimension vérifie la condition de résistance de la contrainte de cisaillement.

3 |T,
Tmax =5 l Zax| (Section carrée)
| Tmax | =300 N =30 kg

3 30

tmax =525 x 25)

Tmax= 0,072 bars < Tagm = 2 bars => la section (25 x 25) cm? Convient.




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

3)
[ o
[ C D R
% -
Va : &

| 12N

1) Calcul des réactions :
Va+Ve=20N
XM;,=0 => Vg=8N

YMp=0 => Va=12N

2) Détermination des efforts internes :

Section | : 0<x<4m

]

T1=12N

|V|f1=0

Mnp = 12x

Hrr’\/lfl = 48 N.m




Chapitre IV Flexion pure-Flexion simple

Section 11 : 0 <x<6m

M
X
TZT L TSN
o)
T,=-8N
x=0 M = 0
Mg = 8x

3) Dimensionnement de la section :

Memax- Ymax

Omax = |
I
z

< 0adm = 10 bars

On a Mfmax= 48 N.m = 480 kg.cm

S’agissant d’une section circulaire,

I _ mD*
7 64

D
Ymax :E

Ymax D 64 32
_, Jmax _

I, 2 mD* nD3

N B 32Mfmax 5
max — D3 = QPadm
S D> 3 32Mfmax= 3132 X 480
T.Oqam T X 10
->D>7,87cm
SoitD=10cm

Vérification de la résistance au cisaillement :

Section circulaire => T,q, = %.Trzlax

| Tmax | = 12N =1,2kg

Tmax = g% = 0,02bar < Taqym = 2bars
dsy

Donc le diamétre D = 10cm Convient.
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Chapitre V DETERMINATION DES DEPLACEMENTS EN FLEXION

V.1/ Définition :

Sous I’action d’une charge, la poutre subit des déformations dans différents points.

Lors de sa déformation, elle passe d’un état non déformé a un état déformé ou les fibres
supérieures de 1’état initial deviennent comprimées tandis que les fibres inférieures deviennent
tendues, entre ces deux fibres, il y a une fibre qui n’est ni comprimée ni tendue, c’est la fibre
neutre (voir figure V.1.b).

P Fibre comprimée
N I v i
Axe neutre Fibre tendue
-a- Etat initial (avant déformation) -b- Etat final (apres déformation)
Figure V.1

D’aprés le principe de Navier-Bernoulli, les sections planes, normales aux fibres avant
déformation, restent planes et normales aux fibres aprés déformation. Cependant, les sections
droites peuvent changer de grandeur et de forme au cours du mouvement mais de fagon tres
faible, c’est pourquoi nous allons admettre que les sections droites ne changeront ni de forme
ni de dimension.

Par conséquent, le déplacement de la poutre peut étre caractérisé par les composantes L, v et 0
(voir figure 2.b) :

P
! : l
Z 7
Fig.2.a Etat initial (avant déformation) fig.2.b Etat final (aprés déformation)

Figure V.2. Etat de déformation

A noter que p est la composante du déplacement horizontal et v est la composante du
déplacement vertical (fleche) de 1’axe de la poutre. 0, représente 1’angle de rotation mesuré de
I’axe x a la tangente de la déformée, exprimé en radian.

Dans le cas des poutres rigides, le déplacement horizontal p est trés faible par rapport au
déplacement vertical v, c’est pourquoi on va négliger I’influence de p sur la déformée de la
poutre.

N.B : dans le cas des poutres rigides, 0,<1° donc on peut admettre que 0~ tg0, = dv/dx
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Chapitre V DETERMINATION DES DEPLACEMENTS EN FLEXION

Donc pour déterminer le déplacement vertical v en n’importe quel point de la poutre, il faut
¢tablir I’équation de v(x). Cette équation va nous permettre également de déduire I’équation
de la rotation 0; qui n’est autre que la dérivée de v(x) par rapport a I’abscisse x.

V.2/ Equation différentielle de la ligne élastique :

On appelle ligne ¢lastique, I’allure de I’axe de la poutre apreés déformation.
Rappelons que dans le chapitre flexion pure, nous avions abouti a I’expression de la courbure
de I’axe de la poutre 1/p exprimée en fonction de la rigidité flexionnelle EI, de la section
transversale de la poutre et du moment de flexion.

1 M)

; =t EL, (V.1)
Le signe + dépend de la direction de I’axe Y :
SiI’axe Y est dirigé vers le haut, la formule prend le signe (+).

Sil’axe Y est dirigé vers le bas, la formule prend le signe (-).

Connaissons 1’expression de la courbure, on peut aisément établir I’équation de la ligne
élastique en se servant de quelques notions de mathématiques :

En égalisant les seconds membres des équations (1) et (2), I’équation différentielle de la ligne
¢lastique s’écrira alors :

MO, &P
EI,

S’agissant de poutres rigides, la valeur maximale de la fléche reste trés faible, de 1’ordre de

(0,01-0,001)I et pour la rotation maximale, elle est inférieure ou égale a 1°.
2

v
—> donc on peut négliger le terme (a) dans 1'équation(3)

Alors I’équation différentielle de la ligne élastique s’écrira :

V.3/ Méthodes de calcul :

Les methodes de calcul des déformations sont nombreuses Dans ce chapitre nous allons
aborder les méthodes suivantes :

- Me¢éthode de I’intégration de I’équation de la ligne élastique.
- Méthode des paramétres initiaux.
- Meéthode de la poutre conjuguée.
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V.3 .1/ Méthode de ’intégration de ’équation de la ligne élastique :

Cette méthode est basée sur I’intégration de 1’équation de la ligne €élastique (équation 4).
En intégrant une fois 1’équation (4), on aura I’expression de la rotation, et la 2°™ intégrale
donne I’expression de la fleche.

dzv_+M(x)
dx? = EI,
9(x)=@=+fM(x)dx+c
dx ~J EI, 1
v(x)zif de2+C1x+C2
El

a et b sont les constantes d’intégration et elles sont déterminées a partir des conditions
d’appuis de la poutre.

Exemple :
Soit une poutre de portée |, encastrée a une extrémité et libre a 1’autre, soumise a une force P

appliquée a son extrémité libre.

Déterminons les expressions de la fleche et de la rotation.

i

On a I’équation de la déformée qui s’€crit sous la forme :

d*v N M(x)

dx? = EI,

L’axe Y est dirigé vers le bas => d’v = — M)
dx? EIl,

M(x) = - P.x
Remplagons M(x) par son expression dans I’équation de la déformée.

d%v Px

_ =4 —
dx? EI,

On intégre une fois pour avoir I’expression de la rotation 0(x)

000 =22 L pra

X—d £l xax
0 —P'x2+c 1
(x)_ZEI 1 ee e (D

2°™M intégrale nous donne 1’expression de la fléche v(x)
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P.x?
v(x) = f(ZEI +Cl>dx

-vu(x) =

Déterminons les constantes d’intégration a partir des conditions aux limites :

Pour une poutre encastrée, on sait qu’au niveau de 1’encastrement il n’y a ni déplacement ni
rotation donc a x=I, la rotation et la fléche sont nulles.

Remplacgons x par | dans les équations (1) et (2).

D-060)=0=> P'l2+c 0=>C P.l
b = = —_— = = i ——
21 1 1 2EI
(2) =0 >P'lz+Cl+c 0=> P.l P'l3+c 0
- = = —_— = = —_—— — =
v 2] Tt T R2 2E]  2E] 2
o= pP.3
T 27T 3E]

donc finalement les expressions de 8(x) et v(x) s’écrivent sous la forme :

_9()_P.x2 P.I? "
=0(x) = SEl 2EI..........()

P.x3 P.I? P.I3

- e (2)
vO) = e T 2Er * Y 3 )

Ces deux derniéres équations vont nous permettre de calculer la fleche ainsi que la rotation en
n’importe quel point de la poutre en remplacant x par la valeur recherchée.

V.3 .2/ Méthode des parameétres initiaux (Méthode de Clebsch):

Lorsque le nombre de trongons dans une poutre est important, la méthode de 1’intégration
directe de la ligne élastique devient laborieuse car les constantes d’intégration
augmentent.

L énoncé de cette méthode est le suivant :

e Choisir ’origine des coordonnées a I’extrémité gauche de la poutre, et ce pour tous
les trongons de cette derniére.

e Déterminer I’expression du moment fléchissant engendré par les forces situées a
f=gauche du trongon consideré.

e Sila poutre est sollicitée par une charge repartie sur une distance donnée, on
supposera que cette charge est répartie de son commencement jusqu’au bout de la
poutre, et la partie qui n’était pas chargee sera compensée par une charge répartie de
méme intensité et de sens opposé a la charge réelle.

e Si, dans un trongon donné, il existe un moment concentré situé a une distance « a »
de I’origine des coordonnées, celui-ci sera multiplié par un facteur (x-a)
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Exemple :

.

>

<

*----—-l¢—T

[=)

DR

mw =

[

i

v

X

SN
t”
O¢

”r o-0-
R T

M p 7
Mo T PTTY! /%%, ) i
(A o A £ 35X KL L L il X
Zx 3 | ro | | :%QI_
N U D R
P c oy L
' d e L
. e . o
. f M
S S R
tga(x —e)?
MZ=—MO+VA.x+M(x—a)°—P(x—b)l—%(x—c)z+%(x—d)2—%

tgalx—f)* ¢

c +E(X—f)2

ELv"(x) = +My — V. x — M(x — @)° + P(x — b)" +%(x Y —%(x —d)? +

tga(x —e)® tga(x—f)>* ¢
S A O

xZ

_ 1, P 2, 4 3_ 4 3
EL.6(x) = +M0.x—VA.7—M(x—a) +E(x—b) +g(x—c) —g(x—d) +
tga(x —e)* tgalx—f)* ¢

x=fF)P+Cp (D)

24 24 6
ELv(x) = +M r_y X M+ oyt Lo =L -y +
LU(x) = 07 g~y x—a c(x X —¢ 24 X
tga(x —e)® tga(x—f)° ¢ .
30 — 30 —ﬁ(x—f) +C.x+Cy.......(2)

Pour x =0, les équations (1) et (2) donnent :
C, = EI6,
{Cz = Elv,
B0 et vo sont, respectivement, les valeurs de la rotation et de la fleche a I’extrémité gauche de
la poutre.
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(1) et (2) deviennent :
2

x P
* EL.O(x) = EIf, +M0.x—VA.7—M(x—a)1 +E(x—b)2 +%(x—c)3 —%(x—d)3

4

N tga(x —e)* _tga(x - f)* q

3 !
Y 5% 6( ). .. (D
x> x3 M , P 5. q .
*Elxv(x)=EIvO+E190.x+M0.?—VA.E—?(x—a) +g(x—b) +ﬁ(x—c)
tga(x—e)5 _tga(x=f)° ¢

——( d)* + 120 120 —ﬁ(x—f)4 ...... 2)

0o et vo sont déterminées a partir des conditions d’appuis.

V.3 .3/ Méthode de la poutre conjuguée (poutre auxiliaire):

La méthode consiste & considérer le diagramme des moments fléchissant d’une poutre
M)

donnée (poutre réelle) comme une charge fictive d’intensité g = i
zZ

répartie sur une

poutre fictive.
Cette méthode est basée sur I’analogie entre I’équation de la ligne €lastique et 1’équation

de Jourawski :

d?v M(x) | , . , .
rrinie EL :équation de la ligne élastique
d*M dT , , .
rroinirriaiall équation de Jourawski

En un point quelconque de la poutre fictive, le moment fléchissant représente la fleche de
la poutre réelle, et I’effort tranchant représente la rotation de la poutre réelle.

Regles de construction des appuis de la poutre conjuguée :

Poutre réelle Poutre conjuguée

M™£0

4 U:/:O T Mf:O
Encastrement ?}79 40 Extrémite libre Tf204{ Z T120

Extrémité libre 4{
(#0

Q\\\\\

- . Mf;&@ Mf=0
Extréemité encastrée Tt ;60"}7Tf-

Appui simple (ou M™=0
double) { S Reste inchangé Ty S
— V#0 . o M0
— 00—
Articulation 040 Appui intermédiaire _TT
V=0

Appui intermédiaire

Articulation M'=
040 Tf;ﬁ@%

Mf: Moment fléchissant de la poutre fictive.
T Effort tranchant de la poutre fictive.
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EXERCICES

Exercice 1 : méthode de I’intégration de la ligne élastique.

Soit une poutre de portée |, encastrée a une extrémité et libre a 1’autre extrémité soumise a une
force P appliquée a son extrémité libre. En utilisant la méthode de I’intégration de la ligne
élastique,

- Etablir les expressions de la fleche et de la rotation.

- Déterminer la fleche et la rotation au milieu de la poutre.

- Déterminer la fleche et la rotation maximales.

- Tracer les diagrammes de la fléche et de la rotation.

El = constante.
Solution :

1) Détermination de 6(x) et v(x):

; 7

i

On a I’équation de la déformée qui s’écrit sous la forme :

d*v N M(x)

dx? = EI,

L’axe Y est dirigé vers le bas => d’v = — M)
dx? EIl,

M(x) = - P.x
Remplagons M(x) par son expression dans I’équation de la déformée.

d’v N Px
dx? EI,
On integre une fois pour avoir I’expression de la rotation 0(x)
000 =22 L psa
X) == .xdx

0(0) = ==+ C; .o (1)

2™ intégrale nous donne 1’expression de la fléche v(x)

2
v(x) = ]<%+ C1> dx
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3

6E1

- vu(x) = +Cix+Cyevve e (2)

Déterminons les constantes d’intégration a partir des conditions aux limites :

Pour une poutre encastrée, on sait qu’au niveau de 1’encastrement il n’y a ni déplacement ni
rotation donc a x=I, la rotation et la fleche sont nulles.

Remplacgons x par | dans les équations (1) et (2).

D- 60 =0=> P'lz+c 0=>C P.I
b = = —_— = = = - —
21 1 1 2EI
2) D=0 >P'l3+Cl+c 0=> P.U P'l3+C 0
- = = —_— = = _— =
v 6EI T 1T L2 6El _ 2E1 = 2
- P.I3
Y )|

donc finalement les expressions de 8(x) et v(x) s’écrivent sous la forme :

P.x* P.I?

P.x3 P.I? P.I3

v(x) = cEl 2B " + 3E] R (7))

2) Calculde 8 etvax=I/2:

on remplace x par 1/2 dans les équations (1)’ et (2)” :

P.I3

9(1) B P.l1? P.[?

2/ 8EI 2EI
_>9(l)_ 3P[?

- 2] 8EI

(l)_ pP.I3 P.l3+
U\2) T 48E1” 4EI T 3EI
- (l)_ 5P[3
—~P\2) T 48FI

3) Calcul de 6,45 et Uyax -

La fleche et la rotation atteignent leurs valeurs maximales au niveau du point d’application de

la force c-a-d a x = 0.

Donc :
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Pl?
Omax = 0(0) = _ﬁ
pP3
Umax = U(O) = ﬁ

4) Diagrammes de 6 et vy, gy

| 2E1

Exercice 2 : méthode de I’intégration de la ligne élastique.

Soit la poutre représentée par la figure ci-dessous :

On demande de :

- Calculer la fleche maximale ainsi que la rotation maximale en utilisant la méthode de
I’intégration de la ligne élastique.
- Tracer les diagrammes de la fléche et de la rotation.

El = constante.
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Solution :

/q[ P
illlHH‘lHHB
i &

/
VA - e
Calcul des réactions :

— l
ZF/y_ 0 VA:%

2

x l x* ql
M(x) = —qT—Px+(P+q7)x=—qT+%x

qx®  ql
OnaEIy" = —M(X) = T—?X

x* ql 1 x* ql
Ely' = J(%—%x) dx =>y'(x) = I (%—%x) dx

) 1 [gx3 qlx?
y'(x)= 0(x) = 7 Cy e (D)
B B f 1 [/gx® qlx* ccla
y(x) = v(x) = I\ g 2 1| dx
1 [qx* qlx® c c )
ﬂv(x)—ﬁﬁ— B +Cix+C, ... ... (D

Détermination des constantes d’intégration a partir des conditions aux limites :

Dans le cas d’une poutre bi-articulée, la fleche est nulle au niveau des appuis, c-a-d a x=I et a
x=0.

v(0)=0=>C,=0

(l)—0—>1 al_al’ +Cl+0=0=> C, = ar
VW=V =2 2a " 12| ™" - VT M T ouEr

Remplagons C; et C, dans les équations (1) et (2).

1D - 0 = ﬁ [4gx3 — 6qlx* + ql3] ..o . (1)
2) - v(x) = L[qx4 —2qlx3 + q3x] e oo . (2)

24E]
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Calculons 6,4 €t Upmax -

Dans ce cas, la fleche est nulle au niveau des appuis et est maximale au milieu de la poutre
tandis que la rotation est nulle Ia ou la fleche atteint sa valeur maximale c-a-d a I/2et est
maximale au niveau des appuis.

ql®
(0
donc Opqx = {9((0) = 24;%
 24EI
l 1 [ql* 2q1* ql*
Umax:U(_):—__ +—
2) ~ 24EI|16 8 2
5ql*
=2 Umax = 3g4py

4) Diagrammes de 6 et vy, 4y
q P

/
YV YVIYYYYyy vy

E
- 384E]
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Exercice 3 : méthode de I’intégration de la ligne élastique.

Etablir les expressions de 6(x) et v(x) de la poutre suivante :

dan i
Solution:_
T (4

Calcul des réactions :

XF,, = 0 V =7t
IMjy=0 M =32,5t.m
Ely”’ = - M(X)

Dans ce cas de chargement, nous avons deux sections ; déterminons les expressions de 6 et v
pour chaque section :
Section | : 0<x<5m

qx*
Ml(X) = —T + 7x — 32,5

qx*
EI_'y" = T— 7x + 32,5

1 ([gx?
* 01(x) = E,f T—7x+32,5 dx

1 [gx® 7x?

6:1(x) = o | o= — 5+ 32,5x| + C e (1)
1 (qx® 7x*
* U1 (x) = f IE <q? - + 32,5x> + C1(1)l dx

1 [gqx* 7x3 32,5x2
- v(x) =

EI\22 6 | 2
Section Il : 0<x<5m

> +CPx+CM ()

Mz(x) = —ZX
Ely" = +2x
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1
*0,(x) = —fo. dx

0,(x) = E+ C® et (3)
x2
* U2 (x) = .f <EI C(2)> dx
3
- v,(x) = ﬁ +CPx+CP i ()

* Détermination des constantes d’intégration:

0,(0) = 0

A I’encastrement : {U1 (0) = 0

- cP=0
@-cP=o0

Au point de jonction, on a les conditions de continuité suivantes :

L’égalité des équations (1) et (3) donne :

q(5)° 7( )? w_ 1 @)
El ) ——+325(5)[+C; 1(5)2+C1
71
@ _ 2
=>C; I

L’¢égalité des équations (2) et (4) donne :

%<Q(5)4 OK N 32,5(5)2> _ 6y LA6) c®

24 6 2 ~ 3EI El
110,20
(2) ,
CyY = -
EI

Les expressions de 0(x) et v(x) s’écrivent alors :

1
91(36) = ﬁ(qu - 42X + 390X)

0,(x) = —(x2 +71)

1 [qx* 7x3_|_32,5x2
EI 24 6 2

v1(x) =

1 [x3
v,(x) = — I\3 —+ 71x — 110,20
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Exercice 4 : Méthode des parametres initiaux.

Déterminer les expressions de 0(x) et v(x) des poutres suivantes :

1

m _3m

@ WM

N
~

«—
¢ o
LRI

a a a
3) /1t/m 2[
?“T'A Yy Yy vy B
T 2m 4m im 1™
4)
1t/m
/
7Y v v vy
j 3m . 2m .
5) 2t/m
1t
=
%
. 3m - 5m .
Solution :
1)

e o

Y/ m 3
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{ /y _ {V 1t

XM,y =0~ LM =10t.m
M,=-M+V.x—P(x—7)1=-10+1.x—1(x—-7)!
x> 1
* E1.O(x) = EIf, + 10x — 1.?+ E(x —7)?
x> x3 1 5
* EL,u(x) = Elvy + EIf,.x + 10?— 1'?‘*’5(" -7)
. ' Vg = 0
Au niveau de I’encastrement, nous avons: {6 — 0
0 =
x? x3 1
El = 10——1.—+=-(x—-7)3
v(x) 0 3 c +6(x )
1
v(x) = — (B0x%2 —x3+ (x — 7))
. GEI
= —(2 2 _ .2 -7 2
6(x) 2EI( 0x®—x*+ (x—7)°)
2)

Pa

¢ «— g
$ l—
e e
Qaahan

fob]

QD

QD
7

Px3® Pa(x —a)? N P(x — 2a)?

Elv(x) = Elyy+ El6y.x + c >

(D
6

Px? P(x — 2a)?
EI6(x) = Elfy +—— = Pa(x = @) + ———— s e 2 (2)

Cherchons yo et 6o & partir des conditions aux limites :

a I’encastrement (X=3a), on a : {)9] i 8
Pa? Pa?
- 2Pa2 + T =0

L'équation (2)donne: E18, +

=> EI, = —3Pa?

27Pa® 4Pa® Pad

Ely, + EI6,.x +
Yo 0-X 6 2

6

27Pa® 4Pa3 N Pa? B
6 2 6

L'équation (1)donne: EIy, — 9Pa3 +
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19Pa3

Finalement, les expressions de v(x) et 6(x) s'écrivent:

19Pa3 Px3® Pa(x—a)? P(x-—2a)
Elv(x) = + — 3Pa’*x + _ Pl ) + ( . )

6 2 6

1

=>v(x) = i [38Pa® — 18Pa’x + Px3 — 3Pa(x — a)? + P(x — 2a)?]
Px? P(x — 2a)?
EIf(x) = —3Pa? + — = Pa(x —a) + %
1
=>0(x) = ~SE [6Pa? — Px? + 2Pa(x — a) — P(x — 2a)?]
3)
2t

1t/m

* ¥ £/H Iy l
r{p A A Systeme réel

2m 4m _Im 1
V:1,875tT
1t/m 2|t
Z' Y1 j Systeme obtenu aprés application du principe de
_ 1tm compensation de charge
V_1’875tI 2m 4m Im_1m
[ @ L 4 *—0

x x

2 3 2(x—7)3_1(x—2)4+1(x—6)4l
24

Cherchons les paramétres initiaux yo et 6o:

La poutre est bi-articulée donc la fleche est nulle au niveau des deux appuis c-a-d a : {xx—=8?n

Donc :
{EIy(O) =0
=>
Ely(8) =0
2(=7)2* (=2)* (-6)*
Ely, + G + YRy =0
(8)2 (8)3 2(8 — 7)3 1(8—2)* 1(8-6)* _

Ely, + 8EIf, [3 > + 1,875 G 3 4 + 4 =0

_ {Elyo = 167,67
~~ \EI6, = 4,33
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Les equations finales de la fleche (y(x)) et de la rotation (6(x)) sont :

Iy(x) = 167,67 + 4,33 3% g 20 =7 1Gr—2) 1G—6)°
T SRR R 6 24 24

1
y(x) = SaE] [4024 + 104x — 36x% — 7,5x3 + 8(x — 7)3 + (x — 2)* — (x — 6)*]

1
6(x) = o [104 = 72x — 22,5x% + 24(x = 7)* + 4(x = 2)° — 4(x - 6)°]

4
) 2t/m

5m

M= 26,67'[(»5ﬁ

- 5m . x-3
Yo=0
90 = O
I 2
ga =z
2 5 2 5
26,67x* 6x3 2(x-5)* zXx T -5)
Ely(x) = —— + —

2 6 24 120 120

1
= —_ 2 _ 3 _ _ 4 5 __ _ 5
y(x) 30051 [4000,5x% — 300x° — 25(x — 5)* + 2x> — 2(x — 5)°]

1
= —_— — 2 _ _ 3 4 _ 4
6(x) = 555 [8000,4x — 90027 — 100(x — 5)° + 10x* — 10(x — 5)*]
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Exercice 5 : Méthode de la poutre conjuguee.

Calculer la fleche et la rotation au point C de la poutre suivante :
On donne EI = 2x10° daN.cm?

1t/m

j.t YYVVY Y

2m 4Im 2m

[ Q-

Solution :

e Calcul des réactions :

M, =0 M, = 32t.m

e Diagramme des moments fléchissant :

Section | : 0<x<2m
M;(x) = —2x
Valeurs aux bornes :

{x=0—>M1=0
x=2m-> M; =—4t.m

Section Il : 2<x<6m
1(x — 2)?

M = —2x —
2 (%) X )

Valeurs aux bornes :

{x =2m-> M, = —4t.m
x=5m-> M, =-20t.m

dM,
dx

=0=>-2—-x4+1=0=>x=-1m<0

Section 1 ;: 0sx<2m
M;(x) = 6x — 32

Valeurs aux bornes :

{x =0-> M; =-32t.m
x=2m—-> Mz =-20t.m
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" 1t/m
1 YYvvYvy E
- Zm o 4m SRD///
32
20
Q)
| o]
[t.m]/ﬂ‘leﬂm |||
(+)
Poutre conjuguée :
4 20
EI El
MfCCa e ? /' A 3_3
144 ff
- Zm 4m =

Rappels :

- L’effort tranchant de la poutre fictive représente la rotation de la poutre réelle.
- Le moment fléchissant de la poutre fictive représente la fleche de la poutre réelle.

e Calcul des réactions de la poutre fictive :

{ZF/y =0
ZM/C =0

( 1[4x2 1 32 —20) x 2
Vf=—E[T+(4x4)+§((20—4)x4)+¥

L1 (4:2)@)+(4x4)(4)+%((20—4)><4)<32L4+2)

+ (20 x 2)]

A

\

0, =Vl = —4,67.10"* rad
VU, = Mg = 608 mm
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Exercice 6 : Méthode de la poutre conjuguée.
Calculer la fleche au point C et la rotation aux points A et B des poutres suivantes :
On donne EI = 2x10° daN.cm2,

2t
1)
A B
A C JAN
[ A 3m L 2 W;I
2) 3tm
A " B
A « A
- 5m . 5m ”5:”’
1t/m
3)
)
AY \ 4 Yy . Vv \ 4 yB
C
”‘:“ 5m . 5m m= "
Solution

>
>

3m 2m

e Calcul des réactions :

{ZF/y =0 {VA = 0,8t
=M, =0 Vg =1,2t.m

e Diagramme des moments fléchissant :

Section | : 0<x<3m
Mgy (x) = 0,8x
Valeurs aux bornes :

x=0->M;H =0
{x=3m—> Mgy = 2,4t.m

Section Il ; 0<x<2m
M,(x) = 1,2x
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Valeurs aux bornes :

x=0->M;p =0
{x=3m—> Mg, = 2,4t.m

2t

1

Poutre conjuguée :

B
T e, o T
(. f Ff_ 245 6
v vl =2 - =—
YF. = 0 a % = g T
1y
M, =0 => 5Vf_[ﬁ3)(3+l 2) <ﬁ§)<z >]
M A VT 3 £1'2)\3
' o -GG+ G- ey 2)
\ 4 I\ET 2/ \3° EI "2 3
6. = _yf — 3,2.103
=> B B 2106 ra
5. — 5 28.10°
n =V = —0e [rad

- { 6, = 0,0014 [rad]
65 = —0,0016 [rad]
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M ¢
VA/C Mcharge/C
u! (2,8) 3 [(2,4 3) (1 3)] 4,8.10°

= =|1l—)x3[—|{—.=])|=. =
Ve =HMe = |\ Er E1'2)\3 2.106
ve = 0,24cm.
2)

e Calcul des réactions :

e Diagramme des moments fléchissant :
Section | : 0<x<5m

Mg (x) = —0,3x
Valeurs aux bornes :

x=0->MqH =0
{x =5m - My =—1,5t.m

Section Il ;: 0<x<bm
M,(x) = 0,3x
Valeurs aux bornes :

Xx=0->Ms =0
{x =5m > My, = +1,5t.m
3t.
A - B

5

A mo\B
e 15 S S
4 5m FI om VR]c
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DETERMINATION DES DEPLACEMENTS EN FLEXION

(. f f (1,5 5)
v = (=2
SF, = 0 4 % = \Er 2
o s /L5 5
=M,y =0 =>4 107 = [( .—) (5
M) =0 ET 2
/B Lov = [(1,5 5) (2 c
\ A T I\ET 2/ \3
ooy 1,25.103
_~ ] B 2106
; 1,25.103
Vi =——>5¢
2.106
>{9A — v/ = -6,25.10* [rad]
05 = =V = +6,25.10* [rad]
M 5
Vasc [ Mcharge/c ]
= (1'25><5) 4 (1,5 5) (1 5)
Ve =Me =7\ gy El 2)\3

UCZO.

3)
e Calcul des réactions :

e Diagramme des moments fléchissant :

ql?

Mfmax = ? = 12,5tm

|

0

9
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1t/m
)
Ay \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 yB
iy ¢
il 5m L 5m ﬂ?f‘??
|
VA | [ B
| |
(') | I I
! | |
M |
[t.m] m |
' I
|
(+) | m :
' [ |
| :
' | |
' | |
Poutre conjuguée :
12,5
gl
G G
A ] B
’f i 5m _ 5m 7"”?
Vi i Vg
g ¥p*p¢¥—7 —*
Ri R

a : distance du centre de gravité G jusqu’au point A (ou B).

b : distance entre le centre de gravité et le point C.

R1: résultante des forces de la demi parabole située & gauche du point C.
R.: résultante des forces de la demi parabole située a droite du point C.

Par symétrie, R1=R.=aire de la demi parabole.
2 1 2125 _ 41,67

* Aire d’'une demi parabole = - h

3“2 T3 El 0T TEI
- 41,67
-2 5-3125
* ==l = — =
a 3 5" , m
p=21=35-1875
* = —| =—. =
8" "8 erom

R, +R, 41,67
2  EI

Par symétrie, I{qf = V",gf =
41,67.10°

0, =V = ————=0021rad

05 = -V = —0,021 rad
ve =M} =5V/ —R..b = (5%0,021) — (0,021 x 1,875)

ve = 0,065 cm.
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Chapitre VI Flexion déviée

V|1.1/ Définition :

Une poutre travaille en flexion déviée si, au lieu d’avoir un moment de flexion Ms Se réduisant
a une seule composante M, (donc par rapport a OZ), ce moment est réduit a deux
composantes My et M; avec deux efforts tranchants Ty et T :

Flexion déviée = flexion plane/xoy + flexion plane/xoz.

Figure V1.1 [2].
N.B : xoy et xoz sont les plans principaux de la poutre.
Dans le cas de la flexion simple, on distingue deux cas de chargement :

1°" cas : les forces extérieures appartiennent au méme plan de charges qui ne coincide pas
avec I’un des plans principaux d’inertie (voir figure VII.2).

I
Yv

Figure V1.2 [2]
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2¢me cas : les forces extérieures sont appliquées dans différents plan de charges (voir figure

I
Yv

Figure V1.3 [2]

L’étude de la flexion déviée revient a décomposer les sollicitations en deux flexions planes
suivant les plans principaux.

V1.2/ Contraintes :

Les efforts tranchants Ty et Tz provoquent des contraintes tangentielles [tx].

Les moments My et Mz provoquent des contraintes normales [ox] dans une section droite de
la barre.

Le calcul des contraintes normales se fera a la base des hypothéses suivantes :
1) Le déplacement d’un point provoqué par le moment de flexion est normal a la section.

2) Une section plane avant déformation reste plane aprés déformation.

M M
O'x=I—yZ+—ZY

y Iz
Iv et Iz: Moments d’inertie principaux centraux de la section droite.
My et Mz : Composantes de M appliqués dans le plan YOZ.

Le signe de ox est fonction, d’une part, des coordonnées et d’autre part des signes des
moments fléchissants (My et Mz).

Cette derniére relation met en relief le fait que la contrainte normale est une fonction linéaire
de Y etde Z.

V1.3/ Diagrammes des contraintes normales-Axe neutre :

Proposons-nous d’établir le diagramme des contraintes normales dans la section
d’encastrement ainsi que la position de I’axe neutre d’une poutre en console chargée a son
extrémité par une charge P.

0=30°, I=1,00m, b=10cm, h=15cm.
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?///f(////@

AN

WINNNNNNNRY,

a) Contraintes normales :

M M
0x=—yZ+—ZY

I

y

hb®  15(10)3

I

— _ 4
Iy = o - 13 - 1250cm
b _t0as: o,
2592 T T 12 em

My = P..L = P.sina.L = P.sin30°.100 = 50P Kg.cm.
M; = -Py.L = -P.cosa.L = -P.cos30°.100 = -86,6P Kg.cm.

Remarque: M est négatif car il provoque la compression dans le quadrant positif de la

section.

N.B: M, = ’M}, + MZ: moment résultant

Coordonnées des 4 points de la section d’encastrement:

(L h__15_ .
A<y_ 2”2 T
__b__10_
(z=—3=—5 =~5m
(__h_ 15
B<y 2= 2 T
LI L
kz—+§—+7—+cm
i P s
) T T2 T T T
b 10
z=+§=+—=+5cm
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h 5
b y = +§= +7= +7,5cm
b 10
Z=—5=T5 = —5cm
( Oxa = 1520—52(—5) - 2886£i (=7,5) = 0,031P [bars]
_ 0P 5) — 86,68 (=7,5) = 0,43P [bars]
) % = 1550 (+>) ~ 28125 7 ’
50P 86,6P
Oxc = TSO(+5) ~ 28125 (+7,5) = —0,031P [bars]
50P 86,6P
| 9xp = ﬁ(_S) T 28125 (+7,5) = —0,43P [bars]

Diagramme des contraintes de la section d’encastrement

Remarque :

Il est commode de représenter le diagramme des contraintes normales sous la forme de sa
projection sur le plan perpendiculaire a I’axe neutre :

AN \[
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b) Axe neutre :

L’axe neutre est 1I’axe pour lequel les contraintes sont nulles dans la section. Son équation
s’¢établit de la sorte :

M
y Z
—Zy+—Yy=0
7 My I, =~ —866P 1250 V= 077V
°" M,'I;”° s0Pp "28125° °°
{ Vo =—7,5cm = Zy = 5,77 cm
Yo = +7,5cm = Zy = =5,77 cm
Y,
Ou encore par le coefficient angulaire tg} = Z—O
0
_Yo_ ML !
tak Tz Mg '
oy = Mo Lo Mysina I,
M, I, M,.cosa I,
L
tgp = —tga —
I

V1.4/ Calcul a la résistance :

M M
+ — ymax Z + Zmax Y < O'+
Xmax I max Iz max| = [ ]
— _ Mymax 7 MZmax Y. < —
Oxmax — I max IZ max| = [0 ]
y

Prenons I’exemple d’une section rectangulaire :

_ hb?

I
Y12

12M., /b 12M, /h
+ — Yy (=~ ZI2W < 14+
" ()+bh3()|—["]
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6M 6M
_ Yy Z
O-;max - hb? + bh2 < [U+]
B 6M, 6M; B
O-xmax == hbz + bhz < [O- ]

La symétrie des sections => [0, ] = [0y |: égalité en module.
Si [0f] # [o5 ], on doit prendre comme|oldans la formule min[|o; | = |oy |].

V1.5/ Calcul des déplacements :

Dans le cas de la flexion déeviée, les déplacements (verticaux et angulaires) sont définis
comme suit :

e Déplacement vertical (fleche) :
v = \/(Uxoy)z + (Uxoz)z
e Déplacement angulaire (rotation) :

0 = \/(gxoy)z + (onz)z
v*% et B*%Y sont, respectivement, la fleche et la rotation dans le plan xoy.
v*0% et 6*°% sont, respectivement, la fleche et la rotation dans le plan xoz.

N.B : les méthodes de calcul des déplacements évoquées dans le chapitre V, restent valables
dans le cas de la flexion déviée.
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EXERCICES

Exercice 1 :

Soit une poutre de section rectangulaire, de dimensions (25x30)cm? et de longueur 10m,
reposant sur deux appuis simples placées a ses extrémités et supportant une charge
uniformément répartie de 1,6t/m.

Déterminer la contrainte maximale de flexion.

Solution :

M M
c=0,+0,=—=X+—Y
x Yoo I

y x

My et My sont les composantes du moment résultant sollicitant la section la plus sollicitée
c¢’est-a-dire la section ou la contrainte ¢ est maximale :

La section ou le moment est maximal se trouve a L/2.

M ¢suitant = ? 2 24 3

1,6(10)2
> M, = —s
{My = M,.sina = 20.sin20° = 6,84t.m
M, = M,.cosa = 20.co0s20° = 18,79t.m

= 20t.m
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bh® 25(30)3
(Ix =15 = (12) = 56250 cm*
hb®  30(25)3 \
ly = 4 = —>— = 39062,5 cm

Les contraintes sont maximales en A et C :

A (x =+12,5cm c (x = —12,5cm

) - traction ) — compression

y = +15cm y =—15cm
_ 6,84.10° JOPO 18,79.10° e
Imaxa = 390624 T 122 T ea50  (F19)
= Omax, & 720bars\
_ 6,84.10° 254 18,79.105 .
Imaxs = 39062.4 122t 5ea50 (1)

‘—) Omax, = —720bars\

Exercice 2:

Déterminer les dimensions d’une section rectangulaire d’ une poutre simplement appuyée et
soumise & une force P = 1t dans le plan xoy et P= 2t dans le plan xoz.

La contrainte maximale de flexion est de I’ordre de :
[6] =2000kg/cm? en traction.
[c] = 1500kg/cm? en compression.

On donne h=1,5b.
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Solution :
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1) Calcul des moments

e Plan xoy:
Lo xo0y _ yxoy _ 1 _
Par symétrie,V, =V =5= 0,5t
0<x<2m: 0<x<2Z2m:
__ y7xoy — X0y
MZ(x) =V, .x Mz(x) =V x
- MZ(X) =0,5.x - M, =05x

Valeurs aux bornes:
x=0->M,=0

x=2m-> M, =1t.m

e Planxoz:
ZF" =0=>V %+ V5% =2t
zM/A =0 =>4V _2(3) = 0

ZM/B =0=>4V% —2(1) = 0
VX% = 0,5P

Valeurs aux bornes:
x=0-M,=0

x=2m->M,=1t.m

0<x<1m: 0<x<3m:

My, = 7% x = 1,5x My, = 0% x = 0,5x
Valeurs aux bornes: Valeurs aux bornes:
x=0->M,=0 x=0->M,=0
x=1m-> M, =1,5t.m x=3m->M,=15t.m

2) Dimensionnement de la section :

Les sections dangereuses sont A-A et B-B.
2 A_{My =1t.m B B'{My =1,5t.m
"M, =1t.m (M, =0,5t.m
6M, 6My|  _
Uxmax = hb2 + bh?2 S0
Section A-A:
6x1.10° 6x1.10° )
Omax = e + N < 1500kg/cm
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avec h = 1,5b
6x1.10° 6x1.10° _ 666 666,67

— = < 1500k 2
Omazx 15 | 22553 ps = 1500kg/em
o °[66666667
_) ———————————
1= 1500 D3cm
Section B-B ;

6x1.10° 6x1.10°
Omax =t
avec h = 1,5b

< 1500kg/cm?

 6x15.10° , 605, 105  733333,33
Omax = T cp3 2.25b3 b3

.. °|73333333
_) ——
2 = 1500 erem

Soit b = max (by; b,) = 7,87cm
On prend

Exercice 3:

< 1500kg/cm?

Soit une poutre doublement appuyée et chargée par P[t] dans les deux plans xoy et xoz.

- Tracer le diagramme des efforts internes.
- Précisez les positions des sections dangereuses.
- Déterminer la force maximale (Pmax) ayant comme valeur de contrainte maximale.

[6] = 2000kg/cmz.

R4
¢"I/A‘
-
—_ _.I/_',. _______ 7<1|_| ....................... AL X
- :
i\ P/Zm '*P
- 2,5m |

E 2.5m
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Solution :

1) Diagrammesde MetT :

Plan xoy:

A l

Iy A
V.

X0 2,5m 2,5m
] P
Par symétrie,V,*” = V;°¥ = - = 0,5P

0<x<25m:

M — ony

Z(x) X

->M, =05P.x

Z(x)
Valeurs aux bornes:
x=0->M,=0
x=25m- M, =125P

T, =V, =0,5P

Plan xoz :

/ZP
ng” 2m 3m

ZF,, = 0 => V7 + VFo? = 2P

ZM/A =0 =>5V% — 2P(2) = 0
VEZ — 0.8P
ZM/B — 0 =>5V%°7 — 2P(3) = 0
vz — 1,2p

/g VAX 0z

0<x<25m:

M, =V, x

- M, =0,5P.x
Valeurs aux bornes:
x=0-M,=0
x=25m- M, =125P

T, = =V, = —0,5P
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0<x<2m: 0<x<3m:
My, =Vi®.x =12P.x M, =V5%°%.x=0,8P.x

Valeurs aux bornes:
x=0- M, = 0
x =2m-> M, = 2,4P

Valeurs aux bornes:
x=0->M,=0
x=3m-> M, = 2,4P

TZ — %xoy — 1’2P TZ — —I/ony — _0'8P
Diagrammes:
zZ
.‘,
":/‘4
2 .
—_——. _./_/. ............ . — .. »X
P |
/El /: ! |
: P/ 2m I TP I
! 2,5m NP 2,5m !
vy 7] |
- | !
! | |
L i

|
1,2P

I i
- (L T o
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2) Position des sections dangereuses :

Les sections dangereuses se trouvent la ou le moment fléchissant est maximum.

D’aprés les diagrammes des moments fléchissant dans les deux plans, nous avons deux

sections dangereuses : section A-A et section B-B.

| M,(2) = P
Section A — A (x = 2m): {M (2) = 2,4P
y - )
M,(2,5) = 1,25P

SectionB — B (x = 2,5m):{M (2,5) = 2P
BASY A

3) Calcul de Pmax :

Les sections dangereuses sont A-A et B-B.

M, = 2,4P[t.m] M, = 2P[t.m]
A - A:{ B — B:{
M, = P[t.m] M, = 1,25P[t.m]
6M 6M
_ y z
O%max = hb2 bh2 < Oaam
Section A-A :
_ 6 X 2,4P.10° N 6 X P.10° < 2000kg/ )
Pxmax = T 20(10)2 10202 ~ grem
=>P 370 kg
Section B-B :
_ 6 X 2P.10° 6 x 1,25P.10° < 2000kg/ 5
Pxmax = T20(10)2 10202~ grem
=>P 3 g

[Soit P = 787k

Exercice 4 : Soit la poutre représentée par la figure suivante :
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- Déterminer les dimensions de la section de la poutre.
- Tracer le diagramme des contraintes normales.
- Calculer la fleche et la rotation a I’extrémité libre de la poutre (point C).

Données :

[0.f] = [05 ]= 120 kg/cm?2,
b=2h ; P=1t; a =40° ; I=1,00 m
E = 12000MPa.

Solution :

1) Dimensionnement de la section de la poutre :

P, = P.cosa = 1.10%.cos40° = 766,04 kg
P, = P.sina = 1.103.5in40° = 642,8 kg
Plan xoy :

T, = B, = 766,04 kg.
X = O e d MZ = 0
M, = —P,.x = —766,04x — [x =1m > M, = —766,04 kg.m
Plan xoz :
TZ = PZ = 642,8 k,g

=0-M,=0
M, = P,.x = 642,8x _)[x Mz

x=1m-> M, =6428kg.m

Diagrammes des efforts internes :
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Interprétation des diagrammes:

La section dangereuse est celle qui se trouve au niveau de 1’encastrement (X=I).
M, = —=766,04kg.m
M, = 642,8kg.m
T, = 6428kg
T, = 766,04 kg

La section étant rectangulaire :

6M 6M
+ y Zl <[5+
O-xmax hbz + bhz = [O- ]
Avec b=2h
6M, 6M,

7 Pomar T gy gy = Tadm

3% 642,8x 102 3 x 766,04 X 102
- meax = 2h3 + h3

_3262,32. 102

- meax - h3

_ 36232102
= 120~ 1395kg/em

soit h = 15cm et b = 7,5cm.

< 120kg/cm?

2) Diagramme des contraintes normales :

a) Coordonnées des 4 points de la section d’encastrement:

_h_ 15 7c
A<y_ 2 20
__h_ T 3,75
zZ = 5= > = ,75cm
( h_ 15 .
B<y 2— 2— ,ocm
b
Kz=+§=+2 = 43,75cm
—+h—+15—+75
)’ T 2T T T
—2o s
zZ= 5= > = ,75cm
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S L
pd Y T2 T T
= 2o Th 355
ZETgT T T e

b) Calcul des contraintes dans la section dangereuse :

M, M
0y =27 +-2Y

I, 1,
=1 _BOST_ o7 sseme
YT T T g T enerem
bh3  7,5(10)3 .
2= ST - 625cm
(Gop = 20 (_3,75) - L% 75y = 4620
T4 = 52734 625 & /)T moapars
_ o428 (+3,75) 766’04( 7,5) = 13,76 b
) Oxp = 527 34 ) 625 D) = , ars
- A2 (43,75) - 200 475y = —a62b
OxC = 52734 625 © )T Tmbebars
- A2 (3,75) - 1200 475y = —1376 b
0 T 52734 625 T Tarbnars
C) Position de [’axe neutre :
My, Mzy g
I, 0 I, 0=
M, I, 642,8 625
Vo= -2 Z 7 = Zy=-1.2,

7 M;'I,7° " —766,04"527,34

{ZO = —3,75cm = Z, = 3,75 cm
Zy=+4+3,75cm - Zy, = -3,75cm

d) Diagramme des contraintes de la section d’encastrement
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3) Calcul des déplacements :

(v, = \/(vgoy)z + (E°%)2: fleche
i@c = \/(Hgoy)z + (6%°?)?Rotation

On va utiliser les trois méthodes évoquées dans le chapitre V :

a) Poutre conjuguée :

Plan xoy :
766,04/E|
im
* Fléche : p vIxoy
766,04.10° 1.102 2
X0V = Mfxoy = zM = - X .(—.1.102>
Ve /c El 2 '3

Avec E = 12000MPa = 1,2.10° kg/cm?2.
L b.h3 B 7,5(15)3

=2109,375 cm*

z 12 12
- v.”Y = 0,01cm
* Rotation :

exoy — _fooy - _

< 766,04.10% 1.102>
a —

X
El, 2
-6, = 1511072 rad

Plan xoz :

642,8 /EI

C A4fxoz

fxoz
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* Fleche :
642,8.10> 1.10° 2

ro7 = MIxoz = ZM =|-—— X .(—.1.1 2)
ve /e ( ElL, 2 ) 3- 110
E =1,2.10° kg/cm2,
L _hb 15080 L

yT T2 T 1 velenem
- vE%% = —-8,46.1073 cm
* Rotation :

2 2
Hécoz — fooz — (_ 642;8-10 % 1.10 >

EL, 2

- 6% =1,26.10"2 rad

Finalement la fleche et la rotation au point C sont égales a :

{uc = /(1.1072)2 + (—8,46.1073)2
0. = +/(1,51.1072)2 + (1,26.10-2)2

_){vc =1,31.10"%cm
0, =1,97.10"%*rad

b) Méthode de ’intégration de ’équation de la ligne élastique :
Plan xoy :

* Fléche :
M,(x) = —766,04x (moment de flexion suivant le plan xoy)

dv  M,(x) 766,04x

dx? El, El,
0(x) = dv _ f766,04x
V=T ) TEL

383,02. x*

0 = =5 —+G

127,67.x3
- vu(x) = T+C1x+C2
z

dx

Déterminons les constantes d’intégration a partir des conditions aux limites :

383,02.102
6(100) = 0=> ;= - ——"—
=100
x cm = 255.34.102
u(100) = 0=> C, = =

donc finalement les expressions de 6(x) et v(x) s’écrivent sous la forme :
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383,02.x* 383,02.10°

00 = —%r EI
. 127,67.x° 38302 25534107
V=T EI © EI

6:.°” =6(0) = —-1,51.10"% rad
v.” =v(0) =1.1072 cm

Plan xoz :
* Fléche :

M, (x) = 642,8x (moment de flexion suivant le plan xo0z)
dv _ M,(x) = 642,8x

dx? EL EI
0(x) = dv _ f 642,8xd
VT El, ¥
321 4x>
O(x) = — El, G,
107,13x3
-v(x)= ————+C;x+C,
El
( 321,4.102
6(100) = 0=> ¢, = ———
=100
x cn = 214,27.102
u(100) = 0=> €, = ————

donc finalement les expressions de 6(x) et v(x) s’écrivent sous la forme :

321,4x* 321,4.10%

o(x) = —

() EL, | El

. 107,13x% | 3214.10°  21427.10°
V=TT El EI

6% =6(0) =1,26.10"% rad
v.”Y =v(0) = 8,46.107% cm

{UC =/(1.1072)2 + (8,46.1073)2
0c =/ (—1,51.1072)2 + (1,26.10-2)2

_){uc =131.10 2cm
6, =1,97.10"2 rad

a) Meéthode des paramétres initiaux :
Plan xoy :

* Fléche :

V, = P, = 766,04 kg (réaction vertiacle au niveau de l'encastrement)

M = 766,04 kg.m (moment d'encastrement)

M,(x) = —766,04 + 766,04x
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xELy (x) = 766,04 — 766,04x
xZ
x EL.O(x) = EIf, + 766,04x — 766,04.—

x* x3
x* ELv(x) = Elvy + EI0y. x + 766,04. 5 — 766,04~

UO = 0

60 == 0

donc finalement les expressions de 6(x) et v(x) s’écrivent sous la forme :

766,04x 383,02.x°

Au niveau de l'encastrement, nous avons: {

[a] =

) ElL El
. 383,02.x% 127,67x3
V=T El

{eg“’y = 6(100cm) = 1,51.10"2 rad
v."Y =v(100cm) = 1.107%2 cm
Plan xoz :
* Fleche :
V, = P, = 642,8 kg(réaction vertiacle au niveau de l'encastrement)
M = 642,8 kg.m (moment d'encastrement)
M, (x) = —642,8 + 642,8 x
*ELy (x) = 642,8 —642,8x

2
X
*ELO(x) = EI6, + 642,8x — 642,8 =3

x? x3
* ELv(x) = Elvy + E16.x +642,8.% — 642,8.
=0
Au niveau de I’encastrement, nous avons: {ZO — 0
0 =

donc finalement les expressions de 6(x) et v(x) s’écrivent sous la forme :
642,8x 321,4.x>

(2] =
)= —Fr ElL
321,4x* 107,13x3
v(x) = -
El, El,

6" = 6(100cm) = 1,26.10"% rad
{ug“’y =v(100cm) = 8,46.1073 cm
{vc = /(1.1072)2 + (8,46.103)2
0. =+/(1,51.1072)2 + (1,26.10-2)2
_){vc =1,31.10"%cm
0, =1,97.10"%rad
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Chapitre VII Treillis isostatiques

VI11.1/ Définition :

On appelle treillis toute structure formée par un assemblage de pieces rectilignes articulées
entre-elles et formant des triangles juxtaposés (figures V.1).

Les pieces rectilignes s’appellent barres.

Les sommets des triangles formés par les barres s’appellent naeuds. Ces derniers sont

constitués par des articulations ou rotules.

neeuds

bafres

Figure VII.1

VI11.2/ Hypothéses de calcul :

Les forces extérieures sont axiales (traction ou compression) et appliquées aux nceuds
seulement.

Le poids propre des barres est négligeable par rapport aux forces extérieures.

Les barres constituant le treillis sont considérées comme rigides et indéformables.
Les barres sont articulées entre-elles sans frottement aux noeuds.

Les liaisons des barres sont des articulations parfaites.

VI11.3/ Treillis isostatiques :

a)

Intérieurement : on dit qu’un treillis est isostatique intéricurement si le nombre de
barres est égale a deux fois le nombre de nceuds moins trois. Soit, b = 2n-3.

Démonstration :

1- On construit un premier triangle avec trois barres articulées ;

- On agrandit le premier systéme par juxtaposition d’un autre triangle, on obtient
alors :
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b=3+2=5
n=3+1=4

3- On ajoute un autre triangle aux deux autres triangles, on obtient alors :

b=5+2=7
n=4+1=5

4- En agrandissant encore le systeme avec 1’ajout d’un autre triangle, on obtient :

b=7+2=9
N=5+1=6

On constate qu’a chaque fois qu’on ajoute un triangle, on ajoute deux barres et un
nceud.

De maniére générale, si on ajoute x triangle(s), on ajoute x nceud(s) et 2x barres.
donc:

Nn=3+X...... V.1

N : nombre de nceuds du systeme complet.

3 : nombre de nceuds du 1* triangle.

X : nombre de nceud(s) ou triangle(s) ajouté(s).

b=3+2x...... V.2

b : nombre de barres du systeme complet.

3 : nombre de barres du 1* triangle.

X : nombre de nceuds (ou triangles) ajouteés.

On soustrait de I'équation V.2, 2 fois I'équation V.1 et ce pour éliminer les X, ce qui
donne :

b-2n = 3+2x-2.3-2x

->b=2n-3
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b) Extérieurement : un treillis est isostatique extéricurement, si le nombre d’inconnues
(réactions aux appuis) est égale au nombre d’équations.
neq =N;.

V11.4/ Calcul des efforts internes dans les barres :

Le calcul des efforts internes dans les barres d’un treillis peut se faire selon deux méthodes :
1- M¢éthode d’isolement des noeuds (méthode analytique).

2- Méthode de Ritter, appelée méthode des sections (méthode analytique).

3- Méthode de CREMONA (méthode graphique).

Les méthodes graphiques sont de moins en moins utilisées donc nous allons s’intéresser
uniquement aux deux premiéres methodes.

VI11.4.1/ Méthode des nceuds :

Cette méthode consiste a calculer les efforts internes dans chaque nceud en appliquant les
équations universelles de I’équilibre statique. Le nceud considéré est isolé du systeme et
soumis a I’action simultanée des efforts internes et des forces extérieures (y compris les
réactions d’appuis).

N.B : on commence toujours par le nceud ayant le minimum d’inconnues (au plus 2
inconnues puisque nous disposons uniquement de deux équations d’équilibre).
Généralement c’est le neeud d’extrémité ou d’appui du treillis qui a le moins
d’inconnues.

VI11.4.2/ Méthode des sections (méthode de Ritter):

Cette méthode consiste a faire une section qui divise le treillis en deux parties et qui coupe les
barres dont on souhaite calculer les efforts, puis appliquer les équations d’équilibre statique
sur une des deux parties pour calculer les efforts inconnus en tenant compte des forces
extérieures appliquées, y compris les réactions.

La section doit compter trois barres d’efforts inconnus (car on a 3 équations d’équilibre
statique) sinon prévoir une autre section afin de réduire le nombre d’inconnus.
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EXERCICES

Exercice 1 :

En utilisant la méthode des nceuds, calculer les efforts dans les barres du treillis suivant :

C D 100kg
Im
A B R
50kg
Im 2m Im

Solution :

a) Vérification de l’isostatisme du systéme :

* Intérieurement :
b =2n-3
b =9 (barres AC, CD, DB, BF, FD, FE, EA, EC, ED).

n=6 (noeuds A, B,C,D, E, F)
2n-3 = 2(6)-3 =9 = b-> le treillis est isostatique intérieurement.

* Extérieurement :

neq =N;.
Neg =3 (O Fx=0, > Fy=0, Y M=0). | Le systeme est isostatique extérieurement

ni= 3 (Va, Ve, Hg).
b) Calcul des réactions :

3. F), =0 =>Hg = 100 kg

Y F,,=0=>Va+Ve=-50kg

XM, =0=>4Vg = -(50x1)- (100x1) =>Vg=-37,5kg
X M;p =0=>4Va=-(50x3)+ (100x1) =>Va=-12,5kg
c) Calcul des efforts:

Noeud A:

tga = % - a = 45°
wNac $F, =0 => Nyc.sina — 12,5 = 0 =>
/ N, = 17,67 kg (traction)
YE, =0 => Nyg + Nyc.cosa = 0=>Ny5 = —Nycosa

’Sk% B: =>N,p = —12,5kg (compression)
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1
Neo tga=1—>a=45°
v SE, =0 => Nppsina = 37,5 =>
Ner «---- 100 Ngp = 53,03 kg (traction)
37,5kg YFE, =0 => Ngp + Ngpcosa = 100=>Ngr = —Ngpcosa + 100
=>Ngr = 62,5 kg (traction)
Noeud F:
I\iFD XE =0=>
| Npp =0

Nre <—lF—— ''''' »Neg XFx = 0 => Ngg = Ngp
Ngg = 62,5 kg (traction)

Noeud C:
ZFy = 0 => NCACOS(I + NCE == O => NCE = —NCACOSCZ
“»Neo  Nop = —12,5 kg (compression)
o
=0 => N¢p — Ngysina = 0=>N;p = Nycsina
, YF, =0 => Ngp — Neasi 0=>N,p = Nycsi
[ S i
Nca v =>Np = 12,5 kg (traction)
Nce
Noeud D:
o /Byﬁ\l%kg YF, =0 => Npp.sina — 100 — Npc — Npg.cosp = 0
N & AN => Npr = —83,85kg (compression)
v ‘NDB

Nor XE, =0 => Npg.sinf + Npg.cosa + Npp
Npg = —83,85kg (compression)

Noeud E: au niveau de ce nceud , tous les efforts sont déja calculés, donc on va s’en servir
pour Vérifier les résultats obtenus.

YE, = Ngpcosf + Ngp — Ngy = —83,85cosf + 62,5

Nec
Nep +12,5=0
XE, =0 => Ngpsinf + Ngc + 50 = —83,85sinf8 — 12,5
NEA «- - NEF
50kg +50=0
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Récapitulatif :

C , 125 ¢ D 100kg
L A\ 4
17,67 125 83,8 D 53,03
A H R,
50kg 62,5 62,5

Exercice 2 :

Soit le treillis ci-dessous. On demande de calculer les efforts dans les barres Ncp et Nc; par la
méthode des sections.

o 100kg‘/( \
F 50kg

4am im im 4m

Solution :

a) Verification de Uisostatisme du systéeme '

* Intérieurement :
b =2n-3
b=13

n=28 (noeuds A, B,C,D,E, F)
2n-3 = 2(8)-3 = 13 = b -> le treillis est isostatique intérieurement.

* Extérieurement :

neq =N.
Neg = 3 (O Fx=0, > Fy=0, Y M=0). | Le systeéme est isostatique extérieurement

ni=3 (VA, Vg, HB).

b) Calcul des réactions :

ZF/x:0:> Hg =50 kg
) M, = 0 => 10V = -(50x2)- (150%6)+(100x4) => Vg = -60 kg
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Y M;p =0=>10Va = (50x2)- (150%x4)+(100x6) => Va = 10 kg

c) Calcul des efforts :

La section qui fait apparaitre les efforts Ncp et Nc; est la section 1, cependant, cette section
coupe 4 barres d’efforts inconnus, donc, afin de réduire le nombre de ces inconnus, on ajoute
une autre section qui doit couper au moins une de ces 4 barres, c’est la section I. Cette section
coupe 3 barres dont 2 apparaissent dans la section Il (barres FD et ED), ainsi, on réduit le
nombre d’inconnus de 4 a 2 seulement.

I C
100k

<«—50kg

EJ D150kg !

4am im im 4m

* Section | : cette section coupe 3 barres d’efforts inconnus (FC, FD, ED).

Nrc
v

- »Nep
10kgT \EJ
2

1
tga=z=§—>a=26,56°
ZME=0=> ZNED = 10X4=>NED=20kg
ZFX = 0 => NFCSin(X + NFDSinCZ + NED = O

20
=> Npcsina + Nppsina = —20 => Ng, = —Npp — ——
rcSina rpSina Fe DT o

20
XE, =0 => Ngccosa — Ngpcosa = 100 — 10 => —%cosa — 2Ngpcosa = 90

Npp = —72,67 kg (compression)

20
= Npc = 72,67 — prmpn 28 kg (traction)
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* Section 11 :

2m

2m

YE, =0 => Nggsina = 72,67.sina — 20

=> N¢; = 28 kg(traction)

XE, =0=> N¢p + Negecosa — 72,67.cosa + 100 —10 =0
=> N¢p = —28cosa + 72,67.cosa — 90

=> N¢p = —50 kg(compression)
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VI11.1/ Introduction :

On appelle portique plan, tout systéme constitué d’éléments verticaux appelés poteaux et
d’éléments horizontaux appelés poutres ou traverses reliés entre eux par des nceuds relativement
rigides (voir figure VI1I1.1).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons uniquement a 1’analyse des portiques plans isostatiques.
Un portique est dit isostatique, si les trois équations d’équilibre statique sont suffisantes pour
déterminer les réactions d’appuis ainsi que les efforts internes (M, N, T).

Exemples :
— Poutres

A

Poteaux

Errelrrad

VAN VAN VAN

Figure VII1.1

VI11.2/ Degré d’hyperstaticité :

On appelle systéeme hyperstatique, les systemes pour lesquels les facteurs de force agissant dans
leurs éléments ne peuvent pas étre déterminés a partir uniquement des équations d’équilibre d’un
corps solide (nombre d’inconnues supérieur au nombre d’équations d’équilibre). De tels systemes
comportent plus de liaisons qu’il n’en faut pour leur équilibre.

Ces liaisons sont appelées surabondantes ou supplémentaires et elles peuvent étre extérieures
et/ou extérieures.
a) Liaisons surabondantes extérieures : ces liaisons sont liées au nombre de réactions
d’appuis ; dans ce cas on parle d’hyperstaticité externe.
b) Liaisons surabondantes intérieures : ces liaisons sont liées au nombre d’efforts internes
qui apparaissent en ouvrant les contours fermés du systéme; dans ce cas on parle

d’hyperstaticité interne.

Le degré d’hyperstaticité peut étre déterminé suivant deux méthodes :
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VII1.2.a/ Méthode d’élimination des liaisons surabondantes :

Cette méthode consiste a éliminer les liaisons surabondantes afin de transformer le systéme en un
systeme isostatique. Donc le degré d hyperstaticité n’est autre que le nombre de liaisons

surabondantes. Celui-ci peut étre déterminé suivant la formule suivante :

d=nj—neou:

d : degré d’hyperstaticité ;
Ni : nombre d’inconnues ;
Neq : nombre d’équations d’équilibre statique.

Remarques :
- Si le degré d’hyperstaticité est nul ¢’est-a-dire, le nombre d’équations d’équilibre est égale
au nombre d’inconnues, le systéme est isostatique.
- Si le degré d hyperstaticité est supérieur a 0, ¢’est-a-dire le nombre d’inconnues est

supérieur au nombre d’équations ; le systeme est hyperstatique extérieurement.

Exemple :

Déterminons le degré d’hyperstaticité des systémes suivants :

a) b)
I T A

A
VAN

,,,,,, FEEES

Figure VI11.2

Figure VIll.2.a:

Le portique de cette figure posséde 3 inconnues (2 réactions au niveau de I’appui A et 1 réaction au niveau

de I’appui C) donc le degré d’hyperstaticité est égal a : d =3 —3 =0 ; ce systéme est donc, isostatique.
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Figure VII1.2.b :

Le portique de cette figure posséde 5 inconnues (3 réactions au niveau de 1’appui A et 2 réactions au hiveau
de I’appui D) donc le degré d’hyperstaticité est égal a : d =5 — 3 = 2 ; ce systeme est donc, hyperstatique a

2 degrés.

VI11.2.b/ Méthode des contours fermés :

Déterminons le degré d’hyperstaticité du portique suivant :

q
/
p1_|3>¢ YyVV ¥V C
P, Ps
A D
Figure VI11.3

Il est clair que les réactions des appuis A et D (Va, Ha et Vp) peuvent étre déterminées aisément a
I’aide des trois équations d’équilibre statique. Coupons le portique en deux parties et considérons

I’équilibre de chacune d’elles : q
TE T
P; »N
T:
P Mo
N2
T2
Hae A
Va

En coupant le portique, on remarque que nous avons 6 efforts internes inconnus qui ne peuvent
étre déterminés a partir des équations d’équilibre statique. Donc ce portique constitue un systéme
hyperstatique d’ordre 3 (d=3) car chaque contour ferme (non articulé) est hyperstatique a 3 degrés.

D’une maniére générale, le degré d’hyperstaticité d’un systéme plan peut étre determiné suivant la
formule suivante :

d=3c—a—-2sou:

162



Chapitre VIl1I PORTIQUES PLANS ISOSTATIQUES

d : degré d’hyperstaticité ;
¢ : nombre de contours du systéme ;
a : nombre d’appuis doubles ;

S : nombre d’appuis simples

En appliquant cette formule, on obtient pour cet exemple :
d = (3%2)-1-(2x1) = 3

Pour I’exemple VIII.2.a, on obtient :

d = (3x1)-1-(2x1) =0

Pour I’exemple VIII.2.B, on obtient :

d = (3x1)-1-(2x0) = 2
—

C €T
x|/

VI111.3/ Convention de signe :

—

/&'

-

Les efforts internes, dans le cas de portiques plans isostatiques, sont déterminés a 1’aide de la
méthode des sections.

T
%

NV

VI11.4/ Détermination des efforts internes :

Exemple :

On se propose de calculer les efforts internes (M, N, T) agissant dans les éléments du portique de la figure

VIIl.4.
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1t/m
e TVITL
2m= 6m o 2m
5m
5t o
10m
" AN
Figure VI111.4
Solution :

1- Degré d’hyperstaticité :

d=3c—-a-2s=(3x1)-1-(2x1)=0
d=0 => le systeme est isostatique.

2- Calcul des réactions :

fHAZSt
(XF;x=0 Vy +Vp = 1x6=6t
LFy =0 6
=> 10V—1><6(— 2)— 5x10) =0
SM,y =0 ] 10Vp — (1 x6) (5 + ( )

_ 6
(XM/p =0 10V, — (5% 10) — (1 x 6) (E + 2) =0

Hy = 5t
‘VA=—2t
VD=8t

3- Calcul des efforts internes (M, N et T) :

Travée AB :

e Section | : 0<x <I0m

N x=0
M T
ﬁ@’ M(x)=5x—
T =5t X =10m
X N =2t

LoLst
2t
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e Section Il : 10m<x </5m

A

T T ———
. X=10m ;- 5tm
M(x) = 5x —5(x —10)—]

Lo X=16m M =50tm
X T=5-5=0
o le o5t N =2t
2t
Travée BC :

- Section | ;: 0<x <2m

M _
T MR X=0  y=s50tm
sm l M(x) = —2x+ (5% 15) — (5 X 5)>—
T _
5t X=Em M=46tm
T = -2t
10m N=5-5=0
o 2t
2t
v
- Section Il : 2m<x <8m
/t/m
[ ] & M N
| 2m
5m X
.
ot o N=5-5=0 =
X=2M 45 tm
(x —2)?
Lom M(x)= —-2x+(5%x15)—-(5%x5)—-1 —
—om WM=16LIT]
X=2M - ot
et T=-2-1(x—-2y—]
2, x=gm -8
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Calcul de Mmax :

aM
—=0=> —x—-2=0=>x=-2m<0
dx

- Section I : 8m<x <10m

"

. y V Yy v M N=

. 2m 6m
5m X

¢ T
5t _g

; X=0M p=16tm
M(x):—2x+(5><15)—(5x5)—(1><6)(x———z)
10m 2
leomM_0

oy N=5-5=0

2tV¥

Travée CD : 0<x <Bm

N
T
o

= =3 =

Il I
(@]

(]

—8t

8t

4- Diagrammes :
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- | 1t'n
-+ 16t.m
S0t.m .
a1
—E= 0
_r!';

A

[P EEY]

Moment fléchissant

5- Sollicitations maximales :

8t

[
—
3
L
pi
Y
—

RN AN

e e

Effort tranchant Effort normal

D’aprés les diagrammes de M, Net T,on a :

Mo =50t.m
Tmax = 8t
Npax = 8t
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EXERCICES

Tracer les diagrammes des moments fléchissant, efforts tranchants et efforts normaux des

portiques représentés par les figures ci-dessous :

1t/m lZOKN
l)_22r4¢llyll¢lk 2) 1DB Cu
am * 5m e 3M
5m
5m 10m S
[ ]
A 10kN (.
1t C
1tl am lst
3) _E C 4) ¢ D B
) 2m ) 3m _2m ”,Aﬁ
- ]
otm [ ] Ve
"\
~l & 6m
_’
_.
—P < A
%AQA—HA
VAT
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Solution :
1)

1t/m

_zgjlyllle,Hc

5m

Degré d’hyperstaticité :
d = neq — nNi = 3-3=0 - le systéme est isostatique.

Calcul des réactions :

_ V,—(1x4)=0
XFyy =0 => n = =4t
My =0 MA—(2><5)—(1><4)(§)=0 M, =18t.m
Diagrammesde M, N et T :
a) Calculde M, N, T:
Travée AB :0<x <5m
A _
L " X=0 _ py=18tm
M
/-\\—J’T M(x)=2x-18
T = 2t X=5m M =-8tm
X N = —4t
8t.m
e
4t
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Travée BC : 0<x <4m

Xx=0 M=0
7 1t/m 2
M(x)= —= —
M X = 4m M = -8t.m
_X;O_ T = 0
T(x)= 1.x
_ M =4t

N =0 X=4m

b) Diagrammes :
8t.m
li=m a -
o =
2)
fﬂm
L Jm . 3m
5m
10m
{ Hr
e

106N L |a
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Calcul des réactions :

(XF/;x =0 Hp = 10kN
SFp=0 |V, +V, = 20kN
< _ => . =>
SMp=0  \8V,—(10x5) - (20x3) =0
H, = 10kN
IV, = 13,75kN
VD = 6,25 kN

Diagrammesde M, N et T :
a) Calcul de M, N, T:

Travée AB : 0<x <I0m

N
x=0 _
" - S M=0

—— - M(x) = —10x
T = —10kN mM:-loo kN.m
X N = —13,75kN
Am
13,75t
Travée BC :

- Section | ;: 0<x <5m

. (%u, X=0_ =100 kN.m

Nr MG = 13,75x (10 x 10—

~—E M=-3125kN.m

T = 13,75kN
N = —10kN

10t

13,75t
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- Section Il : 5m<x <8m

U (e

5m _

M(x) = 13,75x — (10 X 10) — 20(x — 5
T = 13,75 — 20 = —6,25kN

X=5M _ pr— 3195 kN.m

WM: -50 kN.m

N = —10kN

10t "

13,75t
Travée CD : 0<x <5m

A N X = 0 M - O
JaE M(x) = —10x
X=5m M =-50 kN.m
X T = —10kN
N = —6,25kN
10t
6,25t
b) Diagrammes :
204N

7

2 I

- r = 6,23 kI

A 10 kN - : i L
100 KNm |||| HHH” T — C _1omy b
— —J"r # 05N
— ¥ 3,750 =
O= e
o= ok = = 6 TR
,—’_\Z """" ‘,{—,\‘ 73
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nl
C

L

2m

5
NI

<
N
’
>
I
>

Calcul des réactions :

YF,x=0 I\—/IA_fXgZO H, = st
ZF/YZO => 4 4 => VA =1t
M4 =0 MA—(1><2)—(2><4)(§)=0 M, =18t.m

Diagrammesde M, N et T :
a) Calculde M, N, T:
Travée AB :0<x <4m

N —
x=0 —
M ; 2 M =-18t.m
M(x) = 8x — 18 — 25—
2t/ x=4m M=-2tm
X =0
X= M =-8t
m T=8-2x
1l 8t x=4m M=0
N = —4t
Travée BC : 0<x <2m X=0__
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b) Diagrammes :

2t

4)
1t »C
4am lat
¢ D B
3m . 2m %
Ve
6m

Calcul des réactions :

ZF/yZO_ VA+VB:3t

1t

SMy=0 " )5Vs—(3x3)—(1x10) =0
SMs =0 5V, + (1x6)+(1x4)—(3x2)=0

e
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HD == 1t
VA = _0,8t
VB = 3,8t

Le signe (-) de la réaction Va indique que le sens réel de celle-ci est contraire a celui choisi
arbitrairement et ayant servi au calcul.

Diagrammesde M, N et T :
a) Calculde M, N, T:

Travée AD : 0<x <6m

N
X=0  y=g
M T
M(x) = 1x ——

T =1t

X N =08t
It

Tré’\’/%te‘DC 1 0<x <4m

7 lSt
¢ D B
3m . 2M ,,,A,,
Lo
X = 6m M = -4t.m
X 6m
M(x)=1.x—(38x%x5)+(3%x3) ——
X =10m M=0
T =1t
) 1t N=08-38+3=0
“A‘
0,8ty
Ou bhien :

1t —»C —
r\L/ Mx)= —-1.x — |
T =1t X =4m M =-4tm
M
N N =

175




Chapitre VIII

PORTIQUES PLANS ISOSTATIQUES

Travée DB :
- Section | : 0<x <8m
1t — e C
4m C M, _
x=0
¢  x N, M; =10t.m
I Mi(x) = —08x+(1x6)+ (1x4)—
T = My =7.6tm
6m T, = —0,8t
N, =0
HAe—1t
0,8ty
Section Il : 3m<x <5m
1t — e C 3t
4m l ( >
o' am w#Nz
X
@ { T2
6m X=3m M, =7,6t.m
My(x) = —08x+(1x6)+(1x4)—-3(x—3) —
T, = —0,8¢ x=5m M2=0
1t
Ae— N2 =0
08ty
Ou bien :
- Section | : 0<x <2m
x=0 _
4 M;(x) = 3,8x
T 3,8t _
3 X b Tl _ —3,8t X =2m Ml - 7,6tm
N, =0
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- Section Il : 2<x <5m

2m

3t
M( N> &\ i B
T ) .X—"318t

X=2M  a=7.6tm
M,(x) =3,8x —3(x —2) —
x=56m M2=0
T,=3-38=-0,8t
N, =0
b) Diagrammes :
/é 3t 3t 3t
= 6t.ml -
] t T
o W 3,8t
10t.

©
@ NI
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