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PREFACE

Resistance de matériaux! Destiné aux architectes et
Ingénieurs en génie civil, est une discipline de base de plusieurs
branches de technologie, (RDM) est en constante évolution en
fonction des besoins du développement des nouvelles structures
dans le domaine de la construction et ouvrages d’art, que ce soit
théoriquement ou expéerimentalement (technologie des matériaux)
ainsi que le I’apogée des logiciels de calculs numérique imposé
par le progrés rapide des processeurs et carte mere et la
modélisation en 3D.

Chaque chapitre de ce travail comporte les notions
fondamentales de la RDM. Consistant du cours et d’applications.
L'enseignement de ce module est nécessaire vu qu’il regroupe
physique et mathématique, traitent surtout les techniques de calcul
de stabilité, résistance et de rigidite et de dimensionnement
optimum des éléments de structure. La résistance des matériaux
est la base de chaque concepteur ou technicien utilisant ou non les
derniers logiciels de calculs, I’introduction de données et
I’interprétation des résultats ne peuvent se faire que si ’utilisateur
d’un logiciel de calcul a une connaissance de base en RDM.

Cet ouvrage présente en simplifiant pour le lecteur
universitaire chague phénomeéne qui touche la structure, qui nous
amene a comprendre le comportement avant et aprés chargement
de chaque élément de la structure. C’est un support aux étudiants
débutants et spécialement a ceux de la deuxiéme année LMD en
architecture.

Je remercie le bon diecu de m’avoir donné la possibilité
d’évoluer, ma famille et les collégues qui ont apporté leur aide
lors des années d’enseignement de ce module.

L'auteur
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CHAPITRE I:

INTRODUCTION

Obijectif du module:

La résistance des matériaux (R.D.M) a pour but [’étude de la résistance, de la
rigidité et de la stabilite des constructions. Elle constitue [’outil indispensable pour
['ingénieur constructeur afin de réaliser des ouvrages économiques sans se deformer
excessivement sous [’effet des sollicitations appliquées.

On peut aussi dire que la résistance des matériaux ou la mécanique des matériaux, est
une branche de la mécanique appliquée pour étudier le comportement des corps solides
sous l'action des différents types de charges. Elle traite (non seulement sous effets de
charges qui leurs sont appliquées) le calcul de la capacité des structures et de ses
éléments a supporter sans subir de destruction, ou une déformation tolérée, mais aussi
une présentation des criteres de base pour la conception des structures (forme,
dimensions,...), introduisant l'utilisation des matériaux dans les meilleurs conditions de
sécurité et d'économie. La résistance des matériaux est basée sur les résultats
théoriques de la mécanique et les propriétés des matériaux.

Les limites de la résistance des matériaux sont celles imposées par ses hypothéses
mémes. Les disciplines connexes telles que la théorie d'élasticité, de la plasticité ou la
méthode des éléments finis se libérent de certaines de ces contraintes.

Finalement, et de fagon générale, la mécanique = étude des effets d’actions extérieures
sur des solides et fluides. Choix d’une modélisation = fonction de [’application de la
physique et mathématiques, des objectifs visés, des hypothéses fixées...

RDM = Etude des déformations, déplacements et contraintes d’objets de forme simple.

Dans le cadre de ce cours. En mécanique des solides déformables des poutres, il faut
prendre en considération :

= Les déplacements relatifs entre points d’un solide (notion de déformations)
= Les efforts intérieurs associés (notion de contraintes)
L objectif est de déterminer par le calcul, les éléments de structures :
» Dimensionner ces pieces (objectifs d’économie)
= Vérifier leur tenue mécanique (déformations / contraintes limites imposées)
I-1 Hypothése et principes:
La RDM se base sur les hypothéses suivantes :

1. Homogeénéité des matériaux: les matériaux sont considérés comme
homogeénes, isotropes et continus.

2. Hypotheése sur les formes : les solides étudiés sont assimilables a des poutres
(de sorte que la longueur est trés supérieure a sa largeur et asahauteur).

Pas de variation brusque.

3. Hypothése des petites perturbations HPP: les déplacements et les
déformations de la poutre sont supposés tres petits par rapport aux
dimensions de la section droite.

4. Hypothése de NAVIER et BERNOULLI : les sections droites, planes et

BOUSMAHA M
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perpendiculaires restent planes et perpendiculaires aprés déformation.

5. Hypothese de SAINT VENANT : les contraintes et les déformations dans
une section éloignée ne dépendent que des résultantes des forces extérieures.

Note : Le schéma de calcul est la base de toute étude en RDM, car il est absolument
impossible de résoudre un probleme de construction réelle (multiplicité de ces
proprietés).

-2 Conditions d’équilibres:

-

Il Lasomme des forces égale azéro. Y F=0

Il La somme moments égale a zéro. ~ >'M =0

I11-1  Modes d’appuis: J R
Il existe trois modes voir ] <
figure 1 ; % Schéma T
C i nems y,
a) Appui simple ou Rz
mobile (sans b Rz
frottement). I | g
b) Appui double. Jf:;ﬁ»lh Sehéma —
c) Encastrement. f S Rz
Rx
f: R:: Ij -
w Schéma ) Rz
Rz Rx,Rz,M inconnus

Fig.l.1 Schéma et réaction d’appuis.
111-2 Forces extérieures :

Il'y a plusieurs type de forces, telles que les forces extérieure, les réactions, forces
volumiques (poids propre d’un corps) ainsi que les forces superficielles (concentrées ou
réparties uniformément ou pas).

Si on considére un solide en forme de barre, Fy, Fo, ..., F, force extérieur.

(s) est en équilibre (figure 2). F, F: F:
| ¢¢¢Hv¢¢s¢¢¢|

Fig.1.2 Représentation d’une barre sous effet de charge.

Pour déterminer les forces intérieures, il est nécessaire de considérer une coupe fictive
du solide (la barre) par un plan perpendiculaire. Sachant que “R” est la résultante des
forces intérieures, il est plus commode de décomposer M et R suivant les axes ox, oy,
0z:

Ny effort normale suivant ox.
R Qy effort tranchant suivant oy
Q. effort tranchant suivantoz.
M, moment de torsion par rapport a ox.
M My moment de flexion par rapport a oy.
M; moment de flexion par rapport a 0z.

BOUSMAHA M
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Qz
k4 b 4
"
o Mx
My
R >
Coupe par plan v +y

Qy

Fig.1.3 Coupes virtuelle sur la section droite d’une barre.
Cas particulier :
Suivant le plan xoz (2D). Les sollicitations (Nx, Qz, M;) sont non nulles.

Qzyz

Fig.1.4 Coupes virtuelle en 2D sur la section droite d’une barre.

111-3 Calcul des efforts en utilisant la méthode des sections :

Pour déterminer les efforts intérieurs, il est possible d’étudier les résultats obtenus
d’une coupe virtuelle de la barre a une distance inconnue x de 1’appui en considérant la
partie gauche ou droite de la coupe.

La partie gauche :
Les inconnus sont (Qy, My, Ny)

Mo Mo
PP @ — PR @ —
I I Lo My
| |
—I"—P'q—lﬂ' ——— —-'—F'q—li' ——— | Nx .
| Ray |
AN T o ) T
: = ! Qy
a b c a : Ry
——t—t
|
|

Fig.1.5 Représentation des Efforts en utilisant la méthode des sections.
D Fy=0 = Qy- Ray + P1 + 2. =0 Qy = Ray —P1 - 0.C
> M =0 = My = Rqy. X+ P1(X-a) + Q2 .C.(x-a-h-c/2)+Mj
D Fix=0 = NX—(1.X + Rix=0
NX = (1.X - Rax
I11-4 Convention de signe :
1. L’effort normal : Ny est positif lorsqu’il est dirigé vers 1’extérieur de lasection.

2. L’effort tranchant Qy : positif lorsqu’il tend a faire tourner un ¢lément de longueur
dx dans le sens de 1’aiguille d’une montre.

3. Moment fléchissant M : est positif s’il provoque la traction des fibres inférieures du
solide.
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I11-5 Contrainte normale et tangentielle :

Dans le cas d’étude une section de petite envergure, As est la section d’influence
(la surface afférente) de Ap la résultante des efforts intérieurs.

La limite de cette résultante par la section lorsque cette derniere tend vers zéro est
appelée contrainte :
_dp Gt rip
m-—=o
As—0 As
Il est possible décomposer ¢ en deux composantes
I’une verticale et I’autre tangentielle.

Fig.1.6 Représentation contraintes en
utilisant la méthode des sections.

I11-6 Poutre CANTI-LEVERS :

Une poutre CANTI-LEVERS est une poutre droite reposante sur plusieurs appuis,
divisée en plusieurs trongons au moyen des articulations de facon a ce que la poutre soit

isostatique. A B C D E
& A L A A

Fig.1.7 Schéma d’une poutre Canti-Levers.

d = r-2 = 5-2=3 fois hyperstatiques.
(d : Degré hyperstatique, r : Nombre d’inconnues, 2 nombres d’équations).

Pour rendre cette poutre isostatique, il faut trois articulations tout en respectant les
conditions d’emplacement (voir conditions pour placer les articulations), le but est
d’avoir trois conditions supplémentaires dont le moment au niveau de chaque

articulation est égal a zéro.
A B _C ‘% D E
N A AT A TA
Fig.1.8 Schéma d’une poutre Canti-Levers isostatique.

Les trois conditions supplémentaires sont:
A1 Ay Az
MAIZO! MAZZO' MA3:O
A A A U
.. . . A B c, D
Conditions pour placer les articulations: 1/{}‘} N A

Quatre conditions doivent étre vérifiées :

1. Il est interdit d’avoir deux articulations dans &/ N B R E
la premiere et/ou la derniére travée, sauf {;} !({H«'%f faut
dans le cas d’encastrement. - - 4

2. Il est interdit d’avoir plus de deux 3
articulations dans les travées intermédiaires. A B C E faut

3. 1l est interdit d’avoir deux articulations dans
deux travées intermédiaires et successives.

4. 1l est interdit d’avoir une articulation dans 4
la premiére ou la derniére travée si la travée A B, ¢ E faut
d’a coté a deux articulations. = =

Fig.1.9 Schéma de Conditions pour placer les articulations.
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Exemple : = 30 KlN/m
A ’
Calculer les réactions en A, B, C A iy C
B
Solution : (2, 4 15 452

Sachant que le degré d’hyperstatique d de la structure est égal a :
d =5 -2 = 3 fois hyperstatique.

Pour que la structure redevienne isostatique, il faut rajouter 03 articulations (03 nceuds)
supplémentaires et cela pour avoir les équations mangquantes.

En coupe la poutre au niveau des articulations D, E, F

1. EF

2Vi=

Ve +Ve - q| =0

VE +V|: -30. 4,5 =0

VE +VE =135 kN

2 Meli=0, 4D & f ¥

Ve.45-q12_
2

Ve =67,5kN -L'k + :l[* A

Donc : **‘H DLy EHF L

VE =67,5kN

2. FC

S B
Vc-VE-q.l=0 781N ] T erEMN 615 | vjjmc
Vc-VF—30.2:0

Ve = 127,5kN s | | ers
Mc-Vg.2-30.2.1=0

Mc =195 kN/m

oo (f? S

Vp+Ve-Ve- CH =0

VD +VB -VE- 30. 5,5 =0
Vp+Ve=232,5kN

2 Mplvi =0,

VE.5,5+gf-VB.4:O,

VBT l 7.8

Vg = 206,25 kN
Donc:

Vp = 26,25 kKN

4, AD

2Vi=0,
Va -Vp - Q| =0
VA-VD-30.2=0
Va =86,25 kN
2 Malvi =0,

Vp.2+ géI_Z-M/_\zo,
Ma =112,5 kN/m
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Vérification :
2 Vi=0,
Va+Ve+Vc-30.14=0 (Verlfler)

BOUSMAHA M
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CHAPITRE II:
TRACTIONS ET COMPRESSIONS SIMPLES

I1I1-1 Definition de traction (compression) :

Une barre est soumise a la traction (compression) lorsqu’elle soumise a deux
forces opposees, qui tendent a 1’allonger.

— |—» Traction

— ] [#———— Compression

Fig.11.1 Une barre soumise a un effort suivant son axe neutre.

Pour déterminer 1’effort normal dans une barre, il est nécessaire d’utiliser la méthode
des sections. Dans le cas d’une barre homogéne, on suppose que les forces intérieures
sont uniformeément réparties dans toute la section alors que la contrainte normale est la
méme par tous les points de la section.

S e

Fig.11.2 Représentation de 1’effort normal avec la méthode des sections.

Avec I’étude du trongon A, il est a noter que : o,

| e N s Ry
La masse (le poids) de la barre est négligée devant P. 5
Le trongon a été soumis a la force P et a I’action du Fig.11.3 Représentation de la
troncon B forces intérieures qui se traduit par : contrainte normale avec la

méthode des sections.
N:ZG.AS :G.ZAS =0c.S

o : étant la contrainte normale.

N : désigne I’effort normal appliqué au centre de gravité de S.

Y Fi=0 =N-P=0

N=P=6.S
c=N_P
S S

11-2 Allongement d’une barre (loi de HOOKE):

Les dimensions d’une barre tendue (comprimé) varient en fonction de la grandeur
des forces appliquées. P

Fig.11.4 Représentation de 1’allongement aprés chargement.
Supposant que :
avant de placer la charge, la longueur de la barre est I. Aprés chargement, la longueur
est devenue I+Al.
Al : Allongement absolue de la barre.

Pour la barre chargée, 1’état de contrainte est homogéne, la déformation € suivant 1’axe
de la barre est par tout la méme égale a :
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¢ . allongement relatif.
Dans le cas des allongements petits pour la plus part des matériaux on utilise la loi de
Hooke. Cette derniere exprime la dépendance lineaire entre les contraintes et les

déformationsc =¢ . E.
11-2-1 Module d’élasticité:

Dans le cas d’un état de contrainte non homogene, on détermine la déformation de
la section A:

c=cE avec oc=o-="= e N P
S s [ [ ] —»
A(dz)
€= Tz
dz — zHzZ—
_N_ _ A(dz) _ N
c=5=eb="g"E= A(dz) E.S dz Fig.11.5 Etude de I’allongement
1 longitudinal d’une barre.
Al = f N d
- J),Es %

Lorsque la barre est chargée seulement en ces extrémités N=P ne dépend pas de z, on déduit :

A= — jld L
“ES ) TES

Si on tient compte en plus des allongements dus a la variation de la température, on se
sert de la méthode de superposition pour une barre uniformément chargée en ses
extrémités et uniformément chargé, on a :

P
Al = E—Sl+(X.1A9

a : coefficient de dilatation thermique du matériau.
Exemple :

Soit les barres suivantes, représenter le diagramme des efforts, contraintes,
allongements.

1/
+ Fpq =P + Fa, MN=P o = %
T %
- lN == ==
E=
Pl
l % AL = E.S
2/ ~
+ Fp =P + Fa, M=F O = %
1 l w2 | 171 ITI = ==
— =} ™
2 142 ==
q
Al =5 5s

Fig.11.6 Diagrammes résultant efforts, contraintes, allongement.
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Section 1-1 :
P
N, =P =R = Al= —.1
2.ES
Section 2-2 : No=P-R=0= Al =

11-2-2 Coefficient de POISSON :
Le coefficient de poisson caractérise les propriétés du matériau et il se détermine

expérimentalement par : , 1
— & transversal r P
V = & lransversal - a — =
€ longitudin al | | E
Sachant que : | Tral |
ETransversal :A_;l Fig.l1.7 Représentation de 1’allongement
d’une barre.

e Longitudinal = AI

I
Remarque :

Le coefficient de poisson v est sans unité. Pour les métaux, il est de : 0.35 > v > 0.25.
11-2-3 Allongement d( au poids propre de la barre:

On peut constater ce phénoméne grace a I’effet de la gravitation terrestre. Si on
suppose que la barre utilisée a les caractéristiques suivantes :
Longueur .
Surface S.

Poids spécifique y.

P(z)=1. S. z est la force due au poids propre de la barre. La contrainte normale est
obtenue de:

IFFV V.
_P(@) vzS z
G, = S 5 Y. Z
o,=v.zeto,=¢E = eE=yv.z (1) T
il ot
Et puisque :
_d(dz)
&E = = E (2
Alors :
d(dz) o/
Wet@ = < 2=1 *
De ce fait : Fig.11.8 Etude de 1’allongement
d(dz) = % dz dd au poids propre.
l
zZ
f d(dz) = f I2 4z
o E
Y 12 S
A= g i)z 'S
En fin : Al = —.1
2ES
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11-3 Diagramme de traction :

Si on applique une traction a une barre d’acier doux, on constate qu’on a obtenu
quatre zones d’études de la fonction contrainte allongement.
F

I 7
1 5% o
D
D] # E
K )
--I'r.
--Ilr.
--Ilr.
-fl
-jl

1 £ N

] 1 Al

F

Fig.11.9 Diagramme de traction.

1.  Zone OA : Dans ce domaine, la fonction contrainte déformation du matériau suit
la loi de Hooke.

OA est une droite : 6 =0 = Al =0.

Si on décharge I’acier, la barre reprend sa dimension initiale. La contrainte limite est
appelée contrainte limite élastique.

2. Zone AB : C’est la zone d’écoulement plastique du matériau qui est suivant un
quasi- palier, I’allongement de la piece augmente malgré que la charge reste constante.

3. Zone BC : la piece dans cette zone répond dans le domaine élastique mais
lorsqu’on décharge 1’allongement ne disparait pas, le résultat est un allongement
résiduel permanent (Ol). Lorsqu’on fait croitre la charge dans cette zone, des
contractions transversales apparaissent en divers points dans la piéce.

F & F
— =1
Fig.11.10 Déformation d’une barre en plasticité.

Dans une section SS’ de moindre résistance, un col se forme de la dimension de la
section, il s’accentue simultanément avec 1’augmentation de 1’allongement.

4.  Zone CD : on constate que I’allongement augmente pour des charges inférieures a
la valeur maximale o (contrainte de rupture): C’est le phénomene de striction. Pour une
valeur de la charge plus faible que o.il y a une rupture de 1’éprouvette.

11-4 Contrainte admissible :

oa . contrainte limite élastique. C’est la contrainte maximale qui n’entraine pas de
déformation résiduelle.
Ca= Ol

o¢ . contrainte de rupture. Elle est égale au rapport de la plus grande force que peut
supporter la barre par ’aire de la section droite initiale, o; = oy.

En pratique, il importe de fixer la contrainte maximale qu’une piéce pourra supporter
sans risque de rupture ni de déformation inacceptable. Cette contrainte maximale est
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appelée contrainte admissible & pour la traction et & pour la compression. Elle est
définie par rapport a la contrainte limite élastique soit par rapport a la contrainte limite
de rupture (le choix se porte sur la contrainte la plus facile a mesurée).

G = ;.04
Ou bien,

G=pP2Cu

Sachant que p1, p2 coefficients de pondération. p;<1, p,<1
p1, p2 dépendent de la nature du matériau, du mode de sollicitation et des
caractéristiques géomeétriques de la section.

Exemple : Pour ’acier :

1 _ 2 . 1 _ 1
E.Gé1< o} <56é1 Ou bien, E.Gu< c <§csu

Il faut donc vérifier d’une fagon générale (dans la section la plus sollicité), la contrainte
maximale qui se développe doit étre inférieure a la contrainte admissible.

Omax < O En traction.

max <O En compression.

La dimension nécessaire de la surface S d’une section droite d’une barre en traction ou
en compression est choisie d’apres la formule suivante :

J— Nmax Nmax H = Nmax
o> T:> S > = oubien Sp¢cessaire = 5

11-5 Systéme hyperstatique:

Le systéme est appelé hyperstatique dans le cas ou le nombre d’inconnues
dépasserait le nombre d’équations Ni>ne.
Pour résoudre un systéme hyperstatique, il est nécessaire d’avoir les équations de la
statique et les équations de compatibilité des déplacements.

Exemple :
Déterminer Ra, Rg
ni=2.
ne=1.

¢ _ _ Ry,
ni>n systeme 1 fois hyperstatique (nj-ne=1). p Le L LS
RatRg=P (1) 13 I
Aly=ZAl = 0. l

-]

Apreés chargement, il est noté que la section I est tracte. 1
Il est comprimé. =

Alt:O = A|| = A|||.
Ra.l Rg.2.1 213
3.E.S  3.E.S II
:>RA= Z.RB (2)
De (1) et (2) on peut avoir : s

1 2 tr,
§P etR/_\—g.P

Fig.11.11 Exemple d’étude en
hyperstatique

Z.RB+RB:P:> RB:
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CHAPITRE III:
CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS.

I11-1 Moment statique d’une section:

Le moment statique d’une surface par rapport un axe situé¢ dans son plan égale au
produit de la surface par la distance du centre de gravité al’axe.
Yi
)

E:»’*’d”s Le moment statique/x = IVIstY- ds

/ [ S
i
l Le moment statique/y = Msy:_[x. ds

x s

-

- H -

& Ll

Fig.111.1 Moment statique d’une section droite.
La dimension du moment statique est [cm®] ou bien [m®].

I11-2 Centre de gravité :
Y4 X2 = X1-8

Y2 = y1-b
1 S Ona:

ds MsXZ:J‘yz.ds :I(yl—b).ds=_|.y1.ds -b.S
A %) s s :

* > Donc :

F]_ MSX2: MSX]_ - bs

T

b

3 » l Et par analogie :
a“— d —p X,

- Xl - MSy2 = MSyl' a..s

o+ Ll

Fig.111.2 Centre de gravité d’une section droite.

Par conséquent. Lorsqu’on translate paralléelement les axes, le moment statique varie
d’une quantité égale au produit de la surface par la distance entre les axes.
Supposant que les axes Xp,y, sont des axes principaux, X»,y» passent par le centre de
gravité (CG) donc :

Msx,

Msx,=Msx, -b.S=0 b=‘7s=yG
=
Msy,=Msy, -a.5=0 A M;_h X,

Xa, Y sont les coordonnées du centre de gravité de la section par rapport aux axes Xi,Y1.
D’une maniere générale les coordonnées du centre de gravité sont données par les
équations suivantes:
Y, = ) Yi'Si X = ) Xi.Si
xSi XSi
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Exemple : .
Y
Xs=0,
S;=a.3a=3. aS;=4a.a=4.a al | 5 |
2yiS; 1.S1+y2.S2
Y= Y1. i Ye= y y
XSi S1+S2 3a
1
3.2.3212+Z.a.4.a2 37 E >
Y-, = 2 2 ——— —
G~ =754 . d.a

3.a% + 4.a* 14
Fig.111.3 Etude d’une section droite en T.

111-3 Moment d’inertie :

Le moment d’inertie ce calcul de la maniére suivante :

Y
5

IXx =| y2ds

B ‘[ S
1 v
/ f Iy—‘ x2.ds

S
Le produit d’inertie :

. Ixy =) X.y.ds

o Lo

S
Fig.111.4 Moment d’inertie d’une section droite.

NB : L’unité du moment d’inertie est [cm*] ou [m?]
Le produit d’inertie peut étre positif ou négatif.
11-3-1 Moment d’inertie polaire d’une surface plane :

Dans le cas ou on calcul suivant les coordonnées
polaires le moment d’inertie serait de :

IO:IrZ.ds :J. (x2+y?d).ds = Ix + ly

S S

Fig.111.5 Moment d’inertie d’une section droite circulaire.
I111-3-2 Rotation d’axe :

Soit :
Siuriace droite et pleine.
(ox,0y)=x

IX,ly et IXy sont connus

lu, Ivetluv="

Fig.111.6 rotation d’axes d’une section droite circulaire.
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Les moments d’inertie I, 1y, 1,y Se calcul de la maniére suivante :
_ (IX + Iy) n (IX - Iy)

i) (1)
-2 2
(Ix_ly)
()

NDb: on constate que les valeurs des moments d’inertie dépendent de o.

u .cos 2o — Iy . sin 2a

v .cos 2o + Iy . sin 2a

uv .sin 2a + Iy . cos 2a
11-3-3  Axes principaux :

Les moments d’inerties Tu et Iv passeront par un extremum pour toute valeur de o
annulant le premier dérivé :

dI

d; = —(Ix —Iy).sin 20 — 2.1,y. cos 2o = 0
D’ou :

tg20 = 2.1xy

ly-Ix
Pour une certaine valeur oy de o, lu passe par un maximum et Iv passe par un minimum
(puisque lu+lv=cst).

lu,lv : sont appelés les moments d’inerties principaux, les deux axes orthogonaux u et v
sont appelés des axes principaux d’inertie.

I11-4 Axes centraux principaux :

Lorsque deux axes principaux ont leurs origines confondues avec le centre de
gravité de la surface il prenne le nom d’axes centraux principaux et les moments
d’inerties extrémes sont appelé moments d’inerties centraux principaux (luv = 0).

_ (IX + Iy) n (Ix ~ Iy)
2
.sin 2o +lyy.cos2aa =0 ....(1)

u .€Cos 20l —lyy. sin 2a

2
[ = (Ix=Ty)
w =T

(1):>Ixy=@.tg20(,
Donc
I +1 I, — 1 L —1
u=(X y)+(X y).COSZOL—(y—X).thOL.SiHZOL
2 2 2
I +1 Iy — 1 L—1L) sin?2
R CEL) B Cl) P Cntl) .
Par analogie:
_(IX‘Hy) (I — 1) (I, — Iy) sin?2a
v = 5 - > .cos2a + > . .. (3)
(It +1,)  (Iy—1y) cos?20a + sin? 20
)= Iy = + _
2 2 cos2a
=(1X+1y)+(1x—1y)=
“ 2 2cos2q  Umax

BOUSMAHA M



RESISTANCE DES MATERIAUX: CH 111 18

Par analogie:

_ (IX + Iy) . (Ix B Iy) _
B 2 2cos2q  Vmin

)= Iy

En introduisant les transformations trigonométriques suivantes :

5 1 o tg2a
COS L0 = ————— sin 200 = ——
V1 +tg*2a JV1+tg*2a
On aura :
_ (IX + Iy) (Ix — Iy)z 2
Umax 2 + 2 + Ixy
_ (Ix + Iy) (Ix — Iy)z 2
Vmin ~ 2 - 2 + Ixy
Exemple : . b |
Calculer Iy, Ig, Ia LT (i
in
Solution : I
Sachant que : Ix = [ y2 .ds, ay
Avec ds =z .dy. 3
Donc: Ix=[z.y?.dy [Y

Sachant que :
Ix=lg+S.d2 = Ig=Ix-S.d?

Donc :
b.h3 1 4,
Ig = 2 _E'b'h'(§'h )
b.h3
e = 3¢
D’ou, on peut avoir la valeur du moment d’inertie par rapport a I’axe A (1) :
Ir= g+ S.d2
b.h3 1 1 .,
Ig = 2 +E'b'h' (§.h)
b.h3
le= 73

Pour resumer, il est possible de regrouper les caractéristiques géometriques de la
section droite standard sous forme de tableau :
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Aire Moment Module Rayon
Figure Inertie Section Giration
A [J\N S "AN
Rectansle
T <z bh bhe bh? _h
b o4 on
l * l N 12 6 2
f— b —f
Trian
bh bt b
2 36 Vis
i /Y
— b —of
Cercle
I m e zd* & s
- ’ AN. 4 4 32
JL U i
Aire Moment Module Eayon
T Figwge Inertie Section Giration
A Ly 5 Fan
th - bW th'-v'h” | th'-p'n’ bl - H
12 6h 124
aid=-d%) | a(d=-d%) | m(d-2d%) 4 =d-
3 64 324 P
g 0111 0261
5
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CHAPITRE IV:
Flexion simple.

Définition:

En supposant que les forces P, et P, et q
existent dans un méme plan, on entend par une flexion
simple un mode de sollicitation telle que dans la section
droite de la barre existent deux composantes d'efforts
intérieurs (M=0, T=0, N=0).

Fig.1V.1 Schéma de charge sur une barre.

IV-1 Convention de signes du moment de flexion et de I'effort tranchant:

e Moment :
M.'b 1] M=0D
q D )
- o

M
Fig.1V.2 Convention de signe du moment fléchissant

Remarque: la flexion pure est une flexion due a un une seule application d’'un moment
de fléchissant M aux extrémités de la barre.
e Effort tranchant :
T - T

+) )
Fig.1V.3 Convention de signe de 1’effort tranchant.

IV-2 Relation entre M, T et I'intensité de la charge:
Supposant qu'on sollicite une barre par une charge g quelconque.

i 10} | + dl!
TP TTTTRTL e 5
] \. Q+dQ
&) = &

Fig.IV.4 Schéma statique de chargement uniforme d’une barre.

>y, =0=Q-Q-dQ-q.dx=0

d
:q:-d—Q o
X
(dx)°*
D> M :0:>M-M-dM+(Q+dQ).dx-q.T:0
2
:>—dM+Q.dx+dQ.dx+q.%:O

2
Sachant que : dQ.dx = 0 et que : q.% =0,
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Alors :
-dM + Q.dx =0,
dM
=— ..(2
Q=" @
L’équation (1) et (2) nous permet d'avoir :
_ M
dx?

Si la charge g est une charge constante (q = cst) I'effort tranchant est linéaire.

dQ

q:-d_=cst:>dQ=-q.dx:>Q:-q.x+c c=cst
X

Exemple:
Représenter graphiquement le moment fléchissant,
I'effort tranchant. B
L=a+b A B
P.b P.a aay A
RA = T et R B = T \ @ .3 T
e Effort tranchant : “J | L{ﬂ
0<x<a T(X) =Ra
as<x<L T(x) =Rs P.b|7 T
L ) o
e Moment Fléchissant : N ] Pa
L
0<x<a M(x)=Ra.xX M
x=0 M=0 \://
X=a M=Ra.a= P_ba
L P.a.b
a<x<L M(X)=Ra.x L
x=a M=Rp.a= P'—It_""" Fig.IV.5 Exemple d’étude 1.
x=L M=0
IV-3 Contraintes normales et choix des dimensions de sections droites d'une
poutre:

On détermine la contrainte normale en un point arbitraire de la section droite
d'une poutre en flexion simple par la formule suivante :

O':Ty

M : moment fléchissant dans la section droite considérée.
I : moment d'inertie de la section par rapport a I'axe neutre.
y: distance du point considéré a I'axe neutre.

[ T
JL

] J{ 1 = .
L [ "
F 1

VS
~1 a

s

Fig.1V.6 Etude de la résistance d’une barre due a une charge concentrée.
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Au milieu de la barre, on constate que le moment est maximum d'ou :

Mmax
O-Zl—y

X

Si on calcule la contrainte a une distance yi, Y, sachant que y; < y,, on constate que :

M max M max
G, = Y, et O, = Yo
IX IX
Donc : c1<02
Pour ce faire, la contrainte maximale sera de :
Mmax
O-max = ymax

X
Les maximums des contraintes normales de traction ou de compression dans la section
considérée correspondent au point les plus éloignés de I'axe neutre.
oo M y= M M
17w
y
W : est le module de résistance de la section droite de la poutre en flexion par rapport

I'axe neutre.

Pour les poutres dont les résistances en traction et en compression sont les mémes, la
formule de la contrainte de flexion permet de choisir la section :
Mmax
W=—
O
M™ : moment fléchissant maximum en valeur absolue.

o : Contrainte admissible.

Il faut vérifier que la contrainte ne dépasse pas la contrainte admissible o

<

6<o = Mﬁc_s = W>—
w c
Exemple:

Calculer et veérifier le module de résistance de cette structure pour les différents types de
section droite.

1t It
o = 1600kg/cm? AT e
Ra=Re =32t Im T Lo _ﬂi E:]
Et: M™ =32tm i ' b
- R&I R

Il faut vérifier que : B D
6™ <o = WmmSC_’ = wWm>"T

_ Ix © Max=3,2 t/m
sachant que W™ =——

y

Fig.1V.7 exemple d’étude 2.
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1. section carrée (a.a):

4

- IX a a
W min — — _ =
ymax 12.a 3]
2
5
Wmln > a=3 w =10,6cm :>Sl:a'a =113cm?
\ 1600

2. section rectangulaire (b.2b) :

Ix _b.(2 b)3 Za3
y ™ 12.b

Wmin —

Wm|n>|\/| —~ b=

5
a=333210 _ge9em—s, —b2b=8957cm
2.1600

3. section C|rcula|re :
Ix z.d? B z.d?
ym™ 64d 32

5 2
wrn s Mg S2MT 3232107 )5 egem =S, = 7. % 126,20
.0 7.1600 4

Le résultat estque: S3>S; > S,

Wmin —

Alors, le choix le plus judicieux est la section rectangulaire.
IV-4 Contraintes tangentielles et vérification de la résistance :
En un point arbitraire d'une section droite rectangulaire, l'expression de la

Q.M
b.l,

Q : effort tranchant dans la section considérée.

Ms : moment statique par rapport a I'axe neutre x de la partie de
l'aire de la section situé au-dessus de y ou est déterminé la &
contrainte.

B : largeur de la section.

Ix : moment d'inertie de la section par rapport a I'axe neutre X.

contrainte tangentielle est : T=

Exemple :

Q=8t
h=12 cm, ho=8 cm.
b=6cm, bg=4 cm.

Calculer 11 ,12,13,14
Sachant que :

M h*  by.hj
_OMs o = b.h —%=693,33cm4
b.l, 12 12

1. Pour le point 1 : on a 1= 0, puisque Ms/1=0

2. pour le point 2 :
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Ms/, =Sy = %.(h - ho).b{(h - hO).%+h—2°} =60cm®

., = Q.M _ 8000.60 115,40 kg/om?
b.l,  6.693,33 h
3. pour le point 3 :
Ms/3 = Ms/,, Alors :
T, = QM _ 800060 _ 364,4 kg/cm?
b.l, 269333
4. pour le point 4 :
Ms/, = Ms/, + 2. Do BBy Mo | _20m?
2 4
T, = 8000.76 _ 438,5 kg/cm?
2.693,33

IVV-5 Déformation des poutres fléchis :

Les déplacements des sections d'une poutre sont caractérises par :
e Des déplacements linéaires du centre de gravité des sections droites dans une
direction normale a lI'axe géométrique de la poutre appelé déplacements verticaux
V.
e Par des déeplacements angulaires des sections droite appelé rotation des sections
‘0.
La section ka subit un déplacement vertical kk' égale a dv et une rotation 6.

0 : Rotation mesuré de I'axe x a la tangente de la déformé.
0 > 0, si la rotation est effectuée dans le sens des p—x
aiguilles d'une montre. 1 .

0 < 0, si la rotation est effectuée dans le sens d\
contraire des aiguilles d'une montre.

Pour les poutres rigides (6 <1) tgd =0 = ;Jl_v
X

v(x) caractérise la déformation de la poutre.
Pour déterminer v et 6 on peut utiliser les méthodes suivantes :
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1. Méthode par double intégration.
2. Méthode des paramétres initiaux.
3. Méthodes graphiques (méthode de Mohr).
IV-5-1 Méthode par double intégration:
Il est possible de montrer qu'il existe une relation entre la courbure de I'axe de la

poutre1 et le moment fléchissant :
r

oy
1 — M et 1 o i—dxz
r E.l r dv g
-
dx

Le signe dépend de l'orientation des axes. Positif si I'axe (oy) est dirigé vers le haut et
négatif dans le cas contraire.
Avec la supposition que I'axe (oy) serait dirigé vers le bas, le résultat sera :

dev
1 dx2
r I
V. |2
1+(—)?
]
Pour une poutre rigide j_v est petit (tend vers zéro).
X
On peut négliger Y Gevant 1alors: L _ _ v
dx r dx2
Et i_M
r El
2
Donc : ﬂ = —M
dx2 E.l

Ou:v(x) = —H %.dx

Il est possible de déterminer les constantes d'intégration a l'aide des conditions aux
limites.

Exemple:
Calculer 6(x), v(x) et v™ Pl b
Ayant les données suivantes : p— X
Les conditions aux limites C.A.L : I"—*if E 1—
gd x=L v(L)=0 ¥
qd x=L o(L)=0 g L
M(x)= -P.x ’
Et v __M Fig.1V.8 Exemple d’étude 3.
dx2 E.l
d2v

Donc: E.l.— =-M(X)
dx?
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2 2
EL S _px et X op X coEl(x)
dx2 dx 2
3

E.l.v(X) = P.% +Cx+D

C et D coefficients déterminés a partir des C.A.L
3

x =L, v(L)=0=E.lLv(L) =0 = P.%+C.L+D:O
L? L2
x =L, 6(L)=0=E.lB(L) =0 = P.7+C:O:>C:-P.?

En remplacant la valeur de C dans I'équation précédente, le résultat sera :
3 2
P.L- P.L.L+ D=0
6 2

3
p-p.t
3

Il est possible d’écrire v(x) et 6(x) en tout point sous la forme suivante :
x L2 P
ELO(X)=P.—-P.—=—.(@¢ - L2
()=P.=-P— =00 -L?)

P
O(X)=—. (@ —1L2
()=5 g -1
3 2 3
Elv) =P _pLExip
6 2 3

P

6.E.l
D'ou, la valeur de v™ au niveau de I’extrémité libre, sera :

v™ =v(0) = 6%(O3 -3.L2.0+2.L°%)

V(X) = (x* -3.L2x+2.L°%)

mx _ P.L
V =
3.E.l

Siona:
P = 5t, E.l = 2000 t.m?, L=3m
5.3°

3.2000
IV-5-2 Méthode des paramétres initiaux:

Le résultat serade v™ = =22.5mm

Dans le cas d'une poutre quelconque chargée de 6“ b
Wt

différentes sollicitations, on peut écrire :

(X —C)2 P El=csi

M) =Tyx+My+m(x=a)°| +P(x-b)_, +q — ,
Sachant que : E.1.v’(x) = -M (X) b

] 0 (X _C)2 | - ! ';
ELV'(X) =T, X+ M, +m.(x - a) ‘m +P(x=b) , +q 5 1

Fia.lVV.9 Schéma de charae sur une barre.
X — b)2 X —¢)*
(c-by| |, x=9°
2 |x>b 6

2
E.LV'(X) :c—[TO.XEJr M,.X + m.(x —a)|X>a +P.

X>C
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3 2 _a)2 _h)3 Y
ELv®) =D+ Cx—[T,. o m, X p X N ECSON
6 2 2 6 | 24

X>a x>b X>C

C'est I'équation universelle de ligne élastique.

Pour déterminer C et D, on utilise les conditions aux limites.
Pour résoudre cette équation :

1. On choisit I'origine des coordonnées a I'extrémité gauche de la poutre.

2. Il faut représenter les expressions des moments fléchissant sous la forme de
polynéme de degré k.

3. Le moment concentrique m doit &tre représenté sous la forme m .(x-a)°.

4. La charge uniforme sur telle ou telle zone doit étre prolongée jusqu'au bout
de I'extrémité mais dans les zones ou il n'y a pas de charge, il faut appliquer
la charge ayant la méme intensité mais de direction opposeée.

| ajowter

1 {ix***i*ﬁﬁff

On détermine les constantes d'intégration a I'aide des conditions aux limites (conditions
d'appuis). A
Conditions d'appuis: AN

e Appuisimple:x=a;v(a)=0et06(a) =0 I_‘:a ]
e Encastrement:x=1;v(1)=0et6(1) =0 '

IV-5-3 Méthode graphique: (méthode de Mohr)

La méthode graphique est commode pour calculer les déplacements des sections
particuliéres de la poutre, cette méthode est valable que dans le cas ou il est facile de
déterminer les surfaces et les centres de gravité des diagrammes des moments
fléchissant provoqué par les charges.

1. Construire le diagramme du moment fléchissant pour la poutre donnée.

2. Détermine la poutre auxiliaire.

3. Charger la poutre auxiliaire par une charge fictive d'intensité%et inverser le

diagramme du moment M. .
E.l

4. Tracer le diagramme de I'effort tranchant fictif et du moment fléchissant fictif.
Onaura:

00) = T' (x)
v(x) = M'(x)
Poutres données :
v=0 v=l
v D =0 [ 0wd Owd
650 i AN = a— 4>
Poutres auxiliaires :
M0 M.
1&!‘#! Me Tiwo :I Te o

fee F AN = 1 &>

Fig.1VV.10 Schéma des conditions aux limites.
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Exemple:

Calculer 04, 0g, fmax
Les réactions aux niveaux des appuis sont :

P
R,=R.=—
A B 2
; mx _ P.L
Le moment maximum est de : M =

Calcul de la charge fictive :
~M™ L PL L

El ‘2 4El2
Les réactions d'appuis de cette charge sont :

, surface de charge.

L} 1 Pl
RA:RB:E
P.L2
R, =R'. =
AR 16E
On peut en déduire la valeur de 64, 65 comme suit :
Effort fictif
P.L2
0, =0,]=—-—
2 2
g oLy P L PLELLALL
2° 16.El 2 4EIl 2 2 32
_PL2 P2
32.E.1 96.E.l
2
fmo _ P.L
48.E.1

29
lP
Al | B
b 1 p =
: gl 3
M

Le tableau suivant résume les caractéristiques géométriques des sections particuliéres.

Adrw a b
el Y 3 4‘
ol ﬂI :Lh ! 31 ;_
L |
o & Ih ILh 5L 3L |
n 3 8 3
—_—l
h
| SR TR T
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CHAPITRE V:

Flexion déviée.
Introduction :

Dans le cas ou la poutre possede deux plans de symétries longitudinaux Gx et Gy,
le plan de charge contient le centre de gravité de la section mais distinct du plan de
symeétrie.

L’expérience montre que tout se passe comme si la poutre est sollicitée simultanément
par deux flexions simples, le plan de charge pour chacune d’clle étant égal aux
projections des charges réelles sur ses plans de symétries.

11t

l plan de charge

plan de symétrie

1
__-__E.!—___

flexdon simple
Tfr "
’;:; Erd
X
flexdion déviée

Fig.V.1 Schéma statique et application d’une charge inclinée.

V-1 Contraintes :

01 flexion déviée = 02 flexions simples.

Px=P.sin(a) Py=P.cos(a) N=0 M=0 T=0
La contrainte est obtenue de :
o= o1+ o= Mx, y+MY.x
Ix ly
Le signe de o dépend des signes des moments fléchissant.
Ix , Iy : Moments d’inertie principaux centraux de la section droite de la poutre.

V-2 AXxes neutres :
C’est I’ensemble des points pour lesquels o est nul (c=0).

a:ﬁ.erMY.x:O

Ix ly
Donc

L’axe neutre est une droite qui passe par le centre de gravité de la section.

Exemple :
Soit une poutre soumise a une 4
charge répartie déviée g, appuyée aux
deux extrémités. g gk
£ Py AN
L
Mx My ¥

Fig.V.2 Exemple 1.
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Déterminer :

1. L’équation de I’axe neutre.
2. Contraintes maximales.
3- fmax.

Solution :

1. 1’équation de I’axe neutre: sachant que :
Ox =0 .sino  etgy=Q.cosa

Mx:qy.i:q.cosmg
8 8

My :qx.ﬁ:q.sina_g

8 8

o=Mx y+ My y - 0. Position de 1’axe neutre.

Ix ly

Ix=b.h° et ly=hb®
12 12
y:-MY.k X
Mx ly
L2 b.h3
q.coso. g 5 h?
y=— ) Lz'h.b3'XZC0tga'b_2'X
q.sino. g 5

donc : y =cotga .(E) X
b2

2. Calcul des contraintes maximales :

On constate qu’en deux points A, B de la section droite, on a des contraintes ¢”, °
maximales.

A(=2,—D) ok

h
B(E'E) —>oB

M M
c=—"2.y+—=>.x
Ix Iy
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Ayant : M x=(.C0S a. L2
8
M y=g.sina g

11 est possible d’ecrire :

A _ g.cosa.l? ( h) g.sina. L2 ( b)_ 3 q.L? (cosa+sina>
omin T b0 T2 hD? 2 "4 bn'Uh b
" 12 " 12
s _ q.cosa.l? (h) q.sinao.. L2 (b)_3 q. L2 (cosa+sina>
omax T TS \2)7 ghbd \2) T4 bh\Uh b
" 12 " 12
3.f 2
max
En utilisant la méthode de Mohr, on a:
Dans le cas d’une flexion simple.
5 q.L*
fmax = 5575
384 E.I
Dans ce cas :
max — _~ qx'L4
x 384" E.I
max — _ qy'L
Y 384" E.I

Ce qui nous amene a :

f= /fxz +
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CHAPITRE VI:
Flexion composée.
Définition :
Une barre est soumise a la flexion composée si elle est soumise simultanément a la
flexion simple et a la compression (ou traction).
N=0 M=0 FC =FS + (+xN)
VI-1 Contraintes normales:

Dans le cas d’application du théoréme de superposition :

Sous I’action du moment fléchissant M, on a la contrainte :
M
oo=—".Y
|

Sous I’action de I’effort normale N, on a la contrainte :
N
+ N

S

O2=

La contrainte normale résultante sera de :
M
|

O =01+ 02=

y+N
S

VI-2 Axes neutres AN :
C’est I’ensemble des points pour lesquels o est nul (6=0).

o=M, y=+ N=O
I S
Donc
y= +N 1 représente I’ordonné de 1’axe neutre.
M S

L’axe neutre est une droite qui ne passe pas par le centre de gravité de la section.
V1-3 Traction excentreée :

Dans le cas d’une force de traction excentrée appliquée a une section quelconque,
on constate que .

Les coordonnées de la force P sont : P(y,zc) Les
efforts résultant :

N=P,
My =P.z,
Mz =P.y..
La traction excentrée est une flexion composée. La
contrainte :
M N
y Z
C=—.Z+—.y+—<
Iy I, S
P.z P. P
o= < 7+ Ye y + =
I, I, S
o= E_ (1 + S-Zc 7+ S'i_y) Fig.VI1.1 Application d’une force
S Iy Iz excentrée sur une barre.
On pose
2 _ Iz 2 _ Ly —
1; = S et 1y = S Rayons de girations.
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Donc:

__ P

Zc Yc
G =g (1+g.z+g.y> an

L’axe neutre est obtenu dans lecasouc =0

n Lo ]
A|OI’SZG=E.(1+_Z7C.Z+}_,—2C.Y)=O /&
S iy iz ¥

L’axe neutre est une droite qui ne passe pas par le

centre de gravité de la section. ¥]
i2
Siy=0= z, = 4 (eql) Fig.VI1.2 Localisation de I’axe
Ze neutre.
i2
Siz=0= y,=-—= (eq?)
Ye

C : centre de chargement.

VI1-4 Contrainte normale maximale :

Les contraintes normales max se trouvent aux
points les plus éloignés de 1’axe neutre.

Gmax COrrespond aux points A ou B.

'S

Fig.V1.3 Localisation contraintes max.
VI-5 Noyau central :

Supposant qu’un poteau est soumis a un effort de traction ou de compression
excentrée, si le poteau comprimé est en béton armé, on préfere ne pas avoir des
contraintes de traction dans la section droite car le béton a une faible résistance a la
traction.

Dans ce cas, il est utile de savoir d’avance les valeurs admissibles de 1’excentricité. Pour
ce faire, il faut tracer le noyau central de la section droite.

Le noyau central est la région autour du centre de gravité ou la force doit étre appliquée
pour avoir les contraintes de méme signe dans toute la section droite de la barre.

VI-6 Construction du noyau central d’une section :

Pour avoir les limites du noyau central, il faut 2 Y 2
passer par les étapes suivantes : \
1. tracer les tangentes a la section en négligeant o~
les creux.

2. déterminer les centres de chargement (points
d’application des charges) correspondant aux
axes neutres tracés a l’aide des formules :

eq(1), eq(2). Fig.V1.4 Construction du noyau
3. tracer des droites par les points obtenus. central.

La région limitée par ces droites représente le noyau central de la section.
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VI-7 Le noyau central d’une section rectangulaire :

Pour une section rectangulaire les axes neutres sont positionnés aux extrémités de
la section droite.

L’axe neutre 1-1 :

4 2
Zn=0 y, = —g coordonnées de ’axe 1-1 1 1
Sachant que : * noyau central
E4 z .
i2 . I oy '
Zy = —i et iL = ;y .
i2 o 1, 3 ' 3
Yn = _; et Iz = S 4 2
_ Y
Puisque z,=c0 = z.=0
h 2 2 2 Fig.V1.5 Noyau central d’un
—__—_2 =z rectangle.
YI’I 2 yc = yC h g
b.h3 5
212 _ M
z h 12
h2
Ye=7h "%

Les coordonnées du noyau central par rapport a I’axe 1-1 sera :
_ h

(ZC' YC) - (O , g)

Par analogie 1’étude des axes restant, sera :

L’axe neutre 2-2 :

Zn:g Yn =% = (Zo,¥e) = (_E'O)

L’axe neutre 3-3 :

Zy=0 ¥, =g = (Ze,Ye) = (0’_2)

L’axe neutre 4-4 :

zn:—g Yp =00 = (zc,yc)=(§,0)

Conclusion : il est possible de constater que le noyau central d’une section rectangulaire
est un losange (les contraintes sont de mémes signes).
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CHAPITRE VII:
Flambement.
Définition :
On suppose qu’il existe une sollicitation P p
variable agissant sur un poteau alors : “ JL
Si P< P sachant que P, étant la charge critique I Al 1
de compression.
-—llﬂ .—Ilﬂ
On peut calculer alors la contrainte de h
compression qui sera de : £ T 1
c=P=-P
Le raccourcissement suivant la loi de Hook sera
de : i
Al :P_-I IPCI' TP
EI'DSI Fig.VI1.1 Schéma statique d’un cas de
= flambement.
E.h.b

Lorsque la piéce commence a se déformer latéralement, on dit qu’elle subit un
flambement. Si on augmente la charge P, on constate qu’a une certaine charge critique
P.r la poutre fléchie suivant le sens de la plus petite inertie, elle prend une proportion

instable.

VII-1 Elancement :
L’élancement est noté A, il se calcule comme suit :

po= e
i

Sachant que :

i ‘ot : Imi
i : rayon de giration i = /%

Il : longueur de flambement.
It dépend des conditions d’extrémité de la barre sollicitée.

Si A< 50

SiA>50

st _ E . _ E _ e =
1
Io R £ lg
] - - RRRR OTRRRE
= = = = 0.5.1o
lf—z.lﬂ lf_ 10 lf “-T -10 lf

Fig.VI1.2 Représentation de la longueur de flambement.

; on a une piéce courte (la piece ne flambe pas).
Dans ce cas de figure, le calcul sera fait en compression simple.
; On a une piece longue.
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V1I-2 Calcul de la charge critique d’Euler :

Pour un poteau AB soumis a une charge variable, on suppose que la section te
I’inertie sont invariable (constante).

Si P< P, pas de flambement. Si P> P, le poteau flambe.
Sachant que : E.Ly” = -M(X).

Et:
M(X) =P.y=E.lLy"=-Py=E.Ly"+P.y=0
y'+ P y=0
E.l
y'+kzy=0 ;onpose ke="P

E.l
la solution de cette équation différentielle sera : y(x)= A cos(k.x) + B sin(kx).

Les constantes A et B se détermine a partir des conditions aux limites.
x=0,y=0=A+B(0)
=A=0

x =1,y =0=B.sin(k.l) TBf E

donc : k.l =nmavecn=1,...,n

k=D ! ¥
Sachant que k2 =E_PI J_.x

alors :

A T
2 | 12 Fig.VI1.3 Exemple d’étude 1.

2
Sin=1,ona:P, = (ﬁ) E.Lyin
Pcr : charge critique d’Euler.

E : module d’élasticité.

Imin : moment d’inertie min de la section droite de la barre. 1t : longueur de

flambement.
VI1-3 Contrainte critique d’Euler :

Apres détermination de la charge critique d’Euler, il est possible de calculer la
contrainte correspondante de la sorte :

2
_ P _ 1 (7
G¢cr = T_X(E) -E-Imin

h=
i
= l¢=A.i sachantque i= | Imin
A
Gor =E . Imin .7t?
A2 A L2
oo =E .12
}\42

A partir de la charge critique, on peut déterminer la valeur de la charge admissible
suivant la formule :
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ol

Il
ae
s)

|

o : coefficient de sécurité. Pour I’acier oo = 4, Pour le bois o =10.

VI1I-4 Formule de Rankine :

Rankine a proposé une autre méthode pour calculer la charge critique Pc.. Au lieu
de considérer la piéce a sa limite de stabilité élastique, Rankine a établi un coefficient de
flambement Cs qu’il applique a la contrainte réelle de Rankine Ct.c <G .

cf.P<s L P_.5

A A Cs
Avec

Ci>1 Ci=1+ k'.h

i2

j2 = lmin
A
k’ : Coefficient dépendant de la nature du matériau.
r_ Oe

K'= n2.E
Exemples :
Acier courant kK’=10"
Bois k’=2.10"
Fer k’=0.8.10™

La charge admissible selon Rankine sera :

P.oc = P<A_S
A Cr 1+K.(lp)*
i
Domaine de validité :

On peut déterminer le domaine de validité en fonction de 1’élancement A.

Dans le cas de la formule de Rankine : 50 <A< 105 aciers doux

50 <A< 70 bois Dans le cas de la
formule d’Euler : A>105 aciers doux

A>T70 bois
Exemple :

1. Pour une colonne d’acier de hauteur 8m. Reyt = 10cm et Rj:= 10cm.
Ona:

o =1600 kg/cm? T w
oe= 2400 kg/cm?

E = 2,1.10°kg/cm? §m

Solution : |

Ayant: A = I s

: Fig.VI1.4 Exemple d’étude 2
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ot iz [min
A
sachant que :

| =T (Dg-Di*) =L .( 20°-16¢) = 4634.64 cm*
64 64

A =113.04 cm?
i= 6.40 cm2

i 6.4
En utilisant la formule de Rankine :
P<A. o

1+ k. (lry
|
et:

K= O = __2400 _1 1510+
©.E (3.14)22,1.106

Donc :
P<1.24.10°kgf
2. Bois: T

Section (8 . 24) cm? Hauteur 4m.
o = 60 kg/cm?
E = 0,12 .10¢kg/cm? Calculer la charge critique.

|min = 24_._83 1 E
12
i =2,31cm.
2 =l 400 _ 173 Fig.VIL5 Exemple d’étude 3.
i 231
Formule d’Euler :
2
Per = (E) -E. Iimin
= 7570kg
La charge admissible :

B = Pa
a

Et: o =10.

Donc:

p=1570_ 757 kg
10

3. Soit une poutre de section carrée articulée en ses extrémités ayant une longueur de
1m, elle est soumise a une charge de compression P.
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On suppose que :

a: est le coté de section qui sera de 50mm.

E = 10°MPa, c.= 200 Mpa et & = 1600 kg/cm?
Calculer la charge critique.

Solution :
ls=1lo
A=l
i
et 1=1.49cm.

Donc : A =69.43.
Avec la formule de Rankine :

P<A. o
1+ k'.(—l_f )?
i
AVec:
k=Oce
m2.E
On aura :
P < 2.68 10* kg

Et:
P = 2.68 10* k.

43
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CHAPITRE VIII:
Treillis isostatique.
Définition :
Un systeme est dit triangulé lorsqu’il est constitué par un ensemble de barre
rectiligne articulé entre elle dans une configuration de triangle juxtaposé dans un méme
plan.

Ce type de structure ne subit aucun moment fléchissant, par contre, par des efforts de
compression ou de traction.

VAVAVAVAN il

Avhalétrier -
n=9 b= 15 = —— DHagonale

] i |\ momian

Poteauw
n=&6 h=%

Fig.VI11.1 Schéma de montage de treillis

La ferme est constituée d’une membrure supérieure (arbalétrier) et d’'une membrure
inférieure (entrait).

D’une ame a treillis constituée d’éléments verticaux (montants) et obliques

(diagonales).

IX-1 Hypotheses de calculs :

1. Les barres sont considérées comme rigides et indéformables.

2. Les barres sont considérées comme articulées sans frottement aux nceuds.

3. Le poids propre des barres est négligeable vis a vis les charges extérieures
sollicitant le systeme.

4. Les charges extérieures sont appliquées aux nceuds.

5. Les barres sont soumises soit a la traction soit a la compression.

IX-2 Systéme isostatique :
Un treillis est isostatique intérieurement si (b= 2.n-3)

b: nombre de barres

n : nombre de nceuds.
Si b > 2.n-3 le systeme est hyperstatique intérieurement. Si b < 2.n-3 le systeme est
instable.

IX-3 Calculs des efforts dans les barres :

Apres vérification de b= 2.n-3, il faut vérifier si le systeme est extérieurement
isostatique (nombre inconnue). Pour ce faire, le calcul des efforts dans les barres se fait
selon trois méthodes :

1.  Méthode graphique (abandonnée) CREMONA
2.  Methode des nceuds
3. Méthode des sections

1X-3-1 Méthode des nceuds :

Elle est utilisée si le nombre des forces inconnues agissant sur un nceud sont
égales aux plus & 2 (> 2). Au niveau de chaque nceud, on écrit 1’équation de la statique.
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Exemple :

P

C BE=5t; P2= 10t

Calculer les efforts internes de la structure suivante
Isostatique intérieurement : b = 2.n-3

P
b =6.2-3 = 9 vérifiée ll/ N, lPl AB=6m; AF=3m
Le systéme est isostatique extérieurement (nj=ng). CF=2m

D L ]
Donc : Va=Vg = 10t / \ / \

D R=0 =10 +Nao.sin(a)=0

10
N = -

e sm(a) Fig.VI11.2 Exemple 1

tg(a) =4 = cos(a) = 0.555

3

et sin(a)=0.832 y
Donc : A b w —
Nap= —— = -18.01t
sm(?x)

D FH=0 = NAF +NAD.cos(a)=0
Donc:
NAF =15t.
Neeud D :

D R=0 = -5-Nao.sin(a)+Noc.sin(o)—Nor.sin(B)=0

B=a, donc : 8 B

_ |/
Nibc -Nor = -8.99t o
D Fi=0 = Neco.cos(e)+Nce.cos(a)=0 £
Neg= -13.49¢.

ZF\/ZO = -10 —Ncesin(a)—Ncosin(a)—Ncr=0
Nce=4.97t.

Neeud E :

D Fi=0 = -Ne .cos(a)—Nec.cos(a)+Nes.cos(o)=0
D Fv=0 = -5+Ngcsin(a)—Ngesin(a)-Nessin(a)=0 P
Negr= -4.5t. Ngg= -18t.
Neeud F: £
> F+=0 = Neg—Nra—Nrp.c0s(0)+Nre.cos(a)=0
Neg= 15t.

Vérification : Nceud B :

-
- —
H el

-

I
-
=

D Fi=0 = -Npg —Nge.cos(a)=0 Vérifiée.
ZF\/:O = Vg +NgEg.sin ((1)20 Vérifiée.
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I1X-3-2 Méthode des sections :

Le principe de la méthode consiste a déterminer 1’effort
dans une barre quelconque sans avoir au préalable a calculer les
efforts dans les autres barres (comme pour la méthode
précédente). Le principe est le suivant :
1. On coupe le treillis en deux parties par un plan (P) qui
sectionne au maximum trois barres ou les efforts sont P
inconnus.
2. On écrit pour I’un des trongons pour les forces extérieures h
un équilibre des forces intérieures existant dans les barres
coupées. Pour ce faire, on écrit I’équilibre des moments par

rapport a un point. R;J a_  a
le plan P coupe les barres 1,2,3 fj =? £
ZMf/|:02f1.h+RA.a:O
Pour cela, on écrit XM par rapport au point I d’intersection -+ f2
de deux barres prises parmi les trois. o 1

3. On obtient I’effort dans la troisiéme barre.

Exemple :

Reprendre 1I’exemple précédant, calculer
I’effort dans la barre BF. On coupe au
niveau de la barre BF et BE.

En appliquant la somme des moments vis a
vis le point C, on obtient :

M = 0=

Va. 3—-P1.1.5+P1.15-fp.2=0, feg = 15t

avant coupe aprés coupe

IX-3-3 Méthode graphique :

La méthode graphique dite CREMONA permet lp P =8¢

de déterminer graphiquement les efforts dans les 2 !

barres d’un treillis isostatique en équilibre. - E - R
e Elle consiste a isoler chaque nceud du systéme ll/ \ 1Pl AB = 6m
soumis simultanément au forces intérieure et . oE  AF=3m
extérieure dans les barres. / \ / \ CF=2m
e Il est possible d’utiliser cette méthode que si le . X p
nombre de forces inconnues agissant sur un nceud "2\ ;. i Y

estau pluségala2 (<2).
e A 1I’équilibre le polygone des forces est fermé.

Exemp]e + Noeud A Fig.VI 1.3 Exemple 2
Echelle 2.10 mm/daN.

Le nceud A est en équilibre sous 1’action des trois forces

(Ra, f1, f2) /

f1 : est la force intérieure agissant sur le trongon AB AA —_ R,
d’intensité inconnue.

f,: est la force intérieure agissant sur le trongon AB

d’intensité inconnue.
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Neceud D :
Les forces en équilibre, dans 1I’ordre ou on les rencontre en tournant autour de D dans le

sens des aiguilles d’une montre sont :
R

f
1
La force f; (connue). La force P;. D 4 1
La force f; dans DC. La force f, dans DF. fy
Neeud C
f3
'x'/lP:
C

ETC...
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CHAPITRE IX:
Assemblage boulons ordinaires, HR.
Définition :

Pour assurer la stabilité et le montage d’un systéme triangulé ou de charpente, il
est nécessaire de prévoir un montage sir et efficace et cela ne peut se faire que si les
piéces mises en place sont reliées par soudure ou par boulonnage.

Il existe trois moyens d’assemblage :
e Rivet
e Boulons ordinaires
e Boulons HR (avec précontrainte)

Les rivets constituent le premier moyen d’assemblage qui a été utilisé en construction
métallique, actuellement il est préférable d’utiliser les boulons ou boulons et la soudure.

IX-1 Disposition des boulons:

La disposition est suivante des lignes ou des fils. Deux dispositions peuvent
exister en chaine et aléatoire (voir figure 1).

8|=8=8=6 :8' 61;-3:3:61

8 5
tr - ] - ] - ] -] 1 -] - ] - ]
)
- o o o o 0 o o
3

o o o o 4 o -] o
81 8:

En chaine En aléatoire

Fig.1X.1 Représentation en plan de la disposition des boulons.
Il faut assurer une distance minimum entre les trous de boulons afin :
1. D’assurer la répartition uniforme des efforts entre boulons.
2. D’éviter le déchirement de pieces assemblées.
3. Une bonne disposition des boulons.
Conformément aux regles CM66, on peut écrire :

3d <8< 7.d Pour les fils extérieurs (contour de I’assemblage) aux cas de pieces
soumises aux intempéries (oxydation, corrosion),

3.d <5 <10.d Pour les fils extérieurs (sans oxydation),
6= 30 emin Pour les fils intérieurs.

Sachant que :

d : Diametre du trou de boulons d=®+2mm

@ : Diameétre du boulon.

emin : I’épaisseur de la plus mince des plaques assemblées.
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Dans le sens I’effort :

08T —
[1,5.dou ]<du< 4d I_II_I ] —+

€. Ce

8[2 8[
| | —*
08T I
[1,5.d ou 1<, <25.4d — ' N
€. Ce S 51

Fig.1X.2 Représentation de dimensions de recouvrement.
T : effort pondéré de cisaillement exercé sur un boulon par une piéce d’épaisseur (e).
Dans le sens transversal a I’effort :
15d<8<25d
IX-2 Principe d’assemblage par boulons :

Le boulon est un élément constitué de deux éléments (corps et écrous). Les plus
utilisés en CM66 sont ceux a téte prismatique a 6 pans et avec des diamétres de 8, 10,
12, 14, 16, 18, 20, 22 et 24. Sachant qu’il est possible d’obtenir directement la

contrainte caractéristique pour classer la qualité oy Suivant la norme NF E27-005.

Classe de qualité | 46 | 48 | 56 | 58 | 66 | 68 | 6.9 | 88 | 10.9
Greq [N/mm?] | 240 | 280 | 300 | 340 | 350 | 410 | 410 | 450 | 670

IX-3 Base de Calculs :

Les boulons subissent le cisaillement d0 a la pression diamétrale et a la traction
(arrachement des tétes), les vérifications de la résistance des boulons font intervenir
soit: A :lasection de la tige lisse

A : la section de la tige fileté
Le tableau 1 de I’annexe 14,12 des regles CM66 donne la valeur de la section (A/) des
boulons utilisés (ordinaires avec o= 24 daN/mm?),

Diamétre G(mm) | 8 |90 |12 1416|1820 | 2| 24

Section de tige lisse A (mm®) | 50,2|785(113 | 154 | 201 | 254 | 314 | 380 | 452
Section résistante A, (mm') | 36,6|58,0(184,3] 115 | 157 | 192 | 245 | 303 | 353

Efforts pondérés admissibles :
— & la traction N (daN) { 700 |1 115{1 620|2 210{3 015{3 6854 700{5 &20{6 780
- au partie lisse T (daM) | 780 |1 225|1 760]2 4003 135{3 9€0{4 800}5 930{7 050
cisaillement (partie filetée T (daM) | 570 | 905[1 315{1 795|2 450|2 995{3 820{4 730|5 510

A- calcul des boulons au cisaillement :

Sachant que T est I’effort de cisaillement pondéré exercé sur chaque section cisaillé du
boulon, il est nécessaire de vérifier :

T
1,54 A S Ored
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B- calcul des boulons a la pression diamétrale :

A partir de :
T
E < 3. Ce

C - calcul des boulons a la traction :
Si N est I’effort pondéré de la traction exercé sur chaque boulon, il est nécessaire de

vérifier :

N
1,25 A_r < Ored
Remarque :
1/ ayant o : nombre de plans de cisaillement (ou glissement), la capacité du boulon sera

de:

| e i
Vo ogll [ A
— [ | le, |[—
g | |
- [ ] e
o

Fig.1X.3 Montage de plusieurs plagues.
Y ej=min (X ej= e1tey ; X ej=e3+es+es)

La capacité portante d’un boulon sera :
Tp=min (T¢, Tp)
Avec :
1

TC = a'Ar'm'Gred

Et
Tp = dz €. 3 Ge
2/ Dans le cas des boulons a la fois tractés et cisaillés:

T,
IN\e
Fig.1X.4 Représentation de la force F sur un boulon.

F force exercée inclinee

Il faut vérifier que :

N%+2,36 .T?
Ar

A : section filetée dans le cas ou aucune disposition n’est prise,

N
1,25 ~ < Oreq €t < G.
r

3/ La disposition ne prend aucune limitation sur I’épaisseur des pieces assemblés.
p p p

4/ Les formules de vérification s’appliquent aussi aux boulons HR quand ils sont
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utilisées sans précontrainte.

5/ Le diametre des boulons doit repondre aux conditions suivantes sans limitation sur
I’épaisseur des plats.

. d=>e;+2mm

Avec d : diamétre du trou

€c . epaisseur du couvre joint
Et dpax est obtenu par le tab 14.101 du CM66 (voir tableau 2).

Tableau 2 de I’annexe 14,101 des régles CM66 donne la valeur des diamétres normaux
des boulons utilisés (ordinaires avec c.= 24 daN/mm?2),

Boulons Tc‘)’Ie e.t ame | Corniere d.e largeur | Aile de fer U de | Ailes de pou_tre!)les
d’épaisseur d’aile hauteur H de profil n
8 2 30
10 3 35
12 4 40-45 80
14 5 50 100 4 130 10et12
16 6 60 140 a4 160 14
18 7 70 17524180 15et 16
20 8 80-90 200 a 220 18
22 10a 14 100-120 240 a 300 20a24
24 >14 >120 >24
6/ en cas d’utilisation de couvre joint :
L’épaisseur du couvre joint doit vérifier :
2e.>€
v EE ¥
— ¢o—

Fig.1X.5 Jonction de deux éléments avec plaques couvre joint.
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CHAPITRE X:
Stabilité des structures en refends (étude de la torsion).
Définition :

Lorsque les efforts horizontaux s’avérent trop importants, il est nécessaire de
renforcer la structure par des murs-voiles (refends), ils assurent plus particulierement la
stabilité du batiment dans le cas ou cette derniere est soumise aux efforts horizontaux
(vents, séisme, ....) et ou la torsion sera presente.

Deux types de refend existent, avec ouverture (porte, fenétre ou porte fenétre) et sans
ouverture.

X-1 Détermination de la distribution des efforts horizontaux:
1-1 Hypotheéses : Les hypothéses prises en compte sont :
e Les planchers indéformables,
e Les murs-voiles ont la méme inertie (ou variation linéaire entre elle),
e Le contreventement est bien encastré au niveau des fondations,
e Le nombre de niveau d’étages dépasse 4,
e Entorsion, le refend ne représente aucune rigidite.
1-2 Effort de translation:
A/ Les calculs dans le cas isostatique, sont :
F, =

|
Avec L=a+b :
Ta :
L |

|

=
o

+

|

|

|

|

|

|

|

b a |
F.

2

|
e

Fig.X.1 Représentation de la disposition des forces sur 2 refends.
B/ cas hyperstatique :
Avec |; (i=1,...,4) inertie de chaque refend

|

Fig.X.2 Représentation de la disposition des forces sur plusieurs refends.
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Le systeme étudié peut étre schématisé comme suit :

encastrement / / f’\/ /ﬁ[/ /

foi
%t  harre ngide

au repos A
A

apreés
chargement

Fig.X.3 Schematisation des forces sur plusieurs ressorts.

Chaque ressort a une inertie propre a lui et réagit différemment de 1’autre, avec :

ZF1=T

Fi+Fo+Fa+F=T  (eql)

Fi=11.A1
Fo=12.A2
Fa=13.A3
Fa=14.A4

Apres chargement, le déplacement final de la barre est identique au déplacement de
chaque ressort (il est important de considérer la barre comme indéformable), donc :

Alz Azz A3:A4: A=
FF F, F3 F
L L, Iz I

Il est possible d’écrire avec A;= A la relation suivante :

I I I
Fz—_2 Fy, F3—_3-F1, 1:'4——4 F;
I I3 Iy
Donc 1’équation 1 peut s’écrire comme suit :
I, I3 Iy
F1 +_F1 +_F1 +_F1 - T
I I I
Finalement :
I
F, L

= .T
L+L+1; + 1,

Et d’une maniere générale :

56
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|
Fi == -

=5 .
i=1 li

T

Remarque :

v'S’il y a une différence de hauteur d’étage (béton —acier), la formule devient
obsolete,

v'Le calcul des efforts de translation ne prend pas en compte 1’excentricité de T,
v En translation, seuls les voiles paralléles a la force reprennent la force T.

X-2 Détermination de la distribution des efforts de torsion:
2-1 Détermination du centre de torsion :

On appelle centre de torsion ou centre de rigidité, le centre de rigidité des
murs- voiles sachant que : le centre de gravité s’écrit comme suit :

o = 2 Si.d;
g =
xS
Le centre de torsion s’écrit :
o = >I.d;
C
X
-
. | 1
| | |
: | - l
I |
10 L : R — I |
| | G |
ey ! | C I
! | h | X
a
2 x
3
Tl
x)
ex
%2
as

Fig.X.4 Exemple de disposition de mur voiles.
Sur la figure 4, G représente le centre de gravité et C représente le centre de torsion.

ZM/C =0
ZM/CZ |1.X1+ |2.X2+ |3.X3

= Il.X1+ IZ.(Xl-az)"' |3.(X1-a3)
=X (|1+ |2+ |3)- Ig.az- |3.a.3 =0
Donc : sachant que a;= 0, il est possible d’écrire :
11. a1+12. a, + 13. ds
X4 =
! L+l +1;
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Et de maniére générale:

. = 21 a
D
Et par analogie :
_XLib;
=Ty

2-2 Détermination des Efforts de torsion de chaque mur:
Suivant I’équation d’équilibre :
Mi=T.e

=F1.X1+ Fo.Xo+F3.X3+F4.ys+Fs.y5
v

€y

Fig.X.5 Représentation des réactions de chaque mur voile.
Suivant 1’équation de la physique:
Fi=li. A avec i=1,...,5
Remarque:

Les déplacements des voiles sous I’effet du moment de torsion My ne sont pas les
mémes contrairement aux déplacements dus aux efforts de translation.

Les voiles ne subissent aucune rotation mais uniquement une translation en relation de
sa réaction.

I

|
;

Fig.X.6 Représentation des déplacements de chaque mur.
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Suivant Thales, 1’équation de la géométrie :
X1 Xz X3 X3 Xj
A Ay Ay Ay s
Sachant que :
F.
A; =I—' aveci=1,..,5

i
Donc : suivant la combinaison de 1’équation de la physique et de Thales, il est possible
d’écrire :
F A
Az = _2 = X7 —1
I X1

Par analogie : sens longitudinal : i=1,2 et 3 (i visant les murs sens transversal)

Aq
Donc:
Xy I x3 I3 \Z ys Is
FZ = —I_Fl ; F3 = _I_ 1 ; F4= _I_ 1 ) F5 = —.T—.I1
X1 14 X1 14 X1 14 x1 Iy

En remplacant le résultat des réactions obtenues dans I’équation d’équilibre, le résultat
sera :

Mt:T.e =Fi.x1+ F2.x2+F3.X3+F4.y4+F5-Y5

x22 1 x3% 1 | |
x1 Iy x1 Iy x1 Ih x1 Ih

2 2 2 2
X2° I [ x3° I3 [, ya” Iy | y5° I5
=(X1+—.—+—.—+—.—+—.—).F1
x1 Iy x1 Iy x1 Iy x1 Iy
Donc :
M;

2 2 2 2

X2 L X313 yala Y5 ls

Xl+X_1'H+X1'I1 x1'l  x1L

F1=

Finalement : Avec la variation de (i=1,2 et 3) et (j=4 et 5), I’équation sera :

F =M Xi'Ii
! t lex12+Zl]y]2
F.:M YI )

) t lex12+Zl]y]2
Remarque :

Cette écriture n’est valable que si la hauteur d’étage est la méme y compris le
matériau utilisé, dans le cas contraire la rigidité sera k; au lieu de I;.
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CHAPITRE XI:
EXERCICES
1/ Exercices, calcul des réactions

Exercice n°1 :

Calculer les réactions au niveau des appuis des systéemes représentés sur les
figures suivantes :

exl i 1 25kN/m 4=20KN!m P=4.T kN

. LI0m I ;;) I 1 I _[_ll.4m

—_m

7 exl
—dm . I Im . Im
3t

ex3 FLIdii 4L ™

A o 15 KN |0 Hom )

Hm Q 77/_\'7-
—2m  Im
i q
P =
P=3p kN -
[' o= 0KNim 4 4z
- I Il
exn ﬁ 45" ;;r;} Wﬂ Exﬁ
Li3 L Im | 4
e & KN/m
o 25KN| LLEHN
_ L= ém
ex’ Em ex8d
20 kN L=20 cm
30 kN
ex?9
exll
q
[ . P
1
g =20 kMN/m
r ’ . I
| Ly=Tm Lo Imit Ly dm
AN | VAN
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Reésultats :
Exercicel :
exl TR Vas 30KN
11]3(, I L Mg= 18kN.m
:
exl 20K PdT KN V= 80,47kN,
[ I ]. r__]_l].dm HA:4)7kN1
AN = Vg=-0,47kN,
—dm, Im _ Im . Im
H 4
A
A
ex3 - V= 21t,
PJ_LM*I"‘ Mg=63t.m
3,13(0 l R S S
-
B
exd Va= 10kN,
15 KNI 30 kNfm VB: 35kN,
AN Fa
—r I
H_
A
. J
3 5V2
ai2 . - _ql— — 4"
P ra Va qg-1 P(l.a.16+ 12)
3 2
exs .é]_ﬁ’ VB:2q1+P<la1_6+E>
L L3 L H, = —P.sin(45°)
H
A
] J
V= 57,5kN,
.ﬁP'=3 KN - q-lnkmml A dg0 Ha=12.5Kn,
X Vg= 17,68. sin(a) kN,
Im 4m Hg=17,68. cos(a) kN,
L B B ()
A ] TI
‘.:1 B
V,=36KkN,
& Nim V= 30kN,
v V,=20kN,
- L= tm
o Y o = 180kN.m
My= 8kN.m
M,=150kN.m
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Vy=1,5kN,
V= 2,5kN,
VZ:0a

M,=1,25kN.m
My=0,75kN.m
M,= 0,5kN.m

63

Ly=Tm

V=133,33kN,

V= -53,33kN,

Mg=373,33kN.m
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2/ Exercices, traction et compression simples
Exercice n°1 :
Déterminer les efforts internes du systeme représenté sur la figure :
P

A% = J'B

Exercice n°2 :

Tracer le diagramme des efforts normaux des systémes représentés sur les figures
suivantes:

DIV r" kN
10kN l 1 ) =0 kNme L
1 1 b [2m ] | |
1 kamj 20kN t { | t Sm
2
1 ] | " j | i
50 kN 1 o mx «= 10 kN/m 4 i
Im
5 kN

Exercice n°3 :
Tracer le diagramme des contraintes normales des systémes indiqués sur les figures :

S kN
Ll L L
lp 0.2m, 5 cm? {10 0.2
[p| [o3m, 45en? =B A=5nd
0.4m, 3 cm?
P=10 kN U,j e 13 0.2
N \
Exercice n°4 :
o : : . o P=50 kN
Déterminer les dimensions du systéme représenté sur la
figure, la contrainte admissible du sol est de Esol = 2 kg/cmz
L 1
) A
Exercice n°5:
Déterminer les dimensions du systeme représenté sur la figure:
Eacier = 700 barS
Ohois = 12 bars
bois Acier
Im
y Bois
T am PN
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Exercice n°6 :
Calculer les efforts normaux du systeme suivant :

L L LLL
=3,
Ar Aa lP 40 cm
Al:z'A;l
lp 80
Ay =10emd "
NN
P=20 kN

Exercice n°7 :
Déterminer les efforts normaux résultants dans le systéme suivant :

VAP

Acier Cuivre Acier L

b L

Exercice n°8 :

La barre AB est supposée totalement rigide et horizontale, avant I’application de la
charge P, elle est articulée en «O» est fixée aux deux barreaux verticaux.

Quelle charge maximum P peut-on appliquer sachant que : Oacier=150MPa;
Obronze=150MPa.

2m 15m 15m
Al ]
| 4 ’
P
) bronze

acier 2 A=300 mm?
A= 900xum E= 83.10°Mpa
E= 2.10°Mpa L=2m
L=15m -

Exercice n°9 :
Etudier la stabilité au renversement du systéme indiqué sur la figure, par rapport au
point A.

3 KN/m
4
e
4m 30 kN 1‘—\
¢ Y 8O0KN
"\ 50 KN/m
Iy ] [02m
A 15 kN
lm ) 12m

24m
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Résultats :
Exercicel :
Pl P
Npc=——
Al - B sin o
Nga=P. cotg a
C »
Exercice? :
-5 10 Nx (}I¥)
10kN J' 1 T
1
1
0 kN l
Im ':E:
£ kN
40 -38 a0 16 Nx (1N)
] i Tm
" tllkl"l l
1 lt.N.'lu] l Tm =
| l
20 mT
40 kN
q=0 kMN/m I -65 -4 Nx (LN}
i |
] l |
] | £m
l | | =
4 ) L
O L % g S
Exercice 3 :
, 344 6 O [keen] FRN
b 402404 § [kglen]
Pl |02m,§end Jo el
P '-lﬁ'”‘th} + Um A'im’ =
m Mn.lm‘ J
P=10kN BN
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Exercice 4 :

Le résultat sera de S > 2,5 10%cm?, et pour une semelle carrée a> 50cm

Exercice 5 :
Le résultat sera : Sygier = 4,64 cm?,

Sbois Z 150 sz,
Exercice 6 :

Avec les équations suivantes :

ZF=O et Al=0

Nous permet d’avoir : N;=-10 KN ; N,=10 kN ; N3=30 kN

Exercice 7:

2.P
EacSAc
241
Ecu-Scu

Exercice 8 : la barre est totalement rigide (indéformable)
Na= 0,942 .P

Ng= 0,195 .P

P=min (Na,Ng)

Exercice 9 :

2 F=0et AlAcier = AlCuivre = Ncu = et

67
N, = 2.P Eac-Sac
AC ™ S EAcSAc, ;1 EcyScu

"Ecu-Scu

Les calculs montrent une instabilité vue que :
Mienversement = 149 KN
Mtailite =144 kN
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3/ Exercices, caractéristiques géométrique.
Exercice n°1 :

Calculer le moment d’inertie polaire d’une section circulaire de rayon R (voir fig.1) et le
moment d’inertie par rapport a I’axe A.

Exercice n°2 :

Déterminer le produit d’inertie par rapport a I’axe X des ¢éléments indiqués sur les
figures 2,3 ainsi que Ix pour la figure 3.

Exercice n°3 :

Calculer les moments d’inertie principaux et leurs directions des éléments indiqués sur
les figures 4 et 5.

YT o ¥

R
&0 Cm &0 cm

(A)

-
"

(A)
fig.l fig.2 g3
1 2
I
T
60 cm
AR 4
3. x r I:n
&0 ) 30 . 1
figd I 2 1
Bg.F

BOUSMAHA M



RESISTANCE DES MATERIAUX: CH XI 69

Résultats :
Exercice 1 :
n.R* m.R*
I, = 2 I\ = 2
Exercice 2 :
Fig 2 :
b.h3 b%.h?
k=3 =3
Fig 3:
b.h3 _ b2 h?
k=77 ' =%
Exercice 3 :
Fig4: X4=68,6 cm ; Y= 26,48 cm (par rapport a I’extrémité gauche),
I, = 3363141,5 cm* ; I, = 102,58.10% cm*; Ipax = 2201,4.10%*cm?* ;
I, = 17992426,8 cm* I,c = 170.10* cm* Lyin = 52,5.10% cm*
Iy, = 6930323,7 cm* Iy = 79,9.10* cm* o = 33,13°
Fig 5 : Le centre de gravité total se situe au centre de 1’ame,
I, = 43,33 cm*; Lyax = 49,19 cm* ;
I, = 10,82 cm* Lyin = 4,96 cm*
Iyye = 15 cm* a = —21,35°
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4/ Exercices. Flexion simple.
Exercice n°1 :
Tracer le diagramme des efforts tranchants et des moments fléchissant des poutres
isostatiques suivantes :

[P P= 10¢ 3
exl , i B .ll_‘l I I | ls ex?
T 2.5 2 L Tm
1.5 vm . — i
i S S &—miﬁi‘i'ﬂfn exd
Pl I T
L, _1E h
a=2tm £x 5t =.£-l.—u'-- I'-"'“E Miem
exSl = }‘\I IEL £ — 1 “J ex6
Im 1. 5m 1.5 ma 1.5m . im Lm Ao .

ex? § b
£ kN (wtals) T s --"]m ®M (oo talde )
' I I l --"""’J-I
P pay X pal
7 L 1 4 2 &

Exercice n°2 : Dimensionnement
Calculer les dimensions nécessaires des sections droites.
a

—
e=2t/m M= ltm 2 ‘—|M= 6tm 8
P=2t la A ! A ] =
-. ' ) a4 |, A
A Im Im Im Im
- 0T =1600 kg/cw’ T =1600 kg/cm’

Exercice n°3:
1. Calculer la fléche, rotation des exemples suivants :

Al l,q 1T 1ls 4 VM= 2tm
A A B

L Im Im

E.l=cst
2. Trouver 0(x) et v(x), en utilisant la méthode des parametres initiaux des poutres
suivantes:

g=10tUm
s em (L TLEEEY,
S, Im L 2m

.
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Résultats :
Exercice 1 :
P P 10 ex2 . 34 vm
1 ,‘I- exs Al ‘I‘ ‘I I L] & _B
ex] , | 2 a'i[_._.___ 11 ke FAN . o
FAY \ ] - -
. .I . _y :_ —_— 'HR ]
] 1 | ;
‘._'J 1.-]1 % B A B
Mix M(x) .
(x) \ o @ M) >
10t m M
e Tx) ‘G} - T(x)jm
Tx) = ‘ I Py
@ -
10tm Va=7,96t ; V=429t
Va=Vg=10t Va=Ve=10,5t Mpmax=9,04t.m & x=2,19m
Mnax=20t.m Munax=18,37t.m du point A
Tmax=10t Tmax=10,5t Tomax=7,96t
e I | g | T
I= bm / Cim T ifm  ism  ism SAmoEm e
-5 \'| MB 'rJ = TBI v_\l = \'B]
B TLtm )
ftm M) =) 2//63\4_/‘
D’A M@ @ )
Jtm 8,72t Mmax ! 8.8 t
672t T(x)
Tix) T S = = = =
-‘ = | _w 3.2t
6t 2t 6,28t T2
Vp= Tmax:6t 9,28t VA:O,St ; VB:7,2t
Munax=6tm & VA=11,72t ; V=928t | Mi=2,56tm ax=3,4m
’encastrement Mmax=12,05t.m a x=3,36m | Mp=12t.m ; M3=15,2t.m
Tmax=7,96t M,4=5,5t.m a x=8,2m
B RN
ex ““.t:"‘,i']’ | 95 hm =10 kN (e fake)
o S e o S
L JAY L Va=27,22kN ; Vg=3,28 kN
—_— |-- e V=22 kN ;Vp=2 kN
‘.‘J ) v M;=53,74 kN.m & x=3,88m
1 M»=19 KN.m ; M3=56 KN.m
- M,=28 kN.m
M(x) \(_E’/ V - Ms=0,63 kN.m a x=20,36m
1 : Tmax=27,22 kN
72
T(x
1 Bt
O
-2t
@
118
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72

Exercice 2 :
Dimensionnement :
—y . amin= 9,5 cm
q=2tm M- Itm l avec
; : P- 2t D e V= Tmax=4t
L Im ) Mmax=8t.m au niveau de I’encastrement
- O =1600 kg/cm'’
. & amin = 11,5 cm
A TH Gm B - avec
A2 Ol Veeves Tt
Im * Im Mmax=4t.m, au niveau du moment de
o flexion concentré (M=6t.m)
O =1600 kg/cm*
Exercice 3 :
1/
_ q 1 f()_q x¥ 1x3 B.x
"‘\-1 | - AP V=1 %12
‘- L= o = £(5) = o 2
E.l=cat e 2 38 I
1 3
Pe 2t fix)=—.[——=+2.x%); x€[0,3]
. E.l 3
X M= 2em 1
1 - - ! f,(x) = 5T (—x?2+9x—9); x € [3,5]
- E.l=cat
2/
e=10vm 1 79 67.x 3 X—Diixs
_ . f(X)——.(——— —X2 ( )qu 1
”'“ﬂ*(\‘ 34'—'—'—‘—'1{{%] : B '\ 6 3 2 24
I m 4 m ; 1 67 (X 1) dx>1
0() =57 (-5 +3.x— 6q .
3/
r’ r ¢ f<3.a> _ 23 P. as
a max = \"2 ) T 24" E.I
JaN Y

BOUSMAHA M



RESISTANCE DES MATERIAUX: CH XI 73

5/ Exercices, Flexion déviée, composée.
Exercice n°1 :

Calculer la charge maximale
P.

b o

Données : poutre en bois :
o '=100kg/cm? (Traction)

o = 120kg/cm?
(Compression)

a=30° par rapport a ’axe Y

10em| _|

Exercice n°2 :

Soit une poutre en bois, de longueur L, qui repose sur deux appuis. Elle supporte une
charge uniformément répartie d’intensité q et une charge concentrique P au milieu de la
poutre. La section de la poutre est rectangulaire et elle est disposée de telle sorte que la
base fait un angle a avec 1’horizontale. Déterminer :

P,
1. La contrainte maximale. P J{q
2. Le déplacement maximal e S e A >/
suivant Y et Z. ‘A i A
3. Le déplacement résultant. L2 11 g o
Exercice n°3 :
1) Y

Le poteau est soumis aux efforts suivants : /]
P =24t g= 200 kg/m, P_= 400 kg /Z
Dimensions du poteau :
b= 12cm, h=16cm, L= 2m (1 ‘E
1. Calculerc  eto L

max min.
2. Déterminer I’équation de I’axe neutre. /
3. Tracer I’axe neutre.

Exercice n°4 :

Vérifier la poutre ABCD « La poutre a une section en L ». On donne :

0= 0.6 bars; ¢ '= -1bars; T =0.15 bars
15

1]

T kN 11N
ELN A 1 B l
sy C N D
1 [10
Im Im Im 100 enu
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Résultats :
Exercicel:
Sachant que :
+ Traction
- compression
P.cos(a)l / h P.sin(a) ! /b
£2 = | —— —_ -] = < ol
Omax b.h3 ( 2)+ b3.h (2) 34P< o
12 12
P.cos(a)l thy P.sin()l / b -
t3
— |— —~ 7 (= [ R— = |— <
Omaz b3 (2)+ b3k ( 2) I=34Pl< 0
_ 12 12
Finalement
P ' (100 120) =2942k
max = MUM\350 37 ) = «7*e g
Exercice 2 :
M h M b
t2,3 1 (" 2 (2
Omar = 5 p3 (+ 2) t &b (+ 2)
12 12
Avec
[? l
M, = q.cos(oc)g + P.cos(a)Z
12 l
M, = q.sin(a) 3 + P.sin(a) y
Donc:
_6.1l7q.l P.I\[cos(a) sin(a)
t2,3 __ Il o
Oma _+a.b<8 * 4)( b | a

La fleche max sera de:

fropy = —-
maxy ~ 384" E.J,

— 2 2
fmax - \/f max,z + f max,y

5 q.l* 1 P.I3
fnaxz = 5o —. et
384 E.I, 48 E.I,
Exercice 3 :

ol =307,3 kg/cm?
Ofntgx =-99 kg/cm2
o3 = 151 kg/cm?
ot =573 kg/cm?

Position de ’axe neutre,

N, M, M,
21 Zy+2z=0
s L)L "

Tracer en fonction de z=0 et y=0

74

=]

|
!
]

(]
.

5 qy.l* iPy.l3

48" E.1,

BOUSMAHA M



RESISTANCE DES MATERIAUX: CH XI

6/ Exercices, Treillis isostatiques
Exercice n°1 :

Calculer les efforts dans les barres en utilisant la méthode des sections.
2t |2 l?t 2 |2t

3 3 3 3 3 Im

Exercice n°2 :
Calculer les efforts dans les barres en utilisant la méthode des nceuds.

bk

&

lﬁt lh T
1.5 15 3 3

75
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Résultats :

Exercice 1 :

b=2.n-3 (systéme isostatique intérieurement et extérieurement).
Avec, bh=25 barres et n=14 nceuds.

V,=V,p=5t (par symétrie)

2t 2t 2t 2t 3t En utilisant la méthode des
: o 6 1s 10 b 14 sections :
\ \-\ A / / V4
4m \\ \, \ f/' // // N1,2: 0 t, N2,4: 3,75 t, N2,3: 6,25 t
NDONONS S Ngs=3,75t, Nag=-6t, Nys= 3,75t
1 3 5 7 9 7] iy Ns7=61 Neg=6,751t, Ng7= 1,251
L 1 N4,3: 5 t, N5'6: -3 t, N8,7: -2t
ol dm dm dm | dm | dm . dm |w .

’ ' ' i ’ La symétrie de montage nous
permet d’avoir les mémes resultats
pour les barres restantes

Exercice 2 :

b=2.n-3 (systéme isostatique intérieurement et extérieurement).
Avec, b=11 barres et n=7 nceuds.

V,=9t, Vb=10t
l:n l" ls, En utilisant la méthode des nceuds :
A % :
_/i'f / £ \ h =2m N1,2: 6,75 t, N1’5: -11,25 t, N5’2: 7,5 t
= 15; b = Nso= -11,25 t, Nos= 11,25 t, Ng 3= -1,25 t
K 1.5 15 3 | Ng7=10,5t, N34=9t, N7,=-12,5t
Va |vb ) ) i
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7/ Stabilité des structures refends
Exercice 1 : T

Calculer les efforts internes
des refends sachant que les
épaisseurs de chaque mur
sont :
e1=e4=e5=0,15m
e,=e3=es=0,2 m — — —
Et les longueurs sont :
|1:|3:|5: 35m 350m . 3m . G 4.0m 3m
|2: 42m; |4: 4m; |5:3,8 m

IT—25(

Exercice 2 :
Etudier le systeme suivant : - C—=— Mt‘\
e1=e4=e5=0,15m

e,=e3=e=0,2 m _

er=eg=0,2 m

£9=€10=0,25m

Et les longueurs sont :
|1:|3:|5: 3,5m
Lb=42m:;l,;=4m;5=3,6 m
|7:|1o: 4m

l5=lo=3.8m -- ——

om
[
(¥}
w

Im
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Résultats :

Exercice 1 :

F1=2,81t F,=6,58t F3=3,81t F;=4,27t Fs=3,66t Fs=3,81t
v

Exercice 2 : = "'"\

Par rapport a I’origine 0 : :

Le centre de gravité : Cs(8,25, 500) m ;

Le centre de torsion : C1(8,03,448) m ;

L’excentricité : 3

ex=0,22 m

ey=0,52 m

I\/It(moment de torsion):T-ex: 5,5tm

9|
=

Et les forces seront : e I :

X; -l R =M Vil
t ZIIXIZ‘FZIIY]Z © ) ¢ ZIIXIZ‘FZIIYIZ

Fi:M
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8/ Assemblages avec boulons
Exercice 1 :
Dimensionner 1’assemblage suivant soumis a un effort de traction de 550 kN
(Acier E24), les boulons utilisés sont ordinaires de classe 5.6

—~ L / /7/

Exercice 2 :
Etudier le systéme suivant : (Acier E24)
Epaisseur des plaques est de 2 cm, avec une largeur de 5 cm.

P=10t

P

2

— S— P
[ ] —

— 1| |

E ==}

2
: 0 : Scm
I 1

|
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Résultat :

Exercice 1 :

1/ e.=8 mm épaisseur de couvre joint,

2/ diameétre du trou est de 16 mm avec diametre du boulon de 14 mm.

3/ 15 boulons, a disposer en 3 rangés de 5 boulons de chaque coté de la plaque de
couvre joint (hombre total de 30 boulons).

4/ vérification

Exercice 2 :
La classe du boulon est 10.9 ordinaire.
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Les unités :

Angle

Contrainte normale
Contrainte tangentielle
Déformation
Déplacement

Effort normal

Effort tranchant
Elancement

Fléeche

Forces

Intensité de la charge répartie

Longueur, largeur
Masse volumique
Module de résistance
Module de Young
Moment d’inertie /X
Moment fléchissant
Moment statique /x

Section droite

Degré, °

N/mz2, N/cmz2, KN/m2, MPa, bars ...
N/m?, N/cm?, kN/m? MPa, bars ...

cm

cm
N, kN, t
N/m
(m, cm)
Kg/m®
m3, cm?®
KN/m?
m*, cm*
N.m

m?, cm®

m?, cm?

F,N,P,R

L, I

<
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