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Avant-propos

Ce polycopié de cours de Mécanique des Fluides Il répond au programme
officiel du ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique. Il
est destiné aux étudiants de la troisitme année LMD, option énergétique (5°™¢
semestre) du domaine Sciences et Techniques des universités et écoles d’ingénieurs
Algériennes.

Il constitue une suite a la mécanique des fluides 1, il est constitué de trois
chapitres qui s’enchainent comme suit :

Dans le premier chapitre, on étudie la cinématique des fluides, la théorie de la
couche limite en deuxieme chapitre, le troisieme et dernier chapitre est réservé a
I’analyse dimensionnelle et similitude.
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Chapitre 1 Cinématique des fluides

Chapitre 1

Cinématique des fluides

La cinématique des fluides est I’étude du mouvement des particules fluides indépendamment
de ce qui provoque ou modifie I'’écoulement.

On n’étudie pas les forces mises en jeu au sein de I'écoulement, mais on cherche a accéder a
une description de I'’écoulement en termes de trajectoires, vitesses, accélérations et
évolutions spatio-temporelles.

Pour décrire un écoulement, on a deux possibilités :
e Description lagrangienne (Louis-Joseph Lagrange, 1736 — 1813)
e Description eulérienne (Léonard Euler, 1703 — 1783)

1.1 Définitions

1.1.1 Description d’Euler

La description eulérienne consiste a établir a chaque instant t donné, I'ensemble des vitesses
associées a chacun des points de I'espace fluide.

A chaque point M est associée une vitesse Ww) = (x,y,z,t) susceptible d’évoluer dans le
temps.

L’écoulement est alors décrit par un ensemble de vecteurs appelé « champ de vecteurs
vitesse ». C’est donc une image instantanée de I'écoulement qui est utilisée a chaque instant.

‘72 (tO )

igne de courant
a t=t0

On utilise alors la description d’Euler pour caractériser a chaque instant, et en chaque point
de I'espace la vitesse et I'accélération des particules fluides.

_dx
Y
V= et
V=
_dz
W=
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Chapitre 1 Cinématique des fluides

( du Ou OJu J0x Ou dy OJu 0z
YT 3 "ot "ax ot "oy ot oz ot
dv. dv 0dv dx OJdv dy O0v 0z
Y= "ot Tox 3 Tay ot "oz ot
dw Jdw oJw 0dx 0dw 0y Jw 0z

> =4t ~at "ox ot Ty ot oz ot

<
Il

Y =1 WG T etV T,
_6W+ 6W+ 6w+ aw
V2= " Y ax TV ay "Wz

1.1.3 Description de Lagrange

La description lagrangienne consiste a suivre dans I'espace la position d’une particule en
fonction du temps. On étudie les vecteurs position, vitesse et accélération, et éventuellement
la trajectoire ou le chemin suivi par la particule dans son mouvement en fonction du temps.

Compte tenu du nombre de particules fluides, cette description n’est pas souvent
envisageable.

trajectoire de la
P(t.) 1 particule P

;‘.““ "
.0"‘ P(tl) P(t3)
g
5Pt

Le mouvement de chaque particule est connu si on a les vecteurs position, vitesse et
accélération :

c A

-y

x = x(to, X0, Yo, Zo, t) = x(t)
OP =3y = y(to, X0, Y0, Zo, t) = y(t)
z = z(ty, X0, Yo, Zo, t) = z(t)

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 2



Chapitre 1 Cinématique des fluides

<
Il

1.1.4 Lignes de courant

On appelle ligne de courant « Streamline », toute courbe dont la tangente en chacun de ses
points est, a chaque instant et localement, colinéaire au vecteur vitesse du champ
d’écoulement. C’est une courbe qui dérive de la description eulérienne.

Va(to)

Vs(to)

\
2
igne de courant

a t=l’0

Les lignes de courant évoluent dans le temps au méme titre que le champ des vecteurs vitesse.
Pour tracer les lignes de courant, on prend une photo instantanée de I'écoulement, et on trace
les tangentes aux vecteurs vitesse.

Un élément curviligne dx = (dx,dy,dz) de la ligne de courant est colinéaire au vecteur

vitesse, alors dXAV =0
Donc I'équation d’une ligne de courant en un instant t fixé est donnée par :

du_dv_dw

u v w
1.1.5 Tube de courant

On appelle tube de courant I’ensemble des lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé.

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 3



Chapitre 1 Cinématique des fluides

Contour

Tube de courant relatif au contour

1.1.6 Trajectoire

On appelle trajectoire « pathline » d’une particule de fluide la courbe décrite au cours du
temps par la particule. C'est donc le lieu géométrique des positions successives occupées par
une particule dans le temps. Les trajectoires découlent de la description lagrangienne.

trajectoire de la
P(t,) 1 particule P

.
.
anum
annt® .-........---'-‘

¢¢‘.“‘
P P(t,)

o
Sp(e)

La trajectoire peut etre visualisée par l'injection d’'une goutte de colorant dont on suit le
mouvement.

Les équations paramétriques différentielles des trajectoires sont données par :

dx\
u_a d d d
dt u v w

_dz|

T

Dans ces équations, le temps est une variable !

I ne faut pas confondre ligne de courant et trajectoire. Ce sont deux notions
fondamentalement différentes.

Pour des écoulements permanents, les lignes de courant coincident avec les trajectoires.

1.1.7 Lignes d’émission

On appelle ligne d’émission « streakline » 'ensemble de toutes les particules ayant coincidées
en un instant antérieur avec un point fixé E.

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 4



Chapitre 1 Cinématique des fluides

a linstant t
a /’initant t ,ﬂ a linstant t
4 2
trajectoire de la particule
..+7 émise en E a l'instant t1

trajectoire de la particule
émise en E a linstant to

. , ligne d’émission de E
ligne d’émission 3 linstant t
de E a l'instant t, 5

Pour visualise les lignes d’émission, on peut injecter du colorant de maniére continue au point

E. les courbes colorées correspondent aux lignes d’émission.

1.1.9 Ecoulement permanent

Un écoulement est dit permanent ou stationnaire lorsque le champ de vecteurs vitesse est

statique : il ne varie pas dans le temps. Plus rien ne dépend explicitement du temps.
Dans ce cas:

e Les lignes de courant sont fixes dans I'espace ;
e Les trajectoires coincident avec les lignes de courant ;
e Les lignes d’émission coincident également avec les lignes de courant.

1.1.9 Application
Soit le champ de vitesse de composantes :

u=1uy+at

L’écoulement est-il permanent ?

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques

5



Chapitre 1 Cinématique des fluides

Justifier qu’il s’agit d’un écoulement plan.
Donner les équations des lignes de courants.

Donner les équations des trajectoires.

1.2 Equation de continuité

L’équation de continuité traduit le principe de la conservation de la masse :

La variation de masse pendant un temps dt d’'un élément de volume fluide d€2 = dx dy dz doit
étre égale a la somme des masse de fluide entrant, diminuée de celle de fluide sortant.

On considere alors un élément de volume liquide d(2

dQ2=dxdydz

Sa masse peut s’exprimer comme : m = p-dx - dy - dz pendant le temps dt, la variation de
cette masse s’écrit :
am dp

dm =—dt =

3% atdx-dy-dz-dt

Cette variation doit étre égale a :

a) Lasomme des masses de fluide qui entre et sort par les six (06) faces de I'élément de
volume d€2;
b) la somme des masses de fluide spontanément détruites (puits) ou créées (sources) a
I'intérieur de d(2.
a) la somme des masses de fluide qui entre et sort par les six (06) faces de I’élément de
volume d£2.

e
X

by - - -
V=ue +tve,+we,

Suivant I'axe x par exemple, le fluide entre avec la vitesse uy et sort avec la vitesse Uy.dx. Par
conséquent, la masse du fluide entrant pendant le temps dt est : (ou dy dz dt), et la masse
du fluide sortant est : (pu dy dz dt) 4 4

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 6



Chapitre 1 Cinématique des fluides

Le bilan sur I’axe des x donne alors :

[(pu)x - (pu)x+dx]dy dz dt

Un développement au premier ordre permet d’écrire :

d
(OWrsar = (o) + 22 g

Le bilan restant suivant I'axe des x est alors :

9 9
0 aydzede = -2 o a
0x 0x

Par analogie, suivant I'axe des vy :

apv) . ] g 9(w) .
_Wdy dx-dz-dt = oy dQ-dt

Suivant I'axe z :

apw) , . e 9(pw) .
e dz-dx-dy-dt = ~or dQ-dt

Au total, a travers les six (06) faces on a :

_[atow)  aGew)  a(ow)

Q-dt = —div(pC)dQ-
o % P dQ-dt = —div(pC)dQ- dt

b) la somme des masses de fluide spontanément détruites (puits) ou créées (sources) a
lintérieur de d{2

on appelle g, le débit volumique de fluide créé (q.>0 : source) ou détruit (g, < 0 : puits) par
unité de volume. Alors :

pq,dVdt = ala masse de fluide créée ou détruite pendant le temps dt et dans le volume dV.

En généralisant, sachant qu’on peut avoir plusieurs sources ou puits, le bilan de la variation
de la masse due aux sources et puits s’écrit :

quvid!?dt
i

Le bilan global s’écrit alors :

a —
dm = a—’t)det = —div(pV) dV de + z pqudQdt
i

D’ou I'égalité :
dp L o
57 = ~div(pV) + Z Pv;
i

Qui est I'’équation de continuité exprimant la conservation de la masse contenue dans un
volume élémentaire (Lagrange) ou encore dans un élément fixe (Euler).

Cas particuliers :

e Ecoulement permanent ou stationnaire : il n’y a pas de variation explicite avec le temps :

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 7



Chapitre 1 Cinématique des fluides

div(pV) = Z Py
i

Ecoulement conservatif : pas de puits ni de sources :

dp

T div(pV) =0

Ecoulement permanent et conservatif :
div(p?) =0

Fluide incompressible :
div(l7) = Z Qui
i

Ecoulement conservatif, permanent et iso-volume :

div(V) =0

1.3 Débits

Le débit volumique de fluide a travers une surface S est donné par :

Qv

= [f, V-#ds

<i

Le débit massique de fluide est donné par :

Dans le cas particulier d’'un écoulement permanent conservatif a travers un tube de courant,
le débit massique est conservé : ;1 = Gm2

Si en plus, le fluide est incompressible : g,1 = G2

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 8



Chapitre 1 Cinématique des fluides

1.4 Circulation

La circulation du vecteur vitesse suivant une courbe est donnée par :

r= TE):f (udx + vdy + wdz)
© (©)

Pour une courbe fermée :

= V-’E:ff mv-d?:zﬂ 0 a5
(©) S S

Ou S est une surface quelconque s’appuyant sur le contour (c)
1.5 Ecoulement irrotationnel ou a potentiel des vitesses
Un écoulement est dit irrotationnel si Q2 = %Rot(?) =0

- —_—
Dans ce cas, le vecteur vitesse dérive d’un potentiel scalaire : V = grad¢
L’écoulement est alors dit potentiel des vitesses ou plus simplement, écoulement potentiel.
La circulation du vecteur vitesse est indépendante du chemin suivi :

B

r=| vid= f gradedl = f dp = ¢(B) — p(A)
(© (c) A

Si le mouvement est incompressible, conservatif et irrotationnel, alors :

div(V) =0
V= gradeo

} = div(gradp) = 0= Ap =0

. _ 9% |, %@ | 0%
Ou:Ap = Py + 377 + 372
L'étude d’écoulements irrotationnels conservatifs et incompressibles se ramene alors a
I’étude de fonctions harmoniques, respectant certaines conditions initiales et aux limites.

1.6 Ecoulements rotationnels : théorie tourbillonnaire

, . . = 1= -
Un écoulement est dit rotationnel si 2= ERot(V) *0

Pour une courbe fermée, on appelle intensité du tourbillon la valeur de la circulation du
vecteur vitesse :

== WEZ=H R—*otv-3§=sz 035
(o) S S

On appelle ligne tourbillon, une ligne tangente en chaque point au vecteur tourbillon, et filet
tourbillon, I'ensemble des lignes tourbillon s’appuyant sur une courbe fermée infiniment
petite.

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques



Chapitre 1 Cinématique des fluides

1.7 Fonction de courant

1.7.1 Définition

On considere un écoulement conservatif d’un fluide incompressible, I’équation de continuité
— —
s'écrit: divV =0

Or on sait que div (Rot(/f)) =0 est toujours vraie. On peut alors définir un vecteur A tel

que 7 = Rot(4)

A correspond a un potentiel vecteur.

(04, 04y
= dy 0z
S T 0A, 0A
V=Rot(Ad)={p="A_—2
( ) V=92 " ox
04, 04,
w=——-——
\ 0x dy

Si I'on considére un écoulement dans le plan (xOy) et donc invariant par translation suivant z,
0

alors: w=0et —=0
0z
_OA,
D’ol %y
__OA
OX

Donc, dans le plan (xOy), la vitesse est en tout point définie au moyen de la seule grandeur
scalaire A,(x,y)

On peut alors poser : A (X, y) = W(Xx, y) fonction de courant

oY
u=—
Et: a)g;\}f constitue ce qu’on appellera le champ de vitesses
V=——o
OX
10¥Y
vV, ==—
, - — 0 ] r oo _.
En coordonnées cylindriques, si W= 0 et P =0,alorsona: oy ou Y =W¥(r,0)
Z
V, =——
© o

1.7.2 Propriétés de la fonction de courant

L'équation de continuité pour les écoulements plans et conservatifs d'un fluide
incompressible permet d’établir que :
e ou  ov o S
dIV(V):0:>—+—:0:> — =0
oX oy OXoy  Oyox

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 10



Chapitre 1 Cinématique des fluides

oY oY B
Par conséquent, d¥ = gdx + E dy est une différentielle totale exacte. En plus IdT ne
A

B
dépend pas du chemin suivi mais : Id‘I’ =¥, -Y¥Y, = ‘I’(XB, yB)—‘P(XA, yA)
A

Pour \P(X,Y):Cte & Y(X) courbe le long de laquelle d¥ =0 Cest-a-dire

d\Pzé—\PdHa—q]dy:O
ox oy

dy _Y équation d’une ligne de courant

Alors: —vdx+udy =0 =
dx u

La fonction de courant est donc constante le long d’une ligne de courant. A chaque ligne de
courant est associée une constante différente.

A noter que la fonction de courant est une fonction harmonique dans le cas d’écoulement
irrotationnel :

2 2 2 2
OV O 0 )y )=, T

AY = — T) SR .
OX oy OX oy OX0y  Oyox

1.7.3 Débits entre deux lignes de courant

On considére dans un écoulement plan, deux lignes de courant infiniment voisines,
caractérisées par des fonctions de courant constantes infiniment proches :

Le débit volumique entre deux point M et M’ est :

oY oY
dqv =udy —vdx = Edy +&dx =d¥ (par unité de profondeur)

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 11



Chapitre 1 Cinématique des fluides

ya

X Vv

Par conséquent, entre 2 lignes de courant quelconques, de constantes W, et¥_, le débit

volumique est donné par:

B B
g, = |dg, = | d¥ =¥; - ¥,
A A

LP(le) - \PB

XV

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il
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Chapitre 1 Cinématique des fluides

1.7.4 Equipotentielles et lignes de courant

Ligne équipotentielle :

dgo:a—¢dx+a—ql)dy:0:>udx+vdy:0:>ﬂ:—E
X

0 oy dx v
Ligne de courant :

oY oY dy v
d¥y :—dx+—dy:0:>—vdx+udy:0:>—y:—

OX oy dx u
Les équipotentielles sont donc partout orthogonales aux lignes de courant.

Longueur d’un élément d’arc le long d’une ligne de courant le long d’une ligne de courant :

dy =2d
dy _v T

dx u dx

2 2
d¢:%dx+a—¢dy=udx+vdy=(u +V—jdx=(u—+vjdy
OX oy u %

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 13



Chapitre 1 Cinématique des fluides

Alors :

V\ “‘.’ \P — Cte

—_—
7
X
4 u? +v? u2+v2d
= x:
@ ” v y
u v
Onadonc: dx = ———dep etdy = —5——do
us+v us+v

u? +v? do do
Alors dS___. =\/dX2 +dy? = | ———dp® =———=—F
o ? +v2) Ju? +v?

La distance entre deux équipotentielles est inversement proportionnelle a la vitesse locale de
I’écoulement.

De la méme maniere, on peut montrer que la longueur d’un élément d’arc le long d’'une
équipotentielle entre deux lignes de courants est donné par

dy
ds(p:c‘e == T

1.8 Potentiel complexe des vitesses

Un écoulement plan, conservatif et irrotationnel, peut étre décrit au moyen d’une fonction de
courant y(x,y) et d’un potentiel des vitesses ¢(x,y).. Par conséquent, I'’écoulement peut aussi
étre décrit au moyen de la fonction analytique complexe : f (z) = (X, y) +i (X, y) ou

Z =X+1 Yy Cette fonction est appelée « potentiel complexe des vitesses ».

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 14



Chapitre 1 Cinématique des fluides

On définit alors une fonction complexe appelée potentiel complexe des vitesses par :

£(2) = (%, y) +i W(x y) o Z=X+iy=re"

A noter que :
_0¢ _0Y¥

B g; B 33; les conditions de cauchy sont vérifiées, f(z) est donc une fonction analytique.
dy ox

1.9 Exemples d’écoulements plans

1.9.1 Ecoulement uniforme

Considérons I’écoulement plan modélisé par le potentiel complexe des vitesses :

f (z) =Uz ol U est une constante réelle
Onaalors: (X, y)+i1 WP(X, y) =U(X+iy) =Ux+iUy

p(X,y) =Ux

Par identification, on obtient : {
P(x,y)=Uy

f t
Les lignes de courant sont telles que : P(X,y)=Uy = C'=> y= C* VX ce sont des
droites horizontales.

t t
Les équipotentielles sont telles que : @(X,y)=Ux=C = x=C" VY ce sont des
droites verticales.

_op _o¥_\
Détermination du champ de vitesses : V = ox oy
op o¥Y
v,=—"=-—=0
oy oX

La vitesse est uniforme : V =U éx
Lignes de courant : P(X,y)=Uy = Ct = y= C* Vx (droites horizontales)
Equipotentielles : (0()(, y)=Ux= C*=>x=C" VY (droites verticales)

Champ de vitesses : v=U éx

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 15



Chapitre 1 Cinématique des fluides

YA

X
1.9.2 Ecoulement plan autour d’une source ou d’un puits

On considére I'écoulement plan modélisé par le potentiel complexe: f(z)=Clnz ou

Z=X+1y= re' et C une constante réelle.
= f(z)=Ch(re”)=C(inr +i0)

On peut alors en déduire la fonction de courant et le potentiel des vitesses

o(r,0)=Cinr
Y(r,0)=C@o

t
Les lignes de courant sont telles que : LP(r, 9) =CH=C"

t
= 0=C" Vrj s’agit alors de droites passant par 'origine.

Les équipotentielles sont telles que : @(r,d)=Clnr= C*= r=C" VO ce sont des

cercles centrés sur |'origine.

Détermination du champ de vitesses :

, v _10¥
j=i4 Or rof

10¢ oY

V9:——:——

r oo or

. v, =C/r Cc._. . . . . , -
Soit: V :{ r O/ = V =—¢, il s’agit donc d’un écoulement radial centré sur I'origine,
vV, = r

ou la vitesse est inversement proportionnelle a la distance a l'origine.
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Si C > 0, I'’écoulement est divergent et correspond a I'effet d’'une source a I'origine.

Si C <0, I'’écoulement est convergent et correspond a I'effet d’un puits a I'origine.

Ecoulement généré par une source: f(z) = Clnz

La signification physique de la constante C est en rapport avec le débit généré par la source
ou le puits. Calculons le débit volumique de cet écoulement radial (source ou puits) a travers
un cylindre d’axe Oz ‘perpendiculaire au plan de I’écoulement), de rayon r et de hauteur Az=
1.

V.-i-dS=QV-i-Azd? | reste alors a intégrer sur un cercle de rayon r quelconque,
S [

centré sur I'origine.

2z e
- - V=C/ré
q, =AzQV.irdd =Azr | V.ndo ou 5 #/ '
0 0 n :er
2 2z
C C
=q,=Azr| —df =Azr— | dO0 —2,cAz
o T rJo
= C= q_"
2
Le potentiel complexe des vitesses d’un écoulement généré ar une source (g, > 0) ou un puits
(qv<0) estdonné par: f(z) = 9 In z
27

Remarque : dans le cas d’un écoulement centré en un point zo quelconque du plan :
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f(2) =g—7vzln(z—zo)

L’écoulement a lieu alors a travers la surface latérale du cylindre avec :

q, = V. AS o0 S est une surface fermée entourant I'origine.
S

1.9.3 Vortex ou tourbillon libre
On Considere I'écoulement plan modélisé par le potentiel complexe des vitesses :

: i0
f(z)=—iClnz ot Z=X+1Yy= re' et Cune constante réelle.

_ i0)_ i0)= —j = i (p(r,9)=C9
= f(z)=—iCIn(re)==iC(Inr +i0)=Co ICInr_(p+IW:{(//(r,¢9):—C|nr

Les lignes de courant sont telles que : \P(r,ﬁ) =-Clhr=C*= r=C* V4 ce sont des

cercles centrés sur |'origine.

t t
Les équipotentielles sont telles que : (ﬂ(r,e) =CH=C*"= 6=C°vr ce sont des
droites passant par l'origine.

v =00 _19¥
Détermination du champ de vitesses : V = r fr@(p r 5%\{]
Y Tree T Tar
— Vr - 0 C
Soit: V = v, :E :>\7=?§G

Il s’agit donc d’'un écoulement orthoradiale, tournant autour de I'origine, ou la vitesse est
inversement proportionnelle a la distance a I'origine.

Si C>0, alors I’écoulement s’effectue autour de I'origine dans le sens trigonométrique.

Si C<0, alors I’écoulement s’effectue autour de I'origine dans le sens horaire.
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La signification physique de la constante C est en rapport avec I'intensité du tourbillon, c’est-
a-dire avec la circulation du vecteur vitesse autour de |'origine du vortex.

En effet, Calculons la « circulation » de la vitesse autour de I'origine :

7 a7 -
I'=QV.d/l oudi parcourt une ligne de courant quelconque, i.e. une cercle de rayonr.
!

2z

. - _ C
avecV =S¢, et di=rdgg,= T = ~rd0_2zc
r 0
Donc: C = L
2
Et par conséquent : f (z) = —i ZL In z ou I est la circulation du vortex (tourbillon libre)
Vs

Si I'>0, le vortex tourne dans le sens trigonométrique.
Si I'<0, le vortex tourne dans le sens horaire.

Remarque : Dans le cas ou le vortex tourne autour d’un point z, quelconque du plan :
. T
f(z)=—-i—In(z-2z,)
27
On considere deux écoulements, chacun décrit par un potentiel complexe des vitesses :

f,(2) = (/’1(X1 y)"’ i ‘Pl(X, Y) ol AW, =0et Ap, =0

f,(2) :¢’2(X1 y)+i\112(x1 y) ol AY, =0 et Ap, =0
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Comme I’équation de Laplace est linéaire, alors, pour toutes constantes et :
Alap (%, y)+ B, (x, )] = ety (x, y)+ fAp, (x, y) =0

Al (x, y)+ B¥,(x, y)] = aA ¥y (x, y) + fAY, (x, y) =0

Sionpose : (x,y) =gy (x, y)+ S, (%, y) et ¥(x,y) = ¥, (x, y)+ S¥,(x, y) alors

(0] et \j sont harmoniques : Ap =0 et AYy =0
= f(2) =p(x y)+iy(xy)=a f,(2)+ £ ,(2)

f(z) décrit I’écoulement résultant de la superposition des deux écoulements f; et f>.

On peut donc créer des écoulements plus évolués par simple addition des potentiels
complexes d’écoulements élémentaires.

1.9.4 Doublet et dipble

On considére la superposition d’une source de débit +q, située en x=a, y=0, et d’un puits de
débit -q, situé en x=-a, y=0.

On parle de I'’écoulement généré par un doublet, dont le potentiel complexe des vitesses est :

Yz O
f(z)_+27rln(z a) 27[In(z+a)

z,=z—a=re?
Posons { ! L ”
z,=z+a=r,e"”

D’ol :

f(2)=X(Inz,~nz,)=J(nr, +ig,—Inr, —i6,) = n 2 1i@@,-0,) |=p+iy
2z 27 27| T,
(p:imr_l

— 2r T,

q
V= (6, -6,)
2
Et donc, les lignes de courant sont telles que :

V/Z%(@—@z):c&j 0,-0,=C* =a

Ce sont des cercles passant tous par les origines de la source S et du puits P. Les
équipotentielles sont également des cercles.
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L’écoulement diverge depuis la source et converge vers le puits.

Equipotentielles: ¢ = Ct¢ = o= cte

T2

2

T (x—a)?+y? ( k2+1 ) ( 2k )2
Posons b k= Crarn? = k= (x+ 1 R o

Equations de cercles orthogonaux aux lignes de courant, centrés sur I'axe des x.

Si on fait tendre a vers 0, on superpose le puits et la source a I'origine. On crée un dipéle.

z(1-a/z)
f(2) = +q In(z—a)— |n(z+a)—%|n[;:j Em(—z(ua/z)J

1-a/z 1
f(z) = ot »1-a/z et In(1-a/z)———>—a/z
@)= 272' (1+a/zj ) 1+a/z *° / 1-2/7)— /
ponc f(2) ~ L In[L-a/2f"]= L 2n(1-ajz)~ Fof 2] 1 220
2w 2r 2r z 2r 1
En introduisant le moment dipolaire p =2aq: f(z) = =P
27 7

p est une constante qui peut etre considérée complexe, et permettra ainsi d’orienter le dipéle
dans le plan de I’écoulement.

Etudions le cas ou le moment dipolaire est un réel positif :

1p 1 p 1 p 1p .. .
f(2)=——=—" "= —— > (cos@-isinl)=p+i¥
(2) 27 Z 27 re' 27rr 27rr( )=¢
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gaz—iBCOSH
Dol 127z r
== Pging
2w r
Lignes de courant: ¥ =C* <« iﬁSin g=C_C"
27 r

— Ysno-ct= rsino=ccrio y=C" (x* +Yy?)

r

2 2 te _ 2 2 _ 2 2 _ 2
= X4y -C°y=0=x"+y"—-Ky=0=x"+(y—-K/2)* =(K/2) cercles
centrés sur I'axe des y et tangents a I'axe des x

Equipotentielles: ¥ = C® < équation d’un cercle de centre (0,K/2) et de rayon K/2

omcr = Ec o b <)

Cercles centrés sur I'axe des x, et tangents a I'axe des y.

ny .
] .
, .

‘e

o g
. .
* ‘e

0.. ‘t’
a, .

1.9.5 Coins et points d’arrét

On appelle « point d’arrét » un point ou la vitesse est nulle.
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Les lignes de courant pouvant étre assimilées a des barrieres infranchissables, celles passant
par le point d’arrét forment des coins d’arrét.

Application : écoulement autour de coins ou de diedres
On Considére un écoulement plan modélisé par le potentiel complexe des vitesses :

1 s
f(z)=mz"™ oun>-1

En coordonnées cylindriques : Z=re et donc

f(@) =mr"e " =mr"*[cos[(n+16] +sin[(n+ o] = o +iv

on a alors | PO =M r™* cos[(n+1)6]
w(r,0) =mr™sin[(n+1)6]

Le champ de vitesses s’obtenant par
V, _Op _10¥ _ m(n+1)r" cos[(n +1)6]
V= fra r ag\y
4 n i
=——=——=—m(n+r"sin{(n+1)o
0= 5p =y =MD sin[(n+10]

On remarque que la vitesse s’annule si r = 0. L’origine est donc un point d’arrét.
Les lignes de courant passant par |'origine vérifient :
r=0

w(r,0)=C® =mr™sin[(n+1)0]=0= sin[(n+2)0]=0= 0 = k
(n+

5 (k € Z)

Sik=0: 6 =0 = demi-droite (Ox)

/a

Sik=1: 8 = —— = a = demi-droite d’angle « avec (Ox)
n+1
Sik=2:0= n_ﬁl = 2a = demi-droite d’angle 2« avec (Ox).
+
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Les lignes de courant pouvant étre assimilées a des barrieres infranchissables, celles passant
par le point d’arrét forment des « coins » : ce sont les coins d’arrét.

Analysons maintenant I’écoulement du fluide entre ces coins d’arrét pour quelques valeurs
particuliéres de m.

1 N
f(z)=mz" oun>-3

cas ol n=1

r,0) =mr?sin[26|=C" et a=-—"—=" coinaangle droit
v (r,0) [26] =, coinaangle dro

= w(r,d)=2mr?sin@cosd = 2mrsin & rcosd = C*
w(r0)=C* < 2mxy=C"®

Cte
X .

y

A l'intérieur de ce coin les lignes de courant sont des hyperboles. Les équipotentielles le sont
également.
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. T T
Casoun>log=—<—

n+l1 2

Il s’agit de I'’écoulement autour d’un coin aigu.

. 1 T
Casol —3<n<07<a=—-<21
n+1

Il s’agit de I'’écoulement autour d’un diédre.
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. T T
CasouO<nkl —<a=—<7x
n+1

Il s’agit de I’écoulement autour d’un coin obtus.

Casoum=—-%a =27

Il s’agit d’un contournement d’un demi-plan.
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Chapitre 2 Théorie de la couche limite

Chapitre 2

Théorie de |la couche limite

D’une maniere générale, I'écoulement bi-dimensionnel autour d’un obstacle placé dans un
champ de vitesse uniforme développe une fine couche tout le long de cet objet avec une
grande variation de la vitesse autour de cet obstacle. Cette couche est appelée couche limite
et est due a la viscosité du fluide.

2.1 Notion de couche limite

On considere un écoulement bidimensionnel, stationnaire, incompressible d'un fluide sans
force de masse.

On Considere I"écoulement d’un fluide autour d’un objet (Figure 2.1). Relativement loin de
I'objet, on peut négliger les effets de la viscosité si le nombre de Reynolds est suffisamment
grand. Dans ces conditions, le fluide peut étre considéré parfait et I'’écoulement peut étre
décrit par la cinématique. Mais cette hypothése n’a plus de sens lorsqu’on se rapproche de la
paroi de I'objet, la vitesse du fluide devient progressivement nulle. Proche de la paroi, la
viscosité joue un role important, on doit y décrire I'’écoulement au moyen de I'équation de
Navier-Stokes.

Le domaine de transition ou la vitesse devient progressivement nulle est appelée « couche
limite ».

Y
y

v fluide =~ parfait (u=~0)

J
|

écoulement N

Y

\ couche limite

objet |

Figure 2.1 :

L’épaisseur de la couche limite dépend du nombre de Reynolds Re. Au sein de la couche limite,
I’écoulement peut étre soit laminaire soit turbulent (cela dépend également de Re).

Au contact de la paroi, quand le profil de vitesse présente une pente infinie, on dit qu’il y a
décollement de la couche limite. (Figure 2.2)
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sillaae

Figure 2.2 : Décollement de la couche limite

Aprés le point de décollement D, la couche limite devient turbulente. les forces de viscosité
ne sont plus assez importantes pour assurer le contournement normal de I'objet, il se forme
un « sillage ». Le sillage est d’autant plus important que I'objet est mal profilé : en pratique,
on cherche a optimiser le profil de facon a minimiser le sillage qui en effet responsable d’une
dissipation d’énergie importante.

2.2 Grandeurs caractéristiques de la couche limite

a) Epaisseur

Elle est définie comme la distance a la paroi a partir de laquelle la vitesse devient supérieure
3 99% de la vitesse de I'écoulement uniforme (non perturbé par I'objet) :

u(y =0)=0,99U

O :épaisseur de la couche limite

Figure 2.3 :
b) Epaisseur de déplacement

Pour définir I’épaisseur de déplacement, on évalue le flux manquant par rapport a celui qu’on
aurait dans I’'hypothese d’un écoulement uniforme jusqu’a la paroi.

On aainsi:

0 5"
J(u —u)dy =IUdy _Us"
0 0

* 0 u
Dol & = 1-—|d
ol M ij
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2.3 Etude dimensionnelle de la couche limite

Au sein de la couche limite, I'écoulement doit étre décrit au moyen de I'équation de Navier-
Stokes. La résolution de cette équation s’avere difficile sans poser un certain nombre
d’approximations. Ces approximations doivent étre validées sur les bases d’une analyse
dimensionnelle.

Considérons alors, au sein de la couche limite, un écoulement :

e bidimensionnel (x,y) ;
e stationnaire;
o ou les effets de la pesanteur sont négligeables.

Avec ces hypotheses, I'équation de Navier-Stokes se résume a :

( ou auJ op (62u azuj
plU—+V— |=——T+ Yy —+—
X

ox oy)  ox T\ oyl
N oV op v %
PlU—+V— =+ —+—
x oy) oy Tlax oy
u

Et comme = 5 on peut écrire

U—+V—=—"— V| —

X oy  pox x> oy®
N v 1o (azv a_zvj i)

ou_ du 1ap+v(azu+@j )

U=tV —=-——"—+V| — 5 |eeeees
ox oy poy \ox* oy
o 0
On peut ainsi poser que : V<<Uet — << —
ox oy
T ou 1op 0%
Ainsi I'équation (i) devint > U—+V-—=———+VvV—
OX oy L OX oy

et
I’équation (ii) = 8_p ~0

Analysons les différents ordres de grandeurs caractéristiques :
U =~U :ordre de grandeur de la vitesse longitudinale (écoulement uniforme).

V=V :ordre de grandeur de la vitesse transversale.

: oU x peut représenter la distance au front de I'objet.

< |~

10l O peut représenter |'épaisseur de la couche limite.

9
OX
9.
oy

SR
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On sait que I'équation de continuité doit &tre vérifiée : VV =0

ou ov u _ov
= —+— =0 donc — et — sont nécessairement du méme ordre de grandeur.
oxX oy ox oy
U V )
=>—~—=VaU-—
X o X
- u U? ou_,,U U’
On peut alors en déduireque U— ~ — et V— =V — ~ —
ox X oy 5 X
_ au ou X 2
Onsait alors que U 6_ et V— sont du méme ordre de grandeur —
X X
ou ou 1 8p o? u?
U—+V—=—-——"—+v—_— doncv_—~—
oXx oy Yo, 8x ay X
o’u U
Etonsaitque v_—=Vv—
0
U 2
Alors V-5 R —
o X
On en déduit I'ordre de grandeur de I'épaisseur de la couche limite :
14
o~ 1/—\/;
U
Bilan
analyse dimensionnelle nous a permis de montrer que
op _
oy
5%~ VX
U
ou ou 10op
Uu—+vV—=———+ v — equat/on a résoudre avec comme conditions aux limites :

2

OX oy L OX

u(x,0)=0, v(x,0) =0 et u(x,0)=U
2.4 Equation de Blasius

e a ou ou 1dp
L’équationarésoudre: U—+V—=———+V—

oX oy  pox ay2

on sait que sur une méme ligne de courant, la vitesse reste a peu prés constante, par
conséquent :
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ap

Or, on a vu que dans la couche limite, on a :

— ~ 0 : surune ligne de courant en dehors de la couche limite.
X

Donc, comme il y a continuité des pressions a la frontiére de la couche limite, on peut en

0
déduire que 8_p ~ 0 dans la couche limite
X

Par conséquent, il reste seulement a résoudre :

ou ou o4
U—+V—=vV—_—
OX oy oy
On peut alors raisonner en terme de lignes de courant au sein méme de la couche limite :
oY oY ovY ovY
dY =—dx+—dyouu=—etv=——
OX oy oy OX

Donc d¥ = —vdx +udy ~ udy

On peut alors trouver W(X,y) enintégrant

y 1 1
W(x,y) = [ u(x,y')dy
Exprimons d’abord la vitesse u en fonction de U :

u=ug(®) ., 77:%
X

5(x) = va

1 : nombre sana dimension

O(X) : épaisseur de la couche limite en x
7] 1 1
=¥ =['Ug(r)édn
=¥ =Us[" g(7)dr'
’ ’7 1 1
Posons f (') = [ 9(7)dn
donc la fonction f () est telle que :

f'(n)z%zg(n)
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On peut alors écrire : P(xy)=Us() T (n) car 6(x)

ou  ou o°u
U-—+V—=y—

2
Donc il faut résoudre : OX oy oy sachant que :

u=Ug(n)=Uf'(n)

oY on
v=—21 - uf ——u5 £
o (n) a (n)
ou on
My g
OX OX (7)
ou on U
Yoy tuy=2 1)
oy oy o
o%u _Uon
— fr ——f"'
5 ooy (1) (7)
On obtient ainsi : Uf '"U 677f —U(fd—a a—ﬂf')gf'fv%f'”
OX dx OX o o
2f"+f f"'=0

Soit, aprés simplification : qui s’appelle équation de Blasius

Aprés résolution numérique on trouve f (77), on la dérive on trouve ()
Et I'équation devint: u=U f'(7)

En considérant les conditions aux limites suivantes :
n=0=y=0=u=v=0=f(0)=f'(0)=0

Et

n—o>o=y->o=>u=U=f'(—>x)=1

La solution numérique peut étre approximée, proche de la paroi, par :
f()=403327" +0(7°)

u=Uf"

u(n) =0,332Un

On en déduit aussi :

12
v(n7) = v(x) =0,860U (L)
xU
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1 V?
v(n7) =~ v(x) =0,860U [_j
Re

X
On peut donc définir un nombre de Reynolds « local » :

XU
Re, = — qui caractérise la nature de I'écoulement a la distance x du front de I'objet, au
1%

sein de la couche limite.

Ainsi, toutes les grandeurs sans dimensions qui peuvent caractériser la couche limite
peuvent étre définies a partir de ce nombre de Reynolds local :

v(x) _ 0,860
U Re,
o(x) 5
X Re,
5 (x) 172
X Re

r 0,664

2

Coefficient de trainée local : C( (X) =
ZpU Re

X
Ou:
T = Ty est la contrainte de frottement

pour obtenir le coefficient de trainée global, il suffit d’intégrer cfsur toute la longueur de
I'objet, soit :

L
1 1,328
C,.=—1]c (X)dx="—
D Lifu o2

Ou:
Re : nombre de Reynolds global

_u
1%

Re

2.5 Couche limite turbulente

Ce que I'on vient d’établir concerne une couche limite laminaire.

On a vu que la nature de I'écoulement pouvait étre localement décrit au moyen du nombre
de Reynolds local :

.

X

Re
1%

Dr BOUKHRIS Lahouari Mécanique des fluides Il 3° année LMD énergétiques 34



Chapitre 2 Théorie de la couche limite

On constate alors que Re, croit avec la distance x, quand Rey > 5.10° (=Rey), la couche limite
devient turbulente.

Concrétement, la transition du laminaire au turbulent se manifeste par un épaississement
brutal de la couche limite.

Re

Xc

_‘----------------------.
.

.®

.

H .
HR
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Chapitre 3

Analyse dimensionnelle et similitudes

3.1 Introduction

Quand le systeme étudié est trop complexe pour permettre une résolution compléete des
équations fondamentales, ou bien lorsque son comportement est chaotique, I'analyse
dimensionnelle donne acces de facon simple a des relations entre les différentes grandeurs
caractérisant ce systéme.

Le regroupement de ces différentes grandeurs en des nombres sans dimension permettra
par ailleurs d’établir des similitudes entre les comportements de systemes semblables mais
différents (prototype/maquette).

3.2 Théoreme IT de Buckingham

Si une équation comportant k variables est homogeéne, elle peut étre réduite a une relation
entre (k-r) produits indépendants sans dimension, ol r est le nombre minimal de dimensions
requis pour décrire les k variables.

Prenons I'exemple de la détermination des pertes de charge réguliéres dans une conduite
cylindrique :

Les différentes grandeurs qui interviennent sont :
APt . ’
Tla perte de charge par unité de longueur,

D : le diametre de la conduite,

€ : la rugosité de la conduite,

V : la vitesse moyenne de I’écoulement (ou le débit),
u : la viscosité du fluide,

p : la masse volumique du fluide.

Par conséquent, il existe une relation entre ces différentes grandeurs :

AP,

T :f(D:S:V:.u:P)

Nous avions k=6 variables (%, D,&,V,u, p), qui nécessitent un minimum de r=3 dimensions
(M,LT).

2] = M2,

L
[D] =L,
[e] = L
[Vl=LT
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[u] = ML™'TH,

[p] = ML™3
Par conséquent, I’équation reliant les 6 variables peut étre ramenée a une équation reliant
k-r = 3 produits sans dimension :

&
= = = —= — = €
L pv? u D r

Le théoreme IT de Buckingham, permet donc le passage de
AP .
Tt = f(D,S,V,‘U,,D) a Hl = q)(HZ'HS)

Afin d’appliquer ce théoreme, il convient d’utiliser une méthode systématique :

1. Faire la liste des variables du probléeme = k

2. Ecrire I’équation aux dimensions de chacune des k variables.

3. Déterminerr, et donc k-r = le nombre de produits sans dimension caractérisant le
probleme.

4. Parmiles k variables, en choisir un nombre r, qui soient dimensionnellement
indépendantes = r variables primaires.

5. Former les k-r produits IT en combinant les k-r variables non primaires avec les r
primaires de fagcon a obtenir des grandeurs sans dimension.

6. Formuler la relation entre les k-r produits I'T trouvés.

Exemple :

On appelle force de trainée, la force D exercée par un écoulement sur un objet, dans la
direction parallele a I’écoulement. Nous allons étudier le cas d’une plaque plane rectangulaire.

4

1. les variables du probleme sont :

D : force de trainée

h : hauteur de la plaque

L : largeur de la plaque

v : vitesse moyenne de I'écoulement
y7 : viscosité du fluide

Yol : masse volumique du fluide
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2. Equations aux dimensions :

[D] = MLT 2
[h] =L

rM,L, T =>r=3

3. Nombre de produits I sans dimension : (k-r)=6-3=3

4. Choix de r = 3 variables primaires dimensionnellement indépendantes :
par exemple h, p et v, on ne peut pas choisir a la fois h et L
5. Formation des 3 produits IT :
par combinaison des variables primaires et non primaires.
I, = Dhalpﬂlvyl
n, = Lha’Zpﬂ2v]/2
M, = llha3,0B3Vy3
Pour trouverIl; ona:
MOLOTO — MlLlT—ZLal(MlL—B)Bl(LlT—l)yl — M(1+B1)L(1+a1—3ﬁl+y1)T(—Z—]/l)
1+p1=0
:{1+a1—3ﬁ1+y1=0
—2—-y1=0
{[31 =-1 R
>al = -2 = n1 =—
yl=—2 o
Pour trouver Il, ona:
MOLOTO — LlL(XZ(MlL—3)ﬁ2(L1T—1)]/2 — MBZL(1+(Z2—3[32+]/2)T—]/2
B2=0
:{1+a2—3,82+y2=0
-y2=0
B2=0
:{a2=—1=>nz=%
y2=0
Pour trouver I, ona:

MOIOTO = ML—IT—lLa’B(MlL—3)ﬁ3(L1T—1)]/3 — M(1+B3)L(—1+a’3—3ﬁ3+]/3)T(—1—)/3)

14+p83=0
=>{—1+a3—3,83+y3=0
—1-y3=0

B3 =-1
=>{a3=—1=>l'[3 =t
y3=-1 o
Formuler la relation entre les trois produits IT trouvés :
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D= f(h' L' V' u, p) = Hl = cI)(1_12)1_[3)

avec:
D
1= " 2p2
pVeh
I _L
27 p
u
My =——
37 pVh
Soit

= vi20(Lf, p,)
1/Re caractérise la nature de I'écoulement

L/h : facteur de forme

Illustration de I'intérét de la méthode :

Si D1 est la trainée mesurée sur une plague de dimensions L; x h; quand elle est soumise a un
écoulement de vitesse v, alors :

Dl
pvrh?

=®(L,/h,I/Re,) ou Re, :%
u

L’analyse dimensionnelle par le théoreme de Buckingham permet d’en déduire que pour
une plaque de dimensions L, x h; telles que :

L,/h,=L/h siV, =hﬂV1 <Vh =V,h, < Re, =Re,

2

Et donc @(L,/h,1/Re;) = D(L,/h, . I/Re,)

D, D,

D _ vz
VI VNG

= D, _V—lzhf D, = D,=D,

3.3 Coefficients sans dimension usuels

Outre le nombre de Reynolds (pour le caractére turbulent ou laminaire d’un écoulement), il
existe un certain nombre de grandeurs sans dimension qui peuvent caractériser la nature
d’un écoulement :

Nombre de Reynolds

_pVL - forcesd'inertie
7] forcesdeviscosite

Re

Il a une importance générale pour tout type d’écoulement.

Nombre de Froude :

\Y N forcesd'inertie
JogL  forcesdegravité

Fr=
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Il a une importance pour les écoulements a surface libre.

Comme c’est la pesanteur qui est responsable de la forme de la surface libre, plus Fr est
grand, moins la surface libre a d’effets sur I'’écoulement, et inversement.

Nombre d’Euler

Ap N forcesde pression

Eu=—> ——
oV forcesd'inertie

Il a une importance s’il existe de grandes différences de pression au sein de I'écoulement.
Nombre de Mach

Vv forcesd'inertie
Ma=—= ———
c forces de compressibilité

Il a une importance pour les écoulements de fluides compressibles.

c =Z|/1/p)( est la vitesse du son.

y : coefficient de compressibilité isentropique

Nombre de Strouhal

St _oL N forcesd'inertie locales
V forcesd'inertie convectives

Il a une importance pour les écoulements non stationnaires.

3.4 Application aux maquettes

L’analyse dimensionnelle, grace notamment au théoreme de Buckingham, permet de
résumer le comportement d’un systéme a une relation entre un nombre restreint de
grandeurs sans dimension.

My = &(My, s, ..., My )

Pour des systéemes complexes la détermination de la fonction ® n’est accessible que par
mesures expérimentales. Ainsi, lors de la mise au point d’un prototype, il est
économiquement et pratiguement plus pertinent de procéder a ces mesures sur un modele
réduit : la maquette.

Il faut alors pouvoir transposer les résultats obtenus sur la maquette a ceux que I'on
obtiendra sur le prototype :

On s’arrange donc pour respecter le maximum de similitudes entre la maquette et le
prototype.

A titre d’illustration, reprenons I'exemple de la force de trainée exercée par un écoulement
sur une plaque plane :

Pour la maquette
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Dm Lm Il’lm
e =P
pmvm hm hm /Ome hm
Et pour le prototype

D L iy

p — p

v - v
pppp pp

Pipp
. Iy Lm
On commence alors par se fixer un facteur d’échelle : — =a =1/25
L,
. L, L
On respecte ensuite le facteur de forme : h—m =—
m P

Si on utilise le méme fluide, ona: p, = p, et u, = 4,

Et par conséquent, respecter la similitude de Reynolds revient a :

h
Vafly =V, = V=V, 2=V, /o

m

Dans ces conditions :

2 2
D Vv h

Dm — P = Dp — p p Dm
PN I v, )b,

2 2

V.Y (h

Dp:(\/_p] (h_pJ szi-a-Dm: D, =D,
a

m m

Ce résultat, spécifique au probléeme étudié, montre que par un choix approprié de la vitesse,
la mesure expérimentale de la trainée sur une maquette géométriquement semblable donne
directement la trainée a laquelle on doit s’attendre sur le prototype.

En pratique, tout n’est pas si simple, dans la mesure ou I'on ne peut souvent pas respecter
simultanément toutes les similitudes.
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