Résumé

Le but de cette thése est d’étudier la turbulence quantique (nomée aussi superflu-
ide) a des températures finies (1 K <T< 2 K). Une question ouverte importante
consiste a savoir quelles sont les similarités et différences entre la turbulence clas-
sique et la turbulence quantique. A 'état actuel, sur cette plage de température,
on pense que l’essentiel de 1’énergie cinétique peut étre étudiée a ’aide des mémes
outils statistiques que la turbulence classique.

Ce travail de thése est un travail essentiellement numérique. L’objectif est d’analys-
er le budget énergétique au sein de la tubulence quantique décrit par le modéle
Hall-Vinen- Bekharevich-Khalatnikov (HVBK), en utilsant la méthode de Simula-
tion des Grandes Echelles SGE(LES). Dans la premiére étape de cette thése, les
prédictions de SGE (LES) de la turbulence superfluide isotrope ont montré 1'ef-
fet de la température dans les différentes grilles numériques. Les résultats trouvés
sont en bonne concordance avec les différents résultats déja trouvés en turbulence
superfluide. Les spectres d’énergie de la partie normale et de la partie superfluide
obéissent bien a la loi du -5/3 de Kolmogorov, cet état de turbulence superflu-
ide correspond a une gamme d’échelles supérieures a ’espace entre les lignes de
vortex. En outre, nous étudions les déviations a la loi KO-41 causée par les effets
d’intermittence.

Une deuxiéme motivation de notre travail est la suivante phase du projet qui est
I’'objet principal de cette thése. Cette partie a consisté a valider et approfondir
numériquement ’équation d’énergie budget afin d’étudier 'effet des différents ter-
mes du modéle HVBK. Par conséquent, la comparaison des termes dans ’équation
budgétaire de I'énergie cinétique spectrale indique, dans I'intervalle contenant 1’én-
ergie, que la production et le transfert d’énergie deviennent significatifs, sauf pour
la dissipation. Dans la zone inertielle, ou les deux fluides sont parfaitement ver-

rouillées, la friction mutuelle peut étre négligée par rapport a d’autres termes.

Mots-clés : Superfluide *He, Modéle de HVBK, Simulation des Grandes Echelles, En-

ergie budgétaire.



Abstract

The aim of this thesis is to study quantum turbulence (or superfluid) at finite
temperatures (1 K <T< 2 K). An important question consists to know what are
the similarities and differences between the classical and the quantum turbulence.
At the current state, in this temperature range, it is believed that most of the
kinetic energy can be studied using the same statistical tools that the classical
turbulence.

This work is essentially numeric. The objective is to analyze the superfluid energy
budget based on the Hall-Vinen-Bekharevich-Khalatnikov (HVBK) model, using
a large eddy simulations (LES). First, LES predictions of freely decaying isotropic
superfluid turbulence have shown the effect of different temperatures range and
spatial resolutions. Our results are found to be in good agreement with recent
studies already found in superfluid turbulence taken with experimental data and
numerical simulations based on other models. the superfluid and normal fluid en-
ergy spectra has the Kolmogorov form. At these lowest temperatures, the relevant
length scales are significantly larger than the expected spacing of quantized vortex
lines. We furthermore investigate deviations from the KO-41 spectrum caused by
intermittency effects.

A second motivation of our work is the following phase of the project, which is the
main subject of this thesis. This part consists to use the superfluid energy budget
equation in order to investigate the effect of different terms of the HVBK equations.
Therefore, comparison of the terms in the spectral kinetic energy budget equation
indicates, in the energy-containing range, that the production and energy-transfer
effects become significant except for dissipation. In the inertial range, where the
two fluids are perfectly locked, the mutual friction may be neglected with respect

to other terms.

Keywords : Superfluid *He, HVBK model, Large eddy simulation, Energy budget
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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Une bréve introduction sur ’hydrodynamiques du Su-

perfluide

A trés basse température, I’Hélium liquide subit une transition de phase de deux-
iéme espéce et passe a ’état superfluide. L’atmosphére ne contient que des traces
d’hélium (0,0005 %) ce qui rend une extraction a partir de lair trés colteuse et
pas du tout rentable. C’est pourquoi, ’hélium est extrait exclusivement a partir
de sources de gaz naturel riches en hélium (teneur sup. 2%). Ces sources de gaz
naturel riches en hélium n’existent qu’a trés peu d’endroits sur la terre qui présen-
tent des conditions géologiques particuliéres. Le deuxiéme exportateur mondial
aprés I’Etats-Unis, c¢’est 1’Algérie, ol 'hélium est produit lors de la liquéfaction
du gaz naturel, pour les applications cryogénique (Technique de mesure, Médecine,
Recherche et développement, Technologie et applications industrielles...). Au dessus
Ty =~ 2.17 K (ala pression de vapeur saturante), la phase liquide de 1"*He constitue
un fluide classique appelé He I. Son comportement hydrodynamique est semblable
a celui de l'air ou de l'eau. Lorsque I"*He est refroidi en dessous de Ty ~ 2.17. il
subit une transition de phase. La nouvelle phase, appelée He II, ou parfois "su-
pertluide", a un comportement exotique d’origine quantique.

Lorsque I'He 11 est fortement brassé, cela produit un enchevétrement (ou pelote)
de lignes de tourbillons quantiques. Ce type d’écoulement est appelé "turbulence
quantique" ou "turbulence superfluide". Une question ouverte consiste & savoir
comment cette turbulence se compare a la turbulence des fluides classiques, et
notamment s’il existe une hiérarchie d’échelles et une cascade d’énergie similaire
a celle proposée par Richardson pour les fluides classiques.

Plusieurs mesures expérimentales ont montré des similarités entre la turbulence
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quantique et la turbulence classique (perte de charge, trainée) et quelques dif-
féerences (spectre de vorticité). En 1998, Maurer & Tabeling [89] ont réalisé la
premiére mesure locale de fluctuations de vitesse. Elle a montré que le spectre de
vitesse d’un écoulement d’He II turbulent pouvait étre compatible avec la prédic-
tion classique de Kolmogorov en f~5/3. Considérant que la turbulence dans les
fluides normales est étudiée sur la terre ferme de I’équation de Navier-Stokes, il
n’y a pas d’équation établie comme pour ’hélium II turbulent. Des simulations
numériques existants (Baggaley et Barenghi[12]; Adachi et al.[2]) de la turbu-
lence quantique suivent ’approche de Schwarz [129], qui a calculé les propriétés de
I’enchevétrement de vortex en intégrant dans le temps le mouvement d’un grand
nombre de filaments de tourbillons individuels en présence d’un fluide normal pre-

scrit, en négligeant la réaction arriére du superfluide sur le fluide normal.

1.2 Organisation du manuscrit

Cette thése est divisée en six chapitre :

La premiére partie de ma thése traite entiérement la turbulence quantique (su-
perfluide) isotrope homogéne. Dans le chapitre (2), je vous présente quelques
propriétés physiques de I'Hélium & basse température, ses sources et ses ap-
plications industrielles. Ensuite, dans le chapitre (3), je présente quelques
généralités sur la turbulence dans les fluides classiques puis sur la turbulence
quantique. J’ai introduit le probléme de la turbulence en présentant le mod-
éle de Kolmogorov K41, le phénoméne de I'intermittence statistique, ’énergie
budgétaire, le modéle hydrodynamiques HVBK (dans le chapitre (4)). On
verra que l'utilisation de I’hélium a des températures cryogéniques comme
un fluide de travail permet d’atteindre des régimes d’écoulements turbulents
dans des conditions expérimentales et techniques favorables. De plus, 'utili-
sation de I’hélium liquide a des températures inférieures a la température de
transition 7y (2.17 K a pression de saturation) ouvre la porte du domaine
de la superfluidité et de la turbulence quantique ot les contraintes imposées
par la mécanique quantique laissent prévoir des comportements différents de
ceux observés dans la phénoménologie classique de la turbulence. Les méth-
odes numériques sont abordées au chapitre (5). Ce chapitre est consacrée
a la présentation des nombreuses composantes nécessaires a 1’élaboration
du modéle numérique proposé ainsi qu’a la résolution du problé-me discret
associé, les modeéles de turbulence et la modélisation des écoulements tur-

bulents a surface libre. La turbulence est modélisée par la Simulation des
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Grandes Echelles SGE (Large Eddy Simulation, LES), ainsi qu'une étude
bibliographique sur les modéles sous-maille dynamiques et thermiques. Dans
le dernier chapitre (6), nous choisissons d’appliquer de nouveau pour la tur-
bulence superfluide, méthode de simulation des grandes échelles, bien connu
dans la turbulence classique. Cela permet d’obtenir de nouvelles informations,
intéréssant pour la communauté de turbulence superfluide. Dans ce chapitre,
nous allons montré que le modéle HVBK est idéal pour étudier la dynamique
de liquide superfluide couplés et normal dans la limite de la turbulence in-
tense & température finie. Nos travaux numériques constituent les premiéres
simulations, dans la section 6.2, rendant compte d’une gamme de tempéra-
ture finis, en prenant compte le mode des grilles numériques, donne un bon
résultat numérique. Aussi, nous avons montré que la turbulence superfluide
est aussi intermittent dans la section 6.3. Cela suggére que l'intermittence
dans I’hélium superfluide est comparable a I'intermittence qui existe dans
un fluide classique. Ma contribution dans la section 6.4 consiste a utiliser le
modéle de HVBK pour étudier le budget de I’énergie spectrale dans le su-
perfluide. Le modéle de HVBK est plus sophistiqué que Shell model, si nous
comparons les résultats de HVBK contre les résultats de Wacks et Barenghi
(2011)[89].



Chapitre 2

La Superfluidité

2.1 Introduction

La conductivité thermique exceptionnelle de I’hélium liquide superfluide (en dessous
de 2,17 K) permet un refroidissement trés efficace avec de faibles gradients ther-
miques ; la conductivité du superfluide est plusieurs milliers de fois plus importante
que celle du cuivre. Cette particularité est largement utilisée dans les grands ac-
célérateurs de particules pour le refroidissement des bobines supraconductrices
(productrices de champ magnétique intense), des cavités et des détecteurs, par
exemple dans le collisionneur LHC (au CERN). A une échelle plus petite, les
propriétés thermiques uniques de 1’hélium superfluide sont mises a profit pour le
fonctionnement des réfrigérateurs a dilution. Dans tous ces dispositifs, I’évacua-
tion de la chaleur par I'hélium superfluide est cependant limitée par I'apparition
dans le superfluide d’un bain turbulent de vortex quantiques, appelé vortex tan-
gle, qui réduit la conductivité thermique du superfluide et, de ce fait, ses capacités
de refroidissement. Ce phénoméne résulte de la mise en mouvement naturelle du
superfluide au contact d’une source chaude, sous la forme d'un écoulement de
contre-courant. Les propriétés de transport thermique en présence d’un bain tur-
bulent de vortex quantiques ont été "caractérisées" dans des géométries d’intérét
pratique mais les conditions d’apparition de ce bain de vortex échappent toujours a
une compréhension théorique. En particulier, aucun des modéles proposés jusqu’a
présent (par exemple, les modéles basés sur un nombre de Reynolds de transition
ou sur une vitesse critique) ne permettent de rendre compte quantitativement des
expériences menées sur une grande plage de diamétres et géométries de conduite.
Un enjeu important est donc de mieux comprendre 1’établissement de cette "tur-

bulence superfluide" afin de mieux la controler dans les applications industrielles.

4
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2.2 Hydrodynamique de I’hélium

L’hélium a été découvert pour la premiére fois dans le spectre de raies du soleil
en 1868 et baptisé "hélium" en 1871 dans un article de Kelvin. Il fait partie des
gaz rares et posséde deux isotopes stables He? et He? . Nous nous intéressons
seulement & He* formé de bosons. L’hélium n’a été observé sur terre qu’en 1895
et a été considéré pendant longtemps comme étant inliquéfiable. De fait, il fut
le dernier gaz a étre liquéfié en 1908 par Kamerlingh Onnes [108]. La difficulté
majeure est due a 'extréme petitesse des forces de Van der Waals, couplée au
haut degré de symétrie de I'atome d’hélium. De nombreux expérimentateurs ont
mis en évidence les propriétés exceptionnelles de I’hélium He II comme le célébre
effet fontaine (Allen et Jones, 1938 [5]) et I’écoulement a faible vitesse sans viscosité
a travers un capillaire (Kapitza, 1938[64]). Cette phase réunit tous les aspects pour

étre nommée "superfluide”.

2.2.1 L’hélium cryogénique comme fluide modéle classique

De tous les fluides cryogéniques, I’hélium présente un comportement proche de
celui d’un fluide idéal, ceci étant di en grande partie aux faibles valeurs de I’én-
ergie d’interaction moléculaire . La plupart de la thermodynamique de I’hélium
liquide peut étre traitée de fagon classique, mais des anomalies dans les propriétés
physiques sont observables pour des températures inférieures a certaines valeurs
critiques . Il est utile de rappeler briévement quelques propriétés de ’hélium afin
de mieux comprendre les modéles phénoménologiques permettant de décrire la
thermodynamique de ’hélium .

Pour obtenir des nombres de Reynolds comparables a ceux des écoulements na-
turels, une solution consiste a utiliser un fluide dont la viscosité est beaucoup plus
faible que celle de 'air ou de I’eau, notamment I’hexafluorure de soufre (SFs) pres-
surisé ou I’hélium cryogénique qui est le fluide dont la viscosité est la plus faible

de tous les fluides connus (le tableau 2.1).

L’utilisation d’hélium cryogénique gazeux comme fluide de travail a permis de
réaliser des expériences pouvant atteindre les plus grands Reynolds accessibles en
laboratoire et les plus résolues spatialement et temporellement notamment une
expérience dans une configuration Von Karman!. L’hélium cryogénique est donc
un fluide trés bien adapté a I'étude de la turbulence a trés grand nombre de

Reynolds.

1. Il s’agit d’une cellule dans laquelle le fluide est brassé entre deux pales contra-rotatives.
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TABLE 2.1: Viscosité cinématique v de quelques fluides.
Fluide T(°K) p (bar) v =n/p(m?/s)

Air 293 1 1,0 x 107°
Eau 293 1 1,0 x 1076
SFg 300 15 1,5x 1077
Hey 4.3 1 74x107°
Heg 42 1 2,6 x107°

2.2.1.1 Extraction de I’hélium

[’atmosphére ne contient que des traces d’hélium (0,0005 %) ce qui rend une
extraction a partir de lair trés cotiteuse et pas du tout rentable. C’est pourquoi,
I’hélium est extrait exclusivement a partir de sources de gaz naturel riches en
hélium (teneur sup. 2%). Ces sources de gaz naturel riches en hélium n’existent
qu’a tres peu d’endroits sur la terre qui présentent des conditions géologiques
particuliéres. Actuellement, I’hélium est extrait a partir de gaz naturel aux Etats-
Unis, en Russie, en Algérie, au Qatar et dans une source plus petite en Pologne.

Sur tous ces sites, de grands liquéfacteurs d’hélium sont exploités (voir Fig. 2.1).

Mitry-Mory, France

Lenzburg, Suisse g ] Pologne

Russie
Gumpoldskirchen, Autriche ® °® et
Machelen, Belgigue

® giq

Etats-

Unis “ Wujiang, Chine @

Algérie .

Qatar

@® Sources d'hélium

@ Centres de conditionnement pour I'hélium

FIGURE 2.1: Nous maintenons le plus grand systéme de production et de distribution
d’hélium du monde

Le deuxiéme exportateur mondial, c’est I’Algérie, oti I'hélium est produit lors de

la liquéfaction du gaz naturel. La premiére usine d’hélium est situé a Arzew.
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Cette plante, connue comme Helios, est une joint-venture entre Sonatrach (51%)
et HELAPS Sa (49%). HELAPS SA est une joint-venture entre Air Liquide (50%)
et Air Products (50%). L’usine Helios est situé dans le complexe (GNL) de gaz
naturel liquéfié d’Arzew GIL.2/Z. Le succés de 'usine Helios a rapidement mené a
la construction d’une autre installation connue comme la plante Helison qui est
une joint-venture entre Sonatrach (49%) et Linde (51%). Cette usine est située a
I'installation de GNL GL1/K de Skikda. La production de I’hélium est aujourd’hui
encore bien au dela des capacités, mais I’Algérie produit moins de ce gaz naturel,
expédié par bateau, depuis que I’Europe a ralenti sa consommation de gaz, ce qui

fait chuter d’autant les quantités d’hélium algérien.

2.2.1.2 Applications de 1’hélium

Pour de nombreuses applications, on ne peut plus se passer d’hélium grace a ses
caractéristiques particuliéres, I’hélium peut aussi étre utilisé pour des applications

trés spécifiques.

Applications avec de I’hélium gazeux : - Technologie de soudage et de coupage
(gaz de protection, gaz d’assistance pour le coupage au laser) - Technologie
du laser (gaz résonnant) -Technique de mesure (gaz vecteur et gaz de bal-
ayage en chromatographie gazeuse, gaz d’étalonnage en analytique) - Plongée
(composant de gaz respirable dans mélanges de gaz de plongée) - Fluide frig-
origéne pour réacteurs et générateurs, par ex. lors de la fabrication de fibres
optiques - Traitement thermique de métaux ou de composants -Gaz ascen-

sionnel, pour ballons (veille météorologique, sport) et aéronefs

Applications avec de I’hélium liquide cryogénique : - Technique de mesure
(analyse de résonance magn. nucléaire (NMR), fluxmétre supraconducteur,
refroidissement de palpeurs)- Médecine (tomographie & résonance magné-
tique nucléaire, magnéto-encéphalographie) - Recherche et développement
(fusion nucléaire et phy-sique des particules, cryophysique, réservoirs d’én-
ergie supraconducteurs, matériaux et palpeurs supraconducteurs, étude des
matiéres sous cond. cryogéniques, analyses de matériaux) - Technologie et
applications industrielles (séparateur de champ magnétique puissant, généra-

tion de vides poussés, stabilisation magnétique par fusion)
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2.2.2 Diagramme de phase de I’hélium

Pour décrire I’ensemble des propriétés thermodynamiques de ’hélium, il est utile
de se référer a son diagramme de phase présenté sur la Fig. 2.2 dans le plan p-T.
En plus des propriétés habituelles d’un fluide peu visqueux certaines particularités
sont a noter. L’hélium présente le point critique le plus bas avec p.=0,223 MPa

et 1T.=5,2 K. L’hélium reste en phase saturée a la pression atmosphérique pour

100 — T 1 T
Solide
T=1,76
10 |- p=29,7 Hel
(liquide)
— e
& 1 b T=2,163
" =1
= P
£ He I
5 0.1 (liquide) a
0,01 =
0,001 1 | _
0 1 2 3 4 5 6

Température (K)

FIGURE 2.2: Diagramme de phase de *He (D’aprés Brooks & Donnelly [27]).

une température de 4,2 K (point d’ébullition normal) et si la pression de vapeur
saturante diminue, il reste dans une phase saturée sans jamais atteindre la solidi-
fication méme pour des températures proches du zéro absolu. Cette propriété est
déterminante pour révéler la nature quantique de I’hélium. En effet, les énergies
d’interaction moléculaire étant trés faibles comparées aux énergies cinétiques, la
cohésion des molécules d’hélium faisant apparaitre un état solide n’est possible que
si 'on exerce des pressions supérieures a 2,5 MPa. Ceci explique I'absence d'un
point triple de premiére espéce. La particularité de I'hélium est que 1’on retrouve
sa phase liquide sous deux états. L’hélium normal ou He I est un fluide classique,
au sens newtonien du terme, dont les caractéristiques de transport sont proches
de celles d'un gaz et I'état "superfluide" ou He II qui présente des caractéristiques
thermodynamiques remarquables comme la quasi-nullité de la viscosité ou la forte
valeur de la conductivité thermique apparente qui peut étre de plusieurs ordres de
grandeur plus grande que celle des meilleurs conducteurs solides a ces tempéra-

tures. Les deux phases liquides sont séparées par la "ligne A". Cette désignation
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provient de ’allure de la courbe de la chaleur spécifique en fonction de la tempéra-
ture. A la pression de vapeur saturante, les coordonnées du point de transition A
sont py\=0,005 MPa et T\=2,172 K. La température de transition diminue lorsque
la pression augmente jusqu’a atteindre une valeur de 1,76 K environ pour py=2,9
MPa (Fig. 2.2) .

Cet état de la matiére a été obtenu pour la premiére fois par Heike Kamerlingh
Onnes? dans les années 1920 [108]. L’existence d’une transition de phase, parfois
appelée transition "lambda" a cause de la forme de la courbe de chaleur spécifique
qui diverge au passage de la transition et dont la forme évoque la lettre grecque
A, a été mise en évidence par ’étudiant de H.K. Onnes, Willem Hendrik Keesom
a Leiden en 1927 [65]. La phase obtenue pour T' < T) est appelée He II.

Ce nouvel état de la matiére posséde des propriétés étonnantes. On constate no-

FicUure 2.3: Effet fontaine photographié par J.F. Allen en 1971.

tamment qu’il transporte trés efficacement la chaleur (c’est la raison pour laquelle
il est utilisé pour refroidir les aimants supraconducteurs dans les accélérateurs de
particules. Cela se traduit notamment par la disparition soudaine des bulles lors
de la transition de phase dans un cryostat refroidi par pompage. De plus, H.K.
Onnes [108] avait remarqué qu’a trés basse température, le niveau d’hélium liquide
dans un bécher partiellement plongé dans le bain s’égalait avec le niveau du bain.
Ce phénoméne est possible par 'existence d’un écoulement de matiére le long des
parois (parfois appelé "effet Onnes" en hommage a la premiére observation par
H.K. Onnes [108]). Cet effet de transport a été mis en évidence et interprété en
1939 par Bernard V. Rollin et F. Simon [119], et étudié systématiquement par J.G.
Daunt et K. Mendelssohn [38]. Ainsi, lorsqu’on place un bécher rempli d’hélium IT

2. Heike K. Onnes est lauréat du prix Nobel 1913 pour ses études des propriétés de la matiére a basse
température. Il est le premier & avoir liquéfié I’hélium, qu’il a refroidi jusqu’a 0.9 K.
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au dessus du bain, le liquide s’écoule sous forme d’un film qui recouvre les parois,
forme des gouttes sous le bécher qui finissent par retomber dans le bain. La vitesse
de remplissage (ou de vidage) du bécher dépend uniquement de la température
(vitesse nulle a T et qui augmente lorsque la température diminue). Cette vitesse
ne dépend pas de la différence de potentiel gravitationnel, et de ce fait, permet

d’exclure un mécanisme de siphon classique.

Les expériences d’écoulement réalisées en 1937 par Pyotr Kapitza |64] d’une part,
et par John F. Allen et Don Misener [4] d’autre part, semblent indiquer que ’'He IT
ne posséde aucune viscosité. Par analogie avec la supraconductivité, P. Kapitza?® a
proposé d’appeler cet état de la matiére "superfluide". En particulier, les mesures
d’écoulement dans des capillaires se révélent sensiblement indépendantes de la
pression appliquée et du diamétre du capillaire, ce qui n’est possible qu’en absence
de viscosité. D’autre part, la méme année, John F. Allen et Harry Jones [5| dé-
couvrent I'effet "fontaine" dans I’'He II : un flux de chaleur appliqué a I'extrémité
d’un tube bouché par un matériau poreux conduit & un écoulement stationnaire
de liquide (voir Figs. 2.3 et 2.4 pour une illustration de l'effet "fontaine" et de
Ueffet "Onnes").

FIGURE 2.4: Film de Rollin (ou effet Onnes) photographié par Alfred Leitner pour son
film "liquid Helium ; Superfluid" en 1963.

2.2.3 Propriétés thermodynamiques

Pour des températures supérieures a T}, la masse volumique de I’hélium liquide
diminue lorsque la température croit comme c’est le cas pour les fluides classiques.
Par contre pour des températures inférieures a T}, elle croit lorsque la tempéra-

ture croit (Fig. 2.5). L’évolution de la chaleur spécifique est équivalente puisque

3. P. Kapitza a obtenu le prix Nobel pour ses découvertes en physique des basses températures en
1978.
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que pour des températures inférieures a 0,6 K la dépendance en température est
cubique alors que pour des températ-ures supérieures elle s’apparente entre 0,6
K et 1 K puis entre 1 K et T\ (Fig. 2.6 a droite). A la pression de vapeur satu-
rante, la transition A\ est une transition de seconde espéce sans chaleur latente de

transformation entre He I et He II.

3
150 I 410 I R
145
310° -
= 140 _;M )
£ " 210 |
£ 1351 4 &
aQ W
110° |- _|
130 - _
125 J | ] ) ] | 0 ! | ] ] |
1 1,5 2 25 3 35 4 45 1 1,5 2 25 3 35 4 45
Température (K) Température (K)

FIGURE 2.5: A droite : Evolution de la masse volumique en fonction de la température
a 0,1 MPa. A gauche : Evolution de I’entropie en en fonction de la température a 0,1
MPa (donné par Baudouy [21]).
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FIGURE 2.6: A droite : Capacité thermique de I’hélium (& pression de vapeur saturante)
avec une divergence & T ~ 2.14K (Par Donnelly & Barenghi [41]). A gauche : Evolution
de la viscosité en fonction de la température a 0,1 MPa (donné par Baudouy [21]).

Aux températures de 'He I, 'hélium posséde une viscosité qui se rapproche plus
de celle d'un gaz que de celle d’un liquide. Différentes méthodes peuvent étre util-
isées pour mesurer la viscosité en He II. La méthode du viscosimétre a perte de
charge en régime laminaire a travers un tube de petit diamétre et la mesure de
I’amortissement des oscillations d’un disque en rotation sont les principales méth-

odes utilisées.
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Pour un fluide classique les résultats sont identiques par les deux méthodes alors
que pour I'He II des résultats différents ont été obtenus. Par la méthode de 1’écoule-
ment laminaire la valeur de la viscosité a été estimée inférieure a 10710 kgm—!s™1
voire nulle alors qu’avec la méthode utilisant un disque oscillant elle se rapproche
de 107°% kgm~!s™! et varie en fonction de la température (Fig. 2.6 a gauche).
Cette contradiction expérimentale est a I'origine du modéle a deux fluides ot 'He
IT est supposé étre composé d'un "fluide" dit normal et visqueux et dans ce cas
Pexpérience du disque oscillant mesure sa viscosité, et d’un "fluide" dit super-
fluide possédant une viscosité quasiment nulle. C’est cette derniére viscosité qui
est déterminée dans ’expérience de ’écoulement & travers des canaux de faibles

dimensions ot le fluide normal visqueux interagit avec la paroi et reste immobile.

2.2.4 Equations thermodynamiques de I’hélium superfluide

Une interprétation microscopique a été proposée par Fritz London [83] dés 1938 :
la transition superfluide peut étre vue comme une condensation de Bose-Einstein
ou une fraction macroscopique des atomes d’hélium sont dans un seul état quan-
tique. Cependant, contrairement & un gaz de Bose, il existe des interactions im-
portantes entre les atomes. La description actuelle de I’He II & température finie
a été proposée par Laszlo Tisza et Lev Landau® en 1941 [72] : le systéme se
comporte comme une superposition de deux "fluides" ou deux "composantes". La
composante "normale" est constituée par les excitations thermiques (phonons et
rotons) et concentre toute lentropie du systéme. La composante "superfluide",

sans entropie, provient de I’état quantique fondamental du systéme.

Macroscopiquement, la composante "normale" se comporte comme un fluide visqueux
classique. La composante "superfluide" se comporte comme un fluide quantique
non visqueux. Les deux composantes sont couplées par une force de friction mutuelle
(proposée par Gorter et Mellink en 1949 [51]). On note p; et p, les densités re-
spectives de la composante superfluide et de la composante normale. La densité

totale p est donnée par
P = pntps (2.1)

La fraction relative de superfluide p,/p augmente lorsque la température diminue :
ps/p=02aT),et p;/p=1dans la limite T = 0 (voir Fig. 2.7).

4. Lev Landau a obtenu le prix Nobel en 1962 pour ses travaux en matiére condensée et notamment
sur I hélium liquide.
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FIGURE 2.7: Fraction relative des composantes normale et superfluide.

De plus, comme 1'a suggéré Lars Onsager® deés 1949 [109]. la circulation de la

vitesse de la composante superfluide 75,
f YV .d7T (2.2)
o

ol p est un contour fermé quelconque dans le liquide doit prendre une valeur quan-
tifiée en unités de kK = 2wh/m ot m est la masse de 'atome d’hélium. Richard P.

6 a proposé en 1958 une description de ’écoulement superfluide comme

Feynman
un écoulement irrotationnel en tout point (V x v = 6>) sauf sur des lignes trés
fines (de l'ordre de I’Angstrom) appelées lignes de vortex quantiques (ou tourbil-
lons quantiques)[45]. Chaque ligne porte une vorticité . Cette description a été
confirmée par des mesures expérimentales de circulation de vitesse, proches du

quantum de vorticité, réalisées par William F. Vinen en 1960 [140].

2.2.4.1 Contre-courant

Puisque 'entropie est transportée par la composante normale on peut écrire le flux

d’entropie S comme :

vT
S = psv, — K (2.3)

5. Lars Onsager a recu le prix Nobel de chemie en 1968 pour la découverte des rélations réciproque
qui portent son nom qui sont fondamentales pour la thermodynamique des processus irréversibles.

6. Richard P.Feynman est par ailleurs du prix Nobel 1965 pour ses travaux sur 1’électrodynamique
quantique.
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ou s est 'entropie spécifique et x est la conductivité thermique de I’hélium. En
négligeant le terme de conduction on peut écrire le flux de chaleur comme ¢ =

psv, T et, introduisant la quantité de mouvement :
PV = ppUn+ ps ¥ s (2.4)

ou v est la vitesse du barycentre de ’ensemble. En particulier, on peut observer
qu’a vitesse globale nulle (v = 0), par effet du transport de la chaleur limité a
la composante normale (Eq. 2.3) le flux de chaleur entraine I’écoulement normal
et ’écoulement de superfluide en directions opposées pour conserver la masse. Ce

transport de la chaleur de type convectif interne est appelé contre-courant.

250 T

200

150 1 He II : He I i

cr [ms™!]

100 |- } .

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Température [K]

FI1GURE 2.8: Vitesse du premier son ¢; et du second son ¢, en fonction de la température
a pression de saturation obtenus en utilisant la base de données thermodynamiques
HePack [44].

Les équations hydrodynamiques qui décrivent le comportement du superfluide pour

des faibles vitesses (régime dit de Landau) sont :

DU, s
P pp = _ng + psng (2.5)

D, n
P = —%?P — psng + 0. V2T (2.6)

ol 7, est la viscosité de la composante normale. [.’équation de conservation de la

masse est :

% + ?(ps?) =0 (2.7)
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et 'équation de conservation de ’entropie en négligeant les effets de dissipation

s’exprime par la relation :

a(a’f) LY (pT) =0 (2.8)

2.2.4.2 Vitesse critique

Si le dépassement du nombre de Reynolds critique de la composante normale
(Re = ppvnl/u,) détermine une transition laminaire-turbulente au sens classique,
le dépassement par la composante superfluide d’une vitesse critique v?' détermine
la nucléation et 'appar-ition de tourbillons dans I’'He II par la destruction locale de
la superfluidité. On parle donc de régime de turbulence superfluide. Une formule
empirique de la vitesse critique a été proposée par qui dépend du diamétre de la
conduite d selon la relation :

v ~ 0.003d"/* (2.9)

La circulation de la vitesse vs sur un contour fermé est quantifiée :
—  nh
fﬁsd I =— (2.10)
m

ou m est la masse de 'atome d’hélium, A est la constante de Planck et n est
un entier. Le quantum de circulation prend donc la forme I' = h/m, pour n = 1.
L’écoulement de superfluide est irrotationnel & 'exception de lignes de vortex, dont
le rayon est de quelques A, de flux unitaire x. Ces tourbillons quantiques forment
des enchevétrements de vortex qui se caractérisent par une topologie complexe
et dans le cadre de la description classique de la turbulence par un processus de
cascade on doit introduire une nouvelle échelle caractéristique : la distance inter-
vortex §. Celle-ci est reliée a la densité de lignes de vortex L c’est a dire la somme
des longueurs de lignes de vortex quantiques normalisée par unité de volume de
liquide considérée, par la relation 6 = 1/y/Lg. Salort et al. montrent, en utilisant
les résultats de simulations numériques et des résultats expérimentaux, que la
distance inter-vortex varie selon la relation ¢ /L ~ Re** avec Re,, = L\/W/I{

et L est I’échelle intégrale de I’écoulement.

2.2.4.3 Interaction

L’enchevétrement de vortex est responsable de la diffusion des excitations ther-

miques de la composante normale et ainsi de l'interaction entre la composante
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normale et la composante superfluide. Cette interaction dépend de la différence de
vitesse ]7n — 75\ et se traduit par une force dite de friction mutuelle qui couple

le deux composantes (effet Magnus) :
Fos = Apups| T — To2(Tn — T) (2.11)

ou A est le coefficient de friction mutuelle de Goerter-Mellink qui dépend de la
température (déterminé expérimentalement). Quand la vitesse relative entre les
composantes excéde la vitesse critique la force de friction mutuelle modifie les

Eqgs. 2.5 et 2.6 qui prennent la forme suivante :

DV,
Ps™ Dy

D,
Dt

- _%%D +pusVT = Apupdl T = TP (T~ T) (2.12)

Pn - _%ep - psS?T + nnv27n + Apnp8|7n - 75‘2(7” - 75) (2'13)

2.2.5 Premier et second sons de I’He 11

[’existence de deux composantes dans I'He IT implique qu’il peut exister deux types
d’ondes sonores, selon que les deux fluides oscillent en phase, le "premier son", ou

en opposition de phase, le "second son". Déterminons I'équation du "second son".

On appelle Vs et U, les vitesses des composantes superfluides et normales, p le
champ de pression, 1" le champ de température, p la densité totale et s ’entropie
par unité de masse d’'He II. Un écoulement peut s’établir s’il y a un gradient de

potentiel chimique 7,

o,
ot

+ (78v)7s = —V/L (2.14)

Avec .
dp = —sdl' + —dp (2.15)
P

S’il n’y a pas de dissipation, on peut écrire une équation de conservation de I’en-
tropie par unité de masse d’He II, s, qui est portée uniquement par la composante

normale,

5:(09) + V.(psT) = 0 (2.16)

On suppose que la quantité de mouvement totale est nulle a chaque instant, c¢’est-
a-dire,
Ps Vs + pnUn =0 (2.17)

7. potentiel chimique conduit & une équation d’Euler pour Ts. On peut ajouter un terme de friction

mutuelle —’37"(7,L — 75).d(7n — 75)
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Dans le cas ou il n’y a pas de fluctuation de densité totale, dp/0t = 0, ni de
gradient de pression Vp = 0, et en écrivant ds = %dT, avec C), la capacité
thermique massique, les Eqs. 2.14 & 2.17 se réécrivent, dans le cas unidimensionnel,

au premier ordre (hypothése acoustique) :

v aT C,oT  ps Ov
o Cor T ot ol ox (2.18)
D’ou une équation de d’Alembert pour la température,
o*T  ,0°T
ol 3 = ;’—ng%c% est le carré de la vitesse du "second son". Quelques valeurs de s et

co sont données dans le tableau 2.2 pour quelques températures.

TABLE 2.2: Quelques valeurs de vitesse du second son, cs, et d’entropie par unité de
masse d’He II, s, pour quelques températures (correspondant & différentes fractions
superfluide p;/p), a la pression de vapeur saturante.

TIK] ps/p s[JkgT'K] Calm/s]

1.55 0.86 237 19.7
1.80 0.68 544 19.5
2.00 044 958 16..5
210 0.25 1256 12.3
216 0.11 1447 7.87
2.16 0.08 1492 6.39

Contrairement a un fluide classique dans lequel la température obéit a une équation
de diffusion, une fluctuation de température dans I’He II est donc transportée
sous la forme d’une onde (second son), de fagon similaire & une fluctuation de
pression (premier son). Cela permet d’expliquer pourquoi I’'He II transporte trés

efficacement la chaleur.

Par conséquent, I'analyse spectrale du signal permet d’obtenir des renseignements
sur la distribution d’énergie a travers les échelles. La Fig. 2.9 est montré un exemple
de signal de vitesse local obtenu dans un écoulement turblent (cas d’un jet d’hélium

gazeux) et son analyse spectral (densité spectrale de puissance).
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FIGURE 2.9: Exemple de signal de vitesse local obtenu dans un écoulement turblent (cas
un jet d’hélium gazeux [30]) et son analyse spectral (densité spectrale de puissance).
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Turbulence

3.1 Introduction

La turbulence classique décrit le comportement d’un fluide fortement brassé. Le
mouvement obtenu peut sembler a la fois désordonné (vitesses aléatoires, non re-
productibilité) et structuré "tourbillons, structures cohérentes". C’est un domaine
qui intrigue les scientifiques depuis plusieurs siécles. La premiére étude systéma-
tique de ce probléme a été publiée par Léonard de Vinci au début du XVI® siécle
(Fig. 3.1).

L’équation qui gouverne la dynamique d’un fluide non visqueux a été établie par

Leonhard Euler en 1755 avec un modéle de milieu continu :
oY
p (W + (7~V)> =pg — VP (3.1)

ou p est la densité du ﬂuide,p(?, t) est le champ de pression dans le fluide, 7(?, t)
est le champ de vitesse du fluide et 7 est 'accélération de la pesanteur. Il s’agit
d’une équation différentielle non linéaire. C’est le terme non linéaire, (v.7) 7 qui
est & lorigine de la richesse de comportement des fluides fortement brassés.

Ce n’est cependant qu’au XIX¢ siécle que Claude Navier et George Stokes ont établi
I’équation qui prévaut toujours aujourd’hui et qui tient compte des frottements
visqueux dans le fluide :

p (% + (7.@) =pd — VP4V (3.2)

ot n est la viscosité dynamique du fluide. Cette équation de Navier-Stokes est

une équation différentielle non-linéaire dont ta résolution constitue un probléme

19
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mathématique trés difficile. Il s’agit de 'un des sept défis mathématiques relevant
du prix du millénaire! : une récompense d’un million de dollars est promise a
quiconque parviendra a trouver une solution exacte, ou méme seulement a prouver
I’existence ou l'inexistence de solutions exactes.

L’écoulement est "turbulent" lorsque le terme non-linéaire domine sur le terme

FIGURE 3.1: A gauche : Etude sur les turbulences par Léonard de Vinci. A droite :
Turbulence générée en aval d’une grille (en haut) et jet axi-symétrique (en bas).
Source :[134].

visqueux. On peut caractériser I'ordre de grandeur relatif de ces deux termes avec
le nombre de Reynolds, Re :
_ Termenon — lineaire  pLov  Lov

Re = = 3.3
c Termevisqueux n v (33)

ou Lg est I’échelle caractéristique a laquelle ’écoulement est généré, v est la vitesse
typique de I’écoulement, v = 1/p est la viscosité cinématique.

L’écoulement est "turbulent" lorsque le nombre de Reynolds est grand (Re > 1).
Dans le cas contraire (Re < 1), on dit que I’écoulement est laminaire. Dans la vie
courante, la plupart des écoulements sont turbulents : écoulement de I'air autour
d’une voiture ou d’un avion, mouvement de ’eau autour d’un nageur, écoulement
d’un cours d’eau,... C’est pour cette raison que I'étude de la turbulence, outre
son intérét fondamental comme systéme non-linéaire, est d’une grande impor-
tance pratique (industrie aéronautique, automobile, nucléaire,...). De nombreuses
études, menées au XX° siécle, ont permis de dégager une description théorique et

statistique de la turbulence. Par ailleurs, il n’existe pas de solution exacte connue

1. htCp : //www.claymath.org/millennium/Navier-Stokes_ Equations
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pour l'équation de Navier-Stokes et la turbulence reste un domaine de recherche
toujours ouvert.

Il est également possible de définir un nombre de Reynolds basé sur une échelle
microscopique plutot que sur la grande échelle L. Geoffrey Ingram Taylor a pro-
posé en 1938 de définir une micro-échelle de la turbulence, A, qui est associée aux

gradients de la vitesse turbulente, c’est-a-dire,

(ol = (=) (3.4)

ou (|| 7 v|| représente le module du gradient de vitesse turbulente. Cette échelle

conduit a la définition du nombre sans dimension,

Ry = (3.5)

appelé nombre de Reynolds basé sur la micro-échelle de Taylor. Il permet de

quantifier la prépondérance locale des effets turbulents par rapport aux effets

visqueux. On peut montrer pour un écoulement homogéne et isotrope que ce nom-

bre Reynolds turbulent R, est relié au nombre de Reynolds Re par la relation.
20

3.2 Cascade de Richardson

Une premiére description phénoménologique de I'évolution de la hiérarchie des
structures visibles dans les écoulements turbulents a été proposée par Lewis Fry
Richardson en 1922 [114, 115]. L’énergie est injectée a grande échelle. Elle apparait
sous la forme d’une grande structure (tourbillon) de taille Ly. A cette échelle,
le nombre de Reynolds Rer, = Lgvr,/vv est trés grand donc la dynamique est
dominée par la non-linéarité de I’équation de Navier-Stokes. Elle conduit & ce que
la grande structure donne naissance a des structures plus petites. Ces structures
plus petites donnent naissance a leur tour a des structures encore plus petites, et
ainsi de suite, jusqu’a ce que 'on atteigne une petite échelle [, & laquelle on peut
associer un nombre de Reynolds Re; = lv;/v suffisamment faible pour que le terme
visqueux devienne significatif et que P’énergie cinétique puisse étre dissipée (voir
Fig. 3.2).
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Energie injectée a grande échelle
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Energie dissipée a petite échelle

Petite échelle ¢

FIGURE 3.2: Energie dissipée a petite échelle

Les échelles a travers lesquelles ’énergie cascade sont appelées "échellesinertielles".
Dans la suite, on note ¢ le flux massique d’énergie qui se propage a travers les
échelles inertielles. Une question importante est de savoir comment vérifier si ce
modéle est correct a partir des grandeurs mesurables. Dans la pratique, a défaut
d’étre capable de mesurer directement e, on peut mesurer une grandeur locale
(notamment, la vitesse, a I'aide d’un anémomeétre), et obtenir un signal temporel
v(t) : Comment se traduit l'existence de la cascade d’énergie sur la nature du
signal v(t)?

Lorsqu’une grosse structure est advectée a la vitesse (v) de 1’écoulement moyen,
elle va avoir un temps de vol sur le capteur qui sera plus long que celui d’une petite
structure. Plus précisément, a une fluctuation de vitesse de fréquence f, peut étre

associ¢ un tourbillon de taille (v)/f.

En introduisant le concept "d’eddy", une structure de I’écoulement est carac-
térisée par une taille [ (I peut étre vue comme une longueur de cohérence) et une
vitesse fluctuante? wu(l). Cette derniére est définie en utilisant la décomposition
de Reynolds [113] du champ de vitesse U(x,t) en une partie moyenne (U) et une

partie fluctuante u(z,t) selon la relation :
Ulx,t) = (U) + u(z,t). (3.7)
La vitesse fluctuante w est une variable aléatoire centrée ( (u(x,t)) = 0) et (e)

correspond a 'opération de moyenne d’ensemble. Richardson propose un proces-

sus de cascade d’énergie ol les "eddies" caractérisés par une taille comparable a

2. u(l) peut étre assimilé a Pincrément spatial §,u (voir la suite) sur une échelle r = [. Une formula-
tion plus moderne consiste & considérer u(l) comme ’écart-type des coefficients d’une décomposition a
ondelettes a I’échelle [ [99].
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’échelle caractéristique de 1’écoulement (L) se fractionnent par effet d’instabilité
en structures de tailles plus petites. Les grosses structures se caractérisent par
un nombre de Reynolds Re; = u(l){/v > 1 et par conséquent les effets de dissi-
pation visqueuse sont négligeables. L’énergie cinétique des grosses structures est
transférée aux petites dans un processus de cascade qui continue jusqu’a ce que les
effets de viscosité soient suffisamment importants pour que la viscosité moléculaire

dissipe toute I’énergie résiduelle en chaleur.

3.3 Au dela de Kolmogorov 1941

En 1941, Kolmogorov [68—71| a donné les expressions quantitatives pour I'intensité
typique des mouvements de taille [ ainsi que pour 1’échelle de dissipation I, .
Kolmogorov reprend l'idée de la cascade de Richardson et de hiérarchie d’échelles
pour formuler une description statistique du champ de vitesse turbulent a chaque

échelle de ’écoulement en introduisant trois hypothéses.

(1) Pour des nombres de Reynolds suffisamment élevés la séparation entre les
grandes échelles (affectées par les conditions limites d’injection de I’énergie)
et les petites échelles est suffisamment grande pour que ces derniéres devien-
nent statistiquement indépendantes du mécanisme de production (a grande
échelle et spécifique de chaque écoulement). Pour la méme raison, les pe-
tites échelles peuvent étre considérées comme statistiquement isotropes lo-
calement. [’information concernant ’écoulement & grande échelle est perdue

le long de la cascade et la statistique des petites échelles est universelle.

(2) Pour des nombres de Reynolds suffisamment élevés la statistique des petites
échelles devient universelle et est déterminée uniquement par la viscosité v

et le taux de dissipation (g).

(3) Pour des nombres de Reynolds suffisamment élevés la statistique des échelles
de longueur caractéristique [ intermédiaire, L > L > n ne dépend plus de

la viscosité et ne dépend donc que du taux de dissipation (g).

Une conséquence de la description de Kolmogorov est la séparation de la cascade en
trois zones : une zone caractérisée par les grandes échelles d’injection de 1’énergie
L (ou léchelle intégrale de I’écoulement), une zone dite inertielle (L < | < n) et
une zone aux petites échelles dite de dissipation pour [ ~ n (ou 7 est I’échelle de
Kolmogorov définie ci apreés).

Dans le processus de cascade a I’équilibre, le taux de transfert de ’énergie entre
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les grosses et les petites structures dans le domaine inertiel est constant car la
production et la dissipation d’énergie sont a 1’équilibre. On peut donc écrire le
taux de transfert de I’énergie par unité de masse d’une structure de taille [ et de
temps de retournement 7; = [/u(l) comme son énergie cinétique divisée par le

temps de retournement de la structure turbulente selon la relation :

2 3
~
e~ =7 (3.8)

La vitesse de la structure a ’échelle intermédiaire [ est :

w ~ ((ey))!? (3.9)

On peut donc définir une échelle de dissipation a partir de laquelle le processus
de dissipation visqueuse devient comparable au terme de transfert inertiel (c’est

a dire que le nombre de Reynolds Re; = wl/v ~ 1 ). En utilisant ’Eq. 3.9 on

n= (%)1/4 (3.10)

qui prend le nom de longueur de Kolmogorov. La séparation entre la grande et la

obtient 1’échelle 7 :

petite échelle est définie donc par le nombre de Reynolds selon la relation :

L
Z =R (3.11)
U

Le taux de dissipation moyen est par définition :

(e) = V(Z?): % (gz + Z—Z>Q> (3.12)

i,0=1

et dans I'hypothése d’écoulement homogéne et isotrope le taux de dissipation

moyen (¢) s’écrit : ,
(€) = 151/((%) ) (3.13)

Une conséquence de ’hypothése de Kolmogorov de self-similarité dans le domaine
inertiel est la prédiction que le moment d’ordre p des incréments de vitesse longi-

tudinaux (ou fonction de structure d’ordre p) prend la forme :

Sp(r) = ((0,u)?) ~ ({e)r) (3.14)
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ol 'exposant est donné par (argument dimensionnel) ¢, = p/3 et d,u = u(x +71)—
u(z) est 'incrément de vitesse longitudinale en fonction de ’échelle de séparation
r. La forme de la densité de probabilité de §,u ne varie pas en fonction de r dans

la zone inertielle (invariance d’échelle). En particulier, pour 'ordre p =2 on a :
Sa(r) = ((6,u)%) = Ca(e)r)*? (3.15)
et cette relation dans le domaine spectral, peut s’écrire de la fagon suivante :
E(k) = Cile)?3k5/3 (3.16)

Dans les Eqgs. 3.15 et 3.16 (5 et (', sont des constantes universelles reliées par la

relation C}, = Ff\g') (5. Dans l'article Kolmogorov utilise I’équation de Karman-

Howarth pour obtenir une relation exacte qui est solution de ’équation de Navier-

Stokes et prend la forme :

dSQ (7’)
dy

4
Ss(r) = —5<e>r + 6v (3.17)
et dans le domaine inertiel, en supposant que l'effet de la viscosité est négligeable,

on a .

S3(r) = —=(e)r (3.18)

ce qui correspond a (3 = 1. Les observations expérimentales, en revanche, montrent
que (o > 2/3,(3 = 1 et (, < p/3 pour p > 3 traduisant la nature intermittente
du taux de dissipation. On observe que la forme de la distribution de probabilité
des incréments de vitesse évolue en fonction de r d’une forme quasi-gaussienne
a grande échelle & une distribution étalée indiquant la présence d’événements de
forte intensité a petite échelle. Cet étalement des distributions de probabilité est

la signature du phénomeéne de l'intermittence statistique.

3.4 L’intermittence interne

Nous avons déja souligné le caractére intermittent des petites échelles de turbulence
isotrope, a la suite du processus d’étirage de filaments de tourbillons. Ceci conduit
en particulier & la formation des tourbillons cohérente minces longues qui ont été
indiqués ci-dessus d’exister. Ainsi, dans un flux turbulent isotrope tridimensionnel
homogéne, 'intensité des fluctuations de vitesse ne se répartit pas de facon uni-

forme dans I'espace, et présente ce qu’on appelle "I'intermittence interne". Cette
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intermittence est d’une nature différente de la "intermittence externe" qui car-
actérise les grands tourbillons cohérents d’un écoulement turbulent & la frontiére
avec le flux irrotationnel externe, dans les couches limites turbulentes ou des jets
par exemple. L’existence de l'intermittence interne est pas en contradiction avec

I’hypothése d’homogénéité, qui est une propriété moyenne de I’écoulement.

Ainsi, le "locale" taux de dissipation d’énergie cinétique affiche des fluctuations
importantes au sujet de sa valeur moyenne. Une conséquence est la théorie de Kol-
mogorov 1941 [69] , qui ne comporte pas ces fluctuations de et doit certainement
étre corrigé afin de tenir compte de ce caractére intermittent. Cela a été remar-
qué par Kolmogorov lui-méme, qui a proposé une théorie en 1962 qui a corrigé sa
théorie originale (Kolmogorov [71]). Les mémes idées ont été exprimés simultané-

ment par Oboukhov [107], et développés par Yaglom [151].

Un point & mentionner est que, au niveau du spectre d’énergie cinétique, les cor-
rections d’intermittence qui pentification k=% Kolmogorov sont dans les deux
théories. Ceci est trop petit pour permettre une vérification expérimentale a ce
niveau. Ceci pourrait suggérer que les théories de fermeture pourraient donner des
résultats satisfaisants, méme si elles ne peuvent pas faire face a l'intermittence
spatiale envisagée ici. Notez également que I’ observé expérimentalement haute-%
départ du k=%2 spectre correspond & la bosse déja mentionné. Cela diminue les
spectrale exposant module, contrairement a intermittence interne.

La méme étude expérimentale que celle effectuée pour la vitesse par Anselmet et
al. [6], a été effectuée par Antonia et al. [7] pour une température passive. Dans
ces deux études (voir aussi Gagne [49]), le pdf respectivement de la différence de
vitesse et de température entre deux points sur une distance donnée en dehors ont
été trouvés pour avoir une queue exponentielle. Ceci est évidemment liée & men-
tionnés ci-dessus, et indique les gradients de température exponentielle-queue de
la vitesse pdf-gradient. Mais le départ de gaussianité est beaucoup plus marquée
pour la température que pour la vitesse. D’autre part, Metais et Lesieur [93|et
[94] ont trouvé dans le DNS de décomposition turbulence isotrope que non seule-
ment les dérivés de la température, mais aussi la température elle-méme, affichent
une distribution exponentielle. Au contraire, la vitesse est trés proche de gaussi-
enne. Mesures en turbulence de grille fait par Jayesh et Warhaft |[61] confirment la
température exponentielle pdf dans le cas d’'une moyenne gradient non nul de la

température, mais trouver un prés de comportement gaussien sans gradient moyen.

Figure 3.3 montre, respectivement, la décroissance de I’énergie cinétique et spec-

tres de température dans LES (en utilisant des méthodes pseudo-spectrale et une
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FIGURE 3.3: Temps-Evolution d’énergie dans le pseudo-spectrale basée sur une Simu-

lation des Grandes Echelles SGE (LES) effectuée par Lesieur et Rogallo [77], en com-

mencant d’abord avec les spectres de k* a faible k. La résolution est de modes 1283 (avec
la permission physique des fluides).

viscosité effectif spectrale, (Voir la section 6.2 pour plus de détails), effectuée par
Lesieur et Rogallo [77]. Ces simulations, sur lequel plus de détails seront donnés
dans le chapitre suivant, commencent avec I’énergie et la température spectres
identiques fortement atteint un sommet dans les grandes échelles. Ils montrent
d’abord la création d'une oc k* spectre de rétrodiffusion dans les trés grandes
échelles, ce qui sera expliqué au chapitre suivant. Dans les petites échelles, deux
spectres cascade vers un grand nombre d’ondes. L’énergie cinétique suit approxi-
mativement la loi de Kolmogorov ?. D’autre part, les piéces de la température dans
les grandes échelles une longue portée de pente plus faible que £~1. Un loi anoma-
lous® a été expliquée par Lesieur et Rogallo [77] avec le méme type d’arguments
que ceux conduisant a la plage visqueuse convectif (mais ici le nombre de Prandtl
moléculaire est supposé étre ~ 1) : on suppose que, en raison de Iabsence de
gradient de pression dans I’équation scalaire, le scalaire va réagir trés rapidement
d’une maniére quasi linéaire de la cisaille & grande échelle, avant que les effets non

linéaires commencent a agir.

3. Il est en effet plus proche de k=2 avec la viscosité turbulente spectrale utilisée dans le présent SGE
(LES)
4. En ce qui concerne la gamme k~5/ inertiel-convective.
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Enfin, il doit étre souligné que I’évolution vers un état intermittent est une ten-
dance naturelle pour un écoulement turbulent. Lorsqu’il est appliqué & I'univers,
supposé étre fluide, ce concept permet de comprendre comment 'univers ho-
mogeéne initialement quasi du "big bang" a perdu son homogénéité, et a main-
tenant développé une telle distribution intermittente de galaxies. Nous mention-
nons & cet égard les simulations de Frisch [48] basé sur une équation de Burgers
multi-dimensionnelle. Plus généralement, I'intermittence semble caractériser tout

systéme de dissipation non linéaire.

3.5 Le budget d’énergie spectrale

Pour une turbulence homogéne (avec des gradients de vitesse moyenne imposée)
I'image du I’énergie budget est quantifiée par ’équation d’équilibre pour la fonction
spectre d’énergie E(k,t). Cette équation (dérivé en détail dans Hinze (1975)[57]
et Monin et Yaglom (1975)[98]) peut étre écrite [48] :

) B ) ,
S B(k,) = Pu(k,t) = = Tk, 1) — 20k Bk, 1) (3.19)

Les trois termes sur le c6té droit représentent la production, le transfert spectrale,

et de dissipation.

Le spectre de production Py est donnée par le produit de la vitesse moyenne des
gradients 0(U;)/0x; et une partie anisotrope du tenseur du spectre. La contribution

a la production de la gamme de nombre d’onde (k,, k;) est notée

kp
Blka k) = / Py.dk (3.20)

et, dans la mesure o tous de ’anisotropie est contenue dans la plage contenant

d’énergie, nous avons donc :
P = P(O’OO) ~ P(O,kEI)a (321)

Plip 00/ P < 1 (3.22)

Dans le second terme sur le coté droit de l'équation 3.19, Ty (k) est le taux de
transfert d’énergie spectrale : il est le taux net a laquelle I'énergie est transférée

de modes de nombre d’onde inférieure & K a ceux qui ont des nombres d’ondes
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plus élevées que k. Ceci est simplement liee a T'(1) —le taux de transfert d’énergie

a partir des tourbillons plus grand que [ & ceux plus petit que [— par

T(1) = T,(27)1) (3.23)

Le taux de gain d’énergie dans le nombre d’onde (k,, kp) en raison de ce transfert

spectrale est

k
| = Tk = Tilk) ~ Talhy) (324)
Depuis T}, disparait a zéro et nombre d’onde infinie, ce terme de transfert ne fait
aucune contribution a I'équilibre de I’énergie cinétique turbulente k.

Une expression exacte pour les savoirs traditionnels peuvent étre obtenues a partir
des équations de Navier-Stokes (voir, par exemple, Hinze (1975)[57]). Il ya deux
contributions : celle qui résulte de I'interaction de triades de modes nombre d’onde,
Pautre exprimant un effet cinématique principal cela signifie gradients de vitesse

ont sur le spectre. Le dernier terme de 1’équation 3.19 est le spectre de dissipation
D(k,t) = 2vk*E(K,T).

©

A
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FIGURE 3.4: Pour turbulence homogéne au nombre trés élevé Reynolds, les courbes de

(a) sont les spectres de I’énergie et de la dissipation, (b) les contributions & I’équation

de ’équilibre pour E(k,t)(Eq. 3.19), et (c) le taux de le transfert d’énergie spectrale
(B. Pope [48], p. 251)
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Figure 3.4 est une esquisse des quantités figurant dans I'équation de I’équilibre
E(k,t) (Eq. 3.19). Dans la gamme contenant énergie, tous les termes sont signifi-
catifs, sauf pour la dissipation. Avec la approximations k(o) = k,€0,kp;) = 0 et
Po kg = P, quand il est intégré sur la plage contenant énergie (0, kgr), Eq. 3.19

rendements

dk

—~P-T 3.25
dt B (3:25)
ou Tr; = Ti(kgr). Dans le domaine inertiel, le transfert spectrale est le seul pro-
cessus important, de sorte que (quand il est intégré a partir de kg, jusqu'a) kpy
Eq. 3.19 rendements

0~ TE[ — TD] (326)

ou Tpr = Tr(kpr). Alors que dans la gamme de dissipation, spectrale soldes de
transfert dissipation de telle sorte que (quand il est intégré de kp; a linfini).
Eq. 3.19 rendements

0~Tpr—¢ (3.27)

Quand ils sont ajoutés ensemble, les trois derniéres équations donnent (sans ap-

proximation) I’équation de I’énergie cinétique turbulent dk/dt = P — ¢.

Les équations ci-dessus mettent en évidence encore les caractéristiques essentielles
de la cascade de I’énergie. Le taux de transfert d’énergie a partir de la gamme Ty
contenant de I’énergie dépend, d’une maniére non-universelle, a plusieurs facteurs,
y compris les gradients de vitesse moyenne et les détails de la plage contenant-
énergie du spectre. Cependant, ce taux de transfert établit alors un domaine in-
ertiel de caractére universel & Ty (k) = Tgr; et enfin la partie haute de nombre
d’onde du spectre dissipe I’énergie a la méme rythme que celle a laquelle il le
recoit. Ainsi, les deux Tp; et € sont déterminés par, et sont égaux a, Try, quand
"la dissipation" est envisagée — par exemple, pour caractériser le spectre de gamme
inertielle E(K) = Ce*3k=>/3~ il est conceptuellement supérieure & envisager T

en place de ¢.

3.6 Turbulence quantique et turulence classique

En utilisant la description phénoménologique de la cascade de Richardson et Kol-

mogorov de la turbulence classique, les questions qui se posent concernent les effet
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des restrictions quantiques sur le comportement de la cascade turbulente & des
températures inférieures a T\. En particulier, les questions concernent la réparti-
tion de I’énergie entre la composante normale et la composante superfluide et la
loi d’évolution du spectre d’énergie ainsi que les effets induits par la topologie des
enchevétrements de vortex (i.e. les effets de polarisation) a température finie.

Les premiers résultats ont étés obtenus a I’aide d’un capteur de pression dans un
écoulement de von Karman réalisé par forcage inertiel. Ils montrent une évolution
du spectre de puissance de la vitesse compatible avec une loi de puissance de type
f~5/3 dans le superfluide, jusqu’a une température de 1.4 K et indépendamment
de la fraction relative de superfluide. Un comportement compatible avec le proces-
sus de cascade de Kolmogorov a été observé dans les expériences de turbulence de
grille entre 2.6 K et 1.65 K a 'aide des capteurs de pression de type micro-Pitot.
Les mesures semblent confirmer une loi de puissance en -5/3 sur une décade de
domaine inertiel mais la dynamique en fréquence et la résolution spatiale des cap-
teurs sont limitées par les phénomeénes de résonance (Helmholtz) et par la section
de la prise de pression, respectivement. De plus, des mesures de vitesse locale sont
en accord avec la loi des 4/5 de Kolmogorov (Karman-Howarth) entre 1.15 K et
2.15 K. Ce comportement semble étre compatible avec une situation dans laquelle
la composante normale et la composante superfluide sont couplées a grande échelle
du fait de la force de friction mutuelle. A partir de I'échelle de forcage les deux
composantes couplées suivent le méme processus de cascade & la Kolmogorov qui

nécessite seulement un mécanisme de forcage et un mécanisme de dissipation.

En revanche il est intéressant de mettre en évidence le fait que le mécanisme clé a la
base de la cascade et du transfert d’énergie, I’étirement des structures tourbillon-
naires, est absent dans la composante superfluide. Dans 'expérience de turbulence
de grille en décroissance (ou le forcage est obtenu par une grille métallique mise
en mouvement dans une conduite d’hélium superfluide stagnant) la décroissance
de la vorticité superfluide est mesurée a l'aide de transducteurs de second son

3/2 compatible avec la turbulence

et les résultats montrent une loi d’échelle en ¢~
classique.

En fonction de la température, car le terme de couplage dépend du ratio normal-
superfluide (voir I'Eq. 2.11), le comportement de la cascade a petite échelle est
plus complexe et mal connu : le mécanisme dominant de dissipation reste un sujet
ouvert. Plusieurs scénarios ont été envisagés. Feynman a proposé un mécanisme
de reconnection des vortex qui génére des anneaux de taille de plus en plus petite

dans un processus de cascade. Un autre mécanisme postule I'existence d’ondes de
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Kelvin (perturbations de la géométrie des lignes de vorticité) crées par des impul-
sions associées a la reconnection des vortex. Pour des températures inférieures a 1
K T'énergie est rayonnée sous la forme d’ondes acoustiques, analyse le spectre de
I’énergie en mettant en évidence un phénomeéne de bottleneck. Une cascade tur-
bulente classique en loi de puissance k%3 est suivie par une remontée du spectre
selon une loi de puissance en k? par effet de la polarisation des enchevétrements
de vortex. Le bottleneck est enfin suivi par une décroissance du spectre en k~7/3
associée a la cascade d’ondes de Kelvin. Certaines simulations numériques de mon-
trent que, aux basses températures (ps > py,), le spectre a des échelles comprises
entre 'échelle intégrale et & tend vers une loi de puissance en k? (caractéristiques
d’un phénoméne d’équipartition de 'énergie) par effet de 'accumulation de ’én-
ergie due a la difficulté, pour le superfluide, de dissiper I’énergie cinétique. Du
point de vue expérimental la vérification des prédictions théoriques est soumise
a des difficultés multiples qui comprennent d’une part ’écoulement (i.e. plage de
température accessible, type de forcage, sa qualité en termes de stationnarité, la
taille de I’échelle intégrale L etc.), les contraintes liées a la technologie cryogénique
et, d’autre part, la résolution spatiale limitée des sondes (environ 500 gm pour le
micro-Pitots) de vitesse locale actuellement disponibles. De plus, la mesure de la
déviation du comportement de la cascade turbulente par effet du superfluide par
rapport a la cascade de la turbulence classique, nécessite la compréhension de cette

derniére, un probléme qui est loin d’étre résolu.

3.6.1 Theéories de la turbulence superfluide

La théorie de deux fluides de Landau est le modéle de base en hydrodynamique
du superfluide. Les proportions relatives du fluide normal et du superfluide dépen-
dent de la température absolue T. L’écoulement du superfluide sans frottement le
différencie d’un fluide normal. Les lignes de vortex induisent dans un écoulement
superfluide 'apparition d’une dissipation. Cette caractéristique rend I’'He II trés
intéressant. La circulation et la force de couplage sont deux éléments essentiels
des lignes de vortex (Vinen [136-139, 141]). La quantification de la circulation est

Exprimée par la condition :

/ vedL =T (3.28)

Cest le contour autour du noyau du vortex, I' = h/m = 9.97 x 10~ *em?s™1. T est
la circulation quantifiée, h est la constante de Planck et m est la masse de ’atome
d’Hélium.
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3.6.2 Quelques travaux expérimentaux et Numeériques en turbulence

superfluide

Parmi les méthodes numériques pour la génération de ’enchevétrement des lignes

de vortex on reléve :

C. F. Barenghi et al. (2013)[16] Turbulence dans 'hélium superfluide est in-
habituel et représente un défi pour dynamiciens fluide car il se compose
de deux couplés, inter pénétration fluides turbulents : le premier est non
visqueux avec tourbillon quantifié, le second est visqueuse avec tourbillon
continu. En dépit de cette double nature, spectres observés de la vitesse tur-
bulente superfluide a des échelles suffisamment grandes de longueur sont simi-
laires a ceux turbulence ordinaire. Nous présentons des résultats expérimenta-
ux, numériques et théoriques qui expliquent ces similitudes, et illustrent les
limites de notre compréhension actuelle de la turbulence superfluide a des

échelles plus petites.
J. Salort et al. (2011)[122] La turbulence de I'hélium superfluide est étudiée

numeér-iquement a température finie. Simulations numériques directes sont
effectuées avec un modéle de "HVBK", qui combine la description continue
des équations Hall-Vinen-Bekeravich-Khalatnikov avec la contrainte supplé-
mentaire que cette description continue ne peut pas dépasser une échelle de
longueur quantique associée a espacer la moyenne entre I'individu tourbillons
superfluide. Un bon accord est trouvé avec les mesures expérimen-tales de
la densité de vortex. En outre, en faisant varier I'intensité de la turbulence
seulement, Salort et al observent que 'espacement entre les intervortex varie
en fonction du nombre de Reynolds Re en -3/4, comme ’échelle de longueur
visqueux dans turbulence classique. Dans la limite de haute température, I'in-
ertie du cascade de Kolmogorov est récupéré, comme prévu a partir d’études
numeériques et expérimentales précédentes. Lorsque la température diminue,
la cascade inertielle reste présent a de grandes échelles de temps, a petite
échelle, le systéme évolue vers un equipartition statistique de ’énergie ciné-
tique entre les modes spectraux, avec un spectre de vitesse caractéristique.
L’accumulation des excitations superfluide sur une gamme de mesoscales per-
met de garder le superfluide dissipation de I’énergie cinétique par la friction
mutuelle avec le fluide normale résiduelle, bien que ce dernier devient rare a
basse température. Il se trouve que la plupart du tourbillon superfluide peut

se concentrer a basse température, alors qu’elle est concentrée dans la zone
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inertielle & température plus élevée. Cette observation devrait avoir des con-
séquences sur l'interprétation de décomposition expériences de turbulence,

qui sont souvent basées sur des mesures de densité de ligne de vortex.

D. H. Wacks et C. F. Barenghi(2011)[147] IIs ont développé un modéle de
"two-fluid shell model" pour étudier la turbulence superfluide et d’enquéter
sur les spectres d’énergie et I'équilibre des flux entre les deux fluides dans un
état stable.

A des températures suffisamment basses un ’bottle-neck’ se développe a
grande nombres d’ondes suggérant la nécessité d’un autre effet de dissipa-

tion, comme la cascade de onde de Kelvin.

J. Salort et al. (2011)[123] Ce travail rapporte de nouvelles données expérime-
ntales et de simulation numérique pour la turbulence superfluide au-dessus
de 1 K. IIs ont présenté les valeurs pour 'exposant de graduation de la valeur
absolue des fonctions de structure de vitesse-incrément.

Dans les deux résultats expérimentaux et numériques, elles démontrent que
I'inter-mittence se produit dans des écoulements superfluides d’une maniére
tout a fait comparable a la turbulence classique. En particulier, la déviation
de Kolmogorov 1941 garde la méme force qu’ils ont croisé la transition su-
perfluide. La motivation de leur travail, c’est la premiére confirmation des
résultats expérimentaux de Maurer & Tabeling (1998)[89]. Et ce travail est
la premiére évidence numérique de l'intermittence dans la turbulence super-

fluide.

Boué et al. (2012)[24] Dans ce travail, Boué et al ont considéré le comporte-
ment intermittent de la turbulence superfluide. En raison de la similitude
dans la structure non linéaire du modéle de deux-fluide de la superfluidité et
les équations de I’Euler et du Navier-Charge, une s’attend a ce que les ex-
posants de graduation des fonctions de structure soient les mémes que dans
la turbulence classique pour les températures preés de la transition superfluide
T et également pour le T' < T).

Par I'utilisation du "shell model", ils ont proposé que pour un régime inter-
meédiaire des températures, tel que la densité des composants superfluide et
normal fluide sont comparable entre eux, existe la une gamme des balances
dans lesquelles les exposants efficaces indiquent une intermittence plus forte.
Boué et al. offrent une relation entre ces efficaces et les exposants classiques
de graduation. Puisque cet effet se produit aux températures et aux nombres

de Reynolds accessibles. Alors, ils ont proposé que des expériences doivent
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étre entreprises pour évaluer plus loin la validité et les implications de cette
prévision.

Baggaley et al. (2012)[12] Les expériences numériques de ce travail avec la tur-
bulence quantique a zéro absolu, ont indiqué que ’embrouillement de vortex
contient les structures vortical logiques, ou les paquets de vortex paralléle
raye, qui résultent seule de la dynamique de "Biot-Savart", et semble étre
semblables & la vorticité "worms" observés dans la turbulence ordinaire. A
la différence de turbulence ordinaire, dans un systéme superfluide la vortic-
ité est seulement sous forme de lignes. Etant donné la simplicité relative de
la turbulence quantique, ceci peut fournir de nouvelles perspicacités dans la

nature de la turbulence et 'origine des "worms".

P.-E. Roche et al. (2009)[116] Pour modéliser la turbulence homogéne isotrope
de quantum en hélium superfluide, P.-E. Roche et al ont effectué des sim-
ulations numériques directes (DNS) de deux fluides (le fluide normal et le
superfluide) couplés par la force de friction mutuelle. Ils ont trouvé I’évidence
du verrouillage fort du fluide superfluide et normal au long de la cascade tur-
bulente. Ils ont aussi déterminé la vitesse résiduelle entre les deux fluides, et
pour chaque fluide, I’équilibre relatif des forces a inertie, visqueuses et de frot-
tement au long des balances. Leurs calculs prouvent que la relation classique
entre I'injection d’énergie et la balance de dissipation est inadmissible en la
turbulence quantique, mais ils ont pu dériver "température-dépendante" une
relation analogue du superfluide. Aussi, dans ce travail, ils discutent les ré-
sultats de DNS courant de la turbulence quantique, y compris la valeur de

la viscosité cinématique efficace.

Araki et al. [8] Par l'utilisation d’un modéle de filament de vortex pour un su-
perfluide sans fluide normal que pour k£ < 27/l, ils ont montré numériquement
que le spectre de I’énergie a la forme -5/3 de Kolmogorov. Dans un deuxiéme
cas, en absence de la force de couplage, ils ont trouvé que pour k > 27/l,
le spectre d’énergie a la forme de k~!. Par contre pour k < 27/l le spectre
converge vers la forme -5/3 de Kolmogorov . Ces résultats supportent seule-
ment la zone inertielle.

Pour des échelles supérieures a [, avec [ I’'espace entre les lignes de vortex, les
deux fluides possédent un spectre ayant la forme de Kolmogorov. La raison
est que la force de couplage a un effet dissipatif négligeable et les fluides sont
soudés. La présence des lignes de vortex dans la partie superfluide donne

naissance a une force de couplage entre les deux fluides permettant aux deux
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fluides de rester soudés. Cette force n’est responsable que d’une faible dis-
sipation. Pour des échelles plus faibles, comparées a la distance [, les lignes
de vortex sont sous une forme discréte et la circulation est quantifiée. Sur
ces petites échelles, une forte force agit entre les deux fluides causant une
dissipation. La turbulence sur ces échelles a probablement la forme des ondes
de Kelvin et la dissipation est accompagnée par les reconnections des lignes

de vortex et des atténuations des ondes de Kelvin.

Nore et al.[106] Les études sur le processus de reconnections les lignes de vor-
tex sont accomplies par I'utilisation de ’équation non linéaire de Schrédinger
(NLSE). La reconnection entre deux filaments est un phénoméne dissipatif.
Au moment de la reconnection, une onde sonore est générée et dissipe 1’én-
ergie cinétique de 'enchevétrement de lignes de vortex. L’apparition de cette
reconnection donne naissance a des ondes de Kelvin qui émettent des radia-
tions qui diminuent ’énergie. La théorie classique de Kolmogorov peut étre
appliquée au superfluide. Le spectre d’énergie sera donc de l'ordre E(k) ~

k=5/3 pareil & un fluide normal.

Nore et al. trouvent la premiere évidence de la théorie de Kolmogorov pour
T =0, k < ks out ks = 1, la loi de puissance E(k) ~ k~°/3 apparait ( § étant
la distance moyenne entre les lignes de vortex). Cette méthode est limitée par
la résolution numérique car elle nécessite la résolution du rayon de vortex.

Et cela limitera le nombre de lignes de vortex dans un calcul.

Tsubota et Kobayashi [132] Aprés une simulation numérique de I’équation de
Gross Pitaevskii (GP) de la turbulence quantique, Tsubota et Kobayashi
conclut que pour 4< ¢t <10 (t étant le temps) le spectre de I’énergie coincide
avec la loi en -5/3 de Kolmogorov et la dissipation est principalement causée
par ’élimination des excitations émises lors de la reconnection des lignes de
vortex au niveau des petites longueurs d’onde. Par contre si t > 10, le spectre

est en désaccord avec cette loi.

Le modéle HVBK (Voir le Chapitre 4) introduit deux nouveaux effets qui sont
absents dans la théorie de Landau.

- les lignes de vortex du superfluide dissocient les excitations thermiques, ce qui
meéne & introduire une force de couplage entre le fluide normal et le superfluide
nommeée la force de frottement ou force de couplage.

- les lignes de vortex du superfluide ont une énergie par unité de longueur appelée
la tension. A cause de cette tension, les lignes de vortex oscillent.

L’écoulement de Couette inclut I’écoulement non linéaire de Taylor et prouve la

validité du modele HVBK. Ce dernier généralise le modéle a deux fluides de Landau
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et a été vérifié pour des nombres de Reynolds inférieurs a 400 et reste comme

approximation pour des nombres de Reynolds trés grands.

Pour des échelles supérieures a la distance | entre les lignes de vortex, les champs
de vitesse correspondant aux deux composants sont pratiquement identiques et
présentent un spectre d’énergie ayant une forme -5/3 de Kolmogorov dans la zone
inertielle. Ce type de turbulence est possible car la partie normale posséde une

petite viscosité soit un nombre de Reynolds trés grand.
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Equations hydrodynamiques du
superfluide : Modéle HVBK

4.1 Equations de base; Modéle & deux fluides de Landau

La phase He II est le siége d’effets quantiques qui se traduisent notamment par
'existence de tourbillons quantiques (par exemple, dans un réservoir tournant).
Ces tourbillons sont quantiques dans le sens ot la circulation de la vitesse autour
de chacun d’eux est quantifiée en unités de I' = h/m = 0.99 x 10~"m?s~! ou h
est la constante de Planck et m la masse de I’atome d’hélium. Les filaments tour-
billonnaires portant un seul x sont thermodynamiquement favorisés. Le profil de
vitesse azimutale est alors inversement proportionnel & la distance au tourbillon.
En dehors de ces tourbillons, 'hélium He II est irrotationnel. A travers de fins
capillaires, il s’écoule sans dissipation, de fagon réversible, tant que sa vitesse ne
dépasse pas une vitesse critique. Au-dela de cette vitesse critique qui dépend de
I'expérience considérée (écoulement dans un capillaire ou réservoir en rotation),
le fluide devient dissipatif. De plus, dans une expérience ot 'on fait tourner des
disques dans I’hélium, on mesure une force de trainée sur ces disques. Cette appar-
ente contradiction a été levée théoriquement par Landau en 1941 avec son modéle
hydrodynamique "a& deux fluides", décrivant I’hélium comme un "mélange" d’une
partie superfluide p, (de viscosité nulle) et d’une partie normale p, (visqueuse,
correspondant au gaz d’excitations) telles que la densité totale étant : p = p,, + ps

est d’environ 0.145 gem™3. p, et p, dépendent de la température car :

ps(T=0K)=p , p(T=0K)=0

38
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ps(T'=T\)=0 , p(T=T\)=p

Le mouvement de He II est caractérisé par deux vitesses : celle irrotationnelle du

superfluide 75 et celle du fluide normal 771- Le courant volumique associé est :

J = psvs + prin (4.1)

La densité p et le courant J doivent satisfaire a I’équation de continuité :

ap .
g = 4.2
BT + divJ =0 (4.2)

De plus, le mouvement superfluide n’est pas accompagné de dégagement de chaleur
ce qui implique que la densité du flux de chaleur est égale a pST?n (o1 S est
'entropie par unité de masse). En l'absence de processus dissipatifs, la loi de
conservation de I'entropie s’écrit :

apS

e + div(pSV,) =0 (4.3)

La loi de conservation de 'impulsion entraine :

L 4VII=0 (4.4)

ou II est le tenseur d’ordre 2 de densité de quantité de mouvement qui a pour

expression (si nous ne gardons que 7 comme coefficient de dissipation) :
ix = psVeiVar + pn Vi Var + poir — 20(0iVaar, + 0k Vini) (4.5)

ou p désigne la pression et d;; le symbole de Kroenecker.
Pour des vitesses petites en valeur absolue et p, et ps constantes, le fluide normal
suit une équation de Navier-Stokes tandis que le superfluide obéit & une équation

d’Euler. Cet ensemble d’équations constitue le modéle a deux fluides de Landau :

875 o Ps PnPs 2
Ds ( o+ (7S.V)7S) = —?Vp—l—pSVT—I— 55 V(V,—7,) (4.6)

8771 o Pn PnPs 2
m( o +(7H.V)7n> == VPt pSVT+= V(Vu= V)2 +nAT, (4.7)
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Si nous considérons de faibles variations autour des valeurs d’équilibre de p, ps, pp,, S
et T et si nous linéarisons autour de cet état d’équilibre pour des faibles vitesses,
nous trouvons deux sons : le premier son correspond & des fluctuations de la densité
totale (comme le son classique) ; il se propage a la vitesse u; = \/W\S(loin de
la température Ty ~ 2 K, les compressibilités adiatique et isotherme sont peu dif-
férentes dp/0p|s = Op/0p|rC,/Cyv ~ Op/Idp|T. On note alors la valeur commune
de la compressibilité dp/dp et celle de la chaleur spécifique C) ; le second son corre-
spond a des fluctuations de la température ou des densités relatives p, /p et ps/p;
nous trouvons uy = \/m Les mesures montrent que u, est pratiquement
constante (u; ~ 200 m/s) tandis que us dépend fortement de la température et
s’annule avec ps a T).

Pour cela, il a fallu lui ajouter la notion de force de friction mutuelle entre les
deux fluides, le fluide normal entrainant le fluide parfait via les tourbillons quan-
tiques. C’est ce modéle complet qui a permis a Hall et Vinen [52] de décrire
phénoménologiquement la formation de réseaux de tourbillons dans ledit réser-

VOIr.

4.1.1 Equations du mouvement HVBK

Un modéle macroscopique pour modéliser 'He II a été dérivé par un certain nom-
bre de personnes |23, 53, 54, 56] et est connu comme "Hall - Vinen - Bekarevich -
Khalatnikov" (équations du HVBK). Cet avantage de la théorie est limité par 'es-
pace moyen entre les tourbillons qui est trés petit par comparaison avec n’importe
quelle échelle de longueur de I’écoulement. La seconde limitation est que l'inter-
action entre les tourbillons est non locale. Pour de telles situations, la vorticité
superfluide, qui est discréte en nature, peut étre rapprochée comme continuum,
ayant pour résultat un champ superfluide de vorticité w, = curlv,. Les équations

isothermes et incompressibles de HVBK peuvent étre écrites comme :

les conditions d'incompressibilité:

Vxve=0 ; Vxv,=0 (4.8)

Les équations de quantité de mouvement :
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Ovn + (V X vy)vy = VP &SVT — pSVSV|ws] + vy V2, + Ps (4.9)
ot pp p p
8 S s¥s n
Vs (U xva)ve = —YP L gy Py —T 4 (4.10)
ot p p p

ou v, est la vitesse du normal fluide, v, est la viscosité cénitique du normale
fluide, et p,, p, sont les pressions effectives (Vp, = (1/p)Vp — 1(pn/p)V (v, — v5)?
et (Vpn = (1/p)Vp — 3(ps/p)V(vy — v5)? Ou p est la pression).

La force de friction mutuelle F :

1.
F = §B@s X (ws(vn — Vs — vgeurlig)) + EBQS X (Vvp — Vs — vgeurlig)  (4.11)

avec

~ Ws
ws =curlvg ;W

(4.12)

N |Ws,

avec : B et B sont des coefficients du la force de friction mutuelle [14, 41]. Cette
force est due aux collisions entre le fluide normal (principalement rotons, a la

température concernant la plupart des expériences) et les lignes de vortex.

La tension T décrit la propriété d’élasticité de la particule fluide dans les lignes

du vortex (tourbillons). ce terme est sous la forme suivante :
T = vws X curlw (4.13)

Ce terme réfléchit ’énergie par unité de longueur dans les lignes de vortex. Le

parameétre de tension de vortex :

r
Vs = - log(bo/ag (4.14)

a la méme dimension que la viscosité cinématique mais physiquement elle est trés
différente : elle représente la capacité d’une ligne de vortex d’osciller en raison des
ondes de vortex qui peuvent étre excité sur les lignes vortex. La quantité by =
(Jws| /)12 représente I'espace d’inter vortex. Nous nous référerons Eqs. 4.9,4.10

comme équations originales de HVBK .

1. Ce modéle fera I'objet des simulations numériques de I'écoulement de I'*He dans le chapitre (6).
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4.1.2 Force de friction mutuelle :

Les travaux de Vinen et Hall [52, 53| ont permis d’écrire ce terme en général de
la maniére suivante suite aux travaux de Gorter & Mellink (1949)[51] basés sur
Iexpérimentation sur les différences de température et de pression .Ils ont proposé
I'addition d’un terme de frottement.

Ce terme nommée force de frottement est écrit en général de la maniére suivante :
Frg = —pspnAv2 s (4.15)

avec : Ups = Up — Us, Ups = |[{Uns)], A est fonction de la température de 1'ordre
50cms~1g~L. Cette forme de la force est utilisée dans les canaux pour la turbulence
dans un écoulement a contre courant et généralement dans les cas stationnaires.

Dans le cas de L’Hélium II en rotation, Hall et Vinen [52, 53| proposent la forme

suivante de la force de couplage :

Fus = =Blpups/p)@ % (w X vns) = Blpupe/p) X (@ X vas)  (4.16)

avec B et B sont des coefficients qui dépendent de la température et reflétent
lordre de frottement par interaction entre le vortex et le fluide normal . Ces

coefficients sont donnés par le tableau 4.1 suivant pour différentes températures :

TABLE 4.1: Coefficients de frottements
TC°K) B B

1.0 0.006 0.003
1.1 0.012 0.006
1.2 0.023 0.011
1.3 0.036 0.014
14 0.052 0.017
1.5 0.073 0.018
1.6 0.098 0.016
1.7 0.127 0.012
1.8 0.161 0.008
1.9 0.21  0.009
2.0 0.29 0.011
2.05 0.36  0.003
2.1 0.50  -0.030
2.15 1.09  -0.27
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Dans le cas de lignes de vortex orientées d’une maniére isotrope, la partie dissipa-

tive de la force de frottement est écrite sous la forme suivante :

_ Bpspn 2
2p 3

F,s = Lsvns Avec: Ly = (L) (4.17)

Une autre technique pour la mesure de la vorticité dans 1’'He II est basée sur

I’absorption du second bruit outil pour mesurer la densité L de la ligne de vortex.

4.1.3 Equations de Vinen

Ce modéle consiste a représenter la ligne de vortex sous forme de courbe s = s(&, t)
dans un espace tridimensionnel avec ¢ étant la longueur de 'arc et ¢ le temps. La

vitesse instantanée du filament est :

0
§ = a—j =wv, + (s x §" + BBs" + Bs' X v, (4.18)
0 0
avec : s = = et ' = —S, B : coefficient de la force de couplage
. o€ 0¢
et :

r c
7= 5 (st =+ )

avec : [ étant la circulation quantique définit par le rapport entre de la constante
de Planck et la masse de I’'Hélium. ¢ : une constante d’ordre 1, (|s”|) est la courbure
moyenne des tourbillons et ag = 1.31078cm est le rayon du vortex quantifié. Les
termes proportionnels & B’ sont nuls.

La longueur de la ligne de vortex [ = [ £ obéit a 'équation suivante :

ol
G = [[(unals x5 — aslsPyag (4.20)

L’équation de Vinen a la forme suivante :

oL
E = BL3/2X1anns -

XQFLQ
21

(4.21)

Dans cette formule (4.21), les paramétres x; et x2 sont indéterminés. Une formule
similaire trouvée récemment a permis de caractériser ces deux paramétres. Dans

le cas stationnaire :

OL

= =0 (4.22)
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L’état d’équilibre de cette densité correspond a Ly = 7202,

v est en fonction de
X1, X2 et est dépend de la température.
Les travaux de Lipniaki associent aux équations de mouvement du superfluide et

du fluide normal la forme de la force de frottement suivante :

2 —
Fos = BrpsL(qg X (¢ X vps) — = Vips(1 — q2) + Blocr (1 — q2)L1/211n5 (4.23)

3
%—f = BIyci(1 — ¢)|vns| L% — BBc3(1 — ¢*)*L? — div(Lvy) (4.24)
ou :
v, = Vs Bq X Uns + BBIoci (1 — ¢*) LY?0,,, (4.25)
Ups = Up, — Vg (4.26)
q= VI:LUS avec: q=]|q| (4.27)

Ps, Pns B = K, 1, co, Iy sont des constantes qui dépendent de la température.

Une expression alternative de I, est donnée comme suit :

2—|—q2
3

Fos = BrpsLq(q.vps) — Uns ( ) + BBIyei(1 — qQ)Ll/z?;\nS (4.28)

La force de couplage dépend de la densité L. Le systéme est fermé par la vitesse

de 'enchevétrement vy, la vitesse du contre courant v, et le vecteur anisotropie

q.

4.1.4 Le modéle HVBK simplifié

Ce modéle simplifié consiste a réécrire le modéle HVBK ci-dessus mais sans le terme
—V|ws|. En considérant la condition d’incompressibilité V x v, = 0,V X vy = 0,
les équations de quantité de mouvement du fluide normal et du superfluide ( 4.9)

et ( 4.11) seront réduites a :

OVa :
IV v X Vovn = —VDn + taV2vi + 258, (4.29)
ot P
Ns v x Vv — —Vpy— T — P (4.30)
at S -vs — pS p ns .
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Avec p, et p, sont les pressions effectives telles que :

1 s
Vp, = -VP+ 2 gvr (4.31)
p P
|
Vp. = VP - SVT (4.32)

Vn = N/ pn est la viscosité cinématique du fluide normal.
La force de tension est :
T = —vswsn (V X Ws) (4.33)

La force de frottement mutuel F,q est :

1 1,
Fns - 53&\)5 X [ws X (Vn - (V:e + stz‘-\}s))] +§B Ws X (Vn - VS - st X &'\)5) (4'34)

avec :

ws = curlVy

~

Ws = ws/|ws]

vs = (k/4m)log (by/ap),

avec B, B’ sont des grandeurs dépendant de la température. ag est le paramétre
de noyau de tourbillon, by = (2w,/I")~*/? est 'espacement de tourbillon inter et
[' ~9.97 x 107* cm?/sec est le quantum de circulation (le rapport de la constante

de Plank et la masse d’un atome d’hélium).

Les équations HVBK ont été utilisées dans I'étude de I’'He II & I'intérieur d’un
cylindre en rotation et ’écoulement de Couette de I’'He II. Les lignes de vortex du
superfluide dissocient les excitations thermiques, ce qui méne a introduire une force
de couplage entre le fluide normal et le superfluide nommeée la force de frottement
ou force de couplage. Les lignes de vortex du superfluide ont une énergie par
unité de longueur appelée la tension. A cause de cette tension, les lignes de vortex
oscillent. Ce modéle fera I'objet d’une partie de la simulation numérique de la

turbulence quantique dans le chapitre cinqg.



Chapitre 5

Modélisation mathématique

La description mathématique d’'un écoulement commence par le choix d’un niveau
d’ap- proximation qui détermine la précision avec laquelle est évalué 'ensem-
ble des paramétres du probléme, contenant toute I'information disponible sur le
phénoméne physique étudié. Un milieu peut ainsi étre décrit a I’échelle atomique,
microcospique ou macrocospique. Le choix de ces deux derniéres échelles améne
a considérer le milieu comme un milieu continu. Dans ce travail, la description
retenue est celle d’'un fluide visqueux newtonien en écoulement incompressible
modélisé a 1’échelle microcospique. Les effets de convection et de viscosité sont

pris en compte ce qui conduit aux équations de Navier-Stokes.

5.1 Equations de Navier Stockes

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, deux points de vue sont
possibles. Le point de vue lagrangien consiste a suivre les particules dans leur
mouvement, le point de vue eulérien depuis un domaine fixe. La description des
écoulements de fluide repose généralement sur une formulation eulérienne qui per-
met de s’intéresser aux propriétés de 'écoulement dans les différentes zones du
domaine fluide. Dans un référentiel eulérien, le domaine reste fixe au cours du
temps et les particules de fluide traversent I’espace matériel décomposé en vol-
umes de controéles. Nous nous restreignons ici au cas des fluides dits newtoniens,
ou linéaires visqueux, caractérisés par une loi de comportement telle que la relation
entre la contrainte visqueuse et la déformation est linéaire. En premiére approx-

imation, nous considérons I’écoulement comme incompressible. Les équations de

46
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conservation de la masse et la quantité de mouvement prennent la formule locale

suivante :

Dans ’éspace physique : Dans un systéme cartésien x = (x1, z2, x3) , les équati-

ons de quantité de mouvement et de continuité sont données par :

Ou; 0 dp o (Ou; Ou;\ .
O ) = — 12 1
gt T oy, ) = g, Ta, (axj * axi) =123 (1)
aui
=0 (5.2)

avec : p la pression statique et v la viscosité cinématique

Dans I’éspace spectral Dans cet espace, on tient compte de la condition d’ortho-
gonalité entre le vecteur d’onde k et les modes (k) traduite par I'égalité

suivante :

kxu;(k)=0 (5.3)
Le systéme d’équations 5.1, 5.2 sera donc réduit a 1’équation suivante :
a 2 —~
— 4+ vk® ) ui(k) = Ti(k) (5.4)
ot
ou T;(k) représente le terme non-linéaire tel que :

Ti(k) = My (F) / / () im(0)5(k — p — q)d*pd’q (5.5)

Avec :
Mg (k) = 22 (hnPy (k) + by Pon(8) (5.6)

d étant le symbole de Kronecker et P,;(k) est 'opérateur de Projection sur le plan

orthogonal au vecteur k. Cet opérateur s’écrit comme suit :

P = (5, - ) 57

5.2 Modélisation statistique de la turbulence

Afin de préciser le contexte dans lequel se placent ces travaux, nous introduisons
dans ce paragraphe différentes approches possibles quant a la prédiction numérique

d’écoulements turbulents.
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5.2.1 Simulation Numeérique Directe DNS

La Simulation Numérique Directe (Direct Numerical Simulation, DNS) consiste a
ré- soudre toutes les échelles de 1’écoulement sans aucune hypothése sur la mod-
élisation de I’écoulement hormis les lois de comportement du fluide. Toutes les
échelles spatiales de la turbulence sont résolues : des échelles dissipatives micro-
cospiques de Kolmogorov jusqu’a I'échelle intégrale (L) contenant I’énergie ciné-
tique. La taille de I'échelle de Kolmogorov est donné par n = (13/e)1 avec ¢
le taux d’énergie cinétique dissipée. Le nombre de mailles requis par une DNS
pour résoudre toutes les échelles est donc dicté par la taille requise par les plus
petites mailles et est proportionnel a Ref. A titre indicatif pour un écoulement
a nombre de Reynolds 10* , le nombre de mailles requis est de 1'ordre de 10° .
Les écoulements industriels restent donc pour la plupart hors d’atteinte des ca-
pacités informa- tiques actuelles. La DNS permet néanmoins de comprendre la
dynamique de la turbulence et d’évaluer beaucoup de quantités inaccessibles ex-
périmentalement (notamment toutes celles faisant intervenir la pression). Elle est
également utilisée pour obtenir des solutions numériques de références utiles pour
le développement de modéles de turbulence. La DNS est utilisée dans les do-
maines de la combustion turbulente, la magnétohydrodynamique, les écoulements
diphasiques turbulents Moin et Mahesh (1998)[95].

5.2.2 RANS

La modélisation par moyenne de Reynolds des équations de Navier-Stokes (Reynolds
Averaged Navier-Stokes, RANS) utilise la décomposition des variables décrivant
le mouvement (vitesse et pression dans le cas d’un écoulement incompressible) en
leur moyenne statistique et leur fluctuation autour de cette moyenne. Dans une
premiére approche, le mouvement moyen est considéré stationnaire et la totalité
du mouvement fluctuant comme aléatoire. La prise de moyenne des équations de
Navier-Stokes régissant 1’écoulement associé a cette décomposition conduit & un
systéme d’équations pour le mouvement moyen dans lequel apparaissent des ter-
mes fonction des inconnues : les corrélations doubles des vitesses fluctuantes (les
composantes du tenseur des contraintes turbulentes ou tenseur de Reynolds). La
résolution de ce systéme nécessite des lois de fermeture pour modéliser ces termes.

Dans la pratique, la modélisation RANS permet d’accéder aux grandeurs moyennes
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RANS
+ modéle de turbulence
P S—
vitesse fluctuations
moyenne de vitesse

~
— T

\ |
V|
nINIERE
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A
grandes structures petites structures
porteuses d'énergie ;  dissipatrices d"énergie
— e —
T e . T
simulées en LES | modélisées en LES

‘pmodéle sous maille

\-_._________‘_V_._________._.-/

DNS
tout est simulé
(pas de modeélisation)

FIGURE 5.1: Représentation schématique de la différence entre DNS, RANS et LES

dans le cas d’un écoulement moyen stationnaire et sous réserve de se doter de mod-
éles de fermeture appropriés (k — €,k — w). Elle restitue une information sur le

champ moyen avec des temps de restitution relativement raisonnables.

5.2.3 URANS

La présence d’instationnarités et de structures organisées au sein de I’écoulement
turbulent conduit & ne plus considérer ’ensemble du mouvement fluctuant comme
aléatoire, et & adopter des approches instationnaires. La premiére approche pos-
sible URANS (Unsteady Reynolds Averaged Navier Stokes) consiste & ne plus
considérer le mouvement moyen comme stationnaire et a appliquer les mémes
lois de fermeture qu’en modélisation RANS pour la modélisation des contraintes
turbulentes. Les équations du mouvement moyen sont alors les mémes qu’en mod-

élisation RANS, au terme temporel prés.
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5.3 Simulation des Grandes Echelles LES

5.3.1 Principe

Un bon compromis est offert par la Simulation des Grandes Echelles (SGE ou
LES pour Large Eddy Simulation) qui, avec des temps de calcul raisonnables,
donne des résultats d’une précision supérieure & celle des méthodes RANS et peut
traiter des problémes instationnaires. La différence entre DNS, RANS et LES est
représentée schématiquement sur la Fig. 5.1. Il est important de souligner que
les 3 méthodes présentées ci-dessus sont les plus répandues mais ne sont pas les
seules. Il existe en effet des approches hybrides telles que les méthodes URANS
(Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes), la VLES (Very Large Eddy Simula-
tion), la DES (Detached Eddy Simulation), la MILES (Monotone Integrated Large
Eddy Simulation)... Un apergu des particularités de certaines de ces méthodes est
notamment donné par Spalart (2000)|128| et par Nikitin et al. (2000)|105].

La SGE utilise I'idée de séparation entre les grandes échelles et les petites échelles

grosses
Bk structures
(k) productrices
Ad'énergie
e
/ zong inertielle
trangfert
d’énergie petites
structures
\ dissipatrices
4
“. 5 r 0
_ .\ d’énergie
Simulé Modélisé \
=
k. k

FIGURE 5.2: Représentation schématique de la séparation des échelles en SGE.

(ou échelles sous-maille) introduite en 1963 par Smagorinsky pour I’étude des mou-
vements atmosphériques (Smagorinsky (1963)[126]). Comme son nom l'indique,
la SGE simule les grandes échelles alors que les échelles sous-maille sont mod-

élisées. Mathématiquement, la séparation d’échelles s’effectue au moyen d’un filtre
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passe-bas en fréquence (passe-haut en échelles). La limite entre grandes et pe-
tites échelles est déterminée par la longueur de coupure A qui est associée a la
fréquence de coupure k. dans 'espace spectral. Ce principe est représenté sur le
spectre d’énergie cinématique de la Fig. 5.2. Au niveau des petites fréquences, qui
correspondent aux grosses structures de I’écoulement, il y a production d’énergie.
Aux fréquences intermédiaires, on trouve une zone dite inertielle oi s’effectue un
transfert d’énergie des grosses vers les petites structures selon la cascade de Kol-
mogorov. Enfin, a 'opposé du spectre, les petites structures, qui sont au niveau
des hautes fréquences, dissipent 1’énergie sous ’action de la viscosité moléculaire.
La fréquence de coupure ke doit se trouver dans la zone inertielle du spectre. Dans
la pratique c’est le maillage qui est le filtre et qui fixe ainsi la fréquence de coupure.
C’est donc du choix du maillage que découle la séparation entre les échelles qui
seront simulées et celles qui seront modélisées.

Le principe du filtrage dans 'espace fréquentiel est présenté sur la Fig. 5.3 en

comparaison avec les méthodes RANS et DNS.

résolu DNS
E(k) §~ modélisé " RANS
résolu mnclélisé' LES

F1GURE 5.3: Principe du filtrage en LES dans ’espace fréquentiel sur le spectre d’én-
ergie cinétique et comparaison avec les approches RANS et DNS
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5.3.2 Filtrage passe-bande

Afin d’appliquer le filtre passe-bas en fréquence, Sagaut (1998 [120], 282 p) propose
de formuler le systéme d’équations-bilan dans l'espace spectral. Le passage de

I’espace physique a ’espace spectral se fait au moyen d’une transformée de Fourier :

(K. 1) = (2;)3 / / / b(z, 1)K by (5.8)

Il est ainsi possible d’écrire le systéme d’équations précédent dans ’espace spectral
et d’effectuer le filtrage dans cet espace (se référer a Sagaut (1998[120], 282 p) et
Lesieur et al. (2005[80], 219 p) pour plus d’informations sur la LES spectrale).

<)

Si on reste dans 'espace physique, le filtrage homogéne et isotrope ! d'une équation

se traduit par un produit de convolution :

“+o00

On le note : ¢ = g x ¢(X,t),G(x,t) étant le filtre.
La partie non-résolue de ¢, notée ¢' sécrit : ¢' = ¢ — ¢ = dp — G) X ¢, oil 6p est

I'impulsion de Dirac.

Certaines propriétés doivent étre imposées au filtre afin de pouvoir 'appliquer aux
équations-bilan :

— conservation des constantes :

a=a (5.10)
— linéarité :
G+ =0+¢ (5.11)
— commutativité avec la dérivation :
)
v _ Y 12
0s 0s (5.12)

Il est important de remarquer que les filtres qui vérifient ces propriétés ne sont

pas, en général, des opérateurs de Reynolds, ce qui signifie que pour ces filtres :

0#0 (5.13)

1. Les filtres homogénes et isotropes ont des caractéristiques invariantes par translation ou rotation,
ce qui implique que le milieu étudié est non-borné. Comme 'explique Sagaut (1998[120], 282 p), ce cas
idéal est le seul permettant de mener le développement jusqu’au bout. Cependant, lorsqu’on s’intéresse
aux zones proches des frontiéres d’'un domaine ou lorsqu’on a besoin de faire varier la longueur de coupure
A dans espace, cette hypothése n’est plus valable. Dans ce cas il faut revoir la définition du filtrage.
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@ #0 (5.14)

Les filtres homogénes et isotropes les plus utilisés en SGE sont le filtre boite, le
filtre gaussien et le filtre porte. Une description plus détaillée de ces filtres est
donnée par Sagaut (1998[120], 282 p).

Aprés application du filtrage aux équations de Boussinesq et aux équations Bas

Mach, on obtient les systémes suivants? :

o,
— =0 5.15
" (5.15)
_ ef—— — B(T — Tror) g 5.16
ot + oz, Pref OT; T f82acj Al )9 ( )

oT _oTU; &

T 5 = " (5.17)
et : —7

% + agpgj) =0 (5.18)

B - - - (5.19)

(o )= ) o

En ce qui concerne les équations Bas Mach, la densité étant variable il est pratique

d’introduire un autre type de filtrage, basé sur la moyenne de Favre, symbolisée par

un ~ et qui permet de s’affranchir des termes triples pU;U; et pU;T. La moyenne
de Favre d’une variable ¢ est définie de la maniére suivante :
pd

¢ = = (5.21)

On peut alors, de la méme maniére qu’avec le filtrage "classique", définir une partie
non résolue :
o' =6~

2. Le cas des équations incompressibles n’est pas présenté car le filtrage de ces équations est similaire
a celui des équations de Boussinesq
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En utilisant ce filtrage de Favre les équations Bas Mach, deviennent :

dp | 0(pU;)
helld = .22
o " o, 0 (5.22)
opU; 0(pUU;)  oP 0 oU;  dU; 2.0 ( JU;\  _ |
o T an, ~ om on |"\om T an )| 30m \Paw, ) TP Pres)d
(5.23)
o(@pT)  O(pU;T) OPhermo O (. OT
- A 24
Cp( ot o, ot oz, \oz, (5:24)

Dans ces équations filtrées apparaissent des termes non-résolus : U;U;, U; T, UZ-NU]- et
U;-T. Pour que les équations puissent étre résolues ces termes doivent étre exprimés
en fonction de U, U", T et T' pour les équations de Boussinesq et de U, U", T et T"

pour les équations Bas Mach.

5.3.3 Formulation discréte

Résolution temporelle Un algorithme a pas fractionnaire est employé pour ré-
soudre les équations de masse et de moment (Chorin). La premiére étape,
dite de prédiction, consiste a calculer les composantes de la vitesse. LL’équa-
tion de masse est ensuite prise en compte durant la seconde étape (dite de
correction) : une équation de Poisson est résolue sur la pression ce qui permet
de corriger le flux de masse en vérifiant le critére d’incompressibilité de 1’é-
coulement (champ a divergence nulle). Le schéma en temps est d’ordre 2. Un
schéma de Crank-Nicolson est employé pour les termes convectifs et diffusifs

tandis que les termes sources et le flux de masse sont estimés a partir d’un
schéma d’Adams-Bashforth (a 'ordre 2).

Cadre des Volumes Finis Une méthode des Volumes Finis colocalisés est em-
ployée. Les grandeurs physiques sont définies au centre des volumes de con-
trole sur lesquels les équations sont intégrées afin d’obtenir une valeur moyenne
sur le volume. La discrétisation spatiale est centrée. Afin de prendre en
compte les non-orthogonalités dues aux déformations de mailles, un procédé

de reconstruction itérative du gradient est prévu.
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5.3.3.1 Probléme de Fermeture

La modélisation des petites échelles consiste en 'approximation des termes de
couplage en se basant sur 'information que contiennent les échelles résolues. Mais
le probléme qui se pose est que ces petites échelles existent ou non dans la solu-
tion exacte & n’importe quel point de 'espace et du temps. Utiliser les propriétés
physiques pour relier 'existence des échelles sous maille & certaines propriétés
des échelles résolues et introduire de nouvelles inconnues telles que 1’énergie ciné-
tique sous maille. Une fois I'existence des modes sous maille est déterminée, leurs
interactions avec les échelles résolues doivent étre reflétées. I’élaboration de mod-
éles sous-maille fait cependant appel a ’hypothése selon laquelle si les échelles
sous-maille existent, alors I’écoulement est localement (en espace et en temps)
turbulent. Deux stratégies de modélisation existent. La premiére, appelée modéli-
sation structurelle, consiste a modéliser le tenseur des contraintes sous-maille en
fonction du champ résolu. La seconde, appelée modélisation fonctionnelle, consiste
a modéliser les effets des contraintes sous-maille sur le champ résolu mais pas le
tenseur lui-méme. Devant la profusion de modéles décrits dans la littérature, nous
n’aborderons que les modéles les plus utilisés, en essayant de mettre ’accent sur
leurs avantages et inconvénients. Pour une revue détaillée des modéles proposés, le
lecteur pourra se référer a [120]. Pour qu’une modélisation des petites échelles soit
correcte, un ensemble de contraintes doit étre pris en considération. En voici, une
énumeération, Sagaut [120] : Les propriétés des équations de Navier-Stokes doivent
exister dans les équations de la SGE; en particulier, les propriétés d’invariance
et de symétrie. Le comportement des modéles doit conserver la dynamique des
grandes échelles de tourbillons. Dans le cas d’un écoulement laminaire, I'effet du
modéle sous maille doit étre nul. Numériquement, le modéle et ses propriétés ne
doivent pas dépendre du schéma de discrétisation et de 'opérateur de filtrage
explicite. Le modéle ne doit pas engendrer des instabilités numériques. Enfin, le

modéle ne doit pas alourdir le temps de la simulation.

5.3.4 La modélisation sous-maille

Une fois le filtrage et les décompositions effectués, il reste & modéliser les interac-
tions faisant intervenir les échelles sous-maille représentées par le terme 7;;. Comme
le souligne Sagaut (1998]120], 282 p), pour étre utilisable un modéle doit satisfaire

deux types d’exigences :



Chapitre 5. Simulation des Grandes Echelles LES 56

— physiques : il doit conserver les propriétés fondamentales de I’équation de dé-
part (comme par exemple I'invariance galiléenne), s’annuler la ou il n’existe pas
d’échelles sous- maille, induire un effet de méme nature que les interactions
sous-maille et ne pas perturber la dynamique des échelles résolues.

— numériques : il doit étre d’un cott algorithmique acceptable, ne pas déstabiliser
la simulation numérique et étre discrétisable.

Les paragraphes suivants présentent différentes modélisations possibles pour le

terme 7;;.

5.3.5 Modéles sous-maille pour le tenseur 7;;

Il existe de nombreux modeéles sous-maille pour le tenseur 7;;. En effet, beaucoup

de déclinaisons des modéles de base ont été développées.

Modéles basés sur la viscosité sous-maille (modéles fonctionnels) Ce ty-
pe de modéles utilise I’hypothése de Boussinesq, qui propose de modéliser le
terme sous-maille sous une forme analogue a celle du terme visqueux en in-

troduisant une viscosité sous-maille v,,, :

1 —
Tij — géikak = _2VsmSij (525)

ol Eij est le tenseur des déformations filtré :

— 1 /0oU; 0U,
i =5 (axj * (’hi) (5.26)

Comme seule la partie anisotrope du tenseur sous-maille est modélisée, la partie

isotrope de ce tenseur est ajoutée a la pression qui devient alors :

1
P*= P+ gpmia (5.27)

Cette modélisation est basée sur deux hypothéses :

—l'action des échelles sous-maille sur les échelles résolues est essentiellement énergét-
ique,

— on ne considére que la cascade directe d’énergie?®, négligeant ainsi la cascade

inverse .

3. énergie transférée des grandes échelles vers les petites échelles.
4. faible quantité d’énergie transmise par les petites échelles aux grandes échelles.
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5.3.5.1 Modéle de Smagorinsky

Différents modéles proposent des expressions de vg,. Le plus connu est le mod-
éle de Smagorinsky qui fournit une expression de vy, en fonction des échelles
résolues (Smagorinsky (1963)[126]). v, est supposée proportionnelle au produit
d’une échelle de longueur caractéristique : A et d’une vitesse turbulente carac-
téristique : Al|S||, avec ||S|| = 4/254;S;;. Pour trouver son expression, on utilise

I’analyse dimensionnelle qui donne :

1/3+—4/3
Vem < EY3A

(5.28)

ot € est le flux d’énergie & travers la coupure.

Le modéle est développé dans le cadre de la turbulence homogéne et isotrope
pleinement développée pour lequel £ peut étre évalué en utilisant la forme du
spectre de Kolmogorov : E(k) = K,e??k™%/3, avec K, ~ 1.4, ainsi que la relation

suivante :

(25,5,;) — / " K2 E(k)dk (5.29)

(IIS1%)

En faisant de plus I’hypothése d’équilibre local qui stipule qu’il n’y a pas d’accumul-
ation d’énergie, et donc que le taux d’énergie produite ; , le taux d’énergie trans-
férée a travers la coupure et le taux d’énergie dissipée par les effets visqueux e
sont égaux (voir la Fig. 5.4), le modéle de Smagorinsky s’écrit : sur la Fig. 5.3 en

comparaison avec les méthodes RANS et DNS.
Vsm = (CSZ)2||§H (5.30)

ou C, est une constante.

Ce modéle est le plus ancien et le plus simple. Il sert encore souvent de mod-
éle de référence. Cependant il présente plusieurs inconvénients (Germano et al.
(1991)[50] ; Meneveau et Katz (2000)[91]) :

— la constante C n’est pas universelle, dans la pratique elle doit étre adaptée au
cas par cas,

— il est trop dissipatif,

— il ne s’annule pas a la paroi,

— il simule mal les régimes de transition laminaire-turbulent,

— il ne peut pas simuler la cascade d’énergie inverse (backscatter).

De plus, dans le cadre des faibles nombres de Reynolds les hypothéses menant

au spectre de Kolmogorov ne sont plus justifiées et le modéle surestime alors la
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E(ﬁ..’-) £l
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FIGURE 5.4: Transfert d’énergie

viscosité sous-maille. Voke (1994)[146] a étudié I'utilisation d’autres formes de
spectres plus exactes dans de telles situations. L’allure du spectre peut également
étre modifiée sous l'effet de mécanismes influant sur la dynamique de la turbulence
(intermittence, effets de compressibilité,...). Bataille et al. (2005)[19] ont proposé
un méthode générale permettant de dériver un modéle sous-maille a partir d’une

forme de spectre donnée.

5.3.5.2 Modéle WALE

Nicoud et Ducros (1999)[101] ont proposé le modéle WALE (Wall Adapting Local
Eddy), également basé sur les échelles résolues, qui prend en compte a la fois le
tenseur des déformations et le tenseur de rotation afin d’améliorer les performances
de la LES obtenues avec le modéle de Smagorinsky. Le modéle WALE présente
lavantage d’étre invariant par translation ou rotation des coordonnées et d’étre
utilisable pour des géométries complexes. Sa formulation est :

d gd.)3/2

. T\ 2 (Si] iJ
Vom = (Cwll) (gijgij)S/z + (S%S%PM

(5.31)

ou C,, est une constante et sfj = Eikgk]’ + ﬁikﬁkj — %5ij(8mn5mn + anan),ﬁij

étant le tenseur de rotation filtré :
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~ 1/0U; oU,
=5 (axj a 8951-) (5:52)

Les auteurs ont observé les améliorations apportées par ce modéle par rapport au
modéle de Smagorinsky dans les cas test de turbulence isotrope et d’un écoulement
en canal : la viscosité sous-maille s’annule & la paroi en suivant la loi désirée (o< )

et le modéle est capable de simuler les régimes de transition.

5.3.5.3 Modéles de la fonction de structure

Contrairement aux deux précédents, les modéles de cette famille sont basés sur
I’éva- luation de vy, a partir de 'énergie a la coupure. L’énergie a la coupure est

elle-méme exprimée par une fonction de structure notée F5 :

2

Ceci conduit, dans le cas de la turbulence homogéne isotrope, a I'expression :
Vem = 0.105C>* Ay [F3]"/? (5.34)

Une description détaillée de ce modéle est donnée par Métais et Lesieur (1992)[94]
et Lesieur et al. (2005[80], 219 p).

Des améliorations du modéle de base ont été proposées ultérieurement (Ackermann
et Métais (2001)[1]; Lesieur et al. (2005[80], 219 p)) :

— modéle de la fonction de structure filtrée,

— modeéle de la fonction de structure sélective,

— modéle de la fonction de structure sélective modifiée.

5.3.5.4 Modéles utilisant 1’énergie cinétique sous-maille

L’hypothése de base de ces modéles est que si ’énergie cinétique a la coupure
est non nulle, alors il existe une action sous-maille. Comme pour le modéle de
Smagorinsky, la viscosité sous-maille est exprimée en fonction d’une échelle de
longueur, A, et d’une échelle de vitesse. Cette derniére est cette fois exprimée en

fonction de I'énergie cinétique sous-maille ¢2,,sU/U 2

Vem = Cn DN/ G2, (5.35)
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ou C,, est une constante. g, est elle-méme évaluée a 'aide de son équation d’évo-

lution dans laquelle les termes de diffusion et de dissipation sont modélisés.

5.3.5.5 Modéles d’échelles mixtes

Ces modéles sont obtenus en effectuant une moyenne pondérée d’'un modéle basé
sur les échelles résolues et d’un autre basé sur I’énergie a la coupure ou I’énergie
sous-maille. On et, comme considére donc toujours A, et, comme étant 1’échelle

de longueur caractéristique, échelle de vitesse, on utilise une moyenne pondérée de

A|[S]| et de 1/q2..

5.3.6 Modéles structurels

Les modéles structurels les plus connus sont :

5.3.6.1 Les modéles a équations de transport

Une équation de transport est écrite et résolue pour chaque composante du tenseur
sous- maille, aprés modélisation des différents termes et choix des valeurs des
constantes. Cette approche fut initialement proposée par Deardorff dans le cadre
de I’étude de la turbu- lence atmosphérique (se référer a Deardorff (1973)[39] pour
une description précise de cette méthode). Un modéle de ce type a récemment été
mis au point par Chaouat et Schiestel (2005)[31].

5.3.6.2 Les modéles de similarité d’échelles

Ces modéles sont basés sur 'hypothése de similarité entre la structure des plus
grandes échelles sous-maille et celle des plus petites échelles résolues, introduite
par Bardina et al. (1980)[13]. Le tenseur 7;; = U;U; — U,;U; est approximé par
K(?UJ — /U\zi, ol IA( est une constante et~ désigne un second filtre, dont la

longueur de coupure A est superieur a la longueur de coupure initiale A.

5.3.7 Modéles mixtes

Il s’agit d’exprimer le terme sous-maille comme une combinaison linéaire de termes

provenant de deux types de modéles différents (un fonctionnel et un structurel).
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En effet, le point fort des modéles basés sur une viscosité sous-maille est la re-
production du transfert d’énergie mais ils ne sont pas concus pour représenter
la structure du tenseur sous-maille et souvent ils ne permettent pas la prise en
compte du backscatter. A linverse, les modéles structurels respectent mieux la
structure du terme sous-maille et peuvent simuler ’effet de backscatter mais sont
moins performants en ce qui concerne les transferts d’énergie (ils sont trop peu
dissipatifs). Un moyen d’obtenir des modéles qui se comportent correctement dans
les deux domaines est donc de combiner un modéle de chaque catégorie (se référer

a Sagaut (1998|120], 282 p) pour des exemples de modéles mixtes).

5.4 Les modéles dans I’éspace spectral

Soit u, une variable sous forme de développement infini en séries de fonctions (),
telle que :
o0
w= Y U (5.36)

k=—00

Le principe de la méthode spectrale est de rechercher la solution sous la forme
précédente o Uy, sont des coefficients spectraux qui dépendent de toutes les valeurs
de u dans I'espace physique. ¢ sont les fonctions de base , en général orthogonales
au sens de produit scalaire.

Le développement en fonction du systéme orthogonal introduira une transforma-
tion linéaire entre u et le développement de ses coefficients généralement appelée
transformation finie {uy} . Cette transformation est entre I’espace physique et
Iespace de transformation. En pratique ces développements sont basés :

— Soit sur des séries de Fourier

— Soit sur des séries de Chebyshev ou Legendre

Si la solution u est C*° , alors les coefficients u;, décroissent trés vite et on parlera
alors d’une convergence spectrale. Ceci rend 1'utilisation des méthodes spectrales
particuliérement intéressantes dans I’étude de la stabilité de I’écoulement et dans

la simulation directe de la turbulence.
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5.4.1 Principes de la méthode spectrale pour les équations aux dérivées

partielles

5.4.1.1 Sommes de Convolution

Considérons un traitement Fourier Galerkin du terme quadratique :

Le développement en séries infinies du terme quadratique w(zx) est :

27

1 .
Wi(x) = —/ w(x)e *dy
21 Jo
avec . .
U(z) = Z U™V (z) = Z U™

ou U,V sont approximées par leurs séries de Fourier.

[’équation 5.37 devient :

We= 3 TGmln,  —N/2<k<N/2

m+n==k

5.4.1.2 Meéthodes pseudo-spectrales

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

L’évaluation de cette sommation 5.40 consiste a appliquer les transformées de

Fourier inverses pour transformer u,, et 7, dans 'espace physique et ensuite une

transformée de Fourier & w;, pour déterminer w, tels que :

Dans ’espace physique :

k=N/2
Up= > e j=01,2.N-1
k=—N/2
k=N/2
Vi= Y Gke®j=0,1,2..N-1
k=—N/2
W; =U;V;
et : Nl
17 1 — —ikx N
Wk:NZW] k= -1

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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avec

La relation d’orthogonalité aboutit a :

We= Y Gnlut > Guba (5.45)

m+n=~k m+n=ktN
= {ﬁk + E am/y\n
m4n=k+N

Le second terme a droite est 'erreur d’aliasing.

5.4.1.3 Erreurs numériques : erreurs d’aliasing

L’enlévement des erreurs d’aliasing par troncation nommé aussi la régle 3/2 utilise

une transformation avec M points tel que M > 3N /2 :

_ 2mj

o 5.46
y] M ( )
M/2—-1
Up= Y @™ j=0,1,2.M-1 (5.47)
k=—M/2
M/2—-1
Vi= > ke j=0,1,2,..M-1 (5.48)
k=—M/2
W; =U,V; (5.49)
ou :
de la méme maniére :
~ 1 M-1
Wi = Wie ™ k= —-M/2,...,M/(2—1) (5.50)
§j=0

Alors :
We= Y dmbn+ Y, iy (5.51)
m+n=k m4n=k+tM
Les W considérées correspondent a k < N /2. M est choisi de telle maniére que

le terme de droite disparaitra dans cet intervalle de k. Cette méthode de transfor-

3N
mation compte (45/4)log 2 (3/2 N) avec la condition M > - 1
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Cette technique de de-aliasing est souvent référée a la régle de 2/3.

5.4.2 Discrétisation temporelle- Méthode de Runge Kutta

Dans la plus part des applications des méthodes spectrales aux équations aux
dérivées partielles, la discrétisation spatiale est spectrale alors que la discrétisa-
tion temporelle est assurée au moyen des différences finies. Le choix d’un schéma
de discrétisation dépend des facteurs suivants : la précision, la stabilité, et I'es-
pace de stockage. On s’intéressera dans cette partie au schéma standard de Runge
Kutta.

Ces méthodes sont souvent combinées aux méthodes spectrales pour la résolution
des équations aux dérivées partielles. Dans cette thése, une discrétisation tem-
porelle a ’aide du schéma de Runge Kutta d’ordre 3 est appliquée. La formulation

équivalente est :
v =yr

G = FUW )

U@ =yt + %AtG(l)
5 1
G? = —§G(1) +FUP t, + A1)

15
U® =U® 4 At
180

153 3
@) — _ 2200 4 py®) °A
G 128G + F(U vt t)
8
Ut =u® 4 —Gg®
—|—15

5.4.3 Exemple de la turbulence homogéne

Quand la turbulence est homogéne (elle ne varie pas statistiquement par transla-
tions), il est recommandé de travailler dans 'espace de Fourier. L’introduction de
la représentation de Fourier peut étre utilisée dans le cas mathématique simple qui
considére un écoulement idéal dans une boite cubique de coté L. on suppose aussi
que les conditions de frontiéres sur les différentes faces du cube sont cycliques.
Cette condition permet d’avoir un nombre infini de cubes identiques de facon a
avoir un écoulement périodique de période L dans les trois directions de ’espace.

Soit 7(?, t) , le champ de vitesse périodique de période L. Tl est exprimé en séries
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infinies :

27 2

3 +o00
7(7, t) = (f) Z |:€T7r (nle + Noxo + n3x3) E(nl, N9, N3, t) (552)

nl,n2n3=—oc0

avec ni,ng, n3 des entiers.

%
On introduit le vecteur d’onde k

— 2 2w 27
k = <fﬂ1, fng, fng) (553)

La transformée de Fourier de (', t) est définie par

(7, t) = (2%)3/@%%7(7,75) (5.54)

d7 = dridzsdrs . Généralement, en turbulence homogene, 7(7, t) ne décroit pas
rapidement a l'infini. Pour sa détermination, on utilise la transformée de Fourier

inverse :

DT 1) = (2%)3 / ) (5.55)

Aprés transformations, on obtient :

W7 t) = wlzBi) /Bi(%)iad?/e“‘“ﬁ(??t) (5.56)




Chapitre 6

Analyse numérique du budget
d’énergie spectrale en turbulence

spectrale

6.1 Introduction

En dessous de la température de transition Ty = 2, 17K, I’hélium liquide devient
superfluide et peut étre vu comme la superposition de deux fluides en interaction :
un fluide visqueux Newtonien, le fluide normal, et un fluide sans viscosité, le su-
perfluide (a4 proprement parler) dont la vorticité est concentrée sous la forme de
vortex quantiques. On dit alors que I’hélium superfluide est un fluide quantique
(et non classique). La composante superfluide devient largement majoritaire vers
les trés basses températures. La dynamique de ces deux composantes est régie re-
spectivement par les équations de Navier-Stokes et d’Euler, couplées par une force
macroscopique rendant compte de 'interaction entre les vortex quantiques du su-
perfluide et les excitations thermiques du fluide normal (a I’échelle microscopique).
Il s’agit du cadre général du modéle & deux fluides de la superfluidité initié par
Landau [72]. Depuis les années 1950, la dynamique des fluides quantiques a été
étudiée surtout expérimentalement, avec la motivation de comprendre en quoi le
phénomeéne de superfluidité modifie la dynamique classique des fluides (Vinen and
J.J. Niemela (2002) [143]). Les travaux théoriques et numériques reposent sur des

modélisations simplifiées dans lesquelles la rétroaction de la composante normale

66
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sur la composante superfluide est négligée ! ; les conditions aux bords sont égale-
ment généralement ignorées. Ces études ont conduit & de nombreux progrés dans
notre compréhension de la superfluidité, cependant un certain nombre d’observa-
tions restent inexpliquées, en particulier dans le régime turbulent. Nos travaux
récents dans ce domaine se distinguent des travaux précédents en soulignant 1’im-
portance de la rétroaction de la composante normale sur la composante superfluide,
en particulier dans le régime turbulent.

L’étude de la turbulence superfluide (ou turbulence quantique) s’est imposée comme
une voie originale pour étudier le role de la dissipation visqueuse en turbulence,
la température constituant une variable d’ajustement des effets de la viscosité
aisément controlable dans les expériences. Nous sommes plus particuliérement in-
téressés par le régime des températures basses mais non nulles, pour lesquelles
la composante superfluide domine. Nous voulons comprendre par quel(s) mécan-
isme (s) le fluide parvient cependant & dissiper son énergie cinétique. Dans ce cas,
le transfert d’énergie entre les deux composantes, normale et superfluide, devrait
jouer un role fondamental. Enfin, la description actuelle de la turbulence super-
fluide repose sur 'hypothése centrale que la dissipation totale d’énergie cinétique
et 'enstrophie superfluide sont liées par une relation de proportionnalité similaire
a celle qui existe pour les fluides Newtoniens. Le coefficient de proportionnalité
(homogéne a une viscosité cinématique) permet a priori de définir une viscosité
effective pour le fluide. Cette modélisation, élaborée pour rendre compte de ré-
sultats expérimentaux, est auto-consistante mais I’hypothése centrale sur laquelle
elle repose n’a été jamais testée, ni expérimentalement, ni numériquement. Notre
projet vise également a progresser sur ce point. Les implications pour l'interpré-
tation de nombreuses expériences, et en particulier de celles citées précédemment,

est immeédiate.

Aprés les travaux pionniers de Landau [66], un modéle pour la modélisation
macroscopique ‘He Il a été dérivé par les équations Hall - Vinen - Bekharevich
-Khalatnikov (HVBK) 2. Ces équations ont été établies en supposant que les con-
figurations d’écoulement dans lesquels il existe un grand nombre de lignes de tour-
billons plus ou moins alignées dans la méme direction. Alors que dans le modéle
d’origine Landau les deux fluides sont indépendants ; une force de friction mutuelle
est introduit dans le modéle HVBK. Ces équations sont écrites de la maniére suiv-
ante [15] :

1. Par exemple dans le célébre modeéle de filaments de vorticité de Schwarz [129]
2. Ce modele est également prévu, comme indiqué par Barenghi et al. [15] que "the use of the HVBK
equations at high Reynolds numbers, although not exact, should provide us with a useful approrimation".
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les conditions d'incompressibilité:

V.V,=0,V.V, =0 (6.1)

Les équations de quantité de mouvement :

Vn P S S
NV | (Vo VIVa = —YE _ Psgur w2y, + PE, (6.2)
ot P Pn p
OV VP Pn
V,.V)V,= —~— + SVT - T — 22F 6.3
5 T (Vs:V) ot p (6.3)

La force de friction mutuelle, F,,,, des Eqs. 6.2, 6.3 peuvent étre écrit comme :

1 1_,
Fus = 5B, x [ws X (Vo = (Ve +16V2))] + 5B, X (Vi = Ve =18V x &)

(6.4)
ou la vorticité du superfluide w; = curlVy , avec Ws=ws/|ws| est le vecteur uni-
taire dans la direction du tourbillon superfluide, et (Vs+vs V &) est la vitesse
superfluide locale, ce qui correspondrait a la vitesse locale de la lignes de vortex en
’absence de tout fluide normal, et B, B’ sont des coefficients de friction mutuelle

dépendant de la température.

La force de tension de vortex T de Eq. 6.3, refléte I’énergie par unité de longueur

dans les lignes de vortex. Ce terme peut étre écrit comme :

T = —vsws X (V X W) (6.5)

ou v = (I'/4m) log (bo/ap), est le paramétre de tension de vortex, avec un ag est le
paramétre de noyau de tourbillon, by = (2w, /I')~'/? est 'espacement de tourbillon
inter et I' ~ 9.97 x 10™* ¢m?/sec est le circulation quantique (le rapport de la

constante de Plank et la masse d’un atome d’hélium).

Les équations de HVBK ont des limites intéressantes. A T— 0 alors p, ~ 0,
nous avons vs = 0, donc I’équation du superfluide (6.3) devient I’équation d’Euler

classique. Si T— T) correspondant & p, ~ 0, donc 1'équation fluide normal (6.2)
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devient I’équation de Navier-Stokes classique. Les méthodes standard de la turbu-
lence classique ont été adaptés pour les équations de HVBK, par exemple, Simu-
lation de Grandes Echalles [92], Simulations Numériques Directes [116, 122] et le
EDQNM [130].

Ce modéle a deux équations, qui a été vérifié dans I’expérience pour les nombres de
Reynolds inférieur a 400, prouve également valable dans le cas turbulent a travers
les résultats numériques trouvés. Par conséquent, on voit que le modéle HVBK est
idéal pour étudier la dynamique de fluide couplés superfluide et normale, et peut
étre utilisé pour dériver la méthode LES pour de grandes échelles de turbulence

isotrope superfluide.

Le but de cette partie de ma thése est de fournir plus informations dans I’étude
de la turbulence a trés basse température, mesurée par les équations de HVBK.
Nous utilisons la méthode similaire a celles du travail de Merahi et al. [92] généré
le modéle de HVBK numériquement par SGE (LES).

6.2 L’énergie spectrale

Pour les équations de HVBK décrite par la Simulation des Grandes Echelles SGE
(LES). Merahi et al. [92] ont été impliqués cette technique dans la turbulence quan-
tique homogéne et isotrope®. Dans le présent travail, nous appliquons la méme
approche systématique basée sur le cadre mathématique du modéle HVBK et le
filtre de convolution? utilisé dans le travail [92], selon la procédure habituelle de
LES. Ensuite, nous étudions le modéle proposé avec différents modes de résolutions
spatiales dans une durée du temps prolongée, pour une large gamme de tempéra-
tures (1 K<T<2.1 K). Le mod¢le HVBK (Eqgs. 6.1-6.3) filtré décrit ci-dessus est
résolu en utilisant une méthode entiérement pseudo-spectrale. Tous les termes non
linéaires sont calculées dans l’espace physique, de la méme facon que le terme de
convection. Les équations de quantité de mouvement (Eqs. 6.1-6.3) sont écrits,

dans l'espace spectral, sous la forme compacte suivante :

(% T k) (k) = T (k) (6.6)

3. Merahi et al. (2006) Ils ont montré que l’énergie cinétique du superfluide présente une gamme
d’inertie en concordance avec la loi -5/3 de Kolmogorov.

4. Cette approche structurelle consiste a réécrire 'opérateur de filtrage sous forme différentielle, qui
correspond & la fermeture différentielle compléte pour tous les termes non linéaires qui apparaissent dans
les équations du modéle HVBK.
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avec le terme de transfert T, (k) calculée directement a résoudre les modes, et v,

est la viscosité effective spectrale (sera démontré prochaine).

6.2.1 Viscosité effective

Dans cette thése, ces simulations numériques (en cas de LES) ont besoin d’une
modélisation sous-maille efficace afin de tenir compte de la turbulence a petite
échelle, et de préserver le processus de cascade d’énergie cinétique, la modélisation
se fait via une approche de viscosité effective spectrale. Cette approche est une
forme exponentielle, et il est basé sur le nombre d’onde £ et sur ’échelle de longueur
de coupure k. qui est choisie pour se situer dans la gamme d’inertie des deux spectre

normal et superfluide énergie turbulente.

Nous introduisons un modéle Lamballais-Lesieur-Silvestrini [125] dans les deux
équations de quantité de mouvement normal et superfluide, tandis que d’autres
termes sont modélisés via ’approche différentielle. La viscosité effective dans I’es-

pace spectral, v, a la forme suivante :

Ve — 0.267F (k k) ES‘C) (6.7)
F(k/k.) =1+ 34.5exp [—3.03 (k. /k)] (6.8)

avec une coupure nette au-dessus de k. dans l'espace de Fourier, est dans un
contexte de turbulence homogéne et isotrope. Si I’échelle de longueur d’onde de
coupure est situé¢ dans la zone inertielle Kolmogorov, il devrait probablement étre
étendue pour tenir compte le cas ou lequel la coupure serait située & beaucoup

plus petite échelle dominé par la cascade de onde de Kelvin.

La Fig. 6.1 montre la viscosité effective turbulente spectral provenant le modéle
Lamballais - Lesieur - Silvestrini [125]. Dans ’'Eq. 6.8, F'(k/k.) affiche une forte
dépassement dans le voisinage de k/k.=1. De toute évidence, la viscosité effective
doit tenir compte de l'intermittence et manque d’homogénéité de la turbulence
(jusqu’a corrections d’intermit-tence discutés dans la section 6.3). En conséquence,

les processus de dissipation qui sont en jeu dans les deux composantes normale

-1

., et ne

et superfluide se produisent a des échelles beaucoup plus petites que k&
nécessitent pas d’étre modelée de facon trés précise au niveau de I’échelle résolu.

En présence de tourbillons, la friction mutuelle F),, qui couple les deux fluides,
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FIGURE 6.1: La viscosité effective spectrale, le mode de résolution 128%; basé sur la
Simulation des Grandes Echelles SGE (LES), Eq. 6.7.

dépend de la densité de lignes de vortex L° (longueur de vortex par unité de
volume). La coupure survient a échelles auxquelles la cascade de Kolmogorov est
beaucoup plus grande que la cascade de onde de Kelvin. Par conséquent, la prin-
cipale liaison inter-échelle résultera du terme de convection, et correspondra a la
cascade d’énergie cinétique. Ceci montre que le terme de friction mutuelle dans
'équation du superfluide (6.4), bien que proportionnel & p,/p, ne peut pas étre
négligé, méme dans la limite trés basse température, et qu’il imite, dans une cer-
taine mesure, un terme visqueux au long de la cascade. Cependant, s’écarte d’un
plateau aux plus petites échelles, ot les deux composantes ne sont plus verrouil-
lées, notamment a trés basse température. Ceci est différent du cas classique pour

lequel on obtiendrait un plateau jusqu’aux plus petites échelles.

6.2.2 Déviation de Kolmogorov k%3

Les résultats précédents des simulations LES des équations de HVBK [92] rap-
portés concernent des températures supérieures a 1,6 K. Il ya un besoin évident

d’étendre la gamme de température et de les comparer avec ceux donnés par la

5. Disons simplement, dans la pratique, k. est également supposé étre beaucoup plus grande que le
vortex quantifiés lissée espacement £ = L2,
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FIGURE 6.2: Temps-évolution des spectres d’énergie superfluide pour une large gamme
de température (1<T<2.1 K), dans un LES avec 1283 modes utilisant des méthodes
pseudo-spectrale et la viscosité effective spectrale (voir Fig. 6.1). La ligne verticale
en pointillés marque k.. Le calcul est initialisé avec des champs de vitesse aléatoires
homogeénes solénoidales & la fois pour la composante normale et superfluide, qui sont
générés suite & la méthode de Rogallo [118]. Un troisiéme ordre de la méthode de Runge-
Kutta est utilisé pour l'intégration dans le temps. Un dealiasing est réalisée en utilisant
la régle habituelle 2/3 (Voir la section 5.4.1.3.)

dynamique des différentes modes de résolutions spatiales. La Fig. 6.2 montre, sur
un terrain logarithmique, 1’évolution du temps des spectres d’énergie cinétique du
superfluide utilisant la SGE (LES) dans le pseudo-spectrale. Alors que les lignes
rouges et noires de la Fig. 6.2 correspondent respectivement a T = 1 K et 2,1. Dans
cette gamme de températures correspondant & 0.23 < pg/p < 0.98, les prédictions
LES des statistiques de la turbulence et des spectres d’énergie sont jugés en bon
accord avec les travaux de Barenghi et al. [16], Lvov et al. [86] et selon Roche
et al. [116] prises avec des données expérimentales et des simulations numériques
basées sur d’autres modéles. A basse température T ~ 1 K, la cascade d’énergie
Kolmogorov établit en temps comparable aux moments critiques estimés dans [92]

résultats concernant la HVBK modélisé avec un modéle sous-maille fait par Chollet
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et Lesieur [34]. Nous notons également que pendant la premiére phase du calcul
(t < 11), la décroissance de spectres auto-similaire avec la pentes k=5/3 allant
jusqu’a k.. Ce résultat est en accord avec I'étude précédente [12, 16, 116] dans la

limite des trés basses températures.

6.2.3 Effets de la température et le mode de résolution

Les résultats de 'HVBK appliqués a la turbulence isotrope LES sont satisfaisants
quand il est mis en ceuvre sur un code spectrale directement dans l’espace de
Fourier et a une faible mode de grille : Fig. 6.3 montre I’évolution des spectres
d’énergie superfluide & partir de conditions initiales correspondant & des spectres
fortement pointu. Aprés une période transitoire ("¢=~13") qui correspond a la
détente de la solution initiale vers une solution physique, le spectre a la forme de
Kolmogorov pour la raison de la faible modes de résolution (uniquement dans des
modes 323 and 643 de calcul spectrale ). Ce résultat a été fait a des températures
aussi basses que 1,6 K correspondant a p,/p ~ 0.84, puis donne les mémes résultats

que Chollet [35] dans la turbulence classique a cette faible modes de grille. Aussi,

10" 3 / ‘
E(k) [ t=13

107 3

Superfluid (LES)

-5 NP | A | e
10 0 1 2
10 10 10

FIGURE 6.3: Analyse numérique d’energie superfluide dans des différentes modes de
résolutions & t ~13, pour une température aussi basse que 1,6 K. La ligne pointillée est
le spectre initial.
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nous avons trouvé un accord insatisfaisant entre le spectre d’énergie mesurée et
le spectre de Kolmogorov théorique a la phase tardive "t~13" avec la grille plus
élevée (128°, voir. Fig. 6.3). Arguments de [67] peuvent étre formulées a suggérer
que le systéme ne dispose que de petits tourbillons et étant plus turbulent au
stade tardif. Mais auparavant, nous allons examiner certains aspects anormaux
de la diffusivité effective spectrale, liées au caractére intermittent & grande échelle
de la température passive. En particulier, il est bien connu [47] que dans la zone
inertielle, le champ de vitesse turbulent est pas auto-similaire, mais montre des
effets d’intermittence qui modifient le scénario KO-41, sera mentionnés dans la

section sulvante.

6.3 Cascade d’énergie et 'intermitence

6.3.1 Turbulence Superfluide est aussi intermittente ?

Un aspect important du probléme a été absent sans aucune discussion : effets
d’intermitt-ence. Il est connu depuis longtemps que la turbulence hydrodynamique
classique est intermittente et mise a 1’échelle exposants différe des KO-41 prédic-
tions, (voir U. Frisch [47], Turbulence. The legacy of A.N. Kolmogorov). L’inter-
mittence statistique des écoulements turbulents se manifeste sous la forme d’une
déviation au comportement linéaire (, = p/3 (prédit par le modéle K41) de la
hiérarchie des exposants des fonctions de structure d’ordre p des incréments de
vitesse longitudinaux ( Voir la section 3.4). Sur la représentation compensée, 1’é-
cart au modéle Kolmogorov 41, qui traduit le caractére intermittent du champ de
vitesse turbulent est révélé par des comportements en loi de puissance de pentes
¢, — p/3, positive pour les ordres p < 3, nulle pour p = 3 et négatives pour p > 3

dans la plage des échelles inertielles.

La turbulence superfluide est aussi intermittente, voir par exemple J. Maurer &
P. Tabeling [89]. Il a été remarqué par Boué et al. [24] que, & des températures
proches de 2K, lorsque les densités des composantes normales et superfluide sont
friction mutuelle comparable peut entrainer une déviation des exposants de mise
a l’échelle par intermittence & partir de leurs valeurs classiques. Est-ce que notre
Simulations des Grandes Echelles SGE (LES) support ou de ne pas tenir compte

de ce scénario ?
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6.3.2 Mise en évidence

Afin de tenir compte de I'intermittence et de comparer l'intermittence dans la tur-
bulence superfluide avec les turbulences dans les fluides normales, il faut remarquer
que l'intermittence a été partiellement explorée dans les études expérimentales et
numériques |24, 89, 123, 124] pour une haute T = 2,1 K et une faible T = K,
correspondant au rapport p,/p ~ 0.23 et p,/p =~ 0.98, respectivement, lorsque la

densité des composantes normales et superfluide ps ~ p, est comparable a Iautre.

6.3.2.1 L’écart du KO-41

Viscosité effective dans la cascade L’écart a la loi KO-41 permet de définir
une viscosité effective, méme aux plus basses températures. La viscosité obtenue
est proche de celle de la composante normale. Dans cette partie, on s’intéresse a
Pécart a petite échelle a la loi KO-41. En turbulence classique, ¢’est la viscosité
qui est a Dorigine de cette déviation. L’équation exacte peut étre obtenue a partir
de I’équation de Chollet-Lesieur [35] et permet de généraliser la loi KO-41 a petite

échelle.

1/2
E(kc)} (6.9)

Ve = 0.441 x 1.47%2F (K /k,) { -
(Pour F(k/k.) voir I'équation 6.8)

Physiquement, I’équation 6.9 correspond a 1’énergie qui est dissipée dans la cascade
a cause de la viscosité. De fagon analogue, on peut définir une viscosité effective

dans I'He II a partir de I'écart a la loi KO-41 aux petites échelles inertielles.

Les statistiques de turbulente “He calculées & partir de la viscosité effective , v,
(6.9), sont tracées sur la Fig. 6.4. Pour toutes les températures, comprises entre 1
K (ps/pn = 40) ou la composante superfluide domine et 2,1 K (ps/p, = 0.1) ou
la composante normale domine. Cette figure présente un "plateau" dans la zone
inertielle. Ceci implique que I'écart a la loi KO-41 peut étre décrit, dans une cer-
taine mesure, par une viscosité effective, et ce jusqu’aux plus basses températures,
bien que la densité de la composante normale puisse étre négligeable. La Fig. 6.4
compensées par k°/3E(k), montre que les statistiques de turbulente *He superflu-
ide apparue similaire a celle des fluides classiques (bleu et les lignes rouges, voir
Fig. 6.4), en accord avec les études précédentes. Les exposants d’échelle intermit-

tents semblaient méme en turbulence classique et superfluide [16, 24].
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FIGURE 6.4: Energie spectrale superfluide compensé par I<;5/3E(k) avec la correction de
Iintermittence. La ligne verticale en pointillés marque k.. Ces simulations sont faites a
la température T =1, 1,6 et 2,1 K

Aux températures 1,6 K correspondant a ps/p ~ 0.84, ou le liquide normal et le
superfluide sont dans la méme proportion ps; =~ p,, une différence entre le com-
portement intermittent classique et superfluide, comme représenté par la ligne

verte sur la Fig. 6.4.

Nos simulations numériques du modéle HVBK de I’hélium II conduisent, pour
toutes les températures, a des exposants identiques. Ces exposants sont quantita-

tivement compatibles avec le modéle d’intermittence de She & Léveque [127].

6.3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la turbulence Superfluide est aussi in-
termittent. Notre simulation donne méme résultat et bon accord avec le modéle
d’intermittence de She & Léveque [127] et le travail de J. Maurer & P. Tabeling
[89], Barenghi et al.[16] et Boué et al. [24]. De plus, il émerge une gamme d’échelle
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dans laquelle les deux composantes sont encore verrouillées et ol on observe un
écart a la loi KO-41 similaire a la correction visqueuse classique. La composante su-
perfluide hérite alors de la viscosité de la composante normale. Enfin, les moments
d’ordre supérieur obtenus numériquement ont des valeurs "anormales", quantita-
tivement similaires a celles de la turbulence classique. Cela suggére que l'intermit-
tence dans I'hélium superfluide est comparable & I'intermittence qui existe dans

un fluide classique.

6.4 Le budget d’énergie spectrale en turbulence quantique

6.4.1 L’équation de I’équilibre

Pour compléter la section précédente et fournir plus d’informations absent dans les
mesures, nous étudions 'évolution des différents termes constituant les équations
HVBK. En effet, I’évolution d’un champ turbulent dépend de la maniére dont le
transfert d’énergie entre différentes échelles en mouvement. Pour cette analyse,
nous considérons I’équation d’équilibre pour la fonction d’énergie spectrale F(k,t)

[112] (Voir la Section 3.5). Cette équation peut étre écrite sous la forme suivante :

0
aE(k,t) = Py(k,t) — Tik(k,t) — Dy(k,t) — F (6.10)
les quatre termes sur le coté droit représentent, respectivement, la production, le

transfert spectrale, la dissipation, et la friction mutuelle.

6.4.1.1 Termes de production et le transfert d’énergie

La production, Py(k,t), est aussi un terme dérivé directement. Elle peut étre ex-
primée comme une simple différence dans le temps. Dans le second terme sur le
coté droit de 'Eq. 6.10, Tx(k,t), est le taux de transfert d’énergie spectrale : il est
le taux net & laquelle I’énergie est transférée en modes de nombre d’onde inférieure
a k a ceux qui ont des nombres d’ondes plus élevées que k jusqu’a k.. Certains de
ses éléments constitutifs ont été mesurées directement. Le terme non linéaire de
ce transfert spectrale est :

: kik; \
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depuis T} disparait de zéro a nombre d’onde infinie (avec une coupure nette k), ce
terme de transfert ne fait aucune contribution a I’équilibre de 1’énergie cinétique

turbulente.

6.4.1.2 Terme de dissipation

L’autre terme de 'Eq. 6.10, Dy(k,t), est le spectre de dissipation, si les échelles

de dissipation sont isotropes, peut étre expansé de la maniére suivante :

Dy(k,t) = 2vk*E(k, t) (6.12)

la dissipation est proportionnelle de gradients de vitesse au carré; le facteur &
dans ’Eq. 6.12 se pose parce que la différenciation correspond a la multiplication

par le nombre d’onde.

6.4.2 Influence des différents termes
6.4.2.1 La production, le transfert d’énergie et la dissipation

Des études numériques récentes de 1’énergie budgétaire ont été réalisées par Wacks
et Barenghi [147] en utilisant un modéle "Shell model”, et la DNS de modéle
a deux fluides hydrodynamique par Roche et al. [116]. Tls ont constaté qu'une
accumulation de I’énergie se développe a un grand nombres d’ondes suggérant la
nécessité d’un autre effet de dissipation. Dans notre travail, la simulation LES du
modéle HVBK prédit la contribution de tous les termes de 1’équation d’équilibre

E(k,t) pour hélium superfluide.

Comme indiqué dans la Fig. 6.5, des valeurs positives indiquent un gain et les
valeurs négatives indiquent une perte d’énergie. La production et le transfert d’én-
ergie spectrale dominent le budget de 1’énergie turbulente. La ligne bleue de la
Fig. 6.5 montre la fonction de transfert d’énergie donnée par I’'Eq. 6.11. Certains
des composants du transfert d’énergie mesurées directement sont négatifs a des
grandes échelles et positif sur le reste du spectre, conformément a |25, 87| dans
la turbulence classique. Ce chiffre démontre clairement la non-existence d’un do-
maine inertiel. En outre, la Fig. 6.5 montre 'existence d’un nombre d’onde, ou la
production et le transfert spectrale due a la déformation sont a la fois positif et ce

gain est équilibré par la dissipation.
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Le spectre d’énergie devient isotrope a tels des nombres d’ondes, car le transfert
d’énergie est le seul qui devient isotrope quelque temps apreés la production quand
cette derniére tend vers zéro. Dans la gamme contenant énergie, les effets de la pro-
duction et de transfert d’énergie deviennent importants et constituent une source
ou un puits a chaque nombre d’onde, sauf pour la dissipation. Comme la turbu-
lence se développe a son plein développement, les plus grands échelles produisent
des tourbillons plus en plus petits a travers I'interaction inertielle, ainsi transférant

’énergie jusqu’a les plus petits échelles, comme il est discuté par Lumley [84].

Le transfert d’énergie spectrale, Ty (k,t), traverse la ligne zéro a &k~ 10 comme il
est représenté sur la Fig. 6.6. A ce nombre d’onde, le spectre de dissipation a montré
sa valeur maximale & T = 1,6 K (voir la Fig. 6.8), qui récupére les mémes résultats
que Van Atta et Chen [133] fait par la turbulence classique. Mais & température

finie 1 K, la dissipation était encore a peu prés 50% de la valeur maximale a k& ~ 10
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FIGURE 6.6: Transfert d’énergie spectrale de la partie superfluide calculé avec SGE
(LES). La ligne verticale pointillée marque k.

(voir Fig. 6.7). Dans le méme temps, I'effet de la dissipation®, avec eux, devient
plus en plus important pour les plus petits échelles. Dans la zone inertielle, a
partir de k£ ~5, il n’y a pas beaucoup de dissipation dans la gamme de production
d’énergie comme le montre la Fig. 6.7 et Fig. 6.8. A d’autres échelles, qui sont
équivalentes aux petites échelles, ce terme de dissipation fonctionne comme une
viscosité. Dans I'état entiérement développé, il ne sont pas les plus grands échelles
qui auront ’énergie cinétique maximale, mais ce sont les échelles dans une gamme
de nombre d’onde supérieure. Dans la gamme des échelles contenant de ’énergie,
ou les tourbillons font la principale contribution a I'énergie cinétique totale de
turbulence, le spectre d’énergie présente son maximum (voir Fig. 6.7 et Fig. 6.8).
Nous pouvons associer un nombre d’onde £k avec ce maximum pour indiquer que
les échelles les plus permanentes contiennent beaucoup moins d’énergie que d’autre

échelles.

6. La représentation du spectre de la dissipation par 2v kQE(k, t) donne une estimation de la distance
entre les gammes de production et de dissipation.
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6.4.2.2 Force de friction mutuelle

En revanche, la contribution de la tension T et la force de friction mutuelle F' dans
les termes de 1’énergie budgétaire sont également pris en compte. Le dernier terme

dans I'équation (Eq. 6.10) est la force de friction mutuelle, pris comme suit :

F = F;.4(k) (6.13)

F,=f +f (6.14)

avec fi et fy représentant, respectivement, les parties réactives et dissipatives de

la force de friction mutuelle.

6.4.2.3 Force de la tension

Ainsi, dans le reste des termes de 'équation d’énergie budgétaire, pour la partie

superfluide est le terme liées a la tension T est comme suit :

T = T.u;(k) (6.15)

6.4.3 Analyse et discussions

Les Fig. 6.9, Fig. 6.10 et 6.11 montrent I'importance de la force de friction mutuelle
F et la tension T, respectivement. Nous observons que leur ordre de grandeur est
trés faible. Ainsi, I'influence de la durée de la friction mutuelle, en particulier,
peut étre négligé dans I'ordre de 1071 pour le superfluide et dans I'ordre de 10~
pour le fluide normal; la raison est que ces deux fluides ont le méme champ de
vitesse (V,, — Vi ~ 0) a grande échelle, évidemment le méme spectre d’énergie. A
ces températures les plus basses, les grandes échelles sont significativement plus
grande que la distance prévue dans les lignes de vortex quantifiés [18, 142]. Ainsi,
la Fig. 6.9 montre que pour les grandes échelles, la friction mutuelle est suffisante

pour maintenir les deux fluides verrouillés.

Méme pour la tension T de la partie superfluide, sur la Fig. 6.11, & la tempéra-
ture aussi bas que T = 1,6 K, la tension T serait insignifiante dans l'ordre de

107°. Les fluides verrouillés se comportent comme un seul fluide turbulent dans
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lequel il ya dissipation négligeable. A T— 2.1 K correspondant & p,/p < 1, oi
la composante superfluide peut étre négligée, les statistiques du superfluide *He
deviennent semblables & ceux des fluides classiques. A cet égard, la contribution
de la friction mutuelle du superfluide augmente légérement a les grande échelle
comme le montre la Fig. 6.9. Il n’est pas le méme pour la partie de fluide normal,
qui montre sa valeur maximale & T = 1,6 K (voir la Fig. 6.10). On résulte que la
dissipation doit étre due & une combinaison de dissipation visqueuse dans le fluide
normale et la force friction mutuelle, comme il est discuté par Vinen [142]|. Par
conséquent, la formes de Kolmogorov spectrale, a condition bien sir, I’énergie est
dissipée par quelque moyen ou au-dela du nombre d’onde de Kolmogorov comme

dans un fluide classique.
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6.5 L’énergie spectrale sans le terme de friction mutuelle

Pour aller plus loin, nous avons étudié numériquement le spectre d’énergie sans le
terme de friction mutuelle. Fig. 6.12 montre le transitoire d’énergie spectral "qvec"
et "sans" de cette force. Les effets des forces mutuelles est marqué, tandis que le
spectre d’énergie & petite échelle a la forme k~! conformément & des résultats
trouvés dans le travail de Araki et al. [9]. A ¢t = bsec, le spectre a un grand pic
au nombre d’onde plus petite, étant a plat dans la gamme intermédiaire, car il
n’y a que les grands tourbillons et aucune structure de petite échelle sur eux.
La Fig. 6.12 montre que les spectres d’énergie a grande échelle converge vers la
forme de Kolmogorov k~°/3 lorsque cette force est prise en compte, & condition que
I’écoulement de fluide normale n’a pas été significativement affectée par la viscosité.
Cette friction est suffisante pour assurer que les deux spectres sont associés avec

eux a la méme champ de vitesses.

0,1 F T rrrr] T T T T T T T T T T T L

Ek) T 1

001 £ .
~\\

IE-3 3

i —{— With mutual friction ]

L —+— Without _

1E-4 -
IE_S 1 T | 1 1 1 1 T | 1 1 1 1 1

1 k 10

FIGURE 6.12: L’énergie spectral "avec" et "sans" frottement mutuel en 1282 modes de
résolution (Calcul en SGE (LES)), a basses températures T = 1.6 K.
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6.5.1 L’énergie budgétaire; L’absence de la friction mutuelle

Bien que ’absence de la force de friction mutuelle, nous considérons 1’équation
d’énergie budgétaire pour la fonction spectre d’énergie spectrale E (k, t) [112].

Cette équation peut étre écrite sous la forme suivante :

%E(k, t) = — Tip(k,t) — Dy(k,t) = T (6.16)

Avec Ty(k,t), Di(k,t) and T sont, respectivement, le taux de transfert d’énergie

spectrale Eq. 6.11, la dissipation Eq. 6.12 et la tension Eq. 6.15.

Le processus en cascade sans friction mutuelle en turbulence superfluide a été
discutée [8]. La décroissance des différents termes de modéle HVBK de la friction
mutuelle est montré dans les Figs. 6.13, 6.14, 6.15 et 6.16. Le seul mécanisme pour
la désintégration est que la procédure de coupure qui permet d’éliminer les petits
vortex. Depuis deux résultats sont calculés seulement a température aussi basse
que 1,6 K, le transfére ’énergie a partir d’'une grande échelle a petite échelle est

nécessaire pour la décomposition du spectre d’énergie.

0,018 , . , ; , ; , ; , : :
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0,014 —
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FIGURE 6.13: La dissipation : Dg(k,t), Eq. 6.12, & basse température de T= 1.6 K.
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FIGURE 6.16: La vortisité du superfluide : ws = curlVy, a basse température de T=
1.6 K.

La friction mutuel est alors une source possible de dissipation parce que sur ces
échelles de longueur du champ de vitesse superfluide est dominée par les effets
quantiques (comme le montre la Fig. 6.13), mise en correspondance des champs
de vitesse du superfluide et normale fluide, se produisant a des grandes échelles de
longueur, ne peut plus tenir. Cependant, dans une description phénoménologique
du la turbulence superfluide, le mécanisme de dissipation est & un degré significatif

d’importance.

A une température finie il ya un fluide normal, ce qui conduit & une force de
frottement sur une ligne de vortex mobiles. La force de frottement peut conduire
a un amortissement supplémentaire des ondes de Kelvin, et il peut aussi causer de
petits anneaux a rétrécir. L’amortissement par le frottement des ondes de Kelvin
devient de plus en plus important que la température augmente, et il devient

probablement plus important que le rayonnement du son a la température.

6.5.2 Conclusions

Dans cette section, nous étudions numériquement le spectre d’énergie de 1’hélium
superfluide générée par des équations HVBK sans de la force de friction mutuelle.
Notre simulation "LES" prédit que le transfert d’énergie devient plus importante

lorsque cette force est pris en compte, et, on résulte que la dissipation doit étre due
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a une combinaison de la dissipation visqueuse dans le fluide normale et la force de

friction mutuelle.



CONCLUSION GENERALE

A partir des équations couplées du modéle HVBK, nous avons effectué des calculs
numériques & ceux conduisant a 'établissement de la loi de Kolmogorov k~%/3 pour
la turbulence classique. Ces développements nous permettent d’établir (de maniére
exacte) un bilan d’énergie cinétique échelle par échelle de la turbulence superfluide,
et de discuter nos résultats numériques précédents sur la loi de Kolmogorov k=53,
Donc, le modéle HVBK est idéal pour étudier la dynamique du superfluide et
du normale fluide couplés dans la limite de la turbulence intense & température
finie. L’étude de l'effet de la température et de la grille numérique en appliquant
une LES au modéle HVBK, nous a fournit de bon résultat qui concordent avec
d’autre travaux récents. Nous avons mis en évidence, a partir de ces simulations
numériques de la trubulence quantique, que les fluctuations de 1’énergie cinétique
d’un fluide quantique (en dessous de la température de transition superfluide)
restait compatible avec la loi de Kolmogorov ~ 5/3 aux échelles inertielles. Ce
résultat fournit un élément supplémentaire en faveur de 'existence d’une cascade
d’énergie a la Kolmogorov en turbulence superfluide. Nos calculs nous ont permis
de conclure aussi que la la turbulence superfluide est intermittente. L’analyse de
I’équation budgétaire de 1’énergie a montrée que le terme de transfert d’énergie
et la production jouent un roéle essentiel pour ’échange d’énergie entre le moyen
et le mouvement fluctuant. Le terme de production semble étre en décomposition
plus rapide suivant la distance en aval. Les simulations LES pour une large gamme
de température (1<T<2.1 K) confirment que les deux composantes de ‘He sont
verrouillées avec un champ de vitesse unique a grandes échelles. Le mécanisme de
verrouillage est la force de friction mutuelle entre les deux fluides. Par conséquent,
dans la zone inertielle, ot les effets de dissipation sont absents, la contribution du

terme de frriction mutuelle peut étre négligée.
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