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Préface

Préface

Durant les trois derniéres décennies, des progmanquables ont eu lieu dans la vitesse de
traitement des ordinateurs, leur capacité de sggckde manipulation et de présentation de
grandes quantités de données et d'informationsj que dans la capacité des ordinateurs a
communiquer avec d'autres ordinateurs sur lesugsea

La preuve de ces progrés peut étre trouvée danbulesaux actuels d’ingénierie ou les
puissances des ordinateurs utilisés sont de plptusnmportantes.

Le nombre de codes de calcul utilisés par les ileges est en constante augmentation. Cette
tendance est due en partie a la série croissasteddbes pour lesquelles les ingénieurs
utilisent maintenant des ordinateurs.

Etant donné que les langages informatiques sonérgment congus pour résoudre un
certain nombre de problemes de génie, le choixatulangage pour accomplir la tache est

d'une importance capitale.

L'utilisation de MATLAB est avantageuspour résoudre un probléme qui peut étre
idéalement représenté par des matrices, en senseles opérations de l'algébre matricielle
linéaire et de la représentation relativement sempes graphiques en deux et trois
dimensions.

Le calcul de la solution d'équations linéairespiésentation, la manipulation et l'affichage
des données d'ingénierie sont peut-étre les mesllexkemples de problemes pour lesquels
MATLAB est idéalement adapté.

Ce polycopié s’'adresse aux étudiants de premiéréealaster en Génie Civil, option voie et

ouvrage d'art. Il est rédigé de maniére a attifattdntion du lecteur sur les applications

pratiques du sujet traite.

Non seulement le langage de programmatibATLAB est exceptionnellement simple a

utiliser (tous les objets de données sont suppéisésdes tableaux), le code de programme
MATLAB sera beaucoup plus court et plus simple diansise en ceuvre d'un programme

équivalent en langage C, Fortran ou JaMATLAB est donc un langage idéal pour la

création de prototypes de solutions logiciellegs problemes d’ingénierie.
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Le polycopié est divisé en cing chapitres. Le cinapli : Introduction a I'environnement
MATLAB présente le mode de programmation 9d@3LAB . Il inclut tous les concepts de
base que I'étudiant doit savoir. Les sujets tsatémprennent les variables, les variables
arithmétiques, les matrices, les matrices de calesl structures de contrdle, les fonctions

intégrées de la matrice, M-Files, et bien d’autreons.

Le chapitre 2 :Introduction a la programmation avedATLAB traite I'aspect de la
programmation avecMATLAB . Il présente les différents mécanismes d'écrit@te

d’exécution des programmes.

Le chapitre 3: Applications des méthodes numésgaeec MATLAB , s'intéresse a
'application des méthodes numériques sMSTLAB . Ce chapitre illustre la puissance de
travail dJUMATLAB étape par étape a travers la formulation et latisol d'un grand nombre
d'applications d'ingénierie impliquant la solutides équations linéaires et non linéaires ainsi

gue le calcul intégral.

Le chapitre 4 Calcul des structures (barres et poutres) selonéilhode des Eléments Finis
par MATLAB est une introduction au calcul des staes selon la méthode des Eléments
Finis (MEF) parMATLAB . Les calculs des éléments barres, des systenibis teé des

eléments poutres sont effectués.

Le 5éme et dernier chapitre : Calcul des strusteus effets dynamique et sismique par
MATLAB expliqgue le calcul des structures sous effatynamiques et sismiques par
MATLAB . Le lecteur pourra ainsi réaliser le calcul dest@ayes a 1 degré de liberté (libre et

amortis) ainsi que le calcul des systémes a plusigegrés de liberté.
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Chapitre | : Introduction a I'environnement MATLAB

1. Introduction - Historique

MATLAB est une abréviation de Matrix LABoratory, riica l'origine, en Fortran, par C.
Moler.

MATLAB était destiné a faciliter 'accés au logitimatriciel développé dans les projets
LINPACK et EISPACK. La version actuelle, écrite €npar the MathWorks Inc., existe en
version professionnelle et en version étudiant.d&ponibilité est assurée sur plusieurs
plateformes : Sun, Bull, HP, IBM, compatibles PCO®, Unix ou Windows), Macintoch,
iMac et plusieurs machines paralleles.

MATLAB est un environnement puissant, complet etiléaa utiliser destiné au calcul
scientifique. Il apporte aux ingénieurs, chercheira tout scientifique un systéme interactif
intégrant calcul numérique et visualisation. Clestenvironnement performant, ouvert et
programmable qui permet de remarquables gainsatkiptivité et de créativité.

MATLAB est un environnement complet, ouvert et esible pour le calcul et la
visualisation. Il dispose de plusieurs centainesir¢v milliers, selon les versions et les
modules optionnels autour du noyau Matlab) de fonst mathématiques, scientifiques et
techniques. L'approche matricielle de MATLAB perndet traiter les données sans aucune
limitation de taille et de réaliser des calculs @ugue et symbolique de fagon fiable et
rapide. Grace aux fonctions graphigues de MATLABdevient trés facile de modifier
interactivement les différents parameétres des gnapk pour les adapter selon nos souhaits.
L'approche ouverte de MATLAB permet de construineoutil sur mesure. On peut inspecter
le code source et les algorithmes des bibliothéglgefonctions (Toolboxes), modifier des
fonctions existantes et ajouter d’autres.

MATLAB possede son propre langage, intuitif et makwiqui permet des gains de temps de
CPU spectaculaires par rapport a des langages céen@de TurboPascal et le Fortran. Avec
MATLAB, on peut faire des liaisons de fagcon dynan@iga des programmes C ou Fortran,
échanger des données avec d'autres applicatioaslgvVDDE Dynamic Data Exchange :
MATLAB serveur ou client) ou utiliser MATLAB commaemoteur d'analyse et de
visualisation.

MATLAB comprend aussi un ensemble d'outils spéuodig)] a des domaines, appelés
Toolboxes (ou Boites a Outils). Indispensables@upart des utilisateurs, les Boites a Outils
sont des collections de fonctions qui étendenvifennement MATLAB pour résoudre des

catégories spécifiques de problemes.
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MATLAB permet le travail interactif soit en modemmande, soit en mode programmation ;
tout en ayant toujours la possibilité de faire dissialisations graphiques. Considéré comme
'un des meilleurs langages de programmation, MABLposséde les particularités suivantes
par rapport a ces langages :

* la programmation facile,

* la continuité parmi les valeurs entieres, réettesomplexes,

* la gamme étendue des nombres et leur précision,

* la bibliotheque mathématique tres compréhensive,

* 'outil graphique qui inclut les fonctions d’inface graphique et les utilitaires,

* la possibilité de liaison avec les autres langad@ssiques de programmation (C ou
Fortran).

La bibliothéeque des fonctions mathématiques dansTM¥B donne des analyses
mathématiques trés simples. En effet, l'utilisatpeut exécuter dans le mode commande
n'importe quelle fonction mathématique se trouvdans la bibliothéque sans avoir a recourir
a la programmation.

Pour l'interface graphique, des représentationsnsifiques et méme artistiques des objets
peuvent étre créées sur I'écran en utilisant lesessions mathématiques. Les graphiques sur
MATLAB sont simples et attirent I'attention deslig@teurs, vu les possibilités importantes
offertes par ce logiciel.

MATLAB n’est pas le seul environnement de calculestifique, il existe d'autres
concurrents dont les plus importants sont Mapahematica. Il existe méme des logiciels
libres qui sont des clones de MATLAB comme Scilaetave.

2. L’'environnement MATLAB
MATLAB affiche au démarrage plusieurs fenétres.o8ela version on peut trouver les
fenétres suivantes :

» Current Folder: indique le répertoire courant ainsi que les fichexistants.

* Workspace: indique toutes les variables existantes avec kypes et valeurs.

« Command History: garde la trace de toutes les commandes entrééstpsateur.

« Command Window: utilisée pour formuler nos expressions et interaayec

MATLAB. C’est la fenétre que nous utilisons toutlang de ce chapitre.
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Figure I.1 : L’environnemenMATLAB

MATLAB est beaucoup plus qu'un langage de progranomall s'agit d'une console
d'exécution ghell) permettant d'exécuter des fonctions, d'attrilol@srvaleurs a des variables,
etc. La console MATLAB permet d'effectuer des opérs mathématiques, de manipuler des
matrices et de tracer facilement des graphiques.

Le langage MATLAB n'est pas un langage compiléhagae appel d'un SCRIPT (ou d'une
FUNCTION), le logiciel lit et exécute les programsrigne par ligne

L'utilisateur peut grace a l'invite MATLAB affecteles valeurs a des variables et effectuer

des opérations sur ces variables. Par exemple :

>>x=4
X =

4
>>y=2
y:

2
>>X+y
ans =
6
>>x*y
ans =
8
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Ici, il faut noter que lorsque l'utilisateur nediypas de variable de sortie, MATLAB place le
résultat d'une opération daass. Il est toujours possible de connaitre les vaesiitilisées et
leur type a l'aide de la fonctiavhos. Par exemple, pour les manipulations précédentes :

>>whos

Name Size Bytes Class

ans 1x1 8 double array

x 1x1 8 double array

y 1x1 8 double array

Grand total is 3 elements using
24 bytes

La solution de x+y est donc perdue. Il est dondépable de toujours donner des noms aux

variables de sortie :

>>x=4;
>>y=2;
>>a=x+y
a=

6
>b=x*y
b=

8

La fonctionclear permet d'effacer des variables. Par exemple :

>> clear x % on efface x de la
mémoire

>> whos

Name Size Bytes Class

a 1x1 8 double array

b 1x1 8 double array

y 1x1 8 double array

Grand total is 3 elements using 24
bytes

Le signe de pourcentagé permet de mettre ce qui suit sur une ligne en cenmaire

(MATLAB n'en tiendra pas compte a l'exécution).

10
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Pour les variables de type caractechar, la déclaration se fait entre apostrophes. Il est

possible de concaténer (lier) des mots a l'aidedehets.

>> mot1 = 'Génie'

>> mot2 = 'Civil";

>>motl_2 =[motl"'"' mot2] % l'emploide "’
permet d'introduire un espace

motl 2=

Génie Civil

3. Les fichiers SCRIPT et FUNCTION.

Pour des taches répétitives, il est pratique atigewk d'écrire de courts programmes, qu’on
sauvegarde, pour effectuer les calculs désiréidte deux types de fichiers qui peuvent étre
programmés avec MATLAB : les fichieBCRIPT etFUNCTION . Dans les deux cas, il faut
lancer I'éditeur de fichier et sauvegarder le &clavec I'extensiomm.

Le fichier SCRIPT permet de lancer les mémes opérations que callés2directement a
l'invite MATLAB. Toutes les variables utilisées danon SCRIPT sont disponibles a l'invite
MATLAB.

Cette approche est définie en Matlab par les MsFitgii sont des fichiers pouvant contenir
les données, les programmes (scripts) ou les fumctjue nous développons.

Pour créer un M-Files il suffit de taper la commaedit, ou tout simplement aller dans le

menu : File> New-> M-Files (ou cliquer sur l'iconld ).

Une fenétre d’édition comme celle- ci va apparaitre

B Editor - Unkitleds —mln=)

File Edit Text el Tools Debug Deskbop  Window  Help WA N
"] il E >
Dl ‘2R & Md&F 80 BRE H |~

1
script Ln 1 Cal 1

Figure 1.2 : La fenétre d’éditioMATLAB

11
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Par exemple, le fichier test.m qui reprend I'exemgpEcedent:

% test.m
clear all
X=4;
y=2;
a=x+y
b=x*y

whos

MATLAB contient un grand nombre de fonctions prédiés commesin, cos sqrt, sum, etc..
Il est possible de créer nos propres fonctions @ivant leurs codes « source » dans des

fichiers M-Files (portant le méme nom de fonctien)respectant la syntaxe suivante :

function [ry, ry, .., r,] = nom_fonction (argi, arg,, .., arg.)
% le corps de la fonction

ri=. .. X% lLavaleur retournée pour r;
r,=. . . X% la valeur retournée pour r,

rn= .. . X% lLa valeur retournée pour r,
end % Lle end est facultatif

Ou :ry...rp sont les valeurs retournéesady;...arg, sont les arguments.

Le rble d’'unefonction est d'effectuer des opérations sur une ou plusiEnirées pour obtenir

un résultat qui sera appelé sortie.

Par exemple :

function [a,b] = ma_function(x,y)
a=x+y;

b=x*y;

12
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On obtient

>> [a,b] = ma_fonction(4,2)
a=

6
b=

8
>> whos

Name Size Bytes Class

a 1x1 8 double array

b 1x1 8 double array

Grand total is 2 elements using 16 bytes

4. Les principales constantes, fonctions et commaesl

MATLAB définit les constantes suivantes :

La constante Sa valeur

pi n=3.1415...

exp(1) e=2.7183...

i = V=1

j =v-1

Inf )

NaN Not a Number (Pas un nombre)
eps e~2x 10"

Parmi les fonctions fréquemment utilisées, on petgr les suivantes :

La fonction Sa signification

sin(x) le sinus de x (en radian)
cos(x) le cosinus de x (en radian)
tan(x) le tangent de x (en radian)
asin(x) I'arc sinus de x (en radian)
acos(x) I'arc cosinus de x (en radian)
atan(x) I'arc tangent de x (en radian)
sqrt(x) la racine carrée de=® Vx

13
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abs(x)
exp(x)
log(x)
log10(x)
imag(x)
real(x)
round(x)
floor(x)

ceil(x)

la valeur absolue de3 ||

=é

logarithme naturel de % In(x)=logs(x)

logarithme a base 10 deXx logyo(X)

la partie imaginaire du nombre complexe x

la partie réelle du nombre complexe x

arrondi un nombre vers l'entier le plusgire

arrondi un nombre vers 'entier le plugipe® max{n|rex, n entier}

arrondi un nombre vers I'entier le plusmpia® min{n|n>x, n entier}

MATLAB offre beaucoup de commandes pour linteractiavec l'utilisateur. Nous nous

contentons pour l'instant d’'un petit ensemble, @isexposons les autres au fur et a mesure

de I'avancement du cours.

La commande
who

whos

clear x y

clear, clear all
clc

exit, quit

format

Sa signification
Affiche le nom des variables utilisées
Affiche des informations sur les variabletisées
Supprime les variables x ety
Supprime toutes les variables
Efface I'écran
Fermer I'environnement MATLAB
Définit le format de sortie pour les valeurs numées
{format long : affiche les nombres avec 14 chiffegses la virgule
format short: affiche les nombres avec 04 chifapes la virgule
format bank : affiche les nombres avec 02 chiffqei®es la virgule

format rat : affiche les nombres sous forme datior(a/b)}

14
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5. Les vecteurs et les matrices

5.1 Les nombres en MATLAB

MATLAB utilise une notation décimale conventionmelavec un point décimal facultatif ‘.’

et le signe '+’ ou ‘' pour les nombres signés.ndation scientifique utilise la lettre ‘e’ pour
spécifier le facteur d’échelle en puissance de s nombres complexes utilisent les
caractéres ‘i’ et J’ (indifferemment) pour designi@ partie imaginaire. Le tableau suivant

donne un résumé :

Le type Exemples
Entier 5 -83
Réel en notation décimale 0.0205 3.9265
Réel en notation scientifique 1.60210e-20 6.2223 (1.60210xI8 et
6.02252x16%
Complexe 5+3i -3.14159;

MATLAB utilise toujours les nombres réels (double préaispour faire les calculs, ce qui

permet d’obtenir une précision de calcul allangjua 16 chiffres significatifs.

Mais il faut noter les points suivants :

* Le résultat d'une opération de calcul est par désdiiché avec quatre chiffres apres la
virgule.

» Pour afficher davantage de chiffres utiliser la ctandeformat long (14 chiffres apres la
virgule).

» Pour retourner a I'affichage par défaut, utilissEcommandéormat short.

» Pour afficher uniqguement 02 chiffres aprés la Mggutiliser la command®rmat bank.

* Pour afficher les nombres sous forme d’un ratiisat la commandéormat rat .

La commande Signification

format short affiche les nombres avec 04 chifffg®a la virgule
format long affiche les nombres avec 14 chiffreeapa virgule
format bank affiche les nombres avec 02 chiffragsa virgule
format rat affiche les nombres sous forme d’uior@/b)

15
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Par exemple :

»5/3
ans =
1.6667
» format long
»5/3
ans =
1.66666666666667
» format bank
»5/3
ans =
1.67

» format short
» 5/3
ans =

1.6667
» 5.2*4.3
ans =
22.3600
» format rat
» 5.2*4.3
ans =
559/25
» 1.6667
ans =
16667/10000

La fonction vpa peut étre utilisée afin de forcer le calcul etspréer plus de décimaux
significatifs en spécifiant le nombre de décimaasites.

Par exemple :

>> sqrt(2)
ans =
1.4142
>> vpa(sqrt(2),50)
ans =
1.4142135623730950488016887242096980785696718753769

5.2 Les opérations mathématiques.

L'élément de base de MATLAB est la matrice. C'edira qu'un scalaire est une matrice de
dimension 1x1, un vecteur colonne de dimensiort nmes matrice n x 1, un vecteur ligne de

dimension n, une matrice 1 x n. Contrairement angé&ges de programmation usuels, il n'est

16
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pas obligatoire de déclarer les variables avameslatiliser et, de ce fait, il faut prendre toutes

les précautions dans la manipulation de ces objets.

Les scalaires se déclarent directement, par exemple

>>x=0;
>>a=x;

Les vecteurs lignes se déclarent en séparantdewedls par des espaces ou des virgules de:

>>V _ligne=[012]
V_ligne =
012

Les vecteurs colonnes se déclarent en séparagitieents par des points-virgules :

>>V _colonne =[0;1;2]
V_colonne =

0

1

2

Il est possible de transposer un vecteur a I'agdia fonctiontranspose

>>V_colonne = transpose(V_ligne)
V_colonne =

0

1

2

Le double point ( :) est l'opérateur d'incrémeptatdans MATLAB. Ainsi, pour créer un

vecteur ligne des valeurs de 0 a 1 par incrémeft2dl suffit d'utiliser :

>>V =[0:0.2:1]

V=

Columns 1 through 6

0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
1.0000
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Par défaut, I'incrément est de 1. Ainsi, pour ctéevecteur ligne des valeurs de 0 a 5 par
incrément de 1, il suffit d'utiliser :

>>V =[0:5]

V=
012345

On peut accéder a un élément d'un vecteur et mémddien celui-ci directement :

>>a=V(2);
>>V(3) =3*a
V=

013345

La fonction linspace :
La création d’'un vecteur dont les composants saidrmés par intervalle régulier et avec un
nombre d’éléments bien déterminé peut se réalisar la fonction :

linspace (début, fin, nombre d’éléments).

Le pas d’incrémentation est calculé automatiquerpaniatlab selon la formule :

l fin — debut
epas = —
P nombre d ¢léments — 1
Par exemple :
>> X = linspace(1,10,4) % un vecteur de quatre élémentsde 1 a 10
X =
1 4 7 10
>>Y = linspace(13,40,4) % un vecteur de quatre éléments de 13 a 40
Y=
13 22 31 40

La taille d’un vecteur (le nombre de ses composants) peut étre obtenue avec la fonction
length comme suit :

>> length(X) % la taille du vecteur X
ans =

18
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Les opérations usuelles d'addition, de soustraetiate multiplication par scalaire sur les

vecteurs sont définies dans MATLAB :

>>V1=[12];
>>V2 =[34];
>>V =V1+ V2 % addition de vecteurs
V=

46
>>V =V2-V1 % soustraction de vecteurs
V=

22
>>V = 2*V1 % multiplication par un scalaire
V=

24

On peut aussi créer des matrices, par exemple :

>>V1=1[12];
>>V2 =[34];
>>V=[V1,V2]
V=
12
34

Les matrices peuvent aussi étre construites diresie:

>>M=[12;34]
M =
12
34

On peut évidemment avoir acces aux €léments datiace par :

>>m21=M(2,1) % 2e ligne, lere colonne
m21 =
3

19



Chapitre | : Introduction a I'environnement MATLAB

Il est possible d'inversémv() et de transposeranspose()es matrices :

>> invM = inv(M)

invM =

-2.0000 1.0000

1.5000 -0.5000

>> transpM = transpose(M)
transpM =

13

24

Un des intéréts de MATLAB est la possibilité diggr directement les opérations
mathématiques prédéfinies pour les matrices. Ltmdadiet la soustraction sont directes

(attention aux dimensions) ainsi que la multiplimatpar un scalaire :

>>A=[12;34];
>>B=[43;21];
>> C = A+B % addition
C=
5 5
5 5
>> D = A-B % soustraction
D=
-3 -1
1 3
>> C = 3*A % multiplication par un scalaire
C=
3 6
9 12
>> C = A*B % multiplication de matrices
C=
8 5
20 13
>> D = A/B % division de matrices
D=
1.5000 -2.5000
2.5000 -3.5000

Il est utile de noter les possibilités suivantes :
— L’acces a un élément de la lighet la colonng se fait par A(i,j)

— L’acceés a toute la ligne numéirge fait par A(,:)

— L’acces a toute la colonne numérse fait par A(:,j)

20
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Par exemple :
>>A=[1,2,3,4,5,6,7,8;9,10,11,12] % création de la matrice A
A=
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
>> A(2,3) % I’élément sur la 2°™ ligne a la 3°™ colonne
ans =
7
>> A(1,:) % tous les éléments de la 1° ligne
ans =
1 2 3 4
>> A(:,2) % tous les éléments de la 2°™ colonne
ans =
2
6
10
>> A(2:3,:) % tous les éléments de la 2°™ et la 3°™ ligne
ans =
5 6 7 8
9 10 11 12
>> A(1:2,3:4) % La sous matrice supérieure droite de taille 2x2
ans =
3 4
7 8
>> A([1,3],[2,4]) % la sous matrice : lignes(1,3) et colonnes (2,4)
ans =
2 4
10 12
>>A(:,3) =] % Supprimer la troisiéme colonne
A=
1 2 4
5 6 8
9 10 12
>>A(2,:) =] % Supprimer la deuxieme ligne
A=
1 2 4
9 10 12
>>A=[A, [0;0]] % Ajouter une nouvelle colonne {ou A(:,4)=[0;0]}
A=
1 2 4 0
9 10 12 O
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>>A=[A;[1,1,1,1]] % Ajouter une nouvelle ligne {ou A(3,:)=[1,1,1,1]}
A=
1 2 4 0
9 10 12 0
1 1 1 1

Les dimensions d'une matrice peuvent étre acquaeegtilisant la fonctiorsize Cependant,
avec une matrice A de dimensionx n le résultat de cette fonction est un vecteur dexde

composants, une poar et I'autre poum.

>>d =size(A)
d =

Ici, la variabled contient les dimensions de la matrice A sous fordim vecteur. Pour

obtenir les dimensions séparément on peut utiisssyntaxe :

>>d1 =size (A, 1) % d1 contient le nombre de lignes (m)
di=
3
>>d2 =size (A, 2) % d2 contient le nombre de colonnes (n)
d2 =
4

5.3  Génération automatique des matrices

Dans MATLAB, il existe des fonctions qui permetteidé générer automatiquement des
matrices particuliéres. Dans le tableau suivansnmésentonkes plus utilisées :

La fonction Signification

zeros(n) Génére une matrice n x n avec tous leseéls = 0
zeros(m,n) Géneére une matrice m x n avec touddeseats = 0
ones(n) Génére une matrice n x n avec tous lesétsns 1
ones(m,n) Génere une matrice m x n avec touséeseits = 1

eye(n) Génere une matrice identité de dimensiomn x

magic(n) Génére une matrice magique de dimension n

rand(m,n) Génere une matrice de dimension m xvakbirs aléatoires
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6. Application
1. On veut vérifier que la multiplication de matrice®est pas commutative. Soient deux
matrices :
3 4 4 4 5 8
A=16 5 3 B=(3 11 12
10 8 2 2 1 7

Réalisez un code MATLAB qui permet, pour les masik etB données, de vérifier que :

A*B-B*A #0

2. En utilisant les matrices définies au premier exer, vérifiez I'identité suivante :

(A+B)'=A"+B'

Utilisez la fonctiontransposede MATLAB pour transposer les matrices.

3. On désire résoudre un systeme d'équations alg@sriinéaires, c'est-a-dire, un systeme
représente par :

A*x=Db
Avec A, une matrice de dimension n x>ngtb, des vecteurs colonnes de dimension n. La
solution de ce systeme est donnée par :

x=Al*p

En utilisant la fonctionnv deMATLAB pour inverser la matrice, résoudre le systemeitdécr
par la matricéd, définie au premier exercice et le vectbula premiere colonne de la matrice

B, de ce méme exercice.
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Chapitre 1l : Introduction a la programmation avec MATLAB

1. Introduction

Nous avons vu jusqu’a présent comment utiliser MABL pour effectuer des
commandes ou pour évaluer des expressions enrigaréadans la ligne de commande, par
conséquent les commandes utilisées s’écrivent gleméent sous forme d'une seule
instruction (éventuellement sur une seule ligne).
Cependant, il existe des problemes dont la degmmite leurs solutions nécessite plusieurs
instructions, ce qui réclame l'utilisation de pkugis lignes. Comme par exemple la recherche
des racines d’une équation de second degré (aisecgar compte de tous les cas possibles).
Une collection d’instructions bien structurées misa résoudre un probléme donné s’appelle
un programme. Dans cette partie, on va présendembcanismes d’écriture et d’exécution

des programmes en MATLAB.

2. Opérateurs de comparaison et opérateurs logiques
2.1 Les opérateurs de comparaison sont:
==:égalea(X==Y)

> Strictement supérieur a (X >Y)

<: Strictement inférieur a (X<'Y)

\
1

. Supérieur ou égale a (X>=Y)

N
I

. inférieur ou égale a (X<=Y)
~= différent de (X~=Y)

2.2 Les opérateurs logiques sont:
& et (and) (X &Y)

| - ou(or) (X[ V)

- Non (not) X (-X)
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3. Les entrées/sorties

3.1 Entrée au clavier

L'utilisateur peut saisir des informations au ceawjrace a la commande x = input(...).

x=input ( 'Saisir une valeur de x : ' );
Saisir une valeur de x : 5
X
X =
5

3.2 Sortie a I'écran

Pour afficher quelgue chose a I'écran, I'utilisatpaut utiliser la commande disp, qui affiche

le contenu d’une variable (chaine de caractéreseng matrice...).

» A=[12 3];
» disp(A);
1 2 3

4. Instructions de controle

Les instructions de contrdle sous Matlab sont tpexhes de celles existant dans d’autres
langages de programmation.

4.1 L’instruction while :

L’instruction while répete I'exécution d’un groupe d’instructions wmbre indéterminé de

fois selon la valeur d’une condition logique. Ediéa forme générale suivante :

while (condition)
Ensemble d’instructions

end

Tant que I'expression dehile est évaluée a vrai (true), I'ensemble d’instrutdic’exécutera
en boucle.
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Exemple :
Faire un programme soiatlab qui calcule la somme suivante:

S=1+2/2! +3/3!+... on arréte le calcul quand S>2.5

» s=1;i=1;f=1;
» while s<=2.5
i=i+1

f=f*i;

s=s+i/f

end

4.2 L’instruction if :
L'instruction if est la plus simple et la plus utilisée des stmastule contréle de flux.
Elle permet d'orienter I'exécution du programme fenction de la valeur logique d'une

condition. Sa syntaxe générale est la suivante :

if (condition) if (condition)
instruction_1 ensemble d’instructions 1
instruction_2 ou bien else

e ensemble d’instructions 2
Instruction_N end
end
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Si la condition est évaluée a vrai (true), lesringions entre léf et leend seront exécutées,
sinon elles ne seront pas (ou sielse existe les instructions entre édse et le end seront
exécutees). S’il est nécessaire de veérifier plusieonditions au lieu d’'une seule, on peut
utiliser des clauseslseif pour chague nouvelle condition, et a la fin ontpaettre unelse
dans le cas ou aucune condition n’'a été évaluéaia v

Voici donc la syntaxe générale :

if (expression_1)
Ensemble d’instructions 1
elseif (expression_2)

Ensemble d’instructions 2

elseif (expression_n)

Ensemble d’instructions n

else
Ensemble d’instructions si toutes les expressions étaient fausses
end
Exemple :

Faire un programme sous MATLAB qui résout le prateesuivant:

1.y =xsix<0
2. y=x2 si x>0
3. y=10 si x=0
x=input( ‘'introduire la valeur de x ' );
Introduire la valeur de x 6
if x<0
y=X;
end
if x>0
y=x"2;
end
if x==0
y=10;
end
disp( 'lavaleur dey est:" )Y
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La valeur de y est:
y=
36
Exemple :
Faire un programme sous MATLAB qui résout le prai@éesuivant:
1.y=xsix<0

2. y=x2si %0

x=input( 'introduire la valeur de x ' );
introduire la valeur de x 6

if x<0

y=X;

else

y=x"2;

end

La valeur de y est:
y=
36
Exemple :
Créons un programme qui trouve les racines d’'un@tén de second degré désigné par :
ax’+bx+c=0. Voici le M-File qui contient le programn{# est enregistré avec le nom

‘Equation2deg.m’)

% Programme de résolution de I'équation a*x"2+b*x+c =0
a = input ( 'Entrez la valeur de a ;' ); % lire a
b = input ( 'Entrez la valeur de b ;' ); % lire b
¢ = input ( 'Entrez la valeur de c : ' ); % lire c
delta = b"2-4*a*c ; % Calculer delta
if delta<O
disp(  'Pas de solution’ ) % Pas de solution
elseif delta==
disp(  'Solution double : ' ) % Solution double
x=-b/(2*a)
else
disp( 'Deux solutions distinctes: ' ) %
Deux solutions
x1=(-b+sqrt(delta))/(2*a)
x2=(-b-sqgrt(delta))/(2*a)
end
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Si nous voulons exécuter le programme, il suffitajeer le nom du programme :

>> Equation2deg

Entrez la valeur de a : -2

Entrezlavaleurdeb:1

Entrez lavaleurdec:3

Deux solutions :

x1 =

1.5000

Ainsi, le programme va étre exécuté en suivaninigsuctions écrites dans son M-File. Si une
instruction est terminée par un point virgule, altar valeur de la variable concernée ne sera
pas affichée, par contre si elle se termine par uirgule ou un saut a la ligne, alors les
résultats seront affichés.

Remarque :
Il existe la fonctiorsolve prédéfinie en MATLAB pour trouver les racines dduéquation (et

beaucoup plus). Si nous voulons I'appliquer surenekemple, il suffit d'écrire :

>> solve('-2*x"2+x+3=0",'x')
ans =
-1
3/2
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4.3 L’instruction switch :

L’instruction switch exécute des groupes d’instructions selon la vatbumne variable ou
d’'une expression. Chaque groupe est associé alamgecasequi définit si ce groupe doit
étre exécuté ou pas selon I'égalité de la valeucaedeaseavec le résultat d’évaluation de
I'expression deswitch. Si tous lesasesn’ont pas été acceptés, il est possible d’ajourer
clauseotherwise qui sera exécutée seulement si aurasen’est executé.

Donc, la forme générale de cette instruction est :

switch (expression)

case valeur_1
Groupe d’instructions 1

case valeur_2

Groupe d’instructions 2

case valeur_n
Groupe d’instructions n
otherwise

Groupe d’instructions si tous les cases ont échoué

end

Exemple :

X = input ( ‘Entrez un
nombre:"' );

switch (x)

case O

disp( 'x=0" )

case 10

disp( 'x=10" )
case 100

disp( 'x=100" )
otherwise

disp( 'x n"est pas 0 ou 10
oul1l00" )

end
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L'exécution va donner :
Entrez un nombre : 50

x n'est pas 0 ou 10 ou 100

4.4 L'instruction for :

L’instruction for répéte I'exécution d’'un groupe d’instructions wmbre déterminé de fois.

Elle a la forme générale suivante :

for variable = expression_vecteur
Groupe d’instructions

end

L’expression_vecteur correspond a la définitiomnduecteur : début : pas : fin ou début : fin

La variable va parcourir tous les éléments du wealéfini par 'expression, et pour chacune

il va exécuter le groupe d’instructions.

Exemple :

Dans le tableau suivant, nous avons trois formesl’idstruction for avec le résultat

MATLAB :

for i =1: 4 for i =1 : 2 :
L’instruction for =2 J=ir2
disp(j) disp(j)
end end
2 2
Le résultat de 4 6
I'exécution 6
8
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for i = [1,4,7]
j=i*2 ;
disp(3j)

end
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5. Les graphiques et la visualisation des données MIATLAB

Partant du principe qu’une image vaut mieux qutamgldiscours, MATLAB offre un
puissant systeme de visualisation qui permet lagmtation et I'affichage graphique des
données d’'une maniére a la fois efficace et facile.
Dans cette partie, nous allons présenter les pesaie base indispensables pour dessiner des
courbes en MATLAB.
5. 1 La fonction plot :
La fonctionplot est utilisable avec des vecteurs ou des matriEks.trace des lignes en
reliant des points de coordonnées définis danargesnents, et elle a plusieurs formes :
Si elle contient deux vecteurs de la méme taille mone arguments: elle considére les
valeurs du premier vecteur comme les élémentsade IX (les abscisses), et les valeurs du
deuxieme vecteur comme les éléments de I'axe Yofi@snnées).

Exemple:

>>A=[2,5,3,-2,0]
A=

2 5 3 -2 0
>>B=[-4,0,3,1,4]
B=

-4 0 3 1 4
>> plot(A,B)

Si elle contient un seul vecteur comme argumentelle considére les valeurs du vecteur
comme les éléments de I'axe Y (les ordonnéesgues Ipositions relatives définiront 'axe X

(les abscisses).

g
Exemple :
E 5
>>V=1[2,1,6,8,3,0,5] 41
V=
2 |
2168-305
|:| |
>> plot(V)
a2l
4 '
0 2 4 B 8
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Si elle contient une seule matrice comme argumentlle considére les valeurs de chaque
colonne comme les éléments de l'axe Y, et leurstipos relatives (le numéro de ligne)
comme les valeurs de l'axe X. Donc, elle donnemasipurs courbes (une pour chaque
colonne).

Exemple :

>>M=[0-21;203;-33-2;114]
M=
0 -2 1
2 0 3
-3 3 -2
1 1 4

>> plot(M)

I

Si elle contient deux matrices comme arguments elle considere les valeurs de chaque
colonne de la premiere matrice comme les élémemtBade X, et les valeurs de chaque

colonne de la deuxiéeme matrice comme les valeufsxe Y.

Exemple :
>>K=[111;222;333;444]
K=

1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
>M=[0-21;203;-33-2;114]
021 4 2 3 4
2 0 3
-3 3 -2
1 1 4
>> plot(K,M)
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5. 2 Modification de I'apparence d’'une courbe :
Il est possible de manipuler I'apparence d’'une lselen modifiant la couleur de la courbe, la
forme des points de coordonnées et le type de tigiant les points.
Pour cela, on ajoute un nouvel argument (qu'on pepeler un marqueur) de type chaine de
caractéres a la fonctigoiot comme ceci :

plot (X, y, 'marqueur’)
Le contenu du marqueur est une combinaison d'uremeble de caractéres spéciaux

rassemblés dans le tableau suivant :

Couleur de la courbe Représentation des points
le caracteére son effet le caractére son effet
b ou blue courbe en bleu . un point .
g ou green courbe en vert o un cercle @
r oured courbe en rouge X le symbole x
c ou cyan entre le vert et le bleu + le symbole +
m ou magenta en rouge violacé vif * une étoile *
y ou yellow courbe en jaune s uncarré |
k ou black courbe en noir d un losange ¢
Style de la courbe v triangle inferieur «
le caractére son effet n triangle supérieur a
- en ligne plein < triangle gauche <
en pointillé e > triangle droit »
- en point tiret ---- p pentagramme %
-- en tiret - h hexagramme *

5. 3 Annotation d’'une figure :

Dans une figure, il est préférable de mettre unecriaion textuelle aidant l'utilisateur a
comprendre la signification des axes et de cormdtrbut ou I'intérét de la visualisation
concernée.

Il est trés intéressant également de pouvoir sggndes emplacements ou des points

significatifs dans une figure par un commentaignalant leurs importances.
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v' Pour donner un titre a une figure contenant uneb®oous utilisons la fonctiatitle
comme ceci :

>> title('titre de la figure")

v" Pour donner un titre pour I'axe vertical des ordi®my, nous utilisons la fonction
ylabel comme ceci :

>> ylabel('Ceci est I"axe des ordonnées Y')

v" Pour donner un titre pour I'axe horizontal des &&s X, nous utilisons la fonction
xlabel comme ceci :

>> xlabel('Ceci est I'axe des abscisses X')

v Pour écrire un texte (un message) sur la fenéaghigue a une position indiquée par
les coordonnéesety, nous utilisons la fonctiotext comme ceci :

>> text(x, y, 'Ce point est important’)

v' Pour mettre un texte sur une position choisie mliéament par la souris, nous
utilisons la fonctiorgtext, qui a la syntaxe suivante :

>> gtext('Ce point est choisi manuellement’)

v' Pour mettre un quadrillage (une grille), nous siifis la commandgrid (ougrid on).
Pour I'enlever nous réutilisons la méme commagitd (ou grid off).
Exemple :

Dessinons la fonction : y = -2xx>-2x+4 pour x variant de -4 jusqu’a 4, avec un p&s5=

>> x = -4:0.5:4: - De.ssiner une courbe

>>y = -2¥%XN3+XN2-2%X+4, 3 0 '

>> plot(x,y) £

>> grid E L

>> title('Dessiner une courbe’) ?; 100

>> xlabel('l'axe des abscisses'’) = : : :

>> ylabel('l'axe des ordonnées’) -200_4 -2 0 2 4
l'axe des abscisses
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5. 4 Utiliser plot avec plusieurs arguments

On peut utiliser plot avec plusieurs couples (Qy) triplets (x ,y, ‘marqueur’) comme
arguments.

Exemple :

L’exemple qui suit:

>> x = [0:0.01:2*pi];

>> plot(x,cos(x),x ,sin(x))

produit la sortie graphique suivante :
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™ rd ™, //
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T N/ ! )
A /
1S Y ] / -
Y "\.l F."J
X \
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5. 5 Représentation graphique 3D
Supposons, par exemple que l'on veuille représdatesurface définie par la fonction
z=sin(xy) sur le carré suivant [-p/2,p/@/2,p/2] a l'aide d'une grille de points 31x31. On

utilise la séquence de commandes :

» [xi,yi]=meshgrid(-pi/2:pi/30:pi/2); génération d'une grille réguliére
» zi=sin(xi.*yi);
» surf(xi,yi,zi,zi); % affichage de la surface
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On peut modifier l'angle de vue via la commandew en spécifiant soit un point
d'observation ou deux angles d'élévation. Noter tuuecommandeview(2) déclenche
directement une vue de dessus. On peut égalemeitirchangle de vue a la souris en
activant I'optiorrotate3d onet on annule ce mode par la commaramtate3d off. De méme
la commandeoom inpermet d'effectuer des zooms a la souris, seuleementie plane!

Il existe par ailleurs de nombreuses commandes gi&ant de contrbler les palettes de
couleurs utilisées pour la représentation graphigueparticulier la commandsolormap.
Signalons une option intéressante permettant gerllss couleursshading interp. Pour une
description exhaustive de toutes ces possibilé&slielp graph3d

5. 6 D’autres types de graphiques:

Le langage MATLAB ne permet pas uniquement l'affigh des points pour tracer des
courbes, mais il offre aussi la possibilité dedrades graphes a batons et des histogrammes.
Pour tracer un graphe a batons nous utilisons datifin bar qui a le méme principe de
fonctionnement que la fonctigrot.

Exemple :

>>X=[2,3,5,4,6];
>>Y=[1,4,5,2,1];
>> bar(X,Y)
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Il est possible de modifier 'apparence des batend,existe la fonctiomarh qui dessine les
batons horizontalement, et la fonctioar3 qui ajoute un effet 3D.

Parmi les fonctions de dessin trés intéressantaspnésentées ici, on peut trouverist,
stairs, stem pie, pie3, ...etc..

Nous signalons aussi gi#atlab permet ['utilisation d’un systéeme de coordonnéaiseaque

le systéme cartésien comme le systeme de coordopoésEres (pour plus de détail chercher

les fonctionccompass polar etrose).

6 .Applications

1. Ecrire le code en MATLAB qui calcule la sommelalsuite géométrique suivante :

6
2.
n=1

2. Ecrire le code en MATLAB qui calcule les sommes
N

X

=1

PourN = 6 etp égal aun, deux ettrois.
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Chapitre Il : Applications des méthodes numeériques avec
MATLAB

1. Introduction

L’analyse numérique est utilisée pour trouver dgsreximations a des problemes difficiles
tels que la résolution des équations non linéaifieségration impliqguant des expressions
complexes. Elle est appliguée a une grande vatetfisciplines telles que tous les domaines
de l'ingénierie, de l'informatique, I'éducation,géologie, la météorologie, et bien d'autres.
Il y a des années, les ordinateurs a haute vitg@sséstaient pas, par conséquent, le calcul
manuel exigeait beaucoup de temps et de travabrix. Mais maintenant que les
ordinateurs sont devenus indispensables pour &sux de recherche dans la science,
I'ingénierie et d'autres domaines, l'analyse nuimériest devenue une tache beaucoup plus

facile et plus agréable.

2. Résolution de systemes linéaires par le logicMATLAB.
2. 1. Méthode du pivot de Gauss (méthode directe)

La méthode du pivot de Gauss est une méthode @idectésolution de systeme linéaire qui
permet de transformer un systéme en un autre sgsémivalent échelonné. On résout le
systeme ainsi obtenu a I'aide d’un algorithme daeaetée.

Principe
On cherche a résoudre le systéme suivant@guations @ inconnuexy, Xz, ..., X, :
[ @iXi+812Xor _+@nXn= by

A1 X1 +82 X2+ . +8n Xn= by

A1 X1 +8n2 X1+ .. +8mn Xn= b

N
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Du point de vue matriciel, on a Ax=b Avec

X
o

Les données du systéme linéaire sont :

les coefficients réels ou complexgspour i=1,...,n et j=1,...,p (n et p sont deux entiers

connus),

le second membre du systeme constitué par les rsméels ou complexes(b=1,...,n),
et L (i=1,...,n) désigne Idligne du systéme (S).

Les inconnues a déterminer sont le§=L,...,p).

Le systeme est dit carré lorsque n=p. C’est le masl y a autant d’équations que

d’'inconnues.

On dira que le systeme est homogene lorsque lemdaoembre est nul {0, i=1,...,n).
On peut remarquer qu’'un systeme linéaire homogeémeetau moins la solution nulle

xij=0, 0i=1,...,n (qui n’est pas nécessairement la seule).

Lorsque tous les coefficients « sous la diagonal&im systeme linéaire sont nuls, i.e. :

i>j=a,=0

On dit que le systeme est échelonné.
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a- la méthode du pivot de Gaus : Triangularisation

Efll]:r’.‘:'.?] i=1.....k i=L1..., m
,r;l:lj'l 11 — |::| |'. = }.' + ]. ..... i "|i =1..... }I-
Ir1[¢.-|”-j.l.-|
F 1 1 .rr'jj;"l D _ ”:_j__-] — % r=k+1..... n o j=kE+1....n
v — Lo — : ”‘c‘.‘
pETH = o i=1...4
. [fclIF (3]
X 3 . L L . F
L:-“ L = FJ:-U — Lu—.Lf r=k+1..... T
iy
SoitU la matrice échelonnée du systeme, on a i
T s n £ [":"'.
U= {wijh<ijen = (05 N<ij<n

b- Remontée et résolution

A présent la matrice\ du systéme linéaire est échelonnée, on doit aéssudre le systén

triangulaire :

Ux = b(n)

Puisqueb(n) rappelons le, est le second membre échelonnéuibides mémes opératio

gue la matrice échelonnék

On utilise alors un algorithme demontée pour le systerikx = b(n) :

r o Yn . Yn
Tn = u - [y !
nn Enn
J- n l n
— i L — f [N T . ; .
r; = .!r--l‘y“ E uipt;) = —5 E ag i) Vi=n—ln-—2... L
. it i i=itl
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c- Exemple de résolution

Considérons le systeme suivant :

X1+3X2 _2X3 =—-1 Lz

{X1+2X2+2X3=2 L1
3X1 + 5X2 + 8X3 = 8 L3

Avec
1 2 2 X1 2
A=(1 ; _2) () ,b=(_1)
3 5 8 X3 8

Premiere étape du pivot de Gauss pour éliminerdgablesx; dans les lignek,etL 3 :

X, + 2X, + 2X, 2 L,
X, — 4X, = -3 L, ~L,-L,
2 Ly« L,-3L

-X, + 2X

Seconde étape du pivot de Gauss pour élimineraieablesx, dans la ligne.s :

X, + 2X, + 2X, 2 L,
X, — 4X, = -3 L,
- 2X, -1 L, «L,y+L,

En remontant le systeme, on obtient aisémentllgigon x du systéme :

3
X = <—1>
1/2
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clear all
close all
taille=input( "Taille de la matrice : ' );
for t= 1:itaille
for p = 1l:taille

str=sprintf( 'Entrer I"élément (%d,%d) de la matrice A ;'
a(t,p) = input(str);
end
end
for t = L:taille
for p=1l:taille
str=sprintf( 'Entrer I"élément (%d,%d) de la matrice B : '
b(t,p) = input(str);
end
end
disp(a)
disp(b)
A=[a,b]
n=size(A,1)
for k=1:n-1
for i=k+1:n
w=A(i,k)/A(k,k)
for j=kin+1
A®I)=AG)-wrA(K,])
end
end
end
A
for i=n:-1:1
s=0;
for j=i+l:n
s=s+A(0,))*x();
end
x(i)=(A(i,n+1)-s)/A(i,i)
end
X

1p);

1p);

Code MATLAB implémentant la méthode de Gauss
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2. 2. Méthodes itératives

Principe

On cherche & obtenir une suite de vec{e(y) convergeante ved$ tellequeAX =b.

En posantA=M - N ou M est une matrice inversible, on propose lmfde de récurrence

MX_ ., =NX_+b ou encoréX,,, =M *NX,_ +M ™b. Si X est solution du probléme, il vient
que()? - Xn): (M ‘1N)” X ()7 - XO). B= (M ‘1N) est appelée la matrice d'itération.

Ainsi pour queX, — X, il est nécessaire q(M ‘1N)n - 0.
Remarque : Le cadre normal de convergence des deslit@ratives classiques est : « A

matrice symétrique définie positive ».
Vitesse de convergence :

Theoreme :(B”)n - Ossi,o(B) <1.Ou p(B) est le rayon spectral de la matrice B.

Vitesse de convergence : Considérons la matritération B symétrique, alof8||_ = o(B)

et l'on obtient le résultat suivantx, — x|, < o(B)* |x, =], -

En conclusion, le rayon spectral de la matricéidiion mesure la vitesse de convergence. La
convergence est d'autant plus rapide que le rgyectral est plus petit. On admettra que ce

résultat se généralise aux matrices quelconques.

2.3.Méthode Jacobi

Notation : A=

-E
On poseA=M — N avecM = DetN = E + Fselon le schéma ci-dessus. Ce qui donne la
formule de récurrence suivanteX;,,; = D'l(E + F)Xn +D7Db.

n+l T

Soit x, = (x'k )

i=1n

le vecteur itéré, on donne I'algorithme donnagt en fonction dex, .
Pouride 1 an faire
. -1t . n _
1 —
Xk+1_a a‘i,jxli-'-zai,jxli_bl
=1

i, j=i+l
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Théoréme : Soit A une matrice symeétrique, a diafgostrictement dominante, c'est a dire

a; > [a | alors la méthode est convergentea®d *(E +F))<1.

izj
A priori, cette méthode converge pour une matriceSBP (matrice symétrique définie

positive)

2.4.Méthode Gauss-Seidel

Boucle directe

On reprend le schéma de matrice précédent et aMos D —E etN = F . La formule de

récurrence s'écrit(:D - E)Xn+l =FX, +b.

On calcule,,,, la F™ composante du vecteMy,, : & X, = =2 & Xy = 2.8 ;X +h.
j=1 j=i+l

On propose l'algorithme suivant :

Pouride 1an faire

. 1 i1 . n .
P _ i j
X1 = a Zai,jxkﬂ Zai,jxk +b
il g4

j=i+l

On procéde par écrasement du vectdyr:| x),,, 1< j<i-1| X, x),i+1<j<n
——

déjacalculés calcul encours

Boucle rétrograde
Cette fois, on pos&1 =D-F etN = E.

On propose l'algorithme suivant :

Pouriden a1l faire
. 1 i1 . n .
i — _ ] — J
X1 T a Zai,jxk Zai,jxk+1+b|
. =

i j=i+l
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clear all
close all

all=input( ‘'A1l1:’
al2=input( ‘'Al12:°
al3=input( ‘'A13:"
a2l=input( 'A21:°
a22=input( 'A22:°
a23=input( 'A23:"
a3l=input( 'A31:’
a32=input( 'A32:'
a33=input( 'A33:"

N N N N N N N N N

bl=input( 'B1:' );
b2=input( 'B2:' );
b3=input( 'B3:' );

x1=input( 'X1:' );
x2=input(  'X2:' );
x3=input( 'X3:' );

A=[all al2 al3;a2l a22 a23;a31 a32 a33]
B=[b1;b2;b3]
X=[x1;x2;x3]

for k=1:3

for i=1:3

x=0;

for j=1:3

if j~=i
x=x+((AG)JAG,1)).*X(,1));
end

end
Xn(i,1)=-x+(B(i,1)./A(i,)));
end

A=[all al2 al3;a2l a22 a23;a31 a32 a33]
B=[b1;b2;b3]
X=[x1;x2;x3]

for k=1:3

for i=1:3

x=0;

for j=1:3

if j~=i
x=x+((AG)JAG,1)).*X(,1));
end

end
Xn(i,1)=-x+(B(i,1)./A(i,i));
end

X=Xn;

disp(X)

end

Code MATLAB implémentant la méthode Jacobi
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3. Les Polynbmes dans MATLAB

3 .1. Opérations sur les polynbmes dans MATLAB

Dans MATLAB, les polynédmes sont représentés sommdale vecteurs lignes dont les
composantes sont données par ordre des puissarmessdantes. Un polynéme de degré n

est représenté par un vecteur de taille (n+1).
Exemple :
Le polyndme :f(x)= 8%+2x°+3x°+4x-2 est représenté par :

>>f=[8 02 3 4 -2]
f=80234-2

3.1.1. Multiplication des polynémes

La fonction tonv donne le produit de convolution de deux polynéniésxemple suivant

montre 'utilisation de cette fonction.
Soient :

f(x)= 3x°+2X%-x+4

g(X)= 2x-3x*+5x-1

Le produit de convolution : h(x)= f(x) . g(x) efnné par :

>>f=[32-14];
>>g=[20-35-1];
>>h=conv(f,g)

h=
64-111710-1921-4
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Ainsi, le polynédme h(x) obtenu est :
h(x)= 6X+4XC-11°+17x+10x3-19x+21x-4
3. 1.2. Division des polynémes

La fonction deconv donne le rapport de convolution de deux polynéifagsonvolution des

coefficients du polyndme). L’'exemple suivant montudlisation de cette fonction.
Soient les mémes fonctions précédentes f(x) gt:g(x

f(x)= 3X°+2XC-x+4

g(x)= 2xX-3x*+5x-1

La division de g(x) par f(x) :

h(x) = % est donnée par la fonction ‘deconv’ :

>>f=[32 -1 4];
>>g=[20-35-1];
>>h=deconv(g,f)
h=

0.6667 -0.4444

et le polyndme h(x) obtenu est :
h(x)= 0.6667 x-0.4444

3. 2.Manipulation de fonctions polynomiales dans MALAB

Soit le polynéme suivant :

PX)=ax"+ g X+ +axX’ +a x+a

Ou n est le degré du polynémeee(i=0 ,1 ,2, ....,fisont les coefficients du polynéme.
Ce polyndme peut étre écrit sous la forme :

PO)= ((...(...(@ X+ 31 X" X + 82) X ...+ & )X +a)
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Apres factorisation, on a:
P(X)= &(X- r1) (X- r2) (X-13) ...(X- 1))

olflg, Iy I2,..., Iy sontles racines du polynorR€X).

Exemple :

P(x)= X¥+2>3-7x+8x+12

Ce polyndme est équivalent a :

P(X)= ((( (x+2)x-7)x-8)x+12)

Un polynéme d’ordre n possede n racines qui peudteatréelles ou complexes.

Dans MATLAB, un polyndme est représenté par un veeur contenant les coefficients

dans un ordre décroissant

Exemple :

Le polyndme : 2%x*+4x+5 qui est représenté dans MATLAB par :
>>P=[2145];

a pour racines t

Pour trouver ces racines, on doit exécuter latfon&roots’.

D'ou :

>>r=roots(P);
>>r

r=

0.2500 + 1.5612i
0.2500 - 1.5612i
-1.0000

Les trois racines de ce polyndme (dont 2 sont cergd) sont données sous forme d'un

vecteur colonne.
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4. Résolution d’équations non linéairegMéthode de Newton-Raphson)
4.1. La méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson consiste a trouwaléaur x qui annulera la fonction f(x).

La méthode de Newton-Raphson permet d’approchdatgrations la valeur x au moyen de la

relation suivante :

B f(xn)
Xn+1 = Xn — fI(X )
n

Si | % - Xna| <eg alors X, est le résultat de I'estimation de la racine.
Ou ¢ représentent des erreurs d'approximations caisanérla qualité de la solution
numerique.

Ce critére d'arrét a I'avantage d'éviter une ptesslilision par O.

Dans toutes les méthodes itératives, il est néregsaur éviter une divergence de la solution,

de bien choisir la valeur initiale ox Celle-ci peut étre obtenue graphiqguement.

Exemple :

On se propose d’appliquer cette méthode pour lzerebe des racines de la fonction non
linéaire suivante :

f(x)=€* -2cos(x)

Dans un premier temps, on se propose de traceutde représentative de cette fonction en

utilisant le programme ci-dessous ‘NewtonRaphson.m’

% Etude de la fonction :

% f(X)=exp(x)-2.cos(x)

x=-1:0.1:1;

f=exp(x)-2*cos(x);

plot(x,f); grid on;

title(  'Fonction : f(x)=exp(x)-2.cos(x)’' );

Apres exécution du programme, on obtient la cowlnela figure ci-apres. D’aprés cette
courbe, il est judicieux de choisir ug=x0 ,5 ; car f (0 ,5) est proche de zéro pouiravoe

convergence rapide. La fonction dérivée f'(x) apexpression : f(x) =&-2 sin (x).
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Fonction : f{x)=exp(x)-2.cos(x)

T 05 0 05 1

Figure 1.1 : Localisation de la valeurou f(x)[10

Pour chercher la solution de f(x), on peut rajoutau programme précédent
‘NewtonRaphson.m’ quelques lignes :

% Etude de la fonction :
% f(X)=exp(x)-2.cos(x)
clf;
x=-1:0.1:1;
f=exp(x)-2*cos(x);
figure(1);
plot(x,f); grid on;
title(  'Fonction : f(x)=exp(x)-2.cos(x)' );
clear all;
clc;
X(1)=input(  'Donner la valeur initiale x(1): \n' );
e=1le-10;
n=5000;
for i=2:n
f=exp(x(i-1))-2*cos(x(i-1));
diff=exp(x(i-1))+2*sin(x(i-1));
x(i)=x(i-1)-f/diff;
if abs(x(i)-x(i-1))<=e

xp=x(i);

fprintf( 'xp=%fn" ,x(i));

break ;

end

end
j=1:;
figure(2);
plot(j,x(j), ()
xlabel(  'Nombre d"itérations' );
title(  'Convergence de la solution : Méth. de Newt.-Raph.' );
disp( 'Les valeurs successives de x(i) sont :' );
X

Code MATLAB implémentant la méthode NewtonRaphson
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4.2. La méthode de la sécante (méthode multi-point)

Cette méthode est du type

Xn+1 = F(, Xn-1, + * , ¥-N)
La méthode de Newton est rapide, mais nécessitaddal de la dérivée de f en tout poipt X

ce qu’on n'a pas toujours. La plus simple et plnsienne est la méthode de la sécante. Elle

consiste a se donner deux poing®ekx, tracer la droite qui passe par les points (o) et
(x1, f(x1)), elle coupe I'axe des x en,>t on recommence avec les point&ixx%.

Solution : x /|
."l: lIll /./

Figure 1.2 : Méthode de la sécante
La méthode de la sécante permet d’approcher patidas la valeur x au moyen de la

relation suivante :
Xn — Xn-1

X =X, —
n ! f(Xn) - f(Xn—l)

La solution dépend deritere d'arrét
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5. Intégration numeérique des fonctions

Nous développons ci-aprés quelques méthodes goigtent de calculer, sur un intervalle
fini [a,b], l'intégrale définie Lbf(x)dx d’une fonction f continue donnée.

Ces méthodes sont particulierement utiles danadeod les primitives de f ne sont pas des
fonctions élémentaires ou sont trop difficiles kaker.

Nous distinguerons deux optiques :

* |a fonction a intégrer est remplacée par une tioncinterpolante ou par une fonction
d’approximation ;

* 'intégrale est approchée par une somme pondéeéealeurs prises par la fonction en des
points situés dans un voisinage de [a,b].

5. 1 Méthode des trapezes

On subdivise l'intervalle [a,b] en sous- intervallgx1,x] , 1 =1,2,..., n; ¥ = a; % = b} sur
lesquels la fonction f est remplacée parségment de droite qui joint les pointgs, (X
f(xi.1)) et (x, f(x).

Cette procédure revient a remplacer, sur [a,ljjaf une fonction d’interpolation linéaire par
morceaux. D’un point de vue géométrique, on assittaire comprise entre le graphe de f et
'axe des x a la somme des aires de n trapezes.

Considérons gue la division en sous-intervallesiegbrme et posons :
. . b-a .
xi=a+ih ou h=—— et fx)=f ;i=0,1,2,...,n.
n

i+1

Sur lintervalle [%, Xi+1] I'aire jx f(X)dx est remplacée par h(# fi.1)/2 , aire du trapéze

correspondant.

En additionnant les aires des n trapézes, on dabdidarmule des trapezes :
Lbf(x)dng(fo +2f +2f, +.-+2f _+1)

On peut montrer que I'erreur commise est proponidie & R (si la fonction f est deux fois
continlment dérivable).

On dit que la méthode des trapézes est d’ordre20imule est « exacte » pour les fonctions
f de degré< 1. La formule des trapezes peut étre amélioréprecédant comme suit, on

développe f(x) en série de Taylor au voisinagede x
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F(x) = f(><o)+(><—><o)f'(><o)+%(><—><o)2 F6) + ..

En intégrant dega x, on obtient :

j f(x)dx = hf(x0)+—f(x0)+h (%) +...

Comme :f, = f(x) = fo+hf’(x0)+%f"(xo)+...

en multipliant par h/2 , on ah—f (%) ——(f -f,)- h—f (%) +...

et I'intégrale devient :
I £ (0= hE (%) +T5 (f—f)—if(xo)]+[—f(xo)]+ ——(fo+ ) f—f"(xo)+

L’intégrale totale vaut :

2 n-1

[ )dx~—[f +2f +2f, +..+2f +f] - h—th"( )

Comme le dernier terme est une approximation dfe f"(x)dx en le remplagant par

f'(b) - f'(a) , on obtient la formule des trapéezes améliorée :
b h h2 ] ]
L f(x)dx:E[fo +2f +2f,+...+2f  + 1] _E[f (b) - f'(a)]

L’erreur commise est proportionnelle %, fet cette méthode est donc d’ordre 4.
Cette formule montre également que la formule dmgerzes est bien d’ordre 2 et que son

erreur est donnée par :

EM) =~ (-af"(¢) . € Dbl

On peut également faire un programme pour caltuiegrale .

Celui-ci appelé 'trapez.m' par exemple, est listdessous :

function I=trapez_v(f,h)
I=(sum(f)-(f(1)+f(length(f)))/2)*h;
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Exemple :
Considérons par exemple la fonction a intégifér): = x> + 2x — 1 sur un intervalle [-10,8]
ou le pas est "h" égal & 1. En mode interactif ddAS LAB (mode commande), avant de

lancer le programme ‘trapez.m’, on donne la fondtainsi que ses bornes :

>>x=-10:1:8;
>>f=x.A242%x-1;

>>h=1;

On exécute ensuite le programme 'trapez.m’, ebtart :

>>|=trapez_v(f,h)
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5. 2 Méthode de Simpson

C’est une méthode qui équivaut a remplacer la fonét intégrer par des paraboles définies

sur des sous-intervalles comprenant trois abscissgégration successives.
On suppose que l'intervalle [a,b] est partagé sous-intervalles égaux :
[Xi1, X] ,tels que x=a+ih, avec h=(b-a)/n.

On groupe les points par trois, n doit donc étie pa
a =2, X1, X2 | X%, X3, Xa | ... P2, Xn-1, Xn | = b.
Et on remplace, sur chaque intervallg [%.1], la fonction f par une parabole.
Pour l'intervalle [%, xo], la courbe représentée par f(x) est approchéelgpgvarabole
d’équation :

000 = f, KTRX) L (X)X | (X=X)(x=X)

(% = %) (% = X,) (X =%)(% —%,) (% = %)(% =)
_ 0000 g (oo ) g () (xx)
2h -h 2h

et l'intégrale est alors approchée par : [~ f (X)dx= [~ p(x)dx :g[ fo+4f + 1]
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En répétant ce procédé pour les n (pair !) sowsvatles, on a finalement la
Formule de Simpson: j:f (X)dx = g[ f,+4f +2f, +4f, +.. +2f  +4f +f]

Cette formule est exacte pour les polyndmes f(xjetgé< 3.
Tout comme pour la méthode des trapézes, on peigniobune formule de Simpson

améliorée :

j:f(x)dng[fo+4fl+2f2+4f3+...+2fn_2+4fn_1+ f]- hSc[f'"(b)—f'"(a)]

1

L’erreur de cette formule est de I'ordre de h

La méthode de Simpson est donc d’ordre 4 et s@ureest donnée par :
h4
18C

E(hy=———(0b-a)f?¢) , & O [ab]

6. Applications

1. Ecrire le code MATLAB qui permet de résoudresisteme d’équations linéaire par la
méthode de Gauss-Seidel.

2. Ecrire le code MATLAB qui permet de résoudrgliation x&= 1par la méthode de la

sécante.

3. Ecrire le code MATLAB qui permet d’évaluer tégralef(x) = v1 + e* sur l'intervalle
[0 ,2] avec la méthode de Simpson pour n=2 , m=B, et n=16 .
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Chapitre IV : Calcul des structures (barres et poutres) selon la
Méthode des Eléments Finis (MEF) par MATLAB

1. Introduction

La méthode des Eléments Finis consiste a décoapsrdcture en éléments de forme simple
et a choisir une approximation du déplacement sague subdivision.

Pour analyser un phénomene naturel en général pwbleme d’ingénierie en particulier, on
est souvent amené a développer un modele mathémagbiguvant décrire d’'une maniére
aussi fiable que possible le probléme en question.

Avec les progres enregistrés dans le domaine déiatique et les performances des
ordinateurs de plus en plus grandes ; plusieufsnigaes de résolution numeérique ont été
ainsi développées et appliquées avec succes pair @&s solutions satisfaisantes a des
problémes d’ingénierie tres variés.

La méthode des éléments finis est 'une des tedesiqumeériques les plus puissantes.

L'un des avantages majeurs de cette méthode eHditlegu’elle offre la possibilité de
développer un programme permettant de résoudre,@atede modifications, plusieurs types
de problemes. En particulier, toute forme compleken domaine géométrique ou un
probléme est bien posé avec toutes les conditioxdiraites, peut étre facilement traité par la

meéthode des éléments finis.

2. Elément Barre

L'élément barre linéaire est un élément fini unigisionnel ou les coordonnées globale et
locale coincident. Il schématise un composantd’lihe structure qui travaille uniguement en

traction ou compression. L’élément linéaire possedemodule d'élasticité E, une aire de

section transversale A, et la longueur L.

Chaque élément de barre linéaire a deux nceuds edenmontre la Figure 5.Dans ce cas,

la matrice de rigidité de I'élément est donnée par

EA EA
| L L
K= EA EA
L L
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A
v

Figure 5.1 : Elément Barre

La matrice de rigidité pour I'élément de barre din@ est similaire a celle de I'élément de
ressort avec la rigidité remplacée par EA / L. énéént barre linéaire a seulement deux
degrés de liberté, une a chaque nceud. En conséguasmar une structure a n nceuds, la
matrice de rigidité globale K sera de taille n X¥pmisque nous avons un degré de liberté a
chaque nceud).

Une fois la matrice de rigidité globale K est oltennous avons I'équation de la structure

suivante:

[K[{U} = {F}

Ou U est le vecteur de déplacement nodal globBlext le vecteur de force nodale globale.
A cette étape, les conditions aux limites sontigpges manuellement pour les vecteurs U et
F ; ce systeme d’équation est résolu par la stparat I'élimination de Gauss. Enfin, une
fois les déplacements et les réactions inconnueisdsiectés, les forces sont obtenues pour

chaque élément comme suit:

i} = [k]{u}

Ou f est le vecteur- force de dimension (2 x 1y@ément et u est le vecteur- déplacement de
dimension (2 x 1) de I'élément. Les tensions dasséléments sont obtenues en divisant les

forces par les sections transversales corresptesla.
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Les fonctions MATLAB utilisées pour le calcul ddéréents barres linéaires sont:

Calcul de la matrice de rigidité de chaque élémeritarre

function y = LinearBarStiffness(E,A,L)

% E module d'élasticité, L longueur, A sectiond e I'élément
% la dimension de la matrice de rigidité est 2x2

y = [E*A/L -E*A/L ; -E*A/L E*A/L];

Assemblage des matrices de rigidité

function y = LinearBarAssemble(K,k,i,j)
K(i,i) = K(i,i) + k(1,1) ;

K(i.j) = K(i.j) + k(1,2) ;

K(,i) = K(,) + k(2,1) ;

KG.)) = KG.j) + k(2.2) ;

y=K;

Calcul du vecteur de force pour chaque élément bes

function y = LinearBarForces(k,u)
y=k*u;

Calcul de la contrainte

function y = LinearBarStresses(k, u, A)
% vecteur de déplacement u, A section de I'élément
y =k * ulA;

Par Exemple :

Considérons I'ensemble, constitué de deux barréaites comme le montre la Figure ci-
dessous

!

1

»

o N

o
P

1.5m Im

d »d
< L]

»
»

Figure 5.2 : Elément de deux-Barres pour 'exemple 1
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Données :

E =210 GPa, A =0.003m2, P = 10 kN, déplacememtadud 3 est de 0,002 m vers la droite.

Déterminer:

1. la matrice de rigidité globale de la structure.

2. le déplacement au noeud 2.

3. les réactions aux nceuds 1 et 3.

4. La contrainte dans chaque barre.

Solution:

Etape 1 - La discrétisation du domaine:

Ce probléme est déja discrétisé. Le domaine egélen deux éléments et trois noeuds. Les
unités utilisées dans les calculs MATLAB sont kNeenétre. Le Tableau ci-dessous montre

la connexion de I'élément pour cet exemple.

Element Noeud 1 Noeud 2
1 1 2
2 2 3

Etape 2 — calcul des matrices de rigidité
Les deux matrices de rigidité k1 et k2 sont obterere faisant appel a la fonction Linear Bar
Stiffness de MATLAB. Chaque matrice a la taille 2.x

» E=210e6;

» A=0.003;

» L1=1.5;

» L2=1;

» k1= LinearBarStiffness (E,A,L1)

kl=

420000 -420000
-420000 420000

» k2= LinearBarStiffness (E,A,L2)
k2 =

630000 -630000
-630000 630000
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Etape 3 — Assemblage de la matrice de rigidité diale:

Etant donné que la structure comporte trois nodadsjlle de la matrice de rigidité globale
est de 3 x 3.

Par consequent, pour obtenir K nous avons d'abascemplace une matrice nulle de taille 3
x 3, puis faire deux appels a la fonction Lineafmemble MATLAB puisque nous avons
deux éléments de barre linéaires dans la struchiaque appel a la fonction assemble un

elément. Ce qui suit sont les commandes MATLAB:

» K=zeros(3,3)

K=
0 0 O
0 0 O
0 0 O

» K= LinearBarAssemble (K,k1,1,2)
K=
420000 -420000 0
-420000 420000 0
0 0 0
» K= LinearBarAssemble (K,k2,2,3)
K=
420000 -420000 0

-420000 1050000 -630000
0 -630000 630000

Etape 4 - Application des conditions aux limites:

En utilisant la matrice de rigidité globale obterguketape précédente, on obtient le systeme

d’équation suivant :

420000 —420000 0 U, Fy
—420000 1050000 —630000|{U,}=1F,
0 —630000 630000 1\Us F3
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Les conditions aux limites pour ce probléme somndes a titre:
Ul=0, F2=-10, U3 =0,002

nous obtenons:

420000 —420000 0 0 Fy
—420000 1050000 —-630000{y U, ¢=4—10
0 —630000 630000 110.002 F3

Etape 5 - la résolution des équations:

La résolution du systeme d'équations obtenu ser@cteée par partitionnement
(manuellement) et I'élimination de Gauss (avec MABI.

Nous obtenons:

[1050000] U2 + [-630 000] (0,002) = {-10}
La solution du systéme ci-dessus est obtenueiksant MATLAB comme suit. Notez que

l'opérateur barre oblique inverse "\" est utilig@ipl'élimination de Gauss.

» k=K(2,2);
» k0=K(2,3);
» u0=0.002;
» f=[-10];
» fO=f-k0*u0
fo =

1250
» u=k\f0

u=

0.0012

Le déplacement au nceud 2 est 0.0012 m.

Etape 6 - Post-traitement:
Dans cette étape, nous obtenons les réactionseaundles nceuds 1 et 3, et la contrainte dans
chaque barre en utilisant MATLAB comme suit. Nousras d'abord mis en place le vecteur

de déplacement nodal U global, puis nous calcumrecteur de force nodale global F.
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» U=[0; u; u0]

-500.0000
-10.0000
510.0000

Ainsi, les réactions au niveau des nceuds 1 et 8dmmforces de 500 kN (dirigés vers la
gauche) et 510 kN (dirigés vers la droite), respentent. Il est clair que la condition
d’équilibre statique est satisfaite.
Ensuite, nous mettons en place I'élément nodakuextdéplacement Ul et U2, puis nous
calculons les vecteurs de force fl et f2 en faisgpiel & la fonction « LinearBarForces » de
MATLAB. Enfin, on divise chaque élément de la foqgar I'aire de section transversale de

I'élément pour obtenir les contraintes dans I'éléme

ul=[0; U(2)]
ul =

0
0.0012

» fl1=LinearBarForces(k1,ul)
fl=

-500.0000
500.0000

» sigmal=Ff1/A
sigmal =
1.0e+005 *

-1.6667
1.6667

63



Chapitre 1V: Calcul des structures (barres et poutres) selon la Méthode des Eléments Finis (MEF) par MATLAB

» u2=[U(2) ; U(3)]
uz2 =

0.0012
0.0020

» f2= LinearBarForces (k2,u2)
f2 =

-510.0000
510.0000

» sigma2=f2/A
sigma2 =
1.0e+005 *

-1.7000
1.7000

La contrainte dans I'élément 1 esb67x 16 kN / nf (166.7 MPa, traction) et la contrainte
dans I'élément 2 est de7x 1 kN / nf (170MPa, traction). Alternativement, nous pouvons
obtenir les contraintes élémentaires directemenfaeaant appel aux fonctions MATLAB

« LinearBarStresses ». On obtient les mémes résgjte ci-dessus.

» s1= LinearBarStresses (k1,ul,A)
sl=
1.0e+005 *

-1.6667
1.6667

» s2= LinearBarStresses (k2,u2,A)
s2 =
1.0e+005 *

-1.7000
1.7000
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3. Structures planes a treillis

Les structures a treillis sont constituées paradgssmblages de barres liées par des joints de
telle sorte que le chargement extérieur soit rapriguement par des forces axiales dans les

barres. La Figure 5®@ontre un exemple de systéme a treillis compose adsemblage de 13

barres et soumis a un chargement de deux forces.

Fi1 F2

Figure 5.3 : Systéme a treillis

L'élément plan de treillis est un élément fini aixielimensions avec les deux coordonnées
locales et globales. Il est caractérisé par destifums de forme linéaire. L'élément plan en
treillis a un module d'élasticité E, aire de sattiansversale A, et la longueur L. Chaque
élément de treillis plan a deux nceuds est inclmécain angled mesuré dans le sens
antihoraire a partir de I'axe X positif global comie montre la Figure 5.4 .Soit C = ¢bst S
= sin6. Dans ce cas, la matrice de rigidité de I'élénashtionnée par :
c CS - -Cs

_EA| CS & -CS -&
“L|-c2 -cs ¢ cs|

l-cs -3 cs = |

k

N0

Figure 5.4 :Elément d’un treillis
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L’élément plan de treillis a quatre degrés de tdberdeux a chaque noeud. En conséquence,
pour une structure a n nceuds, la matrice de rigglabale K sera de taille 2n x 2n (puisque
nous avons deux degrés de liberté a chaque noeadnadtrice de rigidité K globale est

assemblée en faisant des appels a la fonction MAILA

Une fois la matrice de rigidité globale K est oltennous avons I'équation de la structure

suivante:

[K]{U} = {F}

Ou U est le vecteur de déplacement global nod&l est vecteur de force global nodale. A
cette étape, les conditions aux limites sont appkg manuellement pour les vecteurs U et F.
Puis le systeme d’équations linéaires obtenueéssiu par la séparation et I'élimination de
Gauss. Enfin, une fois les déplacements et legiodacnconnues sont calculés, la force est

obtenue pour chaque élément de la fagcon suivante:
EA
sz[_C_ S C SH{u}

Ou f est la force dans I'élément (un scalaire) estue vecteur- déplacement de dimension (4
x 1) éléement de déplacement vecteur. La contraletéélément est obtenue en divisant la

force de I'élément par sa section transversale A.
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Les fonctions MATLAB utilisées pour le calcul dderéents treillis sont les suivantes :
Calcul de la longueur de I'élément en fonction desoordonnées du premier noeud (x1,

y1) et du second nceud (x2, y2).

function y = Truss2dLength(x1,y1,x2,y2)
y=sgrt  ((x2-x1)*(x2-x1) + (y2-y1)*(y2-y1));

Calcul de la matrice de rigidité de chaque élémenglan du treillis

function y = Truss2dStiffness (E,A,L, theta)

% E module d'élasticité, L longueur, angle theta (en degré), A
section de I'élément

% la dimension de la matrice de rigidité est 4x4

X = theta*pi/180;

C = cos(x);

S = sin(x);

y = E*A/L*[C*C C*S -C*C -C*S ; C*S S*S -C*S -S*S ; -C*C -C*S C*C C*S
; -C*S -S*S C*S S*S] ;

Assemblage des matrices de rigidité des élémentampdu treillis

function y = Truss2dAssemble(K,k,i,j)
K(2*i-1,2*-1) = K(2*i-1,2*-1) + k(1,1) ;
K(2*i-1,2*) = K(2*i-1,2*) + k(1,2) ;
K(2*i-1,2%-1) = K(2*i-1,2*-1) + k(1,3) ;
K(2*i-1,2%) = K(2*i-1,2%) + k(1,4) ;
K(2*i,2*-1) = K(2*i,2*-1) + k(2,1) ;
K(2*i,2*1) = K(2*i,2*) + k(2,2) ;
K(2*,2%-1) = K(2*i,2%-1) + k(2,3) ;
K(2*,2%)) = K(2*i,2%)) + k(2,4) ;
K(2*-1,2*%-1) = K(2*}-1,2*i-1) + k(3,1) ;
K(2*-1,2*) = K(2*}-1,2*) + k(3,2) ;
K(2*-1,2*%-1) = K(2*}-1,2*-1) + k(3,3) ;
K(2%j-1,2%) = K(2*j-1,2%) + k(3.4) ;
K(2*,2*%-1) = K(2*},2*-1) + k(4,1) ;
K(27),2%) = K(27),2%) + k(4,2) ;
K(2*,2%-1) = K(2*},2%-1) + k(4,3) ;
K(2*],2%)) = K(2],2%)) + k(4,4) ;

y=K;
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Calcul des forces

function y = Truss2dforce(E,L,theta,u)

% E module d'élasticité, L longueur, angle theta (en degré),
vecteur de déplacement u

x = theta* pi/180;

C = cos(x);

S = sin(x);

y = E*A/L*[-C -S C S]* u;

Calcul des contraintes

function y = Truss2dStress(E,L,theta,u)

% E module d'élasticité, L longueur, angle theta (en degré),
vecteur de déplacement u

x = theta * pi/180;

C = cos(x);

S = sin(x);

y = E/L*[-C -S C S]* u;
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4. Elément Poutre

C’est un élément unidimensionnel [1J] qui repreodtés les hypothéses des poutres longues.
Il integre les énergies d’effort normal, d’efforamchant, de flexion et de torsion.

L'élément poutre est un élément fini a deux dinm@msiou les coordonnées locale et globale
coincident. Il est caractérisé par des fonctiondodee linéaire. L'élément de poutre a un
module d'élasticité E, moment d'inertie I, et laagoeur L. Chaque élément de poutre
comporte deux nceuds et est supposé étre horizmmtahe représenté sur la figure 5.5. Dans
ce cas, la matrice de rigidité de I'élément eshderpar la matrice suivante, en supposant que
la déformation axiale est négligée :

12 6L -12 -6L
_EI| 6L 4Lz -6L 2L2
L3|-12 -6L 12 -6L |

6L 212 -6L 4L2 |

[ e —» X.X

A
v

Figure 5.5 : Elément poutre

L’élément poutre a quatre degrés de liberté - daughaque nceud (un déplacement
transversal et une rotation). La convention deesigilisée est que le déplacement est positif
si il pointe vers le haut et la rotation est peositsi elle est dans le sens antihoraire. En
conséguence, pour une structure avec n nceuds tlizende rigidité globale K sera de taille
(2n x 2n) (puisque nous avons deux degrés dedilzecdhaque nceud). La matrice de rigidité
K globale est assemblée en faisant appels a ldidone BeamAssemble » de MATLAB qui

est écritespécifiquement a cette fin. Ce procédé va étretifuen détail dans les exemples.
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Les fonctions MATLAB utilisées pour le calcul ddéréents poutres sont les suivantes :

Calcul de la matrice de rigidité de chaque élémengoutre

function y = BeamStiffness(E,I,L)

% E module d'élasticité, L longueur, A sectiond e I'élément

% la dimension de la matrice de rigidité est 4x4

y = E*I/(L*L*L) * [12 6*L -12 6*L ; 6*L 4*L*L -6*L 2*L*L ; -12 -6*L
12 -6*L ; 6*L 2*L*L -6*L 4*L*L]

Assemblage des matrices de rigidité

function y = BeamAssemble(K,k,i,j)
K(2*i-1,2*i-1) = K(2*i-1,2%i-1) + k(1,1);
K(2*i-1,2*) = K(2*i-1,2%) + k(1,2);
K(2*i-1,2*-1) = K(2*i-1,2%}-1) + k(1,3);
K(2*i-1,2%) = K(2*i-1,2%)) + k(1,4);
K(2*i,2*i-1) = K(2*i,2*i-1) + k(2,1);
K(2*i,2*) = K(2*i,2*) + k(2,2);
K(2*i,2%-1) = K(2*i,2*j-1) + k(2,3);
K(2%i,2%) = K(2*i,2%) + k(2,4);
K(2*%j-1,2*i-1) = K(2*j-1,2%i-1) + k(3,1);
K(2%j-1,2*i) = K(2*j-1,2%) + k(3,2);
K(2%j-1,2*-1) = K(2*j-1,2%}-1) + k(3,3);
K(2%j-1,2%) = K(2*j-1,2%)) + k(3,4);
K(2%},2*i-1) = K(2%},2*i-1) + k(4,1);
K(2%),2*1) = K(2%),2*)) + k(4,2);
K(2%},2%-1) = K(2%},2*j-1) + k(4,3);
K(2%,2%)) = K(2%],2%)) + k(4,4);

y=K

Calcul du vecteur de force pour chaque élément pine

function y = BeamForces(k,u)

y=k*u;
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Calcul du diagramme des moments fléchissants

function y = BeamShearDiagram(f, L)

x=[0;L];

z =[f(1) ; -f3);

hold on;

title( ' Diagramme des moments fléchissants )
plot(x,2);

y1=1[0;0[;

plot(x,y1, k)

Calcul du diagramme des efforts tranchants

function y = BeamMomentDiagram(f, L)

x=[0;L];

z=[#(2); f(4)];

hold on;

title( ' Diagramme des efforts tranchants ");
plot(x,2);

y1=10;0[;

plot(x,y1, k)

Par exemple :

Considérons la poutre représentée sur la figureisl@ssous.

1 P 3

»

2 S

< [ »
w L] >

Figure 5.7: Poutre avec deux éléments

Données ;
E = 210GPa, | = 60 x 10m* P =20 kN, et L =2m,
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Déterminer:

la matrice de rigidité globale de la structure.

le déplacement vertical au nceud 2.

les rotations aux nceuds 2 et 3.

les réactions aux nceuds 1 et 3.

les forces (efforts tranchants et moments) daague élément.
le diagramme des efforts tranchants pour chatfeent.

N o g bk DN R

le diagramme des moments de flexion pour chatgreent.

Solution:

Etape 1 - La discrétisation du domaine:

Nous allons mettre un nceud (nceud 2) a I'emplacedeet# force concentrée afin que nous
puissions déterminer les déplacements, les rotatlea efforts tranchants et les moments) en
ce point. Alternativement, nous pouvons considéaeistructure comme composée d'un
elément de poutre et seulement deux nceuds eteutidis forces nodales équivalentes pour
prendre en compte la charge concentrée.

Cependant, il est nécessaire de trouver le dépkmenertical sous la charge concentrée.
Par conséquent, le domaine est divisé en deux atémet trois noeuds. Les unités utilisées
dans les calculMATLAB sont kN et le métre. Le Tableau 7.1 montre la egion de

I'élément pour cet exemple.

Element Noeud 1 Noeud 2
1 1 2
2 2 3
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Etape 2 -Calcul des matrices de rigidité:
Les deux matrices de rigidité élément (k1 et k2jt sbtenues en faisant appel a la fonction
« BeamStiffness » de MATLAB. Chaque matrice a @i&t4 x 4.

» E=210e6;

» |=60e-6;

» L=2;

» k1= BeamStiffness (E,I,L)
kl=

18900 18900 -18900 18900
18900 25200 -18900 12600
-18900 -18900 18900 -18900
18900 12600 -18900 25200
» k2= BeamStiffness (E,I,L)
k2 =

18900 18900 -18900 18900
18900 25200 -18900 12600
-18900 -18900 18900 -18900
18900 12600 -18900 25200

Etape 3 - assemblage de la matrice de rigidité glake:

Etant donné que la structure comporte trois nodadsjlle de la matrice de rigidité globale

est de 6 x 6.

Par conséquent, pour obtenir K nous avons d'abasdéemplace une matrice nulle de taille 6
x 6, puis faire deux appels a la fonction Beam Adde MATLAB puisque nous avons deux

éléments de poutre de la structure. Chaque aplaefanction assemble un élément. Ce qui

suit sont les commandes MATLAB :
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» K=zeros(6,6)

K=

O OO o oo
OO O o oo
O OO o oo
O OO o oo
O OO o oo
O OO o OoOOo

» K= BeamAssemble (K,k1,1,2)
K=

18900 18900 -18900 18900
18900 25200 -18900 12600
-18900 -18900 18900 -18900
18900 12600 -18900 25200
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

O o OO
O o OO

» K= BeamAssemble (K,k2,2,3)
K=

18900 18900 -18900 18900 0 0
18900 25200 -18900 12600 0 0

-18900 -18900 37800 0 -18900 18900
18900 12600 0 50400 -18900 12600
0 0 -18900 -18900 18900 -18900
0 0 18900 12600 -18900 25200
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Etape 4 - Application des conditions aux limites:
La matrice pour cette structure est obtenue dealaiéne suivante en utilisant la matrice de

rigidité globale obtenue a I'étape précédente:

189 189 -189 189 0 0 U,, R,
189 252 -189 126 0 0 P, M,
10° -189 -189 378 0 -189 189 ||U,, F,,
189 126 0 504 -189 126 || ¥, M,
0 0 -189 -189 189 -189||U, Fsy
| O 0 189 126 -189 252 || @, M,
Insertion des conditions ci-dessous nous obtenons:
Uly =1 =0, F2y =-20,M2=0,U3y=0,M3=0
(189 189 -189 189 0 0 0 F,
189 252 -189 126 0 0 0 M,
10° -189 -189 378 0 -189 189 ||U,, -20
189 126 0 504 -189 126 || @, 0
0 0 -189 -189 189 -189|| O Fyy
| O 0 189 126 -189 252 || ¥, 0

Etape 5 - la résolution des équations:

La résolution du systéeme d'équations sera effecpa@ partitionnement (manuellement) et
I'élimination de Gauss (avec MATLAB). Nous avonabdird partager le systeme d’équations
par I'extraction des sous-matrices en lignes 3-3-#tcolonnes, lignes 3-4 et de colonne 6,

ligne 6 et colonnes 3-4, et de la ligne et de laraae 6. On obtient donc:

378 0 189](U,] [-20
0 504 126[{®, =1 0
189 126 252|| o, 0
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La solution du systeme ci-dessus est obtenue ksanti MATLAB comme suit. Notez que

l'opérateur barre oblique inverse "\" est utilig@ipl'élimination de Gauss.

» k=[K(3:4,3:4) K(3:4,6) ; K(6,3:4) K(6,6)]
k =
37800 0 18900
0 50400 12600
18900 12600 25200
» f=[-20; 0; 0]

f=

1.0e-003 *

-0.9259
-0.1984
0.7937

Il est maintenant clair que le déplacement vericahoeud 2 est 0.9259m (vers le bas), tandis
gue les rotations aux nceuds 2 et 3 sont 0,1984sets horaire) et 0,7937 rad (sens anti-

horaire), respectivement.

Etape 6 - Post-traitement:

Dans cette étape, nous obtenons les réactions vaawnides noeuds 1 et 3, les efforts
tranchants et les moments dans chaque élémerduliee @ I'aide de MATLAB comme suit.
Nous avons d'abord mis en place le vecteur de déplent nodal U global, puis nous

calculons le vecteur global de force nodale F.
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» U=[0;0;u(1);u(2);0;u(3)]
U =

1.0e-003 *

-0.9259
-0.1984

0.7937

» F=K*U

13.7500
15.0000
-20.0000
0
6.2500
-0.0000

Ainsi, les réactions au noeud 1 sont une forceioatet de 13,75 kN (vers le haut) et un
moment de 15 kKN.m (sens anti-horaire) tandis queé&tion au nceud 3 est une force
verticale de 6,25 kN (vers le haut). Il est clairega condition d’équilibre statique est
satisfaite. Ensuite, nous mettons en place leseuextdéplacements nodaux Ul et U2 de
I'élément, puis nous calculons les vecteurs fomedales fl et f2 de I'élément en faisant
appels a la fonction « BeamForces >MI&ETLAB.
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» ul=[U(1); U(2); U(3); U(4)]
ul =
1.0e-003 *
0
0
-0.9259
-0.1984
» f1= BeamForces (k1,ul)
fl=
13.7500
15.0000
-13.7500
12.5000
» u2=[U(3); U(4); U(5); U(6)]
u2 =
1.0e-003 *
-0.9259
-0.1984
0
0.7937
» f2= BeamForces (k2,u2)
f2=
-6.2500
-12.5000

6.2500
-0.0000

Enfin, nous appelons les fonctions MATLAB « Beam&iBagram » et
« BeamMomentDiagram » pour tracer le diagrammeetiests tranchants et le diagramme

des moments fléchissants, pour chaque élément.
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5. Application

Considérons le treillis plan représenté sur largg5.8.

Données :
E =210GPaet A =1 x Tom?.

Déterminer:

1. la matrice de rigidité globale de la structure.

2. le déplacement horizontal au nceud 2.

3. les déplacements horizontal et vertical au ndeud
4. les réactions aux noeuds 1 et 2.

5. La contrainte dans chaque élément.

lleN
Sk
T I
am
vy ! z
2m 2m

. B . Ea—

Figure 5.8: Treillis a trois éléments
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Chapitre V: Calcul des structures sous effets dynamique et sismique par MATLAB.

Chapitre V : Calcul des structures sous effets dynamique et

sismique par MATLAB.

1. Introduction

Un des mouvements les plus importants observésldaragure est le mouvement oscillatoire,
en particulier le mouvement harmonique : oscillaia’un pendule, d’'une masse attachée a
un ressort, d’'un batiment, etc.

Dans le cas des oscillations de systémes mécanigoaservatifs isolés, on parle
d’oscillations libres ; en présence de frotteméamplitude des oscillations décroit et on
observe des oscillations amorties. Si les osaifeti sont entretenues par une action
extérieure, on parle d’oscillations forcées.

Un systéme réel comprend généralement plusieursasnasliées entre elles par des éléments
de types ressort et amortisseur ce qui nous raéa@otion de systémes a plusieurs degrés
de liberté.

Pour comprendre les principes de base, une suitgrdgrammes informatiques dans
MATLAB est donnée pour calculer les structures soussaffmamique et sismique.

2. Systemes a 1 degré de liberté libres non amortis
2.1 Equations du mouvement.
Soit une masse m supportée par un ressort k. @mgiascillations non amorties quand

'amortissement est nul, c’est-a-dire c=0.

k )
m x(f1t)

Figure 4.1 : Systéme non amorti
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Bilan des forces en position déformée :

kx (1) mx(1)
-

Pyt

Figure 4.2: Forces présentes dans un systeme non amorti

Ainsi, selon la loi de Newton :

z F, = mx(t)

—kx(t) = mX(t)
mx(t) + kx(t) = 0 1)
En posant

w, = [—
" Im

I'équation (1) devient :
X+ wix=0

La solution générale de I'équation :
Vo 1? \/
x(t) = \/X(Z) + [—0] cos [wnt — arctg[ 9 ]
Wy Wn Xp

2.2 Calcul de la réponse libre a 1 ddl

Soit un systeme masse-ressort ou k= 50 N/m; m kd,.Bxcité par une vitesse initiale de
1m/s.

La fonctionsuivante ssdl1 écrite en MATLAB permet de calcldsrréponses vibratoires
d’un systéme non amorti a 1 ddl,

81



Chapitre V: Calcul des structures sous effets dynamique et sismique par MATLAB.

function [a,b,c,d,e]= ssdl(m,k,x0,v0,tf)

%ssdl(m,k,x0,v0,tf) trace la réponse libre. m et k représentent
respectivement la masse et la raideur du systéme.le s arguments x0 et
vo représentent les conditions initiales en déplace ment et en

vitesse. tf représente le temps d'observation

w=sqgrt(k/m) ; % pulsation naturelle non amortie

t=0:tf/1000:tf;

A=sqrt(((v0)*2+(x0*w)"2)/w"2); %Amplitude de I'exponentielle
Phi=atan2(x0*w, v0); % phase

x=A*sin(w*t+Phi); % réponse non amortie

plot(t,x)

xlabel( 'Temps(s)' )

ylabel( 'Déplacement (m)' )

title ( 'Réponse temporelle libre' )

Apres exécution, on obtient :

» ssdl1 (1.5,50,0,1,10)

Réponse temporelle libre

0.2 T T T

0.15

0.1

0.05 8

Déplacement (m)
o

Temps (S)
Figure 4. 3:Réponse temporelle libre
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3. Systemes a 1 degré de liberté libres amortis

3.1 Equations du mouvement.

Soit une masse m supportée par un ressort k ehortiaseur c.

L’amortisseur de type visqueux oppose une forcegnannelle a la vitesse du déplacement:
Fb = -Cx'(t).

- Le ressort s'oppose au déplacement par une BB e:-Kx(t)

- La vibration est libre. La force d’excitation ekinc nulle.

NANNNNRNS

Figure 4.4: Systeme masse ressort amortisseur

Bilan des forces en position déformée :

kx (1) mx(1)
— @ -
S

ti

Figure 4.5: Forces et action de la masse présentes dans @mgyamorti

Ainsi, selon la loi de Newton, I'équation du mouvamhs’écrit :

z F, = mx(t)

—kx(t) — cx(t) = mx(t)
mx(t) + cx(t) + kx(t) =0

83



Chapitre V: Calcul des structures sous effets dynamique et sismique par MATLAB.

Qui peut s’écrire aussi :
%(t) + 2A% + wix = 0 (2)
ou

C
20 =—
m

Avec :

A : Facteur d’amortissementfk-

La solution de I'équation est de type :

x(t)= A €' (3)
X(t)=Cr €' +C €y (4)

C2 4MK < 0: Sous amortissementLes solutions sont complexes)

Les deux formulations pour x(t) deviennent respectient :

x(t) = e~5@nt <Aeim“t\/§ + Be_iw“t\/r&j
x(0) + <§ + /gz — 1> oy * x(0

A=

20, [£% -1

—%(0) — (E_, — [&* — 1> oy *x(0
B:

2w, |67 —1

C2 4MK > 0: Sur- amortissement(Les solutions sont réelles)
Dans ce cas, les racines de I'équation caractfuis{(3) sont réelles et le systéeme s’approche

lentement de sa position d’équilibre plutét quevitheer.

C2-4KM = 0 : Amortissement critique

Ce cas représente la frontiére entre les deux esgprécédents. Cette fois-ci, les racines de
I'équation (3) sont égalesAy; le systéme ne vibre pas et s’approche rapidedesa position
d’équilibre.
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3.2 Calcul de la réponse libre amortie a 1 ddl

Soit un systeme masse-ressort-amortisseur ou BN1@; ¢ = 2.5 N.s/m; m = 1 kg, excité
par une vitesse initiale de 1m/s.

La fonctionsuivante ssdl2 écrite @dATLAB permet de calculer les réponses vibratoires
d’un systeme a 1 ddl, selon le type d’amortissement

function [a,b,c,d,e,f]= ssdl2(m,c, k,x0,v0,tf)

%ssdl(m,c,k,x0,v0,tf) trace la réponse libre. m,c e tk représentent
respectivement la masse, I'amortissent et la raideu r du systeme.les
arguments x0 et vo représentent les conditions init iales en déplacement
et en vitesse. tf représente le temps d'observation

w=sqrt(k/m) ;% pulsation naturelle

z=c/2/w/m; %calcul du rapport d'amortissement

wd=w*sqrt(1-z"2); % pulsation naturelle amortie

t=0:tf/1000:tf;

if z<1

A=sgrt(((vO+z*w*x0)"2+(x0*wd)"2)/wd"2); %Amplitude de I'exponontielle
Phi=atan2(x0*wd, vO+z*w*x0); % phase

x=A*exp(-z*w*t).*sin(wd*t+Phi); % réponse sous amortie

elseif ==1

al=x0;

a2=v0+w*x0;

x=(al+a2*t).*exp(-w*t); % réponse critique

else

al=(-vO+(-z+sqrt(z*2-1))*w*x0)/2/w/sqrt(z"2-1);
a2=(v0+(z+sqrt(z"2-1))*w*x0)/2/w/sqrt(z"2-1);
x=exp(-z*w*t).*(al*exp(-w*sqrt(z"2-1)*t))+(a2*exp(w *sqrt(z~2-1)*t)); %
réponse sur amortie

end

plot(t,x)

xlabel(  'Temps(s)' )

ylabel( 'Déplacement(m)’ )

title ( 'Réponse temporelle libre' )

Apres exécution, on obtient :

» ssdl2(1,2.5,163,0,1,10)
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Réponse temporelle libre
0.08 ‘ ‘ ‘

0.06 8

0.04 1 8

o

o

N
I

Déplacement (m)

-0.02 - I .

-0.04 1

-0.06 I I I I I I I I I

Temps (s)

Figure 4.6:réponse temporelle libre amortie

4. Calcul d'une structure sous effets dynamiques Sfstemes a plusieurs degrés de
liberté)

Un systeme réel comprend généralement plusieursenasliées entre elles par des éléments
de types ressort et amortisseur.

Le nombre de parametres indépendants nécessawed@terminer la position relative de
chaque masse est appelé « nombre de degrés dé hkbepun systeme comportant N masses
susceptibles de se déplacer dans un plan possadeNadegrés de liberté.

Pour chaque degré de liberté, on établira les tiongi d’équilibre, comportant les effets dus
a l'accélération et ceux dus aux autres actionsriextres du systeme (Newton), au point
considéré.

Intéressons-nous au cadre a deux degrés de libestéé a figure 4.5afin de développer les

égquations dans le cas de structures a plusieurésidg liberte.
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- {*—!}" (T
h k /
9
1 12

h 2k a — —

11 9
~ 77 o 7 < 7%

o, =V ki2m mzzwri'm

Figure 4.7: Cadre a deux degrés de liberté

Les équations du mouvement pour chacun des dewégieg liberté de la structure de la
figure 4.7, en cas d’oscillations libres non amorties, s’expminde la maniére suivante :
Mx+Kx=0

Celles-ci peuvent aussi s’exprimer sous forme wiatle :

5wl b el

Si M et K sont constantes dans le temps, le systBérpiations couplées peut étre découplé
et transformé en un systeme d’oscillateurs simples modes propres s’obtiennent en

annulant le déterminant du systeme afin d’obtexsrdolutions non triviales :
|—wZ2M + K| =0

Les déplacements relatifs x s’expriment alors esradmnnées modales par le changement de

variables suivant :

a11 a12
X = = AZ
a21 azz

Ou A est la matrice des vecteurs modaux. Ses ligoas formées des vecteurs propres. Le

vecteur z est le vecteur des coordonnées modales.
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Exemple :

La figure suivante illustre un portique en 2D deiveaux. Il est
constitué de colonnes carrées de section (60 x §Grde

poutres infiniment rigides (I ) avec un module d’élasticité %”"1
E=2.16kN/ m2, )

* La masse totale de chaque niveau (m = 100t).

 Le portique est soumis a un spectre de répagisgue défini 3

Zone sismique ll.a, sol rocheux et un facteur didisgement 3
(€=0,05).
Evaluer les points suivants: 3

dans le RPA 2003 avec les parameétres de conceptivants: %
(A).Fréquences et modes propres ; I

(B).Périodes correspondantes a chaque mode deioibra
(C).Accélérations correspondantes a chaque période 3”1]
(D).Déplacements correspondants a chaque modibiddion ;
(E).Déplacement maximum en fonction de la comboraimodale
(SRSS) ;

(F).Facteurs de participation modale.

Solution :

ml -
N il
- » 12

k2
3 > 113

4 k3
m » 14

. k4
. » 15

k5

]
4m

Le processus de décomposition modale est illusteéRigure 4.6Un systéme & degrés de

liberté est traité commeoscillateurs simples.

| 15(1}

?

x40 zj(t)

.
-

x2(t)
x1(0) k
_I_

2

o

2

B
=

&)

E-@-E-®
=
+
-
(2)
Ii: 1

=
il

&
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Figure 4.8: Décomposition modale

1. Définition de la matrice globale de masse :

m O O 0 O 100 0 0 0 O
Om O 0 O 0 100 0 0 O
M= | 0 0O m 0 Of=| 0O 0 100 0O O |t
0O 0 0 m O 0 0 0 100 O
0O 0 0 O O 0 0 0 109

» % Définir la matrice globale de masse
»M=[1000000;

0100000;

0010000;

0001000;

0000 100]

2. Définition de la matrice globale de rigidité :

12E|
Ko =="5¢
4 4
1 =2 =9 _po10am*
12 12

La rigidité de chaque étage est:
6
K, = YK, =2K, = 2 e = 22000 - 19200 /m

La matrice de rigidité de la structure est donrege p

1K =K, 0 0 0 2 -1 0 0 O
-K, K,+K, =K, 0 0 -1 2 -1 0 0

K= 0 -K,  K,+K, -K, 0|=19200 | 0 -1 2 -1 O0|KN/m
0 0 -K, K,+K, -K, 0 0 -1 2 -
0 0 0 -K, K 0 0 0 -1

» % Définir la matrice de rigidité

» K=19200.*[2-1000;
-12-100;
0-12-10;
00-12-1;
000-11]
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3. Calcul des fréquences et modes propres :
Basé sur la théorie de la dynamique des structleesalcul des fréquences et modes
propres est déterminé par la résolution de I'équation suig :

[K-wM|p=0

» [Modes,Omega]=eig(inv(M)*K)

1325335 0 0 0 0
0 3293511 0 0 0
Q= 0 0 155547 0 0
0 0 0 5435194 0
0 0 0 0 7070414

0.4557 -0.5969 0.1699 0.5485 0.3260
05969 -0.1699 0.3260 -0.4557 -0.5485

b= 03260 05485 04557 -0.1699 0.5969
-0.1699 -0.3260 05485 0.5969 -0.4557

- 05485 -0.4557 05969 -0.3260 0.1669

4. Calcul des fréquences :

» % Calcul des fréquences
» Freq = zeros(5) ;

» for i=1:5
Freq(i,i)= Omega(i,i)*0.5
end
115123 0 0 0 0
0 18.1480 0 0 0
W= 0 0 3.9439 0 0 rad/sec

0 0 0 23.3135 0
0 0 0 0 26.590
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On obtient;
(0.4557 ) £0.5969) (0.5485 (0.3260 )
0.5969 - 0.1699 - 0.4557 - 0.5485
®,= | 03260 |, ®,= |05485 ®,= -0.1699|, ®.= |05969
~0.1699 - 0.3260 0.5969 L 0.4557
- 05485 04557 | 0.3260 0.1669 |

wy=11.5123rad/sec  »=18.1480rad/sec %=3.9439rad/sec uy=23.13135rad/sec =26.5902 rad/sec

5. Calcul des périodes correspondant a chaque mode vibration :

T:2_n
w

» % Calcul des périodes
» T = zeros(5);

» for i=1:5
T(i,i) =2 * pi /Freq(i,i)
end
On obtient:
0.5458 0 0 0 0
0 0.3462 0 0 0
T= 0 0 1.5931 0 0 sec
0 0 0 0.2695 0
0 0 0 0 0.2363

6. Détermination des accélérations correspondantes aaque période :

L’action sismique est représentée par le specteabbel suivant (RPA 2003) :
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1.25A‘r1+1\{2.5ng—1x\\‘ 0<T<T,
| R ey
s, 2.57(1. zwA] E ,I T,<T<T,
g = < | ) '(23-"( T: ~1i2
2.-11(1.2_.;&[}{ ." T T, < T <3.0s
2.50(1.25 A]—l_ [ ‘ |§ T >3.08

L A

A : coefficient d’accélération de zone

1 : facteur de correction d’amortissement (quant Baimsement est différent de 5%)
n=7/2%>0.7

& : pourcentage d’amortissement critique

R : coefficient de comportement de la structure

T1, T2: périodes caractéristiques associées a la catédesite

Q : facteur de qualité

La détermination de 'action sismique dépend dearmatres suivants :

Zone sismique ll.a
- A=0.15

Groupe d’'usage du batiment

Q=1.25
R=3.5 (Portiques autostables avec remplissagesaennmerie rigide)
&=5% -n =1
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function [a,b,c,d,e]=Sa(T1,T2,A,Q,R,ETA)
Sa=zeros(5)

T=[1.59310000;

00.5458 0 0 0;

000.3462 0 0;

000 0.2695 0;

0000 0.2363]

for i=1:5
if (T(i,i)>=0) & (T(i,i)<T1)
Sa(i,i)=(1.25* A* (1+ T(i,i))TL* (25 *E TA* Q/R) -1))) * 9.81
else
if T(i,i))>=T1 & T(i,i)<T2
Sa(i,i)=(1.25*A*25*ETA * Q/R )*9.81

else
if T(i,)>=T2 & T(i,i)<=3
Sa(i,i)=(1.25*A*2.5*ETA* Q/R* ( T2/T(i,i))"2/3 )*9.81
else
Sa(i,i)=(1.25* A*2.5*ETA * Q/R* (T 2/3)72/3* (3/T(i,i))"5/3
)*9.81
end
end
end
end

Sol rocheux (9 - T1=0.15s et 7=0.35s

Apres exécution:

» Sa(0.15,0.35,0.15,1.25,3.5,1)

On obtient:
0.2251 0 0 0 0
0 1.6423 0 0 0
Sa= 0 0 0.0264 0 0 mfsec?
0 0 0 1.6423 0
0 0 0 0 16423

7. Détermination des déplacements correspondants a atpjue mode de vibration :
La matrice des déplacements est donnée par I'esipresuivante:
L S
U=o——
m Q
Ou:

L=¢'M{ m" =¢'Mg
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Chapitre V: Calcul des structures sous effets dynamique et sismique par MATLAB.

Calcul de L:

» LL=Modes'*M*[1;1;1;1;1]
» fori=1:5

L(i,i)=LL(i,1)

end

Calcul de m*:

» ModalMass = Modes'* M * Modes

8. Calcul des déplacements :

» U_Modal = Modes*(L/ModalMass)*(Sa/Omegas)

9. Détermination du déplacement maximum en fonctiowle la combinaison modale
(SRSS):

Unas =2 (U2 = (U7 + (U, + (U, + (U7 (U,

» fori=1:5
s=0
for j=1:5
s =s + U_Modal(i,j)*2
end
U_Max(i,1) = s"0.5
end

Les facteurs de participation modale représentietgdaction entre la forme et le mode de la
distribution spatiale de la charge externe.

Ces facteurs sont donnés par :

MPF=L/m*

» MPF=L/ModalMass

5. Application

Ecrire le code MATLABqui permet de calculer les réponses vibratoiras dystéme forcé
aldd
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