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Spécialité: Automatique

Option:
Automatisation et contrôle des systèmes industriels
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Présidente: Mme. R. GHOUL HADIBY Professeur, U.S.T.O-MB

Rapporteur: Mr. K. ZEMALACHE MEGUENNI MCA, U.S.T.O-MB

Examinateurs: Mr. A. OMARI Professeur, U.S.T.O-MB

Mr. M. BOUHAMIDA Professeur, U.S.T.O-MB

Mr. A. MANSOURI Professeur, ENP d’Oran

Mr. H. TEBBIKH Professeur, Université de Guelma
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Résumé

Cette thèse traite de la modélisation, du contrôle et l’observation de
robots volants miniatures. Le travail est focalisé, plus précisément sur les
Quadrotors. La thèse introduit un modèle mathématique pour la simula-
tion, le contrôle et l’observation. Elle décrit une méthodologie de concep-
tion pour hélicoptères miniatures. Basé sur le modèle, des techniques non
linéaires ont été utilisées pour concevoir divers contrôleurs et observateurs.

Le modèle dynamique et le simulateur ont évolué d’un simple set d’équa-
tions, à un modèle complexe comprenant des cœfficients aérodynamiques
plus réalistes.

Deux techniques de contrôle et trois Observateurs ont été utilisées le long
de cette thèse. Les deux techniques de contrôle sont basées sur la théorie
de Lyapunov, elles a été appliquée au contrôle de position et l’assiette. Les
trois techniques d’observateurs sont respectivement le Grand Gain, Mode
Glissant et Backstepping. Leurs performances ont été comparées.

Mots clés : Quadrotor, Modélisation Dynamique, Backstepping, Observa-
teur, Sliding Mode, Grand gain.
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j’ai travaillé, et qui a assuré la direction et l’encadrement du travail présenté dans ce mémoire,
et d’avoir bien voulu de me faire profiter pleinement de ces compétences scientifiques et de ses
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1.7 Birotor - Catégorie 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.8 Trirotor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.9 Les Quadrotors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.10 Mouvement du drone en fonction de la vitesse des rotors. . . . . . . . . . . . . . 12
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Introduction Générale

Le développement de plates-formes robotiques volantes connâıt un essor croissant depuis
quelques années grâce aux progrès enregistrés en technologie des capteurs et des actionneurs, et
surtout grâce à la possibilité d’embarquer des cartes de commande toujours plus performantes
et rapides capables d’exécuter une masse de calcul considérable. Ces robots volants sont connus
sous le nom de drones ou UAV (Unmanned Aerial Vehicle). Parmi lesquels nous pouvons citer
les mini drones de quelque kilogrammes, les micros drones de quelques dizaine de grammes et
les nano drones de quelques grammes [62, 63, 29, 149].

Ces véhicules aériens ont suscité un grand intérêt ces véhicules aériens grâce à leur versati-
lité, manuvrœabilité, capacité d’exécuter des décollages et atterrissages verticaux et leur grand
champ d’applications tant militaire que civile, surtout lorsque l’intervention humaine devient
difficile ou dangereuse. Ajoutant à cela les applications civiles comme la surveillance des grandes
infrastructures telle que les lignes haute tension, les barrages et les ouvrages d’art [29, 39, 149].
Dans l’environnement, ces UAV peuvent être très utiles pour la surveillance des forêts et pour
l’intervention dans des environnements hostiles, et également dans le cas de déminage des ter-
rains sans intervention humaine [29, 26, 24].

La recherche dans le domaine des drones exige des contributions de différentes disciplines y
compris l’aéronautique, l’électronique, le traitement du signal, la commande automatique, l’in-
formatique, la mécanique et les capteurs, et même le domaine de la biologie dans les travaux de
recherche sur les nano drones [39, 29, 43, 149].

Le Quadrotor est un système sous actionné (le nombre d’entrées de commande est inférieur
au nombre de degrés de liberté), ce qui induit une grande difficulté dans la conception de la
commande. D’autre part, une représentation complète de son comportement dynamique dans
tous ses modes de vol n’existe pas. Ceci est dû au fait que sa dynamique complexe résulte prin-
cipalement de la nature variable des forces aérodynamiques dans les différentes conditions de vol.

Souvent, les lois de commande nécessitent la connaissance totale ou partielle de l’état du
système à commander. Ceci n’est pas toujours possible à cause de l’inaccessibilité de l’état et/ou
le manque des capteurs. En plus les mesures des capteurs sont souvent entachées de bruit, ce
qui limite les performances d’une boucle de commande. Pour ces différentes raisons, nous faisons
alors appel à la théorie de l’observation pour reconstituer l’état de notre système.
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L’objectif de notre projet est le suivant :

– Établir une modélisation cinématique et dynamique décrivant le comportement du Qua-
drotor.

– Synthèse et implémentation de lois de commande sur le modèle dynamique pour la stabi-
lisation du Quadrotor.

– Synthèse des observateurs pour répondre au question du manque de l’information sur
lŠétat de système pour garantir la stabilité et la poursuit on boucle fermée.

Les travaux menés pour répondre à cet objectif sont présentés dans cette thèse selon l’organisa-
tion suivante :

Dans le premier chapitre, On définit dans un premier temps ce qu’est un drone, on rap-
pelle les différentes types des voilures tournantes en général et au Quadrotor en particulier à
savoir leur classification et leur avantages, et nous terminons par les missions et les applications
des drones (civil et militaire).

Dans le second chapitre, nous décrivons le modèle dynamique du Quadrotor, ceci passe
impérativement par donner une vue générale sur sa constitution et son principe de fonctionne-
ment. Sous certaines hypothèses simplificatrices et en utilisant un modèle vectoriel basé sur le
formalisme de Newton-Euler, on aboutit aux modèles dynamiques de translation et de rotation
valables pour le cas de petits angles. On finira par donner la représentation d’état du système
modélisé.

Le chapitre trois est consacré à la conception des méthodes de commande pour la stabili-
sation de l’engin volant et la poursuite des trajectoires désirées simples ou complexes selon les
trois axes (x, y, z).

Le quatrième chapitre aborde la théorie des observateurs non linéaire. En effet, après
l’introduction des notions de base, nous allons évoquer les différentes techniques de conception.

le cinquième chapitre est consacrée à l’application des observateurs sur le modèle du
Quadrotor, pour ce faire plusieurs combinaisons de contrôleurs-observateurs ont été réalisées et
testées.

Nous terminerons cette thèse par une conclusion générale dans laquelle sont récapitulés
les résultats obtenus, l’ensemble du travail réalisé dans ce projet, les perspectives à exploiter.
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Chapitre 1

Classification des Drones

Introduction

On définit dans un premier temps ce qu’est un drone, on rappelle les différentes classifications
suivant leur taille caractéristique, leur endurance ou encore l’altitude opérationnelle. Ensuite
nous spécialisons le propos en introduisant les mini-drones et plus particulirèment les mini-
drones capable de vol stationnaire et de vol en avancement rapide économique ; un état des
lieux des différents concepts aboutit dans ce domaine est présenté. Dans ce cadre on propose
un réagencement de la classification des mini-drone pour faire apparaitre deux grandes familles
qui sont les cellules à voilures tournantes et les cellules convertibles. Pour finir on s’intéresse au
mission et application des drones dans le domaine civil comme dans le domaine militaire.

1.1 Les Drones

1.1.1 Définitions

Il est intéressant de lire ce que retienne les dictionnaires pour définir un drone. Le Petit
Robert nous apprend que le mot drone est apparu dans la langue française en 1954, il vient de
l’anglais signifiant ”Faux bourdon”. L’autre définition du Petit Robert indique que c’est un petit
avion de reconnaissance, sans pilote, télécommandé ou programmé. L’encyclopédie Universalis
propose une définition un peu plus générale. Elle indique qu’un drone (en anglais U.A.V. pour
Unmanned Aerial Vehicle) est un véhicule aérien sans pilote. Il peut donc faire appel au concept
de l’avion, de l’hélicoptère voir de la fusée. Il sert, d’une façon générale, pour des missions de
surveillance du champ de bataille, d’acquisition du renseignement ou de combat. Si le drone est
d’abord apparu pour répondre à des besoins militaires, il est aussi désormais envisagé pour des
applications civiles comme dans le domaine de la surveillance de zones et d’installations, dans
l’agriculture, pertochimique etc...

Toujours selon les dictionnaires un drone est un aéronef disposant d’une ou plusieurs charges
utiles nécessaires à l’observation ou destinées au combat (missiles, bombes). Généralement, il
est contrôlé et piloté à partir de stations au sol, avec ou sans le relais des satellites, mais il peut
aussi effectuer des missions de manière autonome. Dans l’avenir, il est prévu d’assister les drones
par des systèmes de contrôle disposés sur des aéronefs (poste de commandement volant ou avion
de combat). Chargés dans leur majorité de l’acquisition de renseignements, les drones disposent
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de différents capteurs opérant dans différentes longueurs d’ondes (domaines du visible, de l’in-
frarouge ou des ondes radars). Ils peuvent aussi être équipés de moyens d’écoute électronique et
de brouillage.

Aujourd’hui lorsque l’on parle de drone et de leur mise en oeuvre il est plus juste de parler de
système de drone. En effet, le drone fait partie d’un système qui est composé d’un ou plusieurs
vecteurs aériens, d’une ou plusieurs stations sol de commande ainsi que de liaisons de données
entre le vecteur et la partie sol. Il peut y avoir des drones terrestres, marins, sous-marins et aé-
riens. On voit donc que la définition s’étend progressivement et englobe les nombreux systèmes
autonomes. Si on se restreint aux drones aériens on peut les classer en différentes catégories en
fonction de leurs tailles aujourd’hui très variées : de quelques centimètres à plusieurs mètres.
Leurs formes également, tout comme leurs types de propulsion : certains sont équipés de réac-
teurs, d’autres d’hélices, d’autres encore utilisent des rotors, à l’instar des drones hélicoptères
par exemple.

1.1.2 Classification

La classification des drones est un exercice très difficile, dans la mesure où elle est différente
selon les pays. Cependant les drones aériens peuvent être classés selon trois critères que sont
l’altitude de croisière, l’endurance en terme de temps de vol et leur dimension principale. Dans
ce cadre, le domaine opérationnel des drones peut se décomposer en trois segments :

– les drones tactiques ;
– les drones de Moyenne Altitude et Longue Endurance (MALE) permettant d’utiliser une
charge utile de l’ordre de 100kg ;

– les drones de Haute Altitude et Longue Endurance (HALE).
Le segment tactique se décompose lui-même en six segments :
– les micro-drones (Micro Air Vehicule ou MAV), pouvant être contenu dans une sphère de
30 cm ;

– les mini-drones (Mini Air Vehicule ou MAV également), pouvant être contenu dans une
sphère de 70 cm ;

– les drones de très courte portée (TCP) ;
– les drones moyenne portée lents (multicharges multimissions ou MCMM lents) ;
– les drones rapides basse altitude (MCMM rapides) ;
– les drones maritimes tactiques (DMT).
Cela peut surprendre de distinguer en deux segments les micro-drones et les mini-drones,

mais la difiérence d’échelle entre les deux impose aujourd’hui encore des contraintes fortes pour
le choix des matériaux des capteurs et des systèmes embarqués. Par conséquent ces deux familles
sont fortement difiérenciées par l’autonomie en vol et la qualité des contrôles, cependant la
miniaturisation des cartes électroniques jointe à l’augmentation des capacités de calculs des
mini-systèmes embarqués tendent à réduire ces écarts.

1.2 Formules des Drones existantes

Deux grandes familles de machines volantes ont d’abord vu le jour : celles à voilures fixes,
où la vitesse relative résulte du mouvement du véhicule (elles répondent au besoin de vol en
translation rapide) et celles à voilures tournantes, où la vitesse relative résulte de la mise en
rotation des pales par rapport à un corps qui lui, reste immobile dans l’air (elle répondent au
besoin de vol stationnaire). Aujourd’hui, un besoin émergeant dans le monde des mini-drone,
celui imposant à une même cellule d’avoir des qualités de vol stationnaire et de vol en translation
rapide économique, impose une modification de ce classement. Nous devons pour cela rappeler
la notion de convertibilité appliquée aux mini-drones. Nous parlerons alors de deux familles de
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convertibles, ceux dont la convertibilité découle d’une déformation mécanique (rotor basculant,
tête basculante...) et ceux dont la convertibilité apparâıt par le basculement totale ou partiel de
la cellule “Tail-sitter”.

Figure 1.1 – Les axes de rotation.

Dans la suite de ce chapitre nous présenterons donc les concepts les plus pertinents de mini
drones classifiés dans les deux familles de cellules à voilures tournantes et de cellules convertibles.
En préalable à ce qui va suivre, on présente sur la figure (1.1) les noms et conventions d’axes de
rotations qui seront utilisés.

1.2.1 Les cellules à voilures tournantes

Les cellules à voilures tournante ont toutes au moins une caractéristique commune : ce sont
des objets volant à décollage et à atterrissage vertical, capable de faire du vol stationnaire. Ils
utilisent un (ou des) rotors(s) pour se sustenter et se propulser. Nous établissons un classement
des cellules à voilures tournantes en 4 catégories :

– monorotor
– birotors contrarotatifs
– trirotor
– quadrirotor

1.2.1.1 Monorotors

Les monorotors se composent avant tout d’un rotor principal (bipale avec barre stabilisatrice
de Bell ou quadripale) qui permet la sustentation et la propulsion. Ils se divisent en 3 sous caté-
gories selon la configuration utilisée pour permettre au drone de se déplacer dans ses différents
axes (en translation et en rotation), ainsi que pour l’empêcher de tourner sur lui même sous
l’action du couple de réaction du rotor principal.

1. Les drones utilisant un rotor arrière (ou rotor anti-couple) correspondant typiquement aux
hélicopères. Dans le cas où le rotor principal est caréné, le rotor arrière est placé soit en
périphérie soit à l’intérieur du carénage (figure (1.2)).

Translation Verticale : la variation de vitesse de rotation de l’hélice principale permet
de faire varier la vitesse verticale du drone. Une augmentation le fait monter, tandis
qu’une diminution le ferait descendre. Une variation collective du pas (si elle existe)
permet également de déplacer le drone sur l’axe vertical.

Translation horizontale : l’inclinaison du cône rotor (pas cyclique) permet de faire va-
rier l’assiette de l’appareil, et ainsi, modifie le vecteur translation en grandeur et en
direction.
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Figure 1.2 – Monorotor - Catégorie 1.

Lacet : la variation de vitesse du rotor anti-couple permet le positionnement en lacet.

Tangage : le mouvement de tangage du drone est obtenu par la variation cyclique du
pas. De plus en vol translaté, les gouvernes de profondeur permettent de faire varier
l’assiette de l’appareil.

Roulis : le mouvement de roulis est obtenu par les variations cycliques du pas.

2. Les drones utilisant des volets positionnés sous le rotor principal (figure (1.3)).

Translation Verticale : la variation de vitesse de rotation de l’hélice principale permet
de faire varier la vitesse verticale du drone. Une augmentation le fait monter, tandis
qu’une diminution le ferait descendre. Une variation collective du pas (si elle existe)
permet également de déplacer le drone sur l’axe vertical.

Translation horizontale : le braquage des volets permet de faire pivoter le drone, et
ainsi modife le vecteur translation en longueur et en direction.

Lacet : le braquage des volets permet le positionnement du drone en lacet.

Tangage : idem pour le tangage.

Roulis : idem pour le roulis.

3. Les drones utilisant 2 rotors électriques latéraux indépendants situés de part et d’autre du
rotor principal et des volets positionnés sous le rotor principal (figure (1.4)).

Translation Verticale : la variation de vitesse de rotation de l’hélice principale permet
de faire varier la vitesse verticale du drone. Une augmentation le fait monter, tandis
qu’une diminution le ferait descendre. Une variation collective du pas (si elle existe)
permet également de déplacer le drone sur l’axe vertical.

Translation horizontale : la translation horizontale est permise par grâce aux deux
petits rotors latéraux. Dans un premier temps, on fait varier le cap de l’appareil dans
la direction voulue et ensuite on impose une même intensité de traction aux deux
rotors latéraux.

Lacet : les vitesses de rotation des deux petits rotors latéraux peuvent être commandées
par le pilote indépendamment l’une de l’autre, ce qui permet de positionner le drone
dans le plan horizontal.

Tangage : le mouvement de tangage du drone est obtenu par la variation cyclique du
pas. De plus en vol translaté, les gouvernes de profondeur permettent de faire varier
l’assiette de l’appareil.

Roulis : le mouvement de roulis du drone est obtenu par les variations cycliques du pas.
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Figure 1.3 – Monorotor - Catégorie 2.

Figure 1.4 – Monorotor - Catégorie 3.
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1.2.1.2 Birotors contrarotatifs

Le principe des birotors contrarotatifs est le suivant : ils se composent de deux rotors (co-
axiaux ou en tandems) tournant en sens opposés et à même vitesse de rotation. Ce système de
rotation inversée du second rotor permet d’annuler l’action du couple de réaction du premier.
Le second rotor permet également de rendre le flux d’air plus laminaire et plus rapide en sortie.
Les performances de la motorisation en sont ainsi augmentées. Les deux rotors permettent, dans
la plupart des cas, la sustentation, la translation et le mouvement en lacet. Les birotors sont
divisés en 3 sous catégories selon la configuration utilisée pour permettre au drone de se déplacer
suivant ses différents axes.

– birotors à pas cyclique et collectif.
– birotors augmentés d’une ou plusieurs hélices (dans le plan horizontal).
– birotors utilisant des volets.

1. Les drones utilisant la variation cyclique et collective du pas pour se positionner (figure
(1.5)).

Figure 1.5 – Birotor - Catégorie 1.

Translation Verticale : la variation de vitesse de rotation des rotors permet de faire
varier la vitesse verticale du drone. Une variation collective du pas engendre les mêmes
conséquences.

Translation horizontale : l’inclinaison du cône rotor permet de faire varier l’assiette de
l’appareil et ainsi modifie le vecteur translation en grandeur et en direction.

Lacet : le mouvement de lacet est assuré par une différence de couple entre les deux rotors
contrarotatifs. Soit par une variation indépendante de leur vitesse (à l’aide de deux
moteurs avec variateur ou d’un différentiel en sortie de l’un des moteurs), soit par
une variation indépendante de leur pas.

Tangage : le mouvement de tangage est obtenu par une variation cyclique du pas.

Roulis : le mouvement de roulis est obtenu par variation cyclique du pas.

2. Les drones utilisant un ou plusieurs rotors pour se positionner. Ces rotors pouvant être
également utilisés pour en améliorer la propulsion (figure (1.6)).

Translation Verticale : la variation de vitesse de rotation des rotors permet de faire
varier la vitesse verticale du drone. Une variation collective du pas engendre les mêmes
conséquences. (principaux et secondaires).

Translation horizontale : les rotors situés à l’arrière permettent la translation horizon-
tale. Dans le cas où ces rotors sont placés horizontalement, on fait varier l’assiette de
l’appareil, afin d’utiliser la force de traction des rotors.



1.2. FORMULES DES DRONES EXISTANTES 10

Figure 1.6 – Birotor - Catégorie 2.

Lacet : le mouvement de lacet est assuré par une différence de couple entre les deux rotors
contrarotatifs. Ce mouvement peut être accentué par un rotor arrière.

Tangage : le mouvement de tangage peut être obtenu par le braquage des ailerons ou
une variation de même intensité des rotors arrière.

Roulis : le mouvement de roulis peut être obtenu par le braquage des ailerons ou la
variation dissymétrique des rotors arrière.

3. Les drones utilisant des volets orientables pour se positionner. Les volets sont placés au
plus près du rotor, afin d’augmenter l’efficacité de contrôle (figure (1.7)).

Translation Verticale : la variation de vitesse de rotation des rotors permet de faire
varier la vitesse verticale du drone. Une variation collective du pas engendre les mêmes
conséquences.

Translation horizontale : le braquage des volets permet de faire pivoter le drone, et
ainsi modifie le vecteur translation en grandeur et en direction.

Lacet : le mouvement de lacet est assuré par une différence de couple entre les deux rotors
contrarotatifs.

Tangage : le braquage des volets permet de positionner le drone en tangage.

Roulis : le braquage des volets permet de positionner le drone en roulis.

1.2.1.3 Configurations à 3 rotors

Dans cette catégorie nous trouvons le trirotor, le vectron et l’hélicoptère auto-stable.

Le tri-rotor est constitué de 2 rotors à l’avant qui tournent dans des sens opposés et un rotor
à l’arrière avec orientation réglable. Le fonctionnement est similaire à celui d’un quadrotor
mais la performance en vol n’est pas aussi satisfaisante. Des expériences ont été faites sur
le trirotor à Heudiasyc (figure (1.8(a))).

Le vectron est constitué de 3 rotors qui tournent dans le même sens (figure (1.8(b))). Le corps
circulaire de l’appareil tourne par conséquence dans le sens contraire. Les vitesses des
moteurs sont variées à des instants très précis de manière à obtenir des couples de tangage
et de roulis.

L’hélicoptère auto-stable (blade-runner), (figure (1.8(c))), a été inventé récemment par un
norvégien. Il est constitué de deux rotors à pas fixe qui sont montés sur le même axe et
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Figure 1.7 – Birotor - Catégorie 3.

(a) Le trirotor (b) Le Vectron (c) L’hélicoptère auto-stable

Figure 1.8 – Trirotor.
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qui tournent dans des sens opposés. Un petit rotor de queue permet d’obtenir le couple
de tangage. Cet hélicoptère a la propriété d’être stable grâce au fait qu’il existe une ar-
ticulation entre les pales du rotor principal et l’axe du rotor. Étant donné son mode de
fonctionnement, cet appareil peut être utilisé uniquement en intérieur.

1.2.1.4 Les Quadrirotors

Principe de vol
Un quadrirotor consiste en une armature en croix symétrique avec des moteurs et des rotors

aux extrémités de chaque tige. Les rotors diamétrialement opposés tournent dans le même sens
(figure (1.10)). Les rotors sont généralement non articulés.

Figure 1.9 – Les Quadrotors.

Translation Verticale : le contrôle vertical se fait par variation de la vitesse de rotation des
rotors. Pour un vol stationnaire, la vitesse de rotation est la même que pour les 4 rotors, de
façon à ce que la poussée globale des quatre rotors compense le poids de l’appareil. Pour
changer l’altitude, on fait varier identiquement la vitesse de rotation des 4 rotors.

Translation horizontale : on fait varier l’assiette de l’appareil, ce qui permet de modifier le
vecteur translation en grandeur et en direction de chaque rotor.

Lacet : le lacet s’obtient par la différence de couple de frottement créée au niveau des rotors. Il
suffit donc d’augmenter la vitesse de rotation de deux moteurs diamétralement opposés et
diminuer la vitesse des deux autres moteurs. Ainsi la poussée globale est maintenue, mais
il y a apparition d’un couple résultant.

Tangage et Roulis : le roulis et le tangage à altitude constante sont obtenus de la façon sui-
vante : il faut faire varier la vitesse des moteurs des rotors diamétralement opposés. On
augmente la vitesse de l’un et on diminue la vitesse de l’autre (On conserve la force globale
opposée au poids). Le quadrirotor s’incline du côté où l’on a ralenti la vitesse du moteur
et part dans cette direction.
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Figure 1.10 – Mouvement du drone en fonction de la vitesse des rotors.

1.2.2 Les cellules convertibles

Les deux grandes familles de convertibles que nous faisons apparâıtre ici sont les convertibles
à variation de structure et les convertibles basculant entièrement.

1.2.2.1 Convertibles à variation de structure

Dans le monde des mini-drone des nombreux travaux effectués sur les drones convertibles
à variation de structure. Gary Gress du Gress Aerospace au Canada a développé un modèle
miniature d’un birotor avec des rotors orientables (figure. (1.11)).

Principe de vol
Le principe est de faire basculer l’hélice d’une position verticale en vol stationnaire à une

position horizontale en vol d’avancement. En vol stationnaire, l’hélice assure la sustentation.
L’appareil est muni de voilures fixes qui assurent la sustentation du véhicule en vol d’avancement
pendant que l’hélice joue un rôle propulsif. Dans cette configuration, le véhicule est équipé de
deux rotors libres tournant en sens contraires, situés à l’extrémité d’une voilure fixe. Chaque
groupe (moteur + rotor) est articulé autour du plan fixe. L’inclinaison de chaque rotor est
indépendante, bien qu’un secours mécanique permette une articulation commune si l’un des
moteurs commandant le basculement tombe en panne. Un basculement symétrique provoque
le départ en translation du véhicule. Lors du vol stationnaire, un basculement antisymétrique
permet de contrôler le lacet, et la différence de vitesse de rotation des deux hélices crée un
couple de roulis. Lors du vol d’avancement, le lacet est géré par les dérives situées à l’arrière du
véhicule, et le plan fixe est muni d’ailerons qui commandent la mise en virage, comme pour un
avion traditionnel. La position des rotors en extrémité de voilure permet d’accrôıtre la taille des
hélices et d’augmenter la sustentation en conséquence. Cependant, l’exposition des pales rend ce
véhicule peu manœuvrable en milieu urbain. L’articulation indépendante des rotors augmente
les coûts de maintenance du véhicule. La caractérisation des effets aérodynamiques en phase de
transition reste largement méconnue, et le pilotage de ces engins est délicat. On notera que les
convertibles à rotor basculant bénéficient d’une bonne maturité technologique acquise par les
américains au cours du développement et de la mise en service opérationnel du Bell V22-Osprey.
Encore que les nombreux accidents dus à la rupture de l’élément basculant aient fortement érodés
la confiance des militaires en ce genre de concept.
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Figure 1.11 – Prototype de birotors pivotants réalisé par Gary Gress en 2003.

1.2.2.2 Les convertibles rotor/aile (convertiplanes)

Il s’agit de convertir la voilure tournante en voilure fixe pour le vol d’avancement : en vol
stationnaire, un rotor à réaction est mis en rotation pour assurer la sustentation. En vol d’avan-
cement à faible vitesse, le rotor est toujours en rotation pour assurer la sustentation, secondée
par des voilures fixes situées à l’avant et à l’arrière. A partir d’une certaine vitesse d’avancement,
la portance générée par ces surfaces fixes est suffsante pour pouvoir se passer du rotor. Le rotor
est alors déchargé progressivement et verrouillé en position perpendiculaire au fuselage pour
constituer une troisième aile. L’air comprimé envoyé en extrémité de pale est détourné vers une
tuyère située à l’arrière du véhicule pour équilibrer la trâınée. Pour atterrir, le rotor est remis
en mouvement progressivement pour assurer une capacité d’atterrissage à la verticale.

La conversion d’une voilure tournante à une voilure fixe se paie au prix d’une conception
largement sous-optimale du rotor, ce qui se traduit par un surdimensionnement du moteur et
une réduction de la charge utile embarquable. C’est ce qui explique que les concepts de Y-wing
(rotor convertible tripale) ou de X-wing (rotor convertible quadripale), développés au cours de
la guerre du Vietnam pour disposer d’un hélicoptère de combat capable de vitesses de croisières
élevées, ont été peu à peu abandonnés. Le concept de convertible rotor/aile retrouve actuellement
une seconde jeunesse avec le projet DragonFly de Boeing.

(a) Le X-wing (b) le Boeing Dragonfly

Figure 1.12 – Convertiplanes



1.3. TECHNOLOGIE DES CAPTEURS POUR LA LOCALISATION DES DRONES 15

1.3 Technologie des capteurs pour la localisation des drones

Les capteurs servent principalement à effectuer des mesures tridimensionnelles (position,
vitesse, orientation, accélération . . .) permettant d’alimenter des entrées en temps réel pour les
lois de commande.
Ces mesures sont effectuées par différents types de capteurs :

1.3.1 Capteurs à ultrasons

Un capteur à ultrason (figure. 1.13(a)) est composé de trois compartiments : un émetteur,
un récepteur et un micro-contrôleur PIC.
Il sert à détecter l’obstacle et à mesurer la distance de séparation. Se munir uniquement d’un
capteur à ultrason pour la mesure de position peut donner des résultats erronés. En effet, en
couvrant les lieux, l’onde peut tomber sur différents obstacles à chaque instant et à des distances
différentes. Il est donc primordial de l’associer à un autre capteur de position.

(a) (b) (c)

Figure 1.13 – (a) Capteur à ultrasons. (b) Caméra. (c) Système de positionnement général.

1.3.2 Caméra

Le capteur le plus riche en données pouvant exister est une caméra.
En général, nous pouvons classer les caméras en deux catégories (figure. 1.13(a)) :
– Caméra numérique.
– Caméra analogique.

Le choix de la caméra dépend de son embarquabilité, ses capacités de calculs et de l’application
même.

1.3.3 Système de positionnement général (GPS)

Le GPS est un système de positionnement par satellites (figure. 1.13(c)) assez précis “la
précision pouvant atteindre le mètre en présence de filtrage”. L’utilisation de la localisation par
le système GPS est très vaste ; elle touche plusieurs domaines : le transport (aérien, maritime
. . .), étude géographique, assistance aux équipe de secours . . .

1.3.4 Centrale inertielle

La centrale inertielle est une carte intégrant trois types de capteurs (figure. 1.14(a)) :
– Trois gyroscopes : Le mot gyroscope est un mot grec signifiant“ qui regarde la rotation”. Un
gyroscope est un appareil qui exploite le principe de la conservation du moment angulaire
en mécanique des solides.
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– Trois magnétomètres : un magnétomètre est un appareil qui sert à mesurer l’aimanta-
tion d’un système. Dans notre cas le magnétomètre sert à calculer le champ magnétique
terrestre.

– Trois accéléromètres : un accéléromètre est un capteur qui, fixé à un mobile, permet de
mesurer l’accélération de ce dernier.

Ces capteurs forment un trièdre orthogonal, servant à mesurer en temps réel les mouvements du
drone (accélération, vitesse angulaire). Ces mesures sont exprimées dans un trièdre direct défini
comme le système de coordonnées fixe du capteur. Ce système est aligné avec le bôıtier de la
centrale inertielle. En intégrant la mesure de l’accélération tri-axiale donnée par l’accéléromètre,
nous récupérons la mesure de la vitesse ; en l’intégrant une deuxième fois nous aurons la position.
Or cette intégration engendre une erreur au niveau des mesures. En effet, toute mesure effectuée
par la carte inertielle peut être entachée d’erreurs de mesures dues aux bruits des moteurs,
et par intégration ces erreurs augmentent. Ainsi, un filtrage numérique associé aux mesures
s’avère nécessaire. En récupérant la matrice d’attitude prédite par intégration des gyros, nous
constatons qu’elle est bruitée par rapport à la matrice d’attitude mesurée. En littérature, les
algorithmes de filtrage classiquement utilisés sont de type filtrage complémentaire ou filtrage
de Kalman (classique ou étendu). L’inconvénient de ces algorithmes c’est qu’ils sont linéaires
et n’exploitent pas le groupe des matrices de rotation et l’algèbre de lie qui lui est associée. La
création d’algorithme de filtrage approprié est alors recommandé (filtrage non-linéaire exploitant
la structure du groupe des matrices de rotation et la variété sous-jacente associée [63, 83, 121]).

(a) (b)

Figure 1.14 – (a) Centrale inertielle. (b) Carte intelligente.

1.3.5 Carte intelligente

La carte intelligente (figure. 1.14(b)) peut être comparée au cerveau du drone ; c’est son
élément principal. Elle gère l’ensemble des capteurs embarqués sur la machine sauf la caméra
qui transmet ses données images à la base au sol, où elle sont traitées.

D’autres cartes peuvent être incorporées dans le drone afin de renforcer ses liens avec la base
au sol (carte pour liaison radio [63]), et d’autres lui fournissant plus d’informations pour raffiner
les données (carte de gestion d’un ensemble de proximité varié [63]).

1.4 Mission et Application des drones

Les drones sont développés à l’origine pour remplacer l’homme dans des environnements
hostile ou des situations dangereuses. Ces engins sans pilotes présentent de nombreux avantages,
c’est très probablement dans le domaine civil comme dans le domaine militaire que les drones
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sont appelés à jouer le plus grand rôle, et ce du fait de leur souplesse, et de leur polyvalence
d’emploi ; les exemples d’applications potentielles sont divers :

– Dans le domaine de la sécurité : surveillance de l’espace aérien, du trafic urbain et inter-
urbain ;

– Dans la gestion des risques naturels : surveillance de l’activité des volcans ;
– La protection de l’environnement : mesure de la pollution de l’air, surveillance des forêts ;
– L’intervention dans des sites hostiles : milieux radioactifs, déminage des terrains (carto-
graphie de terrains minés) ;

– La gestion des grandes infrastructures : barrages, lignes à haute tension, pipelines ;
– L’agriculture : détection et traitement des cultures ;
– La prise de vue aérienne dans la production des films ;
– Télécommunications mobiles, publicité et radiodiffusion (télévision, ...) ;
– Géodésie et mesures atmosphériques.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, la définition d’un drone, et un rappelle sur les diffé-
rentes classifications. Un état des lieux des différents concepts réparti en deux grandes familles
qui sont les cellules à voilures tournantes et les cellules convertibles.
On constate que le monde des drones en général et celui des quadrirotors en particulier a connu
ces dernières années un intérêt croissant vu les développements et les avancées technologiques,
et doués de réelles capacités de navigation autonome à des multiples applications civiles et mi-
litaires.
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Chapitre 2

Modélisation d’un hélicoptère type
quatre rotor

Introduction

Le modèle dynamique complet d’un hélicoptère est relativement difficile à établir et nécessite
une étude mathématique assez poussée. Ainsi, il ne sera exposé ici que des notions de base
et simplifiées, par ailleurs nous renvoyons le lecteur vers [123] par exemple, pour une étude
complète. Nous restreignons, donc, notre étude au cas où l’hélicoptère réalise des manœuvres
proches du vol plané. Dans cette approche de modélisation, il a été montré [74, 102, 50], sous
certaines hypothèses que nous évoquerons par la suite, que la dynamique de l’hélicoptère peut
être considérée comme étant la dynamique du corps rigide associé au fuselage auquel est ajouté
les forces aérodynamiques générées par le mouvement des quatre rotors. Pour cette raison, nous
commençons cette section par décrire la dynamique d’un corps rigide puis nous généraliserons
l’étude au cas de Quadrotor.

2.1 Modélisation dynamique d’un hélicoptère

2.1.1 Dynamique d’un corps rigide

Dans la littérature, pour établir le modèle dynamique d’un corps rigide [111], deux forma-
lismes de base peuvent être utilisés : le Formalisme d’Euler-Lagrange ou le Formalisme de
Newton-Euler. Avant d’établir les équations du mouvement d’un corps rigide, commençons
tout d’abord par définir quelques notations usuelles.

Soit A un corps rigide et soit A = {Ea1 , E
a
2 , E

a
3} le repère lié à ce corps rigide. Soit O =

{Ex, Ey, Ez} le repère inertiel de référence lié à la terre, tel que l’axe vertical Ez soit dirigé vers
le bas (figure. (2.1)). Soit ξ = (x, y, z) le vecteur position du centre de masse du corps rigide
exprimé dans le repère inertiel O.

Remarque : On choisit Ea1 et Ea3 de telle sorte qu’ils définissent un plan de symétrie longi-
tudinal par rapport au corps du fuselage, Ea2 , quant à lui, est orthogonal à ce plan et définit,
ainsi, l’axe de tangage de l’hélicoptère. En outre, soit R ∈ SO(3) la matrice de rotation, matrice
donnant l’orientation du corps rigide par rapport au repère inertiel, donc R : A → O. Comme
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Figure 2.1 – Modèle géométrique d’un corps rigide.

il est montré dans [111], la dynamique d’un corps rigide soumis à des forces et des couples ex-
térieurs (F, τ) appliqués au centre de masse du corps et exprimés dans le repère local du corps,
en utilisant le Formalisme de Newton, peut être écrite comme suit :

[
mI3×3 0

0 I

] [
V̇

Ω̇

]

+

[
Ω×mV
Ω× IΩ

]

=

[
F
τ

]

(2.1)

où m est la masse totale du corps et I ∈ ℜ3×3 est la matrice d’inertie autour du centre de masse,
exprimée dans le repère local A. Tandis que V et Ω désignent, respectivement, les vecteurs de
vitesse linéaire et vitesse angulaire du corps exprimées dans son repère local A. Soit [ξ υ R Ω]T ∈
ℜ3×ℜ3×SO(3)×ℜ3 le vecteur d’état, où ξ et υ ∈ ℜ3 représentent, respectivement, la position
et la vitesse linéaire du corps exprimées dans le repère inertiel O et Ω ∈ ℜ3 sa vitesse angulaire
exprimée dans le repère local A. En utilisant le fait que ξ̇ = υ = RV et Ω̂ = RT Ṙ, on peut
réécrire les équations du mouvement d’un corps rigide come suit :







ξ̇
υ̇

Ṙ

Ω̇






=







υ
1
m
RF

RΩ̂
I−1(−Ω× IΩ+ τ)







(2.2)

2.1.2 Paramétrisation par les angles d’Euler

Elle est la plus utilisée dans le secteur aéronautique en général et pour les hélicoptères en
particulier. Elle a l’avantage de représenter des grandeurs physiques mesurables par les cap-
teurs de situation actuellement utilisés (centrales inertielles, compas. . . ). Le paramétrage de
l’orientation s’effectue par le vecteur η :

η = [φ, θ, ψ]T (2.3)
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La matrice de rotation R ∈ SO(3) paramétrée par les angles (figure. (2.2)), autour des axes
Ea1 , E

a
2 et Ea3 respectivement, est donnée par [111] :

R(η) = exp(ê1φ)exp(ê2θ)exp(ê3ψ) (2.4)

où e1 = [1 0 0]T , e2 = [0 1 0]T , e3 = [0 0 1]T sont des vecteurs unitaires et (ê1, ê2, ê3) ∈ SO(3). La
dérivée de R(η) par rapport au temps donne les équations d’état des angles d’Euler, η = [φ θ ψ],
qui peut être définie par η̇ = W−1Ω [55], où W est une matrice de dimension (3 × 3) donnée
par :

W =





−Sθ 0 1
CθSψ Cψ 0
CθCψ −Sψ 0



 (2.5)

La matrice de rotation R est une matrice orthogonale, de déterminant unité ayant pour inverse
sa transposée. Explicitement et à partir de l’équation (2.4), et par le passage par trois rotations
successives donnée par (figure. (2.2)) :

– une rotation d’angle ψ (angle de lacet) autour de l’axe Oz1. Cette rotation est représentée
par la matrice :

Rz(ψ) =





Cψ Sψ 0
−Sψ Cψ 0
0 0 1



 (2.6)

où les notations trigonométriques suivantes sont utilisées S(.) et C(.) reprisent sin(.) et
cos(.).

– une rotation d’angle θ (angle de tangage) autour de l’axeOy1. Cette rotation est représentée
par la matrice :

Ry(θ) =





Cθ 0 −Sθ
0 1 0
Sθ 0 Cθ



 (2.7)

– une rotation d’angle φ (angle de roulis) autour de l’axe Ox1. Cette rotation est représentée
par la matrice

Rx(φ) =





1 0 0
0 Cφ Sφ
0 −Sφ Cφ



 (2.8)

donc on notera R la matrice d’orientation définie par :

R =





CθCψ CψSθSφ − CφSψ CφCψSθ + SφSψ
CθSψ SθSφSψ − CφCψ CφSθSψ − CψSφ
−Sθ CθSφ CθCφ



 (2.9)

La paramétrisation par les angles d’Euler utilise une représentation à trois paramètres corres-
pondant à des grandeurs physiques bien connues et mesurables que sont les angles de roulis,
tangage et lacet (figure. (2.2)). Cependant, comme toutes les représentations à trois paramètres,
elle présente une singularité, dans notre cas une singularité pour :

– Une rotation autour de l’axe z d’un angle ψ avec : −π < ψ < π.
– Une rotation autour de l’axe y d’un angle θ avec : −π

2 < θ < π
2 .

– Une rotation autour de l’axe x d’un angle φ avec : −π
2 < φ < π

2 .
Toutefois, l’utilisation de ce type de paramètres ne pose aucun problème pour des missions
accomplies principalement dans un mode de vol proche du vol plané. Il existe d’autres types de
paramétrisation, on peut citer par exemple, celle des quaternions qui utilise quatre paramètres
[111].
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Figure 2.2 – Définition des angles d’Euler.

2.1.3 Analyse de la modélisation dynamique d’un Quadrotor

Le système Quadrotor avec son repérage (le repère inertiel lié à la terre E = {X,Y, Z} et
le repère mobile attaché au Quadrotor B = {x, y, z}) est schématisé sur la (figure. (2.3)). Le
modèle d’un système volant de type Quadrotor est donné par le Formalisme de Newton-Euler.

On admet les hypothèses suivantes :

– La structure en fibre de carbone est supposée rigide, pour ne pas considérer l’effet de la
déformation des hélices lors de la rotation.

– La terre est supposée plate et stationnaire dans le repère inertiel.
– L’effet des moments du Quadrotor dans le mouvement de translation est négligé.
– L’hélicoptère possède une structure parfaitement symétrique ce qui induit que la matrice
d’inertie sera supposée diagonale.

– La portance et la trâınée de chaque moteur sont proportionnelles au carré de la vitesse de
l’hélice.

– Les conditions atmosphériques sont les conditions standard de pression et de température
(pas de vent).

Nous avons adopté, pour la configuration du Quadrotor, la représentation vectorielle présentée
dans [61], et qui a été repris par pas mal de chercheurs dans leurs travaux. Parmi ces travaux,
le travail publié par, S.Bouabdallah [22, 137] où il a développé un modèle pour le cas de petits
angles (approximation des fonctions sinus et cosinus).



2.1. MODÉLISATION DYNAMIQUE D’UN HÉLICOPTÈRE 23

Figure 2.3 – Configuration du Quadrotor.

2.1.3.1 Modèle cinématique et dynamique de translation

Le modèle cinématique et dynamique du mouvement de translation est donné par :

{
ξ̇ = υ
mυ̇ = −mgE3 + FRE3

(2.10)

tel que :

• ξ = (x, y, z) : Vecteur de position, définit les coordonnées du centre de gravité du système
dans le repère inertiel.

• υ̇ = (ẋ, ẏ, ż) : Vecteur de vitesses de translation de la plateforme exprimées dans le repère
inertiel.

• m : la masse du corps.
• g : l’accélération de gravité.
• R : la matrice de rotation qui permet le passage entre le repère corps (B) et le repère terre
(E) (inertiel)

• F : la force de portance appliquée au Quadrotor ; c’est la résultante des forces de poussée
générée par les quatre rotors telle que :

F =
4∑

i=1

Fi (2.11)

Sachant que : Fi(i = 1, 2, 3, 4) est la force de sustentation de chaque rotor (projetée dans le
repère attaché au corps (B)), tel que :

Fi = bω2
i

• b : la constante de portance dépendant des propriétés aérodynamiques des hélices, leur
nombre et de la densité de l’air.

• ωi : la vitesse de rotation du rotor en question (vitesse de l’hélice).

FRE3 =





CφCψSθ + SφSψ
CφSθSψ − CψSφ

CθCφ





4∑

i=1

Fi
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Remplaçons dans l’équation (2.10) par les expressions ainsi calculées, il s’en suit :

ξ̈ =





ẍ
ÿ
z̈



 =
1

m





CφCψSθ + SφSψ
CφSθSψ − CψSφ

CθCφ





4∑

i=1

Fi −





0
0
g



 (2.12)

Par conséquent, les trois équations décrivant la dynamique de translation sont données par :






ẍ = 1
m
{(CφSθCψ + SφSψ)U1}

ÿ = 1
m
{(CφSθCψ − SφSψ)U1}

z̈ = 1
m
{(CφSθ)U1} − g

(2.13)

?tant donné que :

U1 =
4∑

i=1

Fi = b(ω2
1 + ω2

2 + ω2
3 + ω2

4) (2.14)

2.1.3.2 Modèle cinématique et dynamique de l’orientation

Le modèle cinématique et dynamique du mouvement de la rotation est donné par :
{

Ṙ = RΩ

JΩ̇ = −Ω× JΩ+ τf + τg
(2.15)

Avec :

• Ω = (p, q, r) : Vecteur vitesses de rotation du Quadrotor exprimées dans le repère (B)(lié
à la plateforme) définies en fonction des variations des angles : du roulis, du tangage et du
lacet (φ̇, θ̇, ψ̇) et décrites dans le repère inertiel telles que :

Ω =





p
q
r



 =





φ̇
0
0



+Rx





0

θ̇
0



+RxRy





0
0

ψ̇



 (2.16)

Posons :

M =





1 0 −Sθ
0 Cφ SφCθ
0 −Sφ CφCθ



 (2.17)

Alors Ω aura pour expression :

Ω =





p
q
r



 =M





φ̇

θ̇

ψ̇



 =





φ̇− ψ̇Sθ
θ̇Cφ + ψ̇SφCθ
−θ̇Sφ + ψ̇CφCθ



 (2.18)

Remarque :

La plupart des cas étudiés dans la littérature travaillent avec un modèle simplifié du Qua-
drotor. Dans notre cas, nous allons procéder de même i.e ; on considère le cas de petits
angles, alors la fonction sin est prise égale à 0, et la fonction cos est pris égal à 1, ceci
aura pour effet de confondre les deux vecteurs : (p, q, r)T et (φ̇, θ̇, ψ̇)T alors M = I3×3.

Donc :







Ω =





1 0 0
0 1 0
0 0 1









φ̇

θ̇

ψ̇



 =





φ̇

θ̇

ψ̇





Ω̇ =





φ̈

θ̈

ψ̈





(2.19)
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• J : est la matrice d’inertie diagonale donnée par :





Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz



 (2.20)

• τg : est l’ensemble des couples dus à l’effet gyroscopique, ces couples gyroscopiques sont
produits par la rotation des pales du Quadrotor, ils s’expriment par :

τg =

4∑

i=1

Ω ∧ JrWi (2.21)

Où :
Jr : est l’inertie du rotor et Wi =

[
0 0 (−1)i+1ωi

]T
(ωi : la vitesse de rotation d’un rotor).

• τf : représente le vecteur des moments développés par l’hélicoptère dans son propre repère,
il est donné par :

τf =





d(F4 − F2)
d(F3 − F1)

M1 −M2 +M3 −M4



 (2.22)

Avec :
– d : est la distance entre le centre de masse du Quadrotor et l’axe de rotation du rotor.
– Mi(i = 1, 2, 3, 4) : est le couple de la trâınée généré par chaque rotor et qui oppose la
rotation des pales (dû à la résistance de l’air) tel que :

Mi = kdω
2
i (2.23)

kd : étant le coefficient aérodynamique de trainée dépendant des propriétés aérodynamqiues
des hélices, leur nombre et de la densité de l’air.

• Le terme Ω ∧ (JΩ) est donné par :

Ω ∧ (JΩ) =





(Izz − Iyy)θ̇ψ̇

(Ixx − Izz)φ̇ψ̇

(Iyy − Ixx)φ̇θ̇



 (2.24)

Alors, les équations de la dynamique de l’orientation peuvent être exprimées par :






φ̈ = 1/Ixx

{

(Iyy − Izz)θ̇ψ̇ + Jrθ̇Ω̄ + dU2

}

θ̈ = 1/Iyy

{

(Izz − Ixx)φ̇ψ̇ − Jrφ̇Ω̄ + dU3

}

ψ̈ = 1/Izz

{

(Ixx − Iyy)φ̇θ̇ + dU4

}
(2.25)

Où :
Ω̄ = (ω1 − ω2 + ω3 − ω4) (2.26)

U2 = (F4 − F2) (2.27)

U3 = (F3 − F1) (2.28)

U4 = kd(ω
2
1 − ω2

2 + ω2
3 − ω2

4) =M1 −M2 +M3 −M4 (2.29)

A signaler que U1, U2, U3, et U4 sont les entrées de commande du système qui s’écrivent en
fonction des vitesses des quatre rotors comme suit :







U1

U2

U3

U4






=







b b b b
0 −b 0 b
−b 0 b 0
kd −kd kd −kd













ω2
1

ω2
2

ω2
3

ω2
4







(2.30)
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En conséquence, on tire de l’équation (2.13) et (2.25) le modèle dynamique complet qui régit la
dynamique du Quadrotor :







φ̈ = 1/Ixx

{

(Iyy − Izz)θ̇ψ̇ + Jrθ̇Ω̄ + dU2

}

θ̈ = 1/Iyy

{

(Izz − Ixx)φ̇ψ̇ − Jrφ̇Ω̄ + dU3

}

ψ̈ = 1/Izz

{

(Ixx − Iyy)φ̇θ̇ + dU4

}

ẍ = 1/m {(CφSθCψ + SφSψ)U1}
ÿ = 1/m {(CφSθCψ − SφSψ)U1}
z̈ = 1/m {(CφSθ)U1} − g

(2.31)

2.2 Représentation d’état

Le modèle (2.31) peut être réécrit dans l’espace d’état sous la forme ẋ = F (x) +G(x, U) en
considérant x = [x1, . . . , x12]

T comme vecteur d’état du système.

Soit :
x =

[

φ φ̇ θ θ̇ ψ ψ̇ x ẋ y ẏ z ż
]T

(2.32)

f =







ẋ1 = x2
ẋ2 = a1x4x6 + a2x4Ω̄ + b1U2

ẋ3 = x4
ẋ4 = a3x2x6 + a4x2Ω̄ + b2U3

ẋ5 = x6
ẋ6 = a5x2x4 + b3U4

ẋ7 = x8
ẋ8 =

U1

m
Ux

ẋ9 = x10
ẋ10 =

U1

m
Uy

ẋ11 = x12
ẋ12 =

Cx1Cx3
m

U1 − g

(2.33)







a1 = (
Iyy−Izz
Ixx

)

a2 = ( Ir
Ixx

)

a3 = ( Izz−Ixx
Iyy

)

a4 = (−Ir
Iyy

)

a5 = (
Ixx−Iyy
Izz

)

b1 = ( d
Ixx

)

b2 = ( d
Iyy

)

b3 = ( 1
Izz

)

(2.34)

et {
Ux = (Cx1Sx3Cx5 + Sx1Sx5)
Uy = (Cx1Sx3Cx5 − Sx1Sx5)

(2.35)

2.2.1 Liaisons non holonomes

Dans un cas idéal, un robot peut se déplacer dans n’importe quelle direction, c’est-à- dire
que le robot possède autant de degrés de liberté que de paramètres de configuration, le nombre
de degrés de liberté représentant l’ensemble des mouvements que peut réaliser le robot grâce
à ses articulations. Or un robot réel est soumis à des contraintes lors de ses déplacements :
par exemple une articulation de type rotöıde qui ne permet qu’une rotation de 45 degrés. Ces
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contraintes sont appelées des contraintes cinématiques et elles réduisent l’ensemble des chemins
permettant d’atteindre une configuration donnée à partir de la configuration courante du robot.
On peut considérer deux grandes classes :

– Les contraintes holonomes qui réduisent l’ensemble des configurations admissibles sans
remettre en cause l’existence d’un chemin.

– Les contraintes non-holonomes qui contraignent le champ des vitesses du robot. Une roue
donne un bon exemple de la non-holonomie : elle ne peut se déplacer que dans la di-
rection perpendiculaire à son axe de rotation. F est alors de la forme F (q, q̇, t) = 0 (ou
F (q, q̇, t) ≤ 0 ou F (q, q̇, t) ≥ 0) et n’est pas intégrable. q̇ appartenant à l’espace des vec-
teurs vitesses V de dimension n, une contrainte non-holonome d’égalité définit un sous
de V de dimension(n − 1) alors qu’une contrainte d’inégalité réduit l’espace des vitesses
autorisée à un sous-ensemble de V . Ainsi, un robot est dit non-holonome s’il possède au
moins une contrainte de non-holonomie [7, 6, 22, 137].

Dans le cadre de notre projet, nous nous intéresserons plus particulièrement aux contraintes
de non-holonomie caractérisant les relations liant les deux angles φ et θ et les composantes du
vecteur accélération. Ces relations sont obtenues en manipulant les trois dernières équations du
modèle dynamique simplifié (2.31) comme le suivant :

{

tanθ =
ẍCψ+ÿSψ

z̈+g

Sφ = m
U1

(ẍSψ + ÿCψ)
(2.36)

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous allons décrire les mouvements de base du Quadrotor, puis nous al-
lons donné un modèle dynamique du système par le formalisme de Newton. Le modèle complet
comprend presque tout les phénomènes physiques agissant sur le Quadrotor. Ce dernier modèle
montre la nature couplée, complexe, non linéaire, multi variable et le sous-actionnement de notre
drone, ce qui rend la synthèse de la commande relativement difficile.

Enfin, un modèle d’état simplifié (modèle valable dans le cas de petits angles) est adopté
comme modèle utilisé pour la commande de l’hélicoptère. Ce modèle contient des paramètres
qui peuvent changer suite à un changement dans la structure (les inerties, la masse etc.) ou
l’un de ses composants (hélices, moteurs à courant continu . . .) ou même quand il est soumis à
des perturbations. Par conséquent, la commande qui va être appliquée pour la stabilisation du
Quadrotor doit être en mesure de tenir en compte ces éventuelles perturbations et variations
paramétriques.
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Chapitre 3

Synthèse de Lois de Commande pour
Quadrotor

Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est la synthèse de lois de commande stabilisantes en terme
de translation et d’orientation pour le Quadrotor. On présente les fondements et les aspects
théoriques de deux techniques de commande, la première, est la commande par mode de glisse-
ment, l’autre est la commande par backstepping. Puis, on valide les approches exposées sur le
modèle du quadrirotor.

Avec la complexité de modèle du quadrirotor, les correcteurs classiques deviennent impuis-
sants et donnent souvent des résultats moins performants. Pour surmonter ce problème, la ten-
dance des recherches actuelle est vers les commandes non linéaires robustes qui donnent des ré-
sultats acceptables dans des larges domaines de fonctionnement. Parmi ces techniques, on trouve
la commande par mode de glissement qui, depuis longtemps, fait l’objet de plusieurs travaux de
recherche ; seule ou en hybridation avec d’autres techniques de commande [24, 2, 115, 25, 26].
La commande par backstepping, est une autre technique de commande non linéaire qui est aussi
jugée robuste, la synthèse d’une telle commande se fait de manière systématique et basée sur
l’approche de Lyapunov.

3.1 État de l’art de la commande du Quadrotor

Le problème de la commande d’un corps rigide a attiré un intérêt considérable depuis les an-
nées 50 dans les communautés scientifiques de l’aéronautique, de l’automatique et la robotique.
Plusieurs systèmes comme vaisseaux spatiaux, satellites, hélicoptères, missiles tactiques, les ro-
bots manipulateurs, sous-marins et d’autres entrent dans le cadre de corps rigide avec le besoin de
commande. Plusieurs approches pour le corps rigide ont été appliquées : la commande optimale
en temps minimum [138], la commande basée sur la représentation du quaternion [47, 68, 162],
la commande prédictive appliquée au vaisseau spatial dans [163] et au micro satellite dans [65],
backstepping [78, 141], et la commande robuste appliquée aux missiles tactiques [131, 145].
Dans le cas de quadrirotor, quelques approches ont été également développées :

– La commande est faite en utilisant la théorie de Lyapunov [23, 31, 92, 118], selon cette
technique, il est possible d’assurer, sous certaines conditions la stabilité asymptotique de
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l’hélicoptère.
– La commande est fournie par PD2-feedback appliquée sur l’attitude du véhicule ce qui a
donné une convergence exponentielle [25, 150] et par les structures de PID [137].

– La commande emploie les techniques adaptatives [4, 108]. Ces méthodes fournissent de
bonnes performances avec des incertitudes paramétriques et des dynamiques non-modelées.

– La commande est basée sur le régulateur quadratique linéaire (LQR) [137, 92, 93]. Dans
cette technique le signal d’entrée optimal est obtenu en résolvant l’équation de Ricatti dont
la résolution analytique est un peu difficile à calculer.

– La commande est réalisée par le Backstepping [99, 101, 100, 24]. Dans ces dernières pu-
blications la convergence des états internes du Quadrotor est garantie, mais beaucoup de
calcul est requis.

– La commande est fournie par le feedback-dynamique [107, 8]. L’objectif de la technique
est de transformer la boucle fermée du système en sous-systèmes linéaire, contrôlables et
découplés.

– La commande est basée sur un feedback-visuel. La caméra utilisée pour ceci peut être
montée à bord [60, 158, 62] (fixée sur l’hélicoptère) ou fixée sur la terre [116, 40].

– Autres algorithmes de commande intelligente tels que : Les techniques de la logique floue
[38, 166], les réseaux de neurones [148, 114, 159] et l’apprentissage par renforcement.
En ce qui concerne notre travail nous avons adopté une stratégie de commande basée prin-
cipalement sur la décomposition du système d’origine en deux sous systèmes ; le premier
concerne la commande en position tandis que le second est celui de la commande en orien-
tation ainsi que l’introduction des contraintes non holonomes dans le schéma général de
commande.
Le schéma ci-dessous (3.1) présente la stratégie de commande adoptée [161].

Figure 3.1 – Schéma de control de Quadrotor.

Le choix des différentes techniques de commande ci-dessus n’est pas fortuit considérant les
avantages majeurs qu’elles peuvent nous assurer à savoir :

1. La stabilité au sens de Lyapunov.

2. La robustesse et la dynamique des trajectoires désirées.

3. la prise en considération de toutes les non linéarités du système.

3.2 Principe de la commande par mode de glissement (SMC)

L’idée de base de la commande par régime glissant est premièrement d’attirer les états du
système dans une région convenablement sélectionnée, puis de concevoir une loi de commande
qui maintiendra toujours le système dans cette région. En résumé, une commande par régime
glissant est divisée en deux parties [24, 26, 167] :

u = ug + ueq (3.1)

ug : Le glissement est utile pour compenser les incertitudes du modèle. Il est constitué de la
fonction signe « sign » de la surface de glissement (s), multipliée par une constante Kg. La
surface de glissement est définie dans l’espace d’état des erreurs afin de garantir la convergence
des états.
ueq : La commande équivalente ou nominale est déterminée par le modèle du système, dans ce
cas il s’agit d’un modèle linéaire ou non linéaire. Cette partie est conçue avec la méthode de
la commande équivalente, dont le principe est basé sur la détermination du comportement du
système lorsqu’il est sur la surface de glissement (s).

3.2.1 Notions de base de la commande SMC

Soit le système donné par :

ẋ = f(x) + g(x, u) (3.2)
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ẋ1

x1

0

0

s = 0

Figure 3.2 – Mode de glissement.

où x = (x1, . . . , xn)
T ∈ X une variété différentiable, u représente la commande du système, f et

g sont des champs de vecteur, définis sur X

3.2.1.1 Surface de glissement

Pour des raisons de stabilisation et de définition d’une dynamique désirée du système dans
le mode de glissement, la surface de glissement peut être choisie en générale comme étant un
hyperplan passant par l’origine de l’espace.

La surface (s) est donnée par :
si = ėi + λiei (3.3)

avec :
ei = xi − xdi (3.4)

où
λi : paramètre de la surface de glissement.
xi : état du système.
xdi : état désiré.

3.2.1.2 Condition d’existence et d’unicité du régime glissant

Un régime glissant existe sur une surface de glissement si et seulement si, dans un voisinage
de la surface de glissement toutes les trajectoires du système sont dirigées vers elle. En d’autres
termes :

lim
s→0−

ṡ(x) ≥ 0 lim
s→0+

ṡ(x) ≤ 0 (3.5)
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3.2.2 Les systèmes à structure variable en mode de glissement

L’idée de base de la commande par régime glissant est d’attirer les états du système dans
une région convenablement sélectionnée, puis de concevoir une loi de commande qui maintiendra
toujours le système dans cette région.
Les théories de la commande des systèmes qui commutent entre deux valeurs fixes (umin, umax),
constituent un cas particulier de la théorie des systèmes à structure variable. Cette dernière a
donné naissance aux notions de régimes glissants qui se sont par la suite étendus aux systèmes dis-
continus réalisés artificiellement [153, 130, 156], c’est-à-dire, des systèmes du type ẋ = f(x, t, u),
où f est une fonction non linéaire continue, et pour lesquels on définit une commande discon-
tinue à l’aide de la variable u. Cette approche a pour but de maintenir l’état représentatif de
l’évolution du système sur une variété (s) définie au préalable, appelée surface de glissement.
Dans ce contexte et sous certaines conditions, le système est dit en régime glissant et se trouve
alors dans l’état du système réduit de dimension inférieure à la dimension du système d’origine.
La dynamique du système, ainsi que sa stabilité sont indépendantes de la fonction f(x, t) et
dépendent uniquement des paramètres de la variété choisie s, ce qui explique l’insensibilité de
cette loi de commande vis-à-vis des perturbations et des variations paramétriques.
Ainsi, avant de s’intéresser aux régimes glissants, nous allons rappeler quelques notions relatives
aux systèmes discontinus.

3.2.2.1 Théorie des équations différentielles à second membre discontinu

Soit le système décrit par l’équation différentielle suivante :

ẋ = f(x, t, u) (3.6)

x : étant le vecteur d’état (x = (x1, . . . , xn)
T ∈ ℜ) et u la commande (u ∈ ℜ). Nous considérons

une classe générale de commandes discontinues décrites par la relation suivante :

{
u+(x) si s(t, x) > 0
u−(x) si s(t, x) < 0

, u+ 6= u− (3.7)

Les fonctions u+ et u− sont supposées continues, l’ensemble des surfaces de commutation est
donné par :

Ds = {x ∈ ℜn, s(x) = 0} (3.8)

Cet ensemble sépare l’espace d’état en deux régions D+ et D− définies comme suit :

D+ = x ∈ ℜn : s(x) > 0 et D− = x ∈ ℜn : s(x) < 0

La commande u(x, t) est appelée commande à structure variable ; ce nom provient du fait que
le système dynamique décrit par l’équation (3.6) voit sa structure varier selon sa position par
rapport à la surface de commutation s(x) = 0.

f(x, t, u) =

{
f+ = f(x, t, u+) si s(t, x) > 0
f− = f(x, t, u−) si s(t, x) < 0

(3.9)

Nous appellerons f+n et f−n les projections respectives de f+ et f− sur la normale à la surface
s(x) = 0, orientée de D+

n vers D−
n . Les conditions d’existence et d’unicité d’une solution x(t)

du système (3.6) sont fournies par le théorème de Filippov [46] suivant :

Théorème 3.1 (théorème de Filippov). Considérons le système décrit par l’équation (3.6)
satisfaisant la condition : ∣

∣
∣
∣

∂fi
∂xj

∣
∣
∣
∣
≤ K, (i, j = 1 . . . , n) (3.10)
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K étant une constante indépendante de t et x, cette condition étant vérifiée pour tout x dans
le domaine D = D− ∪ D+. Soit une fonction s(x, t) deux fois différentiable, telle que chacune
des fonctions f+n et f−n est continue par rapport à x et t, pour x solutions de s(x) = 0, et le
vecteur h = f+n − f−n est continûment différentiable. Si en chaque point de la surface s(x) = 0,
les inégalités f+n < 0 et f−n > 0 sont vérifiées, il existe alors dans le domaine D, une solution
unique xs(t) du système (3.8) qui dépend des conditions initiales de façon continue.

La solution unique xs(t) du système (3.6) sur la surface s(x) = 0 de discontinuité est donnée
par la définition suivante :

Définition 1 (Filippov). La solution du système (3.8), pour tout x ∈ Ds est définie par :

{
x ∈ Ds

ẋ = fsm ∈ {conv(F )x ∩ Txs}
(3.11)

Où conv(F )x est le plus petit espace convexe engendré par f+ et f− en x, conv(.) sa fermeture,
Txs l’espace tangent à s en x.

soit :
fsm = µf+ + (1− µ)f−, 0 ≤ µ ≤ 1 (3.12)

où µ est le temps relatif où la commande prend u+ et 1−µ est le temps relatif où la commande
prend u−.
D’après la définition 1, fsm est tangente à s(x) = 0, alors :

grad(s)fsm = 0 avec grad(s) =

[
∂s(x)

∂x1
, . . . ,

∂s(x)

∂xn

]

(3.13)

Les équations (3.12) et (3.13) permettent d’établir la relation :

µ =
grad(s)f−

grad(s)(f− − f+)
(3.14)

Substituons la relation (3.12) dans (3.14), il résulte en mode glissant :

fsm =
grad(s)f−

grad(s)(f− − f+)
f+ −

grad(s)f+

grad(s)(f− − f+)
f− (3.15)

On représente sur la figure (3.3) le principe de la construction de champ de vecteur moyen fsm
permettant de déterminer la solution du système (3.6) lorsque x ∈ Ds.

3.2.2.2 Méthode de la commande équivalente

Cette méthode proposée par Utkin [154, 157] consiste à admettre qu’en mode de glissement
tout se passe comme si le système était piloté par une commande dite commande équivalente.
La commande équivalente est définie comme étant la commande qui rend la surface (s) invariante
dans le temps, c’est-à-dire la commande telle que ṡ = 0.

Hypothèse 1. Les trajectoires du système (3.6) sont à la surface de commutation s(x) = 0 et
ne les quittent pas. s(x) = 0, et par la suit ṡ = ds

dt
= 0.

La dérivée de la surface peut être utilisée pour caractériser les trajectoires de phase durant
les modes glissants.
En se basant sur (l’hypothèse 1.) nous avons :

ṡ =
∂s

∂x
f(x, u) = 0 (3.16)
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x1

xn

b

x

grad(S)

S(x) = 0

f+

D−

D+

fsm

f−

Figure 3.3 – Mode glissant au sens de Filippov.

La solution ueq(x) est appelée la commande équivalente, cette fonction continue est substituée
dans le système original (3.8)

ẋ = f(x, ueq) (3.17)

Cette commande rend la surface de glissement invariante, elle vérifie l’inégalité suivante [30] :

umin < ueq < umax pour x ∈ Ds

avec :
umin = min(u−(x), u+(x)) et umax = (u−(x), u+(x))

On peut dire que ueq est la valeur moyenne de u(t) lors de la commutation rapide entre umin et
umax [156, 154].
Par la suite on applique la méthode de la commande équivalente sur des systèmes non linéaires
affines en u définis comme suit :

ẋ = f(x) +B(x)u (3.18)

x ∈ ℜn, u ∈ ℜm comme pour le système (3.6), la surface si(x) = 0 est la fonction de commutation
correspondant à la commande ui(t).
On récrit l’équation (3.16) :

ṡ = G(x)f(x) +G(x)B(x)ueq = 0 (3.19)

Supposons que le produit G(x)B(x) soit non nul pour tout x, alors la commande équivalente
ueq(t) est obtenue par :

u = ueq = −(G(x)B(x))−1G(x)f(x) (3.20)

En remplaçant la valeur de ueq de la relation (3.20) dans (3.18) on obtient alors l’expression du
mode de glissement :

ẋ = [I − (B(x)G(x)B(x))−1G(x)]f(x) (3.21)



3.2. PRINCIPE DE LA COMMANDE PAR MODE DE GLISSEMENT (SMC) 35

Dans la bibliographie qui traite des problèmes de commande par mode de glissement on utilise
largement cette méthode qui permet d’avoir des solutions explicites pour les systèmes non li-
néaires affines. De plus Utkin [153, 154] a montré que la commande équivalente n’est rien d’autre
que la composante basse fréquence de la commande réellement appliquée au système physique.

3.2.2.3 Problème de réticence (Chattering problem)

Le phénomène de réticence (broutement) est le principal inconvénient de la commande par
mode de glissement. Il est dû d’une part à l’imperfection des éléments de commutation ou des
limites technologiques et physiques, tels que les retards au niveau des commutations ou des
comportements hystérésis, qui peuvent exciter des dynamiques négligées en haute fréquence.

En pratique, un régime glissant idéal n’existe pas car la fréquence de commutation des organes
de commande a une limite finie, due aux limites technologiques et physiques. La présence des
imperfections des organes de commande engendre un mouvement autour d’une couche limite
de la surface de glissement. Ce mouvement est appelé réticence ou broutement (Chattering en
anglais).

3.2.2.4 Adoucissement de la commutation

Pour remédier à l’effet de broutement, et dans le but de réduire les oscillations hautes fré-
quences, de nombreux algorithmes ont été développés. On peut citer la commande continue dans
une bande de la surface [144] ou la commande avec correction intégrale en régime permanent
[139, 140], [64].

Dans la littérature, il existe plusieurs fonctions d’adoucissement de la commande. Parmi ces
fonctions, on trouve la fonction de « saturation », la fonction « comsin », la fonction « smooth »,
et la fonction « comarctg ».

3.2.2.5 La Fonction de saturation

Cette fonction [142] consiste à substituer à la commutation une droite de pente s(t)
ϕ

dans la
couche interne de la surface de discontinuité que nous appelons « couche limite » (figure. 3.4).

L’expression de cette fonction est donnée par :

sat(s(t)) =

{
s(t)
ϕ

si |s(t)| ≤ ϕ

sign(s(t)) si |s(t)| > ϕ
(3.22)

3.2.2.6 La Fonction « comsin »

On remplace la fonction sign(s(t)) de la commande par une fonction sinusöıdal à l’intérieur
de la couche limite de la surface de glissement (figure. 3.5) :

comsin(s(t)) =

{

sin
(
π
2ϕs(t)

)

si |s(t)| ≤ ϕ

sign(s(t)) si |s(t)| > ϕ
(3.23)
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sat(s(t))

s(t)ϕ

−ϕ

Figure 3.4 – Fonction saturation sat(s)

comsin(s(t))

s(t)ϕ

−ϕ

Figure 3.5 – Fonction comsin
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3.2.2.7 La Fonction « smooth »

Elle est définie par [64] :

smooth(s(t)) =
s(t)

|s(t)|+ ϕ
(3.24)

smooth(s(t))

s(t)

pente 1
ϕ

Figure 3.6 – Fonction smooth(s(t))

3.2.2.8 La Fonction « comarctg »

Elle est définie par :

comarctg(s(t)) =
2

π
arctan

(
s(t)

ϕ

)

(3.25)

arctg(s(t))

s(t)

pente 1
1.6ϕ

Figure 3.7 – Fonction comarctg
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3.2.3 Synthèse de la commande par mode de glissement pour le Quadrotor

Premièrement, on choisit les surfaces de glissement (s) en fonction des erreurs de poursuite,
ce qui donne :







sφ = e2 + λ1e1
sθ = e4 + λ2e3
sψ = e6 + λ3e5
sx = e8 + λ4e7
sy = e10 + λ5e9
sz = e12 + λ6e11

(3.26)

avec : {
ei+1 = ėi
ei = xid − xi

i ∈ [1, 11] et λi > 0

On prend la première surface et on montre les étapes de calcul de la commande pour la
variable θ, la fonction de Lyapunov candidate est comme suit :

V (sθ) =
1

2
s2 (3.27)

Pour garantir la stabilité asymptotique au sens de Lyapunov, il faut avoir V̇ (sθ) < 0, ce qui
mène à sθṡθ < 0, qui est la condition nécessaire de glissement. On choisit :

ṡθ = −k1sign(sθ) = ẍ1d − ẋ2 + λ1ė1 = −a1x4x6 − a2x4Ω̄− b1U2 + ẍ1d + λ1(ẋ1d − x2) (3.28)

il en résulte :

U2 =
1

b1

(
k1sign(sθ))− a1x4x6 − a2x4Ω̄ + ẍ1d + λ1(ẋ1d − x2)

)
(3.29)

On sait que U2 = U2attractive + U2eq donc :

U2attractive = k1
b1
sign(sθ)

U2eq = 1
b1

(
−a1x4x6 − a2x4Ω̄ + ẍ1d + λ1(ẋ1d − x2)

) (3.30)

Les autre commandes sont calculées de la même façon, ils sont données par :







U3 = 1
b2

(

k2sign(sφ) + λ2e2 − a3x2x6 − a4x2Ω̄ + φ̈d

)

U4 = 1
b3

(

k3sign(sψ) + λ3e6 − a5x2x4 + ψ̈d

)

Ux = m
U1

(k4sign(sx) + λ4e8 + ẍd) , où U1 6= 0

Uy = m
U1

(k5sign(sy) + λ5e10 + ÿd) , où U1 6= 0

U1 = m
Cx1Cx3

(k6sign(sz) + λ6e12 + g + z̈d)

(3.31)

Tel que : (ki, λi) ∈ ℜ.

3.2.4 Résultats de simulation

Dans cette section, nous avons présenté les résultats de simulation issus de l’application de
la technique de commande mode glissant (SMC) vues précédemment sur le quadrirotor.

Les trajectoires de référence sont respectivement : (xd = yd = zd = 10m), et pour l’angle de
lacet (ψd = 1rad).
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Figure 3.8 – Entrées de la commande par mode glissement.

(a) (b)

Figure 3.9 – (a) Poursuite des trajectoires selon les axes (x, y, z), et le lacet (ψ), (b) Zoom de
poursuite des trajectoires.
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(a) (b)

Figure 3.10 – (a) Trajectoire à grand hélicöıdale, (b) Trajectoire à petit hélicöıdale.

D’après la figure (3.9), on remarque une bonne poursuite de la trajectoire désirée avec des
erreurs relativement petites. Tout en observant l’apparition du chattering (broutement) aux fi-
gure (3.8), dû au terme de correction qui contient la fonction « sign ».

L’utilisation d’une loi de commande par modes glissants peut, dégrader les performances du
systeme et même conduire à l’instabilité. De plus le chattering peut provoquer d’importantes
sollicitations mécaniques au niveau des actionneurs et, à terme engendrer leur usure rapide.

Dans la littérateur, pour remédier à ce problème, on remplace la fonction « sign » par
des fonctions plus lisses comme la fonction « smooth » pour éliminer le problème du chatte-
ring. Malheureusement, l’utilisation des fonctions lisses à la place de la fonction signe réduit
considérablement la robustesse de la commande par mode de glissement. Pour garder la ro-
bustesse et éliminer en même temps le phénomène de chattering les chercheurs ont proposés
d’utiliser la commande « Super Twisting » qui réalise un régime de glissement d’ordre deux qui
sauvegarde les propriétés principales du mode glissant d’ordre un (convergence en temps fini,
robustesse)[48, 119, 89, 11].

Dans la partie suivante, on présente une nouvelle commande qui repose sur la fonction
du Lyapunov et de fragmenter le système en un ensemble de sous-systèmes imbriqués d’ordre
décroissant qui s’appelé le « Backstepping »
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3.3 Conception de loi de commande par Backstepping

Durant ces dernières années, une grande partie de la communauté scientifique s’est intéressée
à la recherche des procédures récursives pour la mise au point des lois de commande pour les
systèmes non linéaires, comme par exemple le Backstepping, un certain nombre d’ouvrages
traitant de cette nouvelle approche théorique sont apparus [71, 106, 70]. Des applications à
des procédés ont aussi été présentées dans la littérature [91, 58]. Ces techniques maintenant
relativement connues sont essentiellement basées sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov
pour ce qui est de l’étude de la stabilité.

La théorie de Lyapunov est un outil important, aussi bien pour les systèmes linéaires que
les systèmes non linéaires, malheureusement son utilisation dans le contrôle des systèmes non
linéaires est souvent gênée par des difficultés de trouver une fonction de Lyapunov appropriée
pour un système donné, si on peut trouver une telle fonction le système est stable, mais la tache
de la trouver est malheureusement délaissée pour l’imagination et l’expérience du concepteur
[51, 44].

Le Backstepping est une méthode systématique pour la conception de contrôle non linéaire,
elle peut être appliquée pour une classe générale de systèmes. Son nom se reporte à la nature
récursive de la conception de la procédure. En premier, un petit sous système est considéré pour
lequel une loi de commande virtuelle est conçue, puis la conception est étendue sur plusieurs
étapes jusqu’à ce que la loi de commande finale pour le système globale est construite. Durant
la conception une fonction de Lyapunov du système contrôlé est successivement construite.

Une chose important dans le Backstepping est que les non linéarités peuvent être traitées en
plusieurs moyens, les non linéarités utiles contribuant dans la stabilisation peuvent être retenues,
tandis que les non linéarités non utiles peuvent être remplacées par un contrôle linéaire [131, 44].
Contrairement au contrôle par boucle de retour linéaire, ou les non linéarités sont éliminés en
utilisant une boucle de retour non linéaire, gardé les non linéarités au lieu de les éliminés exige
un modèle moins précis et un petit effort de contrôle et mieux encore, les lois de contrôle
résultant peuvent être considérées comme des lois optimales garantissant une certaine propriété
de robustesse.

L’origine du Backstepping n’est pas tout a fait clair, ceci est du à l’apparition simultané
et souvent implicite dans les articles publiés des 1980. Cependant, il est juste de dire que le
Backstepping a reçue beaucoup d’attention, grâce au travaux de professeur Kokotovic et ses
collaborateurs [79, 80, 81]. En 1992 Kannellkapoullos et al. présentaient un outil mathématique
”toolkits”pour concevoir des lois de contrôle pour une variété des systèmes non linéaires utilisant
la méthode du Backstepping [73, 3]. Durant les années suivantes, des manuels édités sont apparus
[18, 124].

3.3.1 Les Propriétés de la fonction de Lyapunov

La commande par la méthode du Backstepping est basé sur la théorie de Lyapunov [98, 96],
l’objectif de la procédure est de construire une loi de commande qui ramène le système vers
un état désiré, qui est généralement un état d’équilibre stable en boucle fermée. Dans cette
section on donne quelques notions de stabilité au sens de Lyapunov, les conditions de stabilité
des différents états d’équilibres des systèmes dynamiques non linéaires [72, 110]. La classe des
systèmes est celle dérivant des modèles de systèmes physiques qui peuvent se présenter par un
ensemble des équations différentielles ordinaires.

3.3.1.1 Première méthode de Lyapunov

Pour un système non linéaire, on s’intéresse souvent à son comportement au voisinage des
points singuliers. Si la dynamique est linéarisée au tour d’un point d’équilibre. peut-on se pro-
noncer sur la stabilité locale du système ? La réponse est donnée par le théorème de stabilité
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locale de Lyapunov, connu sous le nom de première méthode.
Ce théorème est d’une importance limitée, car il ne permet d’étudier que la stabilité d’un

point singulier (stabilité locale) et ne donne aucune information sur le domaine de stabilité
(stabilité globale) [10]. De plus, dû aux approximations du premier degré (linéarisation), il n’est
pas possible de tenir compte de tous les types de phénomènes non-linéaires.

3.3.1.2 Deuxième méthode de Lyapunov

Cette méthode est basée sur le concept d’énergie dans un système. Pour un système physique,
l’énergie est une fonction définie positive de son état. Dans un système conservatif, l’énergie reste
constante ; pour un système dissipatif, elle décrôıt. Pour ces deux cas, le système est stable. Si
l’énergie crôıt, le système est instable.

L’idée de cette méthode est d’analyser la stabilité du système, sans avoir à résoudre expli-
citement les équations différentielles non linéaires le régissant. Il suffit simplement d’étudier les
variations (signe de la dérivée) de l’énergie (ou une fonction qui lui est équivalente) le long de la
trajectoire du système (figures. 3.11). Les théorèmes suivants, qui permettent de se prononcer
sur la stabilité (ou instabilité) d’un système, sont fournis par Lyapunov [97]. Ceux-ci sont tirés
de l’article de Benaskeur [10].

Théorème 3.2 (Stabilité asymptotique). S’il est possible de trouver une fonction V (x) de
signe défini (avec V (0) = 0), dans un domaine D comprenant la position d’équilibre et dont Ia
dérivée totale par rapport au temps V̇ soit définie et de signe opposé dans le même domaine,
l’équilibre sera asymptotiquement stable dans ce domaine.

Théorème 3.3 (Instabilité). S’il est possible de trouver une fonction V dont la dérivée est de
signe défini dans un domaine D comprenant l’origine et que V soit :

– définie de même signe que V̇ , ou
– indéfinie en signe,

l’équilibre est instable.

b

b
b

Stable non asympt.

Stable asympt.

Instable.

V5 > V4 > V3 > V2 > V1

V1
V2

V3

V4

V5

Figure 3.11 – Stabilité par la fonction de Lyapunov.

la méthode directe de Lyapunov consiste, alors, à chercher une fonction V (x) (représen-
tative de l’énergie) de signe défini qui se prête à l’application de l’un des théorèmes cités précé-
demment. Pour les systèmes linéaires, il existe des méthodes systématiques [56] pour construire
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une fonction de Lyapunov permettant de conclure à sa stabilité. Contrairement Il n’y a aucune
règle générale permettant de trouver une fonction de Lyapunov pour n’importe quel système
non linéaires. Il existe néanmoins des approches qui conduisent, en général, à des résultats ac-
ceptables [53, 110, 10]. Des exemples de fonctions qui réussissent souvent comme fonctions de
Lyapunov, sont données par :

– Fonction quadratique (Lyapunov)

V (x) = xTPx

où P est une matrice symétrique définie positive.
– Fonction quadratique plus intégrale

V (x) = xTPx+

∫ x

0
ρ(u)du

avec ρ est assujettie à certaines contraintes.

3.3.2 Théorie du Backstepping

L’idée de base de la commande par le Backstepping est de rendre les systèmes bouclés
équivalents à des sous-systèmes d’ordre un en cascade stable au sens de Lyapunov, ce qui leur
confère des qualités de robustesse et une stabilité globale asymptotique. En d’autres termes,
c’est une méthode multi-étapes. A chaque étape du processus, une commande virtuelle est ainsi
générée pour assurer la convergence du système vers son état d’équilibre. Cela peut être atteint
à partir des fonctions de Lyapunov qui assurent pas à pas la stabilisation de chaque étape de
synthèse.

On résume que le Backstepping est :
– applicable au système de type triangulaire inférieur ou appelée aussi boucle de retour
stricte c.à.d la dérivée de chaque composante du vecteur d’état doit être une fonction des
composantes précédentes et dépendre additivement de la composante suivante.

– Commençant avec la première équation différentielle du système qui est plus loin de l’entrée
de commande, et n’achève la loi de commande de type d’expression analytique qu’en
dernière étape.

– Elle construit une sortie passive et une fonction de stockage qui est utilisée comme une
fonction Lyapunov.

Considérons le système non linéaires suivant :






ẋi = gi(xi, t)xi+1 + fi(xi, t), (i = 1, · · · , n− 1)
ẋn = gn(xn, t)u+ fn(xn, t)
y = x1

xt0 = x0

(3.32)

Où xi = [x1, x2, · · · , xi] ∈ ℜi, (i = 1, · · · , n− 1), u ∈ ℜ, y ∈ ℜ : sont respectivement vecteurs
des états d’entrées, commande et de sortie.
gi(.) 6= 0, fi(.), gn(.) 6= 0, et fn(.) avec (i = 1, · · · , n − 1) : sont des fonctions non linéaires
contiues et dérivables.
Ce système est représenté par le bloc diagramme dans la figure (3.12) suivante :

L’objectif est de concevoir un contrôleur dans la contre réaction pour le système (3.32)
garantissant une stabilité globale et force le système vers le point d’équilibre c.à.d :

y(t) → 0 quand t→ ∞

La conception de la procédure du backstepping contient n étapes, durant la iième étape une loi
de commande intermédiaire appelée aussi fonction stabilisante ou loi de contrôle virtuelle αi doit
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gn
u(t)

g2x3 g1x2
x1 = y(t)

f1

+

f2

+

fn

+

Figure 3.12 – Bloc diagramme d’un système récursive.

être déterminée en utilisant une fonction de Lyapunov appropriée Vi.
A chaque étape une fonction de Lyapunov est construite qui est considérée aussi comme une
fonction de stockage de type quadratique.

Première étape :

+

x1 = y(t)g1x2

f1

+

Figure 3.13 – Bloc diagramme du premier sous système.

Définissons la première variable de la procédure soit z1 comme sortie virtuelle du premier
sous système z1 = x1. La dérivée dans le temps est :

ż1 = ẋ1 = g1z2 + α1g1 + f1 (3.33)

Et une deuxième variable du Backstepping z2 = x2 −α1, avec α1 une loi de commande virtuelle
qui doit être déterminer plus tard. Pour trouver cette loi de commande nous construisons une

fonction Lyapunov partielle de type quadratique :

V1(z1) =
1

2
z21 (3.34)

Sa dérivée par rapport au temps est :

V̇1 = z1ż1 = g1z1z2 + z1(

=−c1z1
︷ ︸︸ ︷

g1α1 + f1) (3.35)
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+

x1 = y(t)g1x2

α1g1

f1

+

Figure 3.14 – Bloc diagramme du premier sous système avec une sortie virtuelle z1.

La non linéarité est remplacé par un controle linéaire et α1 est choisie de telle sorte que V̇1 soit
négative :

α1 =
1

g1
(−c1z1 − f1) (3.36)

Où c1 > 0 est une constante de conception positive. Notant que α1 a été choisi de manière à
éliminer la non linéarité f1 et d’avoir V̇1 < 0.
On substituant α1 dans V1 on trouve :

{
V̇1 = −c1z

2
1 + g1z1z2

ż1 = g1z2 − c1z1
(3.37)

Pour une stabilité globale, le dernier terme (g1z1z2) dans V̇1 sera éliminé dans la prochaine étape.

Deuxième étape :

Dans cette étape, nous utilisons une nouvelle variable z3 = x3 − α2 comme une sortie pour le
second sous système, avec x3 comme entrée, et réecrivant la seconde équation du système (3.32) :

ż2 = ẋ2 − α̇1 = g2z3 + α2g2 + f2 − α̇1 (3.38)

Puisque α1(x1) est la fonction stabilisante du sous système 2 alors :

+ +

x1 = z1x2 g1z2

α1g1

f1

+

f2

+

Figure 3.15 – Bloc diagramme du deuxième sous système.

α̇1 =
∂α1

∂t
=
∂α1

∂x1
ẋ1 =

∂α1

∂x1
(g1x2 + f1) (3.39)
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+

+

−
x2x3 g2z3

α2g2

α̇1

f2

+

Figure 3.16 – Bloc diagramme du deuxième sous système avec une sortie virtuelle z2.

En substituant α̇1 dans ż2.

ż2 = g2z3 + g2α2 + f2 −
∂α1

∂x1
(g1x2 + f1) (3.40)

Maintenant nous procédons à trouver une fonction de Lyapunov V2 pour le second sous système,
parce que z2 est une sortie passive ; un choix possible de la fonction du stockage :

V2(z1, z2) = V1(z1) +
1

2
z22 (3.41)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇2 = V̇1 + z1ż2 = −c1z
2
1 + g2z2z3(

=−c2z2
︷ ︸︸ ︷

g1z1 + α2g2 + f2 −
∂α1

∂x1
(g1x2 + f1)) (3.42)

La propriété clé de cette expression est que tous les termes potentiellement indéfinis paraissaient

+ x2
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+

Figure 3.17 – Bloc diagramme du troisième sous système.

multiplié par z2. D’où, notre contrôle virtuelle x3 = α2(x1, x2) peut être choisi de faire V̇2
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négative :

α2 =
1

g2
(−c2z2 − g1z1 − f2 +

∂α1

∂x1
(g1x2 + f1)) (3.43)

Où c2 est une constante positive. On substituant α2 dans V2 on trouve :

{
V̇2 = −c1z

2
1 + c2z

2
2 + g2z2z3

ż2 = g2z3 − c2z2 − g1z1
(3.44)

Pour une stabilité globale, le dernier terme (g2z2z3) dans V̇2 sera éliminé dans la prochaine étape.

La iième étape :

Pour (i = 3, · · · , n− 1), Aprés quelques manipulations algébriques la dérivée de la variable de la
procédure comme sortie virtuelle zi = xi − αi−1, peut être exprimée comme :

żi = ẋi − α̇i−1 = gizi−1 − cizi + fieme (3.45)

avec zi−1 = xi+1−αi, où αi est la loi de commande virtuelle à l’étape i qui doit être déterminée.
La loi de commande virtuelle est maintenant conçue pour une fonction de Lyapunov définie
négative comme suit :

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i (3.46)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇i = V̇i−1 + ziżi =
i−1∑

k=1

(ckz
2
k) + zi(

=−cizi
︷ ︸︸ ︷

gi−1zi−1 + fieme + gizi−1 + giαi) (3.47)

αi =
1

gi
(−cizi − gi−1zi−1 − fieme) (3.48)

Avec :

fieme = fi−
i−1∑

k=1

∂αi−1

∂xk
(gkxk+1 + fk) (3.49)

On substituant αi dans zi et V̇i on trouve :







V̇i = −
i−1∑

k=1

(ckz
2
k) + gizizi+1

żi = −gi−1zi−1 − cizi + gizi+1

(3.50)

Le terme (gizizi+1) sera éliminé dans la dernière prochaine étape.

La nième étape

C’est le dernier pas de conception, du moment que le contrôle final u apparâıt dans la dérivée
de żn :

żn = ẋn − α̇n−1 = gnu+ fneme (3.51)

Avec :

fneme = fn −

n−1∑

k=1

∂αn−1

∂xk
(gkxk+1 + fk) (3.52)

La loi de contrôle u est conçu pour la dérivée de la fonction Lyapunov globale négative :

Vn = Vn−1 +
1

2
z2n (3.53)
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Figure 3.18 – Le bloc diagramme du nième sous système avec une sortie virtuelle zn.

Sa dérivée dans le temps est :
V̇n = V̇n−1 + znżn (3.54)

ce qui conduit à :

V̇n = −
n−1∑

k=1

(−ckz
2
k) + zn(

=−cnzn
︷ ︸︸ ︷

gn−1zn−1 + fneme + gnu) (3.55)

Le chois du contrôle actuel est :

u =
1

gn
(−cnzn − gn−1zn−1 − fneme) (3.56)

Nous avons maintenant conçu une loi de commande dans la contre réaction pour la stabili-
sation du système (3.32) d’ordre n.
u : existe et est une fonction de stabilisation regulière dans la boucle de retour, basée sur la
fonction de Lyapunov.
On substituant u dans zn et V̇n on trouve :







V̇n = −
n∑

k=1

(ckz
2
k)

żn = −gn−1zn−1 − cnzn

(3.57)

V̇ (z) < 0, ∀ z 6= 0, alors le point d’équilibre x = xeq de (3.32) est asymptotiquement stable
car la fonction V (z) est continument différentiable, d’où le système globale dans les coordonnées
(z1, · · · , zn) : 





ż1 = −c1z1g1z2
żi = −cizigi−1zi−1 + gizi+1, (i = 2, · · · , n− 1)
żn = −cnzngn−1zn−1

(3.58)

est globalement assymptotiquement stable.

Il est claire que la méthode du backstepping :
– peut être appliquée à tout système d’ordre n, en fournissant les équations de l’état du
système dans la forme correcte.
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– C’est une approche à conception flexible comparée à d’autres méthodes.
– C’est une méthode systématique consiste en n étapes à chaque pas de retour en arrière.

3.3.3 Synthèse de la commande par Backstepping pour le Quadrotor

A partir de la représentation d’état (2.33) qui d’écrive le système du Quadrotor, on peut
commencer à calculer la commande par la technique de backstepping.
Touts les erreurs de poursuite sont écrites sous la forme :

zi =

{
xid − x̂i /i ∈ [1, 3, 5, 7, 9, 11]
x̂i − ẋ(i−1)d − c(i−1)zi−1 /i ∈ [2, 4, 6, 8, 10, 12]

(3.59)

Et toutes les fonctions de Lyapunov prennent la forme :

Vi =

{
1
2z

2
i /i ∈ [1, 3, 5, 7, 9, 11]

1
2(z

2
i + V 2

i−1) /i ∈ [2, 4, 6, 8, 10, 12]
(3.60)

Application de la synthèse : Pour i = 1 :
{
z1 = x1d − x̂1
V1 =

1
2z

2
1

(3.61)

et
V̇1 = z1ż1 = z1(ẋ1d − x̂2) (3.62)

Pour assurer la stabilité il faut que (V̇i < 0), et la stabilisation de z1 peut être obtenue par
l’introduction d’une nouvelle entrées de commande virtuelle x2 :

x̂2 = ẋ1d + c1z1 avec c1 > 0

Donc l’équation (3.62) devient alors :

V̇1(z1) = −c1z
2
1

Supposons le changement de variable suivant :

z2 = x̂2 − ẋ1d − c1z
2
1 (3.63)

Pour i = 2 : {
z2 = x̂2 − ẋ1d − c1z

2
1

V̇2 =
1
2z

2
1 +

1
2z

2
2

(3.64)

Et :
V̇2 = z1ż1 + z2ż2 (3.65)

Finalement :
ż2 = a1ẋ4ẋ6 + a2ẋ4Ω̄ + b1U2 − ẍ1d + c1ż1 (3.66)

Alors la loi de commande U2 est déduite en satisfaisant V2 < 0 :

U2 =
1

b1

[

−a1x̂4x̂6 + a2x̂4Ω̄ + φ̈d + c1(φ̇d − x̂2)− c2z2 + z1

]

(3.67)

Le terme c2z2 est ajouté afin de stabiliser z1. Les mêmes étapes sont reprises afin d’extraire
U1, U3, U4, Ux, Uy.







U3 =
1
b2

[

−a3x̂2x̂6 − a4x̂2Ω̄ + θ̈d + c3(θ̇d − x̂4)− c4z4 + z3

]

U4 =
1
b3

[

−a5x̂2x̂4 + ψ̈d + c5(ψ̇d − x̂6)− c6z6 + z5

]

Ux = m
U1

[ẍd + c7(ẋd − x̂8)− c8z8 + z7]

Uy =
m
U1

[ÿd + c9(ẏd − x̂10)− c10z10 + z9]

U1 =
m

Cx1Cx3
[g + z̈d + c11(żd − x̂12)− c12z8 + z11]

(3.68)

Ou les ci(avec i ∈ [1, . . . , 12]) sont des réels positifs.
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(a) (b)

Figure 3.19 – (a) Entrées de la commande par Backstepping, (b) Poursuite des trajectoires en
3D.

(a) (b)

Figure 3.20 – (a) Trajectoire à grand hélicöıdale, (b) Trajectoire à grand arc.

Les figures (3.19, 3.20), illustrent respectivement les résultats de simulation ; pour des signaux
de commande par Backstepping, la réalisation des connexions en droite, hélicöıdale, et en arc.
Les figures montrent la bonne poursuite des trajectoires réelles à leurs références en 3D pour
les différentes connexions. D’après ces figures on voit clairement les bonnes performances de la
commande par Backstepping.
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3.4 Conclusion

En se basant sur le modèle dynamique (2.33) présenté précédent ; nous avons utilisé deux
techniques de commande pour le control de l’hélicoptère, telque la commande mode glissant et
la commande Backstepping.

La disponibilité des toutes les variables d’états par la mesure directe est rarement vérifiée
dans la pratique. Il existe dans la plupart des cas un vrai besoin d’une estimation fiable des
variables non mesurées, particulièrement quand elles sont employées pour la synthèse de lois de
commande ou pour la surveillance des processus. En effet, l’état d’un système peut correspondre
à une grandeur physique que l’on ne peut pas toujours mesurer directement ; l’élaboration d’une
loi de commande ou la détermination d’une défaillance d’un composant d’un système passent
souvent par l’accès à la valeur d’un ou plusieurs de ses états. Pour cela, il s’avère nécessaire de
concevoir un système auxiliaire appelé, observateur, qui se charge de reconstruire les états non
mesurables en exploitant les informations disponibles, à savoir le modèle dynamique du système,
ses sorties mesurées et éventuellement ses entrées.
Les études précédents est faite en tenant en considération que les états de la sortie sont accessibles
pour le système de commande, dans le cas contraire, la synthèse d’un observateur non linéaire
qui fera l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Synthèse d’observateurs non linéaires

Introduction

La disponibilité des toutes les variables d’états pour la mesure directe est rarement vérifiée
dans la pratique. Il existe dans la plupart des cas un vrai besoin d’une observation fiable des
variables non mesurées, particulièrement quand elles sont employées pour la synthèse de lois de
commande ou pour la surveillance des processus. En effet, l’état d’un système peut correspondre
à une grandeur physique que l’on ne peut pas toujours mesurer directement ; l’élaboration d’une
loi de commande ou la détermination d’une défaillance d’un composant d’un système passent
souvent par l’accès à la valeur d’un ou plusieurs de ses états. Pour cela, il s’avère nécessaire de
concevoir un système auxiliaire appelé, observateur, qui se charge de reconstruire les états non
mesurables en exploitant les informations disponibles, à savoir le modèle dynamique du système,
ses sorties mesurées et éventuellement ses entrées.

Contrairement au problème de synthèse d’observateurs d’état des systèmes linéaires qui a
été entièrement résolu. Le cas des systèmes non linéaires est plus difficile et beaucoup mois
systématique. C’est la raison pour laquelle, de nombreux travaux ont abordé ce problème, dans
la littérature, en se basant sur des classes spécifiques de systèmes non linéaires. Dans cette section
nous allons présenter quelques méthodes de synthèse d’observateurs de systèmes linéaires et non
linéaires. Mais auparavant, nous allons parler d’un concept important dans le domaine de la
reconstruction d’état, qui est celui de l’observabilité.

4.1 Observabilité

L’observabilité d’un processus est un concept très important dans le domaine d’observation
de l’état. En effet, pour reconstruire les états inaccessibles d’un système, il faut savoir, a priori,
si les variables d’état sont observables ou non. L’observabilité d’un système est la propriété qui
permet de dire si l’état peut être déterminé uniquement à partir de la connaissance des signaux
d’entrées et de sorties. Dans le cas des systèmes non linéaires, la notion d’observabilité est liée
aux entrées et aux conditions initiales, Les résultats classiques que l’on peut trouver dans la
littérature [69, 13, 1, 67] sont rappelés dans cette partie.



4.1. OBSERVABILITÉ 54

4.1.1 Observabilité des systèmes linéaires :

Soit un système continu décrit par l’équation d’état déterministe suivante :

{
ẋ = Ax+Bu
y = Cx

(4.1)

Où les vecteurs x ∈ ℜn, u ∈ ℜm, y ∈ ℜp ; représentent respectivement l’état, la commande
et la sortie du système. Les matrices A,B et C sont des matrices constantes de dimensions
appropriées.

4.1.2 Le critère de Kalman

Théorème 4.1 (critère de Kalman). Le système (4.1) est observable si, et seulement si, le
rang de la matrice d’observabilité [134] :

O =








C
CA
...

CAn−1








(4.2)

est égal à n = dim(x)

Démonstration. Dérivons y et d’utilisons l’équation d’état. Une première dérivation donne

ẏ = Cẋ = CAx+ CBu.

Donc, x est nécessairement solution du système (les fonctions y et u sont connues)

Cx = y
CAx = ẏ − CBu.

A ce niveau, tout se passe comme si la quantité ȳ1 = ẏ − CBu était une nouvelle sortie. En la
dérivant de nouveau, nous avons CA2x = ˙̄y1−CABu. Maintenant, x est nécessairement solution
du système étendu

Cx = ȳ0 = y
CAx = ȳ1 = ẏ − CBu
CA2x = ȳ2 = ˙̄y1 − CABu.

Il est alors facile de voir que x sera nécessairement solution des équations :

CAkx = ȳk (4.3)

où les quantités connues ȳk sont définies par la récurrence ȳk = ˙̄yk−1 −CAk−1Bu pour k ≥ 1 et
ȳ0 = y. Si le rang de la matrice d’observabilité est maximum et égal à n, elle admet un inverse
à gauche (non nécessairement unique), P matrice n× pn vérifiant :

P =








C
CA
...

CAn−1








= 1n

Ainsi

x = P =






ȳ0
...

ȳn−1





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La condition de rang est donc suffisante.
Supposons maintenant que la matrice d’observabilité, de taille pn×n, soit de rang r < n. Nous

allons montrer qu’il existe, au moins, deux trajectoires différentes avec les mêmes commandes,
donnant la même sortie. Cela montrera que la condition est aussi nécessaire.

Soit, ω ∈ ℜn : un élément non nul du noyau de la matrice de commandabilité. Pour k =
0, . . . , n− 1, CAkω = 0. On a nécessairement CAkω = 0, pour toute k ≥ n. Donc ω est dans le
noyau de toutes les matrices CAk. Prenons comme première trajectoire [0, T ] ∋ t 7−→ (x, u) = 0.
Alors, y = 0. Prenons maintenant comme seconde trajectoire, celle qui, à commande nulle,
démarre en ω : [0, T ] ∋ t 7−→ (x, u) = (exp(tA)ω, 0). Sa sortie vaut

C exp(tA)ω =
+∞∑

i=0

ti

i!
CAiω = 0

car chaque terme de la série est nul.

4.1.3 Observateurs asymptotiques

Il est classique de noter par x̂ une estimation de la quantité x. Nous cherchons ici à obtenir
une estimation de l’état sans utiliser les dérivées de y et u. La première idée qui vient à l’esprit
est de copier la dynamique du système. On intègre directement :

˙̂x = Ax̂+Bu

à partir d’une condition initiale x̂0. Si la matrice A est stable, alors x̂ peut être pris comme
estimation de x car l’erreur ex = x̂− x tend vers 0 puisque ėx = Aex.

Si A est instable cette méthode ne marchera pas. En effet, une petite erreur initiale ex(0)
sera ampliffée exponentiellement. Intuitivement, si l’erreur x̂−x devient grande alors, le système
étant observable, l’erreur sur les sorties ŷ−y deviendra grande également. Comme y est connue,
il est alors tentant de modiffer ˙̂x = Ax̂ + Bu par l’ajout d’un terme du type L(ŷ − y) qu’on
connâıt et qui correspond à l’erreur d’observation. Ainsi, le problème suivant se pose, peut-on
choisir la matrice L de façon à ce que la solution x̂ du système :

˙̂x = Ax̂+Bu+ L(ŷ − y), ŷ = Cx̂

converge vers x? Puis que y = Cx, la question se pose ainsi : peut-on ajuster la matrice L de
façon à obtenir une équation différentielle d’erreur stable :

ėx = (A+ LC)ex ?

Par un choix judicieux de L,peut-on imposer à A+LC d’avoir toutes ses valeurs propres à partie
réelle strictement négative ?

Or, les valeurs propres restent inchangées par la transposition : A + LC admet le même
spectre que A′ +C ′L′. De plus la paire (A,C) est observable si, et seulement si,la paire (A′, C ′)
est commandable : on obtient le critère de Kalman de commandabilité en transposant celui de
l’observabilité.

Théorème 4.2 (observateur asymptotique). Si (A,C) est observable, il existe L, matrice
n × p, telle que le spectre de A + LC soit le même que celui de n’importe quelle matrice réelle
n× n.

4.1.4 Observabilité non linéaire

Pour les systèmes non linéaires, étant donné l’espace de l’état x ∈ ℜn et u l’ensemble des
entrées, la notion d’observabilité est basée sur la possibilité de différencier deux conditions ini-
tiales distinctes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions initiales. On
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considère le système non linéaire donnée par [67, 112, 14] :
{

dx
dt

= f(x, u)
y = h(x)

(4.4)

avec x ∈ ℜn, u ∈ ℜm et y ∈ ℜp, sont respectivement le vecteur d’état et vecteur de commande
et de sortie. Les fonctions f et h sont régulières.

4.1.4.1 Définition

Pour définir l’observabilité, il convient d’abord de définir la notion de distinguabilité [19, 21].

Définition 2 (distinguabilité). Deux états initiaux x et x̃ sont dits indistinguables (notés xIx̃)
si pour tout t ≥ 0, les sorties yet ỹ sont identiques pour toute entrée u admissible. Ils sont dits
distinguables sinon.

L’indistinguabilité est une relation d’équivalence. Notons I(x) la classe d’équivalence de x.
L’observabilité est alors définie de la manière suivante :

Définition 3 (observabilité globale). Le système (4.4) est dit observable si I(x) = {x} pour
tout x.

En fait, le système est observable si pour tous les états initiaux x et x̃, il existe une entrée
admissible u qui distingue x et x̃,c’est à dire telle que y 6= ỹ pour aumoins un temps t ≥ 0. Il
peut exister des entrées qui ne distinguent pas certains points. Cependant, le système peut être
malgré tout observable. Par exemple :







ẋ1 = ux2
ẋ2 = 0
y = x1

(4.5)

est observable (pour u = 1 par exemple). Cependant l’entrée u = 0 ne distingue pas les point
x et x̃ tel que x1 = x̃1 et x2 = x̃2. Notons que l’observabilité ne signifie pas que toute entrée
distingue tous les états. L’observabilité est un concept global. Il peut être nécessaire d’aller très
loin dans le temps et dans l’espace d’état pour distinguer deux états initiaux. Pour cela nous
introduisons le concept plus fort :

Définition 4 (observabilité locale en temps et en espace). L’état x de (4.4) est localement
observable, si pour tout ǫ > 0 et pour tout voisinage U de x, il existe η > 0 plus petit que ǫ et un
voisinage V de x contenu dans U , tel que pour tout x̃ ∈ V , il existe une entrée [0, η] ∋ t 7−→ u
qui distingue x et x̃, i.e. telle que y(η) 6= ỹ(η). Le système (4.4) est localement observable s’il
l’est pour tout x.

Intuitivement, le système (4.4) est localement observable si on peut instantanément distinguer
chaque état de ses voisins en choisissant judicieusement l’entrée u.

4.2 Observateurs des systèmes linéaires

Une solution simple et optimale au problème de l’estimation de l’état des systèmes linéaires
a été proposée par Luenberger [94] dans le cadre déterministe, et par Kalman [69, 134] dans
le cadre stochastique. Dans les deux cas, on considère le modèle dynamique du système linéaire
défini par :

{
ẋ = Ax+Bu+Qv
y = Cx+Rω

(4.6)

Où ω ∈ ℜr, v ∈ ℜp sont deux bruits blancs gaussiens d’espérance nulle, de covariances respectives
R et Q. Ces bruits sont supposés non corrélés. Les matrices du système sont de dimensions
appropriées, et les conditions initiales sont définies par x(0) = x0.
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4.2.1 Observateur de Luenberger

La théorie de l’observation de Luenberger repose essentiellement sur des techniques de pla-
cement de pôles. On se place dans le cas déterministe, ou les bruits ω et v sont nuls, Luenberger
propose l’observateur suivant pour le système (4.6) :

{
˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − ŷ)
ŷ = Cx̂

(4.7)

La dynamique de l’erreur d’observation e = x− x̂, a pour expression :

B
∫

C
+ ẋ(t) x(t)

A

y(t)

−

B
+ ∫

C
˙̂x(t) x̂(t) ŷ(t)−

+

A

L

+

−

+

u(t)

Observateur (O)

Système (S)

Figure 4.1 – Schéma structurel de l’observateur de Luenberger.

ė = (A− LC)e

Dans la figure (4.1) on représente un système réel (S) avec son système auxiliaire “Observateur”
(O).

En utilisant une technique de placement de pôles, il suffit alors de choisir le gain L de
l’observateur de telle sorte que les valeurs propres de la matrice (A−LC) soit dans le demi-plan
complexe gauche. Pour ce type d’observateur, une grande liberté est laissée au choix des valeurs
propres, mais en pratique on choisit une dynamique d’erreur plus rapide que celle du processus.
Cependant on ne peut les prendre infiniment grandes pour deux raisons essentielles : on ne peut
utiliser que des gains réalisables et l’augmentation de la bande passante du reconstructeur ne
permet plus de négliger les bruits qui deviennent prépondérants en hautes fréquences.

4.2.2 Observateur réduit de Luenberger

Supposons que C soit de rang maximum p = dim(y) et que la paire (A,C) soit observable.
On peut toujours supposer, quitte à faire un changement de variable sur x, que y correspond
aux p premières composantes de l’état x : x = (y, xr). L’équation d’état ẋ = Ax + Bu s’écrit
alors sous forme blocs :
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{
ẏ = Ayyy +Ayrxr +Byu
ẋr = Aryy +Arrxr +Bru

(4.8)

Il est facile de montrer, en revenant, par exemple à la définition de l’observabilité, que (A,C) est
observable si, et seulement si, (Arr, Ayr) l’est : en effet connâıtre y et u implique la connaissance
de Ayrxr = ẏAyyy − Byu, qui peut être vu comme une sortie du système xr = Arrxr + (Bru+
Aryy).

En ajustant correctement la matrice des gains d’observation Lr, le spectre de Arr + LrAyr
cöıncide avec celui de n’importe quelle matrice réelle carrée d’ordre n−p = dim(xr). Considérons
alors la variable ξ = xr + Lry au lieu de xr. Un simple calcul montre que :

ξ̇ = (Arr + LrAyr)ξ + (Ary + LrAyy − (Arr + LrAyr)Lr)y + (Br + LrBy)u

Ainsi en choisissant Lr,de façon à avoir Arr+LrAyr stable, nous obtenons un observateur d’ordre
réduit n− p pour ξ (donc pour xr = ξ − Lry) en recopiant cette équation différentielle :

˙̂
ξ = (Arr + LrAyr)ξ̂ + (Ayr + LrAyy − (Arr + LrAyr)Lr)y + (Br + LrBy)u

En effet la dynamique de l’erreur sur ξ, eξ = ξ̂ − ξ vérifie l’équation autonome stable :

ėξ = (Arr + LrAyr)eξ

Cet observateur réduit est intéressant lorsque n − p est petit, typiquement n − p = 1, 2 : la
stabilité d’un système de dimension 1 ou 2 est très simple à étudier.

4.2.3 Filtre de Kalman

La théorie de l’observation de Kalman [69, 134, 132] nécessite, quant à elle, la résolution d’une
équation de Riccati. Kalman utilise les propriétés stochastiques des bruits ω et v et propose la
structure d’observateur suivante :

˙̂x = Ax+Bu+K(y − Cx̂) (4.9)

En minimisant la matrice de covariance de l’erreur d’observation P = E[e .eT ], on obtient
l’expression du gain de l’observateur :

K = PCTR(−1) (4.10)

Où P est solution de l’équation de Riccati :

AP + PAT − PCTR(−1)CP + LQLT = 0 (4.11)

Sous certaines conditions, on peut montrer que la matrice P tend vers une limite et que
le filtre est stable, ce qui permet éventuellement de conserver pour K sa valeur en régime
permanent.

4.2.4 Observateur à entrée inconnue

La théorie d’observateur à entrée inconnue est applicable à la classe des systèmes linéaires
(4.1). Seulement cette fois, les entrées inconnues interviennent dans le modèle du système :

{
ẋ = Ax+Bu+ Ed
y = Cx

(4.12)

Où d ∈ ℜq est une entrée inconnue, on suppose que la matrice E est de plein rang colonne et
que la paire (A,C) est observable. L’objectif est l’observation complète du vecteur d’état malgré
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la présence des entrées inconnues d. Pour le système (4.12) on dit qu’un observateur est à entrée
inconnue si l’erreur d’observation tend vers zéro en présence d’entrées inconnues. Sa structure
est donnée par [34, 20, 33] :

{
ż = Fz + TBu+Ky
˙̂x = z −Hy

(4.13)

Où z ∈ ℜn : est le vecteur d’état de l’observateur et ˙̂x ∈ ℜn est le vecteur d’état observé
du système, les matrices F, T,K et H qui seront déterminées pour stabiliser l’observateur et
découpler les entrées inconnues. En posant K = K1+K2. Pour que l’observation soit garantie, il
faut que x̂ approche asymptotiquement vers x, c’est-à-dire qu’il faut que l’erreur d’observation
d’état :

e = x− x̂

tende vers zéro asymptotiquement. L’équation de la dynamique d’évolution de cette erreur s’écrit
de la façon suivante :

ė = ẋ− ˙̂x
= (A−HCA−K1C)e− [F − (A−HCA−K1C)] z − [T − (I −HC)]Bu

−(I −HC)Ed− [K2 − (A−HCA−K1C)H]

Posons : P = I +HC, on obtient alors :

ė = Fe+ (PB − T ) + PED + (PA− FP − LC)x

Ainsi les conditions permettant le découplage de l’entrée inconnue sont :







(HC − I)E = 0
T = (I −HC)
F = (A−HCA−K1C)
K2 = FH
K = K1 +K2

(4.14)

Si ces conditions sont satisfaites alors l’erreur dynamique sera :

ė = Fe

Afin que l’erreur d’observation tende asymptotiquement vers zéro, les valeurs propres de F
doivent être à partie réelle négative. Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence
d’un tel observateur pour un système décrit par l’équation (4.12) sont :[15, 128]

– Rang(CE) = Rang(E)
– (C,A1) est stable, A1 = A− E[(CE)T CE](−1)(CE)TCA.
La première condition signifie que le nombre de lignes linéairement indépendantes de la

matrice C ne doit pas être inférieur au nombre de colonnes linéairement indépendantes de la
matrice E, c’est-à-dire, le nombre de mesures indépendantes doit être supérieur ou égal au
nombre d’entrées inconnues à découpler.

4.3 Observateurs des systèmes non linéaires

4.3.1 Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu intervient[165, 117], soit au niveau du système original
avec un gain constant, soit par le biais d’un changement de coordonnées avec un gain dépendant
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de l’état à estimer. Dans le premier cas, un modèle linéarisé est nécessaire, et le gain de l’observa-
teur est calculé par placement de pôles. Ce type d’observateur ne peut être utilisé que lorsqu’on
est sûr que l’état restera au voisinage de l’état d’équilibre. Pour cette raison, l’utilisation de cet
observateur peut être compromise par les instabilités qui peuvent se révéler si l’on s’éloigne du
point de fonctionnement. Dans le deuxième cas, les méthodes de changement de coordonnées ne
concernent qu’une classe restreinte de systèmes non linéaires. En effet, beaucoup d’approches
utilisant les changements de coordonnées nécessitent l’intégration d’un ensemble d’équations aux
dérivées partielles non linéaires, ce qui est souvent très délicat à réaliser. De ce fait, l’utilisation
de solutions approchées est envisageable.

4.3.2 Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est l’une des techniques d’observation les plus populaires et
largement étudiées dans le domaine d’observation d’état des systèmes dynamiques non linéaires.
Ce filtre étendu consiste à utiliser les équations du filtre de Kalman standard au modèle non
linéaire linéarisé par la formule de Taylor au premier ordre. Ce filtre étendu a été appliqué avec
succès sur différents types de procédés non linéaires. Malheureusement, les preuves de stabilité et
de convergence établies dans le cas des systèmes linéaires, ne peuvent être étendues de manière
générale au cas des systèmes non linéaires. Dans un environnement déterministe, une preuve
de la convergence du filtre de Kalman étendu a été établie dans [21, 82, 32] pour la classe des
systèmes non linéaires à temps discret. Cependant, cette convergence n’est que locale. L’analyse
de la convergence de cet estimateur, reste à l’heure actuelle, un problème ouvert.

4.3.3 Observateurs à grand gain

Les techniques dites à grand gain peuvent être appliquées sans transformation du système
initial. Dans ce cas, la conception de l’observateur se fait directement à partir de la structure du
système. Cette technique utilise la théorie de stabilité de Lyapunov pour adapter les techniques
développées dans le cas linéaire. La méthode présentée dans [151] donne des conditions suffisantes
de convergence de l’état observé vers l’état réel du système, pour la classe des systèmes non
linéaires décrits par le modèle suivant :

{
ẋ = Ax+ f(u, x)
y = h(x)

(4.15)

La dynamique de l’état comporte une partie linéaire non commandée et une partie non linéaire
commandée, vérifiant en général la condition de Lipschitz par rapport à x.

‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ k ‖x1 − x2‖ (4.16)

Un observateur à grand gain a été donné pour de tels systèmes sous des hypothèses du type
Lipschitz sur les non linéarités, il est proposé pour les systèmes de la forme (4.15), Pour lesquelles
l’application ϕ définie par :

ϕ =








h(x)
Lfh(x)

...

Ln−1
f h(x)








(4.17)

Constitue un difféomorphisme qui transforme le système (4.15) en :






ẋ =










ẋ1
ẋ2
...

ẋn−1

ẋn










=










x2
x3
...
xn
γ(x)










+










f1(x1)
f1(x1, x2)

...
fn−1(x1, . . . , xn−1)
fn(x1, . . . , xn)










u

y = Cx = x1

(4.18)
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L’observateur à grand gain possède la structure suivante :

˙̂x = Ax̂+ f(u, x̂) +K(y − Cx̂) (4.19)

L’appellation grand gain provient de la structure de l’observateur : lorsque la fonction non linéaire
possède une grande constante de Lipschitz, la moindre erreur entre l’état réel et l’état observé
va se répercuter et crôıtre. Par conséquent, le gain K de l’observateur (4.19) doit être important
pour compenser cette amplification de l’erreur. La dynamique de l’erreur d’observation e = x− x̂
se déduit de (4.15) et (4.19) :

ė = (A− LC)e+ f(u, x)− f(u, x̂) (4.20)

Il a été démontré dans [128] que si le gain K est choisi telle que :

K <
λmin(Q)

λmax(P )
(4.21)

Où K est la constante de Lipchitz de f(x, u), λmin(Q) et λmax(P ) sont les valeurs propres
maximales et minimales. Q est une matrice symétrique définie positive et P est une matrice
définie positive, solution de l’équation de Lyapunov :

(A−KC)TP + (A−KC) = −Q (4.22)

Alors (4.19) est le dynamique de l’observateur asymptotique du système non linéaire (4.15).
La synthèse de l’observateur consiste à ajuster les matrices P,Q et K de façon à garantir l’égalité
(4.22). Ensuite, on vérifie si la condition (4.21) est satisfaite. Ainsi, et malgré l’intérêt du résultat,
cette méthode n’est pas constructive, elle ne donne aucune indication sur le choix d’un gain
satisfaisant la condition (4.21). Pour simplifier le problème on peut remplacer la matrice Q par
une matrice identité ; et cela revient à choisir un gain K qui satisfait [128] :

k <
1

(λmax(P ))
(4.23)

Ces techniques dites à grand gain sont très répondues dans la littérature. Il s’agit principalement
de techniques de vérification, qui permettent d’établir des conditions suffisantes de convergence
de l’état observé vers l’état réel.

4.3.4 Observateurs adaptatifs

Pour les modèles paramétriques on a parfois besoin d’estimer conjointement l’état et les
paramètres inconnus. Un tel algorithme porte le nom d’observateur adaptatif [147, 15]. Un
observateur adaptatif est donc, un algorithme récursif qui permet d’estimer l’état d’un système
dynamique ou ses paramètres inconnus ou les deux conjointement. Les études sur les observateurs
adaptatifs ont d’abord été motivées par la commande adaptative, et plus récemment par la
détection et le diagnostic de pannes dans des systèmes dynamiques. Dans le cas linéaire la
conception des observateurs adaptatifs est étudiée depuis les années 70 et l’observateur proposé
intègre l’erreur de sortie avec adaptations des paramètres. Puis on a proposé des observateurs
à convergence exponentielle basés sur la minimisation d’un critère spécifique. Pour les systèmes
non linéaires on distingue deux approches principales : La première concerne des systèmes non
linéaires qui sont intrinsèquement associées à une forme canonique, éventuellement après une
transformation de coordonnées non linéaire et une injection de sortie. La deuxième concerne
des systèmes ayant une forme plus au moins générale. Des algorithmes ont été proposés pour
estimer asymptotiquement l’état malgré les paramètres inconnus. Dans [15, 36] on propose des
observateurs adaptatifs basés sur l’existence d’une fonction de Lyapunov pour des systèmes non
linéaires possédants une forme générale affine par rapport aux paramètres inconnus :

ẋ = Ax+ f(x, u, t) + g(x, u, t)θy = h(x)

Où θ est un vecteur de paramètres à estimer. f, g, et h, sont des fonctions non linéaires.
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4.3.5 Observateurs à mode glissant

Dans toutes les méthodes vues précédemment, le modèle dynamique du système étudié était
supposé parfaitement connu. Ici, il s’agit de développer une certaine robustesse vis- à-vis d’in-
certitudes paramétriques. Le principe des observateurs à modes glissants consiste à contraindre,
à l’aide de fonctions discontinues, les dynamiques d’un système d’ordre n à converger vers une
variété S de dimension (n − p) dite surface de glissement (p étant la dimension du vecteur de
mesure). L’attractivité de cette surface est assurée par des conditions appelées conditions de
glissement. Si ces conditions sont vérifiées, le système converge vers la surface de glissement et
y évolue selon une dynamique d’ordre (n − p). Dans le cas des observateurs à modes glissants,
les dynamiques concernées sont celles des erreurs d’observation :

e(t) = x(t)− x̂(t)

A partir de leurs valeurs initiales e(0), ces erreurs convergent vers les valeurs d’équilibre en deux
étapes :

Dans une première phase : la trajectoire des erreurs d’observation évolue vers la surface de
glissement sur laquelle les erreurs entre la sortie de l’observateur et la sortie du système
réel (les mesures) ey = y− ŷ sont nulles. Cette étape, qui généralement est très dynamique,
est appelée mode d’atteinte.

Dans la seconde phase : la trajectoire des erreurs d’observation glisse sur la surface de glisse-
ment avec des dynamiques imposées de manière à annuler toutes les erreurs d’observation.
Ce dernier mode est appelé mode de glissement. Les différentes étapes de synthèse d’un ob-
servateur à mode glissant sont connues et clairement identifiées dans [142, 143, 42, 126, 27].
Ces dernières sont rappelées ci-dessous.

Considérons un système d’état non linéaire d’ordre n :

{
ẋ = f(x, u), x ∈ ℜn

y = h(x), y ∈ ℜp
(4.24)

L’observateur à modes glissants est défini avec la structure suivante :

{
˙̂x = f(x̂, u)−KΓs
ŷ = h(x̂)

(4.25)

Où

K : est la matrice de gain de dimension (n× p).

Γs : est un vecteur de dimension p× 1 défini tel que : Γs = [sign(y1 − ŷ1), . . . , sign(yp − ŷp]
T .

Nous définissons également les vecteurs relatifs aux erreurs d’observation tel que :

e(t) = x(t)− x̂(t) : est le vecteur d’état des erreurs d’observation.
S = ey = y − ŷ : est la surface de glissement. Pour que l’état observé converge vers l’état

réel, l’observateur à mode glissant doit respecter deux conditions :

La première concerne le mode d’atteinte et garantie l’attractivité de la surface de glissement
S = 0 de dimension p, la quelle est attractive si la fonction de Lyapunov V (x) = STS
vérifie la condition :

V̇ (x) < 0 si S 6= 0.

La deuxième concerne le mode glissant, durant cette étape, la matrice des gains correctifs agit
de manière à satisfaire la condition d’invariance suivante :
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u(t)
Système non linéaire

f(x̂, u)
+ ∫

h(x̂)
−

+
˙̂x(t) x̂

−

sign(.)K

Observateur à mode glissant

Figure 4.2 – Schéma fonctionnel d’un observateur à mode glissant.

{
Ṡ = 0
S = 0

Durant ce mode, les dynamiques du système sont réduites et le système d’ordre n devient un
système équivalent d’ordre (n− p). Ces critères permettent la synthèse de l’observateur à mode
glissant et déterminent son fonctionnement.

4.3.5.1 Observateurs à mode glissant des systèmes linéaires

Considérons à nouveau le système dynamique (4.1) présenté au paragraphe (4.1.1) précédent :

{
ẋ = Ax+Bu
y = Cx

(4.26)

où la paire (A,C) est supposée observable.
La reconstruction des variables d’état est basée sur les sorties mesurées, un changement de coor-
données peut être effectué pour que les sorties apparaissent directement comme des composantes
du vecteur d’état. Sans perte de généralité la matrice de sortie peut être réécrite comme suit
[160] :

C = [C1 C2]

Où C1 ∈ ℜ(p×(n−p)), C2 ∈ ℜ(p×p) et, det(C2) 6= 0. Effectuons alors le changement de coordonnées
suivant :

x̃ = T̃ x

où T̃ est une matrice non singulière définie de la manière suivante :

T̃ =

[
In−p 0
C1 C2

]

(4.27)
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Dans ce nouveau système de coordonnées, on peut facilement vérifier que la nouvelle matrice de
sortie s’écrit :

C̃ = CT̃−1 =
[
0 Ip

]
(4.28)

Les autres matrices se transforment de la manière suivante :

Ã = T̃AT̃−1 =

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]

, B̃ = T̃B =

[
B̃1

B̃2

]

(4.29)

Le système (4.26) peut donc être écrit sous la forme :

{
˙̃x = Ãx̃+ B̃u

y = C̃x̃ = x̃2
(4.30)

Le changement de coordonnées permet donc d’exprimer directement le vecteur de sortie en
fonction d’une partie du vecteur d’état.
On considère qu’il existe une matrice G̃ ∈ ℜn×p telle que la matrice A0 = (Ã−G̃C̃) a des valeurs
propres stables, une paire de matrices de Lyapunov (P,Q) symétriques et définies positives et
une matrice F respectant la contrainte structurelle suivante :

(Ã− G̃C̃)T P̃ + P̃ (Ã− G̃C̃) = −Q̃

C̃F T = P̃

subissent alors les transformations suivantes :






P̃ = (T̃−1)TPT̃−1

Q̃ = (T̃−1)TQT̃−1

G̃ = T̃−1G

(4.31)

L’observateur à mode glissant proposé pour le système (4.30) est :

{
˙̂
x̃ = Ãˆ̃x+ B̃u+ Lυ

ŷ = C̃ ˆ̃x = ˆ̃x2
(4.32)

Où ˆ̃x et ŷ sont les observées de y et de x̃, L ∈ ℜ((n−p)×p) est le gain de l’observateur et la
fonction discontinue υ est donnée par :

υ = Ksign(yi − ŷi), avec K > 0 (4.33)

ŷi et yi sont respectivement les composantes des vecteurs ŷ et y. Les erreurs d’observation d’état
et de sortie sont données par :

{
˙̂e = x̃− ˆ̃x
˙̂ey = y − ŷ

(4.34)

La dynamique de l’erreur d’observation d’état engendrée par cet observateur est régie par
l’équation suivante :

˙̃e = x̃− ˆ̃x

= Ãˆ̃x+ B̃u− G̃(C̃ ˆ̃x− y) + υ − (Ãx̃+ B̃u)

= (Ã− G̃C̃ẽ) + υ

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V (ẽ) = ẽT P̃ ẽ

Sa dérivée le long de la trajectoire de l’erreur d’observation s’écrit :
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V̇ (ẽ) = ˙̃e
T
P̃ ẽ+ ẽT P̃ ˙̃e

= ((Ã− G̃C̃ẽ) + υ)T P̃ ẽ+ ẽT P̃ ((Ã− G̃C̃)ẽ+ υ)

= −ẽT Q̃ẽ+ 2ẽT P̃ υ

la dérivée de la fonction de Lyapunov peut être majorée de la façon suivante :

V̇ (ẽ) ≤ −ẽT Q̃ẽ < 0

Donc, nous avons bien montré que la dérivée de la fonction de Lyapunov est négative ce qui
montre que l’erreur d’observation d’état converge asymptotiquement vers zéro.
Pour garantir la convergence asymptotique de l’observateur, Utkin [157, 155] a montré en utili-
sant la théorie des perturbations singulières que pour un gain K assez grand un régime glissant
peut être établi sur l’erreur de sortie (4.34). Donc après un temps fini, l’erreur ey et sa dérivée
seront nulles et on aura à partir l’équation (4.29),(4.34) :

˙̃e = A11ẽ1

Avec un choix correct du gain (un gain qui stabilise A11) le système d’équation (4.32) est
stable, et ẽ→ 0 quant t→ ∞, ce qui veut dire que x̂→ x.

En pratique la difficulté majore de cette approche réside dans le choix d’un gain approprié
K pour établir un régime glissant dans un temps fini. Certains auteurs montrent la nécessité de
modifier le gain K pendant l’intervalle de temps pour réduire les fortes commutations.

4.3.5.2 Observateurs à mode glissant étape par étape

L’observateur à mode glissant étape par étape a été développé pour des systèmes pouvant se
mettre sous la forme, appelée forme triangulaire d’observation, suivante [67, 119, 132, 28, 76] :







ẋ1 = x2 + g1(x1, u)
ẋ2 = x3 + g1(x1, x2, u)
...

ẋn−1 = xn + gn−1(x1, x2, . . . , xn−1, u)
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn) + gn(x1, x2, . . . , xn, u)
y = x1

(4.35)

Où gi et fn pour i = 1, . . . , n, sont des fonctions scalaires, xi sont les états du système, u est le
vecteur d’entrée et y est la sortie. La structure de l’observateur proposé est :







˙̂x1 = x̂2 + g1(x1, u) + λ1sign1(x1 − x̂1)
˙̂x2 = x̂3 + g1(x1, x̄2, u) + λ2sign2(x̄2 − x̂2)
...
˙̂xn−1 = x̂n + gn−1(x1, x̄2, . . . , x̄n−1, u) + λn−1signn−1(x̄n−1 − x̂n−1)
˙̂xn = fn(x1, x̄2, . . . , x̄n) + gn(x1, x̄2, . . . , x̄n, u) + λnsignn(x̄n − x̂n)
y = x1

(4.36)

Où les variables x̄2 et x̄n sont données par :

{
x̄2 = x2
x̄i = ˙̂xi + λi−1signeqi−1

(x̄i−1 − x̂i−1)
(4.37)

Avec signeq désigne la fonction sign(.) classique filtrée par un filtre passe bas ; la fonction signi
est définie de manière à imposer que le terme correctif ne soit actif que si (x̄j − x̂j) = 0, pour
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j = 1, . . . , i c’est-à-dire, s’il existe j ∈ {1, . . . , i− 1} tel que (x̄j − x̂j) 6= 0 alors la fonction
signi est mise à zéro sinon elle est égale à la fonction sign(.) usuelle. La convergence des erreurs
d’observation en temps fini n’est assurée que si le système est à entrées bornées et à états bornés
pour une durée finie. Si cette condition est vérifiée, alors les λi peuvent être choisis tel que l’état
de l’observateur x̂ converge en un temps fini vers l’état x réel du système. Cependant cette
convergence se fait par étapes :

Étape 1 : Dans cette étape on assure la convergence de e1 = x − x̂ vers zéro dans un temps
t < t1. Pour i > 1 toutes les fonctions signi sont égales à zéro, les dynamiques des erreurs
d’observation ei = xi − x̂i sont donc :







ė1 = e2 − λ1sign1(x1 − x̂1)
ė2 = e3 + g2(x1, x2, u)− g2(x1 − x̂2, u)
...
ėn−1 = en + gn−1(x1, x2, . . . , xn−1, u)− gn−1(x1, x̂2, . . . , x̂n−1, u)
ėn = fn(x1, x2, . . . , xn)− fn(x1, x̂2, . . . , x̂n) + gn(x1, x2, . . . , xn, u)

−gn(x1, x̂2, . . . , x̂n, u)

(4.38)

L’entrée u et les états sont bornés. Donc On considère la fonction de Lyapunov :

V1 =
(e21)

2

alors :
V̇1 = e1(e2 − λ1sign(e1))

En choisissant λ1 > |e2|max, l’erreur d’observation e1 converge vers zéro en un temps fini
t1. Après cet instant, e1 reste égale à zéro et on obtient alors :

e2 = λ1sign(x1 − x̂1)

ce qui implique que x̂2 → x2

Étape 2 : L’objectif dans cette étape est d’atteindre la surface de glissement e2 = (x2−x̂2) = 0.
Pour rester sur la surface e1 = 0, il faut que λ1 > |e2|max, mais cela est vérifié de part le
fait que e2 est strictement décroissante après t1.

Les dynamiques des erreurs d’observation sont alors :







ė1 = e2 − λ1sign(x1 − x̂1) = 0
ė2 = e3 + g2(x1, x2, u)− λ2sign(x1 − x̂1) = e3 − λ2sign(e2)
...
ėn−1 = en + gn−1(x1, x2, . . . , xn−1, u)− gn−1(x1, x̂2, . . . , x̂n−1, u)
ėn = fn(x1, x2, . . . , xn)− fn(x1, x̂2, . . . , x̂n) + gn(x1, x2, . . . , xn, u)

−gn(x1, x̂2, . . . , x̂n, u)

(4.39)

En choisissant la fonction de Lyapunov :

V2 =
(e21)

2
+

(e22)

2

on aura :

V̇2 = e1(e2 − λ1sign(e1)) + e2(e3 − λ2sign(e2)) = e2(e3 − λ2sign(e2))

Si λ2 > |e3|max alors e2 converge vers zéro après un temps finir, t2 > t1. L’erreur d’observa-
tion est strictement décroissante durant la période [t2, t1] ce qui implique que la condition
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imposée dans la première étape sur λ1 doit être vérifiée aussi après t1. En fin, après un
temps fini t2, x̂3 → x3.

Ainsi, étape par étape nous obtenons la convergence de toutes les composantes de l’erreur
d’observation vers zéro et celles de x̂ vers x pour tous i < n, sous conditions, que λi >∣
∣e(i−1)

∣
∣
max

durant [ti, t(i+1)]

Étape n : cette étape commence à l’instant t(n−1) à cet instant ek = 0 pour tous k < n.







ė1 = e2 − λ1sign(x1 − x̂1) = 0
ė2 = e3 − λ2sign(x1 − x̂1) = 0
...
ėn−1 = en − λn−1sign(xn−1 − x̂n−1) = 0
ėn = fn(x1, x2, . . . , xn)− fn(x1, x̂2, . . . , x̂n) + gn(x1, x2, . . . , xn, u)

−gn(x1, x̂2, . . . , x̂n, u)− λnsign(xn − x̂n) = −λnsign(en)

(4.40)

De la même façon on choisit la fonction de Lyapunov :

Vn =
(e21)

2
+

(e22)

2
+ . . .+

(e2n)

2

On obtient donc :
V̇n = en(en+1 − λnsign(en))

Ainsi, en converge vers zéro en un temps fini tn > t(n− 1) pour toutes valeurs de λn > 0,
si évidement toutes les conditions sur λk, k < n sont elles aussi, vérifiées.

4.3.6 Observateurs Backstepping

L’existence et la difficulté de développer un observateur (à convergence exponentielle) pour
les systèmes non linéaires, constitue un handicap majeur à l’application des lois de commande.
L’observateur backstepping est une méthode récursif qui n’est pas directement basée sur l’ob-
servateur de Kalman ou de Luenberger. Cette classe d’observateurs s’applique à des systèmes
assez spécifiques. Comme pour l’observateur à grand gain, le système est supposé être sous la
forme d’une partie linéaire spécifique et une partie non linéaire. Les gains sont calculés à l’aide
d’un algorithme récursif, en contrepartie ; ces gains sont difficiles à calculer en raison de calculs
de plus en plus lourds à chaque étape.
L’idée d’un observateur backstepping été développée comme une extension du contrôleur backs-
tepping pour pouvoir construire des contrôleurs par retour de sortie en combinant un contrô-
leur backstepping et un observateur backstepping dans [79, 49, 135]. Ces observateurs ont été
construits pour la stabilisation par retour de sortie, c’est-à-dire dont l’erreur d’observation
converge vers 0. Dans le travail de Krener et Kang [77], un observateur exact a été construit
pour les systèmes sous la forme :







ẋ1 = x2
ẋ2 = x3
...

ẋn−1 = xn
ẋn = fn(x)
y = x1

(4.41)
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L’observateur proposé est de la forme :







˙̂x1 = x̂2 + ψ1(x1 − x̂1)
˙̂x2 = x̂3 + ψ2(x1 − x̂1)
...

˙̂xn−1 = x̂n + ψn−1(x1 − x̂1)
˙̂xn = fn(x̂) + ψn(x1 − x̂1)

(4.42)

où les gains ψi sont calculés de manière itérative et indépendant de la fonction non linéaire fn.
La convergence garantie par cet observateur est seulement locale. Une autre méthodologie a été
développée ensuite, basée sur l’homogénéité dans [164, 125]. Mais cette approche a été conçue
pour construire des contrôleurs par retour de sortie, les observateurs proposés n’étaient donc pas
exactes. Un premier résultat, pour la synthèse d’observateurs asymptotiques, a été obtenu dans
Li [90].

Considérons le système suivant :







ẋ1 = ϕ1(y) + x2
ẋ2 = ϕ2(y) + x3
...

ẋn−1 = ϕn−1(y) + xn
ẋn = ϕn(y) + u
y = x1

(4.43)

pour le quel on construit l’observateur :







˙̂x1 = ϕ1(y) + h1(y − ŷ) + x̂2
˙̂x2 = ϕ2(y) + h2(y − ŷ) + x̂3
...

˙̂xn−1 = ϕn−1(y) + hn−1(y − ŷ) + x̂n
˙̂xn = ϕn(y) + hn(y − ŷ) + u
y = x̂1

(4.44)

Donc la méthode de conception de l’observateur récursive sera présenté, afin de garantie la
stabilité du système :
Étape 1 :

– On définit la première variable d’erreur

ε1 = y − yr (4.45)

On choisit comme première fonction de contrôle de Lyapunov fcl

V1 =
1

2
ε21 +

1

d1
x̃TPx̃ (4.46)

où d1 > 0 est un paramètre de conception et P est une matrice symétrique définie positive,
solution de l’équation de Lyapunov :

PA0 +AT0 P = −I

L’existence et la positivité de P sont garanties par la stabilité du système d’erreurs (4.45). La
dérivée de la fonction de Lyapunov (4.46) est alors donnée dans [9, 10] par :
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{

V̇1 = ε1ε̇1 +
1
d1
x̃T (PA0 +AT0 P )x̃

= ε1(x2 + ϕ1(y)− ẏr)−
1
d1
x̃T x̃

Étant donné que la variable x2, n’est pas disponible pour la mesure, elle ne peut être choisie
comme état d’observation virtuelle. L’équation de la dérivée est réécrite sous la form :

V̇1 = ε1(x̂2 + x̃2 + ϕ1(y)− ẏr)−
1
d1
x̃T x̃

où l’on fait apparâıtre x̂2, qui sera prise comme état d’observation virtuelle. Sa valeur désirée
est donnée par :

(x̂2)d = −k1ε1 + ẏr + ς1

où ς1 est le terme d’amortissement non linéaire, dont la valeur reste à déterminer. ki > 0 est le
gain de l’observateur backstepping de l’étape i. L’expression de la dérivée devient avec ces choix
et notation :







V̇1 = −k1ε
2
1 + ε1(ς1 + x̃2)−

1
d1
x̃T x̃

≤ −k1ε
2
1 + ε1(ς1 + x̃2)−

1
d1
(x̃21 + x̃22)−

1
d1
x̃T x̃

= −k1ε
2
1 + ε1(ς1 + d1ε

2
1)− d1(ε1 −

x̃1
d1
)2

≤ −k1ε
2
1 + ε1(ς1 + d1ε1)

Il suffit, à présent, de prendre :
ς1 = −d1ε1

pour assurer la négativité de la dérivée V̇1. Ceci aura pour conséquence de garantir la stabilité
de la première équation d’erreur :

ε̇1 = −κ1ε1 + x̃2

avec :
κ1 = k1 + d1

malgré la présence du terme inconnu x̃2.

Étape 2 :
– La deuxième variable d’erreur est définie par

ε2 = x̂2 − (yr + ς1)

et la nouvelle fcl est une version augmentée de la précédente :

V2 = V1 +
1

2
ε22 +

1

d2
x̃TPx̃ (4.47)

Sa dérivée est donnée par :

{

V̇2 = V̇1 + ε2ε̇2 −
1
d2
x̃T x̃

≤ −k1ε
2
1 + ε2(ε1 + ε̇2)−

1
d2
x̃T x̃

où
ε̇2 = x̂3 + ϕ2(y) + h2(y − ŷ)− (ẏr + ς̇1)

La deuxième état d’observation virtuelle peut maintenant être choisie comme :

(x̂3)d = −k2ε2 − ε1 − ϕ2(y)− h2(y − ŷ) + ẏr + ς2
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Avec ce choix, la dérivée de la fcl (4.47) devient :







V̇2 ≤ −k1ε
2
1 − k2ε

2
2 −

1
d2
x̃T x̃+ ς2ε2 + (x̃1 + x̃2)ε2

≤ −k1ε
2
1 − k2ε

2
2 −

1
2d2
x̃T x̃+ ς2ε2 + (x̃1 + x̃2)ε2 −

1
d2
(x̃1 + x̃2)

= −k1ε
2
1 − k2ε

2
2 + ς2ε2 + d2ε

2
2 −

1
d2
x̃T x̃− d2

2 (ε2 −
x̃1
d2
)2 − d2

2 (ε2 −
x̃2
d2
)2

≤ −k1ε
2
1 − k2ε

2
2 + (ς2 + d2ε2)ε2

II suffit à présent de choisir :

ς2 = −d2ε2

pour assurer de la stabilité des deux équations d’erreur considérées :

ε̇1 = −κ1ε1 + x̃2
ε̇2 = −κ1ε1 − κ2ε2 + x̃3

avec :
κ2 = k2 + d2

Étape n
– La nème variable d’erreur est définie par

ε1n = x̂1n − (yr + ς1n−1)

et la fonction de Lyapunov associée est :

V1n =
n∑

j=1

(
1

2
ε21j +

1

d1j
x̃TPx̃)

Sa dérivée s’écrit :

V1n =
i∑

j=1

(
1

2
ε21j +

1

d1j
x̃TPx̃) ≤ 0

assurant, ainsi, la convergence de toutes les composantes de l’erreur d’observation vers zéro et
celles de x̂ vers x.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord rappelé la notion d’observabilité, ainsi que ses
principales déclinaisons pour le cas non linéaire, et également la synthèse des observateurs dans
le cas des systèmes linéaires, et non-linéaires. Nous avons vu qu’il n’y a pas de méthodologie
générale pour la construction d’observateurs, c’est un domaine de recherche où il reste encore
beaucoup de problèmes non résolus.

Le problème de l’observation de tels systèmes représente alors un enjeu double, tant sur le
plan scientifique que pratique, donc dans le chapitre suivant, nous allons introduire les méthodes
d’observations proposer tel que (grand gain, mode glissant, et backstepping) développées par la
suit pour l’observation d’état du système de quadrotor.
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Chapitre 5

Résultats de simulation pour la
boucle contrôleur observateur

5.1 État de l’art d’observation du Quadrotor

De manière générale, la synthèse de l’observateur exploite les informations disponibles sur le
système réel, à savoir, le modèle dynamique du système, ses entrées et ses sorties mesurées. Dans
le cas linéaire, le problème de synthèse d’observateurs est bien maitrisé. Les solutions apportées
telles que l’observateur de Luenberger [94, 18] ou le filtre de Kalman [2] permettent de répondre
à toutes les situations.
Cependant, la plupart des procédés industriels possèdent des comportements non linéaires ce
qui a incité les chercheurs à développer des observateurs non linéaires.
Jusqu’à l’heure actuelle, il n’existe pas une méthode générale qui caractérise la synthèse des
observateurs non linéaires, mais on parle des différents algorithmes présents dans la littérature.
D’une façon générale, ces algorithmes peuvent être classés en quatre catégories.

La première catégorie se base sur le filtre de Kalman étendu qui a connu un grand succès
qui s’explique par sa simplicité d’implémentation en dépit de la complexité des systèmes non
linéaires. Cependant, ce filtre souffre d’un majeur inconvénient en terme d’absence d’une preuve
complète de sa convergence [129].

La deuxième approche consiste à linéariser la dynamique des erreurs afin de mettre ce système
sous une forme où les non linéarités dépendent uniquement des entrées et des sorties mesurables
[17, 57, 75, 146]. Mais, la mise sous une telle forme nécessite des transformations d’état diffi-
ciles, ce qui rend l’application de cette approche restreinte à une classe limitée des systèmes non
linéaires.

La troisième approche se base sur l’exploitation des techniques des Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI) en combinaison avec les équations de Lyapunov ou de Riccati [35, 45]. Comme
il est mentionné dans [5], la faisabilité d’un tel problème des LMI(s) est considérée généralement
non connu a priori.

La quatrième approche est basée sur la conception des observateurs pour une classe cano-
nique observable des systèmes non linéaires. Les premières contributions sont simultanément
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publiées dans [37, 52]. Le gain de l’observateur proposé est issu de la résolution d’une équation
algébrique de Lyapunov qui peut être calculée explicitement.

Dans le cas de quadrotor, quelques approches ont été également développées ; une méthode
connu sous le nom de « q-method » proposer afin d’observer le quaternion unitaire. Cet algo-
rithme est devenu très populaire, conduisant à de nombreuses variantes telles que par exemple,
[109, 121, 122].

Un filtre de Kalman étendu(Extended Kalman Fiter (EKF)) [95, 104] a été largement utilisé
car ça capacité de fusionner des signaux acquis à partir de différentes modalités de mesures.
Cette caractéristique a été exploitée pour l’observation des variables états [41, 136, 54].

Des travaux ont donné lieu à des observateurs non linéaires [136], ces observateur est proposé
pour l’observation des vitesses angulaires d’un corps rigide ; et principalement pour le calibrage
des gyromètres dans les satellites et télescopes spatiaux [152]. Récemment, d’autres approches
non linéaires se sont concentrées sur l’observation de la matrice de rotation [133]. Les travaux
développés dans [120, 103] sont très remarquables et leur originalité est due au faite qu’ils ex-
ploitent le groupe des matrices de rotation et l’algèbre de Lie qui lui est associée.

Dans [101], l’observateur est un différenciateur à mode glissant d’ordre 2 qui observe les
commandes virtuelles du backstepping. [59] Présente un observateur qui est combiné avec le
contrôleur, les deux en temps discret. Il génère les vitesses de l’engin volant, avec la position et
l’orientation comme mesure. Un observateur est utilisé pour observer les perturbations extérieurs
afin de robustifier la commande qui est à base des modes glissant [16].

D’autres observateurs sont utilisés pour le diagnostique, et la détection des défauts tels que :
Dans [12, 113], un ensemble d’observateur est implémenté pour l’observation de l’orientation du
quadrotor, la mesure utilisée dans la commande est celle qui provient de l’observateur qui est le
moins sensible aux défauts capteurs. Les auteurs de [127, 107] ont conçu un banc d’observateurs
d’ordre réduit afin de détecter et isoler les défauts capteurs [66, 105].
Le schéma ci-dessous (5.1) présente le principe d’un observateur ; avec y représente les sorties
mesurées, U les entrées de commande et x̂ est l’état observé.

Contriantes Non
Holonomes

Contrôleur
d’Orientation

Contrôleur de
Position

Modèle de
Quadrotor

Observateur
Non Linéaire







xd
yd
zd
ψd







φd

θd

U

y

x̂

x̂

Figure 5.1 – Schéma de principe d’un observateur.
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5.2 Observabilité du modèle de Quadrotor

Pour les systèmes non linéaires, Hermann et Krener [67] ont rapporté l’observabilité au
concept d’indistinguabilité en ce qui concerne les états d’entrée. En d’autres termes ils sou-
lignent la dépendance de l’observabilité des systèmes non linéaires aux entrées de commande
contrairement aux systèmes linéaires. Cela rend l’utilisation des méthodes d’analyse d’observa-
bilité basées sur les modèles des systèmes linéarisés incorrecte. L’observabilité d’un système non
linéaire peut être caractérisé d’un point de vue de la géométrie différentielle. On considère le
système δ :

δ =







ẋ = f(x, u) =








f1(x, u)
f2(x, u)

...
fn(x, u)








x ∈ ℜn

Z = h(x) =








h1(x)
h2(x)

...
hm(x)








x ∈ Zm

(5.1)

Hermann et Krener [67] ont proposé la condition du rang pour ce qu’ils appelaient « la faible
locale observabilité » d’un système non linéaire, donc :
Soit Ob la matrice d’observabilité :

{

Ob =
∂
∂x

[

L0
fhp(x) L1

fhp(x) . . . Ln−1
f hp(x)

]T

1 ≤ p ≤ m
(5.2)

on note : {
L0
fh(x) = h(x)

∂
∂x
(Lnf (x)) = Ln−1

f dh(x)∂f(x,u)
∂x

+
[

∂
∂x
(Ln−1

f dh(x))T f(x, u)
]T (5.3)

Le système δ est faiblement localement observable si et seulement si la matrice Ob est de plein
rang.

Pour notre cas ; il a été vérifié que le rang de la matrice d’observabilité de notre système est
r = 12 ; ce qui nous ramène à confirmer que ce dernier est faiblement localement observable.
On prend le modèle donné par l’équation (2.33) et on applique le critère d’observabilité donné
précédemment (5.1) :
Les sorties ou le vecteur des mesures est donné par :

x =
[
x1 x3 x5 x7 x9 x11

]T
(5.4)

On construit la matrice d’observabilité décrite par :

Ob =
∂
∂x

[h1 h2 h3 h4 h5 h6 Lfh1 Lfh2 Lfh3 Lfh4 Lfh5 Lfh6]
T
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Après les calculs on aura :

Ob =
























1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
























(5.5)

Le rang de la matrice Ob est égal à n ; ce qui nous ramène à conclure que notre système est
localement faiblement observable.

5.3 Synthèse des observateurs du modèle de quadrotor

On s’autorise à construire l’observateur du système qui aura la forme :

f =







˙̂x1 = x̂2 + Λ1
˙̂x2 = a1x̂4x̂6 + a2x̂4Ω̄ + b1U2 + Λ2
˙̂x3 = x̂4 + Λ3
˙̂x4 = a3x̂2x̂6 + a4x̂2Ω̄ + b2U3 + Λ4
˙̂x5 = x̂6 + Λ5
˙̂x6 = a5x̂2x̂4 + b3U4 + Λ6
˙̂x7 = x̂8 + Λ7
˙̂x8 =

U1

m
Ux̂ + Λ8

˙̂x9 = x̂10 + Λ9
˙̂x10 =

U1

m
Uŷ + Λ10

˙̂x11 = x̂12 + Λ11
˙̂x12 =

Cx̂1Cx̂3
m

U1 − g + Λ12

(5.6)

La dynamique des erreurs d’observation est donnée par :






ż1 = z2 − Λ1

ż2 = a1∆x̂4x̂6 + a2z4Ω̄− Λ2

ż3 = z4 − Λ3

ż4 = a3∆x̂2x̂6 + a4z2Ω̄− Λ4

ż5 = z6 − Λ5

ż6 = a5∆x̂2x̂4 − Λ6

ż7 = z8 − Λ7

ż8 =
U1

m
(Ux − Ux̂)− Λ8

ż9 = z10 − Λ9

ż10 =
U1

m
(Uy − Uŷ)− Λ10

ż11 = z12 − Λ11

ż12 =
U1

m
(Uz − Uẑ)− Λ12

(5.7)

Avec : 





∆(x4x6) = x4x6 − x̂4x̂6
∆(x2x6) = x2x6 − x̂2x̂6
∆(x4x6) = x4x2 − x̂4x̂2

(5.8)
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et : {
Uz = Cx1Cx3
Uẑ = Cx̂1Cx̂3

(5.9)

On écrire : 





a1∆(x4x6) + a2z4Ω̄ = g1
a3∆(x2x6) + a4z2Ω̄ = g2
a5∆(x2x4) = g3

(5.10)

On souligne que les gains de l’observateur ne sont fonctions que des erreurs de mesures soit
stable, tels que :

Λi = Ki(z1, z3, z5, z7, z9, z11), Avec : Ki > 0, ∀i ∈ [1, . . . , 12] (5.11)

5.3.1 Observateur à grand gain

On prend les deux premières équations de la dynamique des erreurs (5.7) et on explique la
façon de choisir les gains de l’observateur :

{
ż1 = z2 − Λ1

ż2 = g1 − Λ2
(5.12)

Avec : {
Λ1 = K1z1
Λ2 = K2z1

, Avec : (K1,K2) ∈ ℜ(3×3) (5.13)

Les gains K1,K2, sont choisi tels que : K1 =
a1
ǫ
, K2 =

a2
ǫ
2.

Donc :
En premier lieu, on choisit les gains de façon à avoir une convergence exponentielle de la partie
linéaire de l’erreur.
En deuxième lieu, on considère la partie non linéaire comme perturbation et on essaye de
l’annuler donc :
On fait le changement de variable suivant : γ1 =

z1
ǫ
, γ2 = z2, avec ǫ≪ 1.

Les deux équations de l’erreur deviennent :
{
ǫγ̇1 = γ2 − a1γ1
ǫγ̇2 = ǫg1 − a2γ1

(5.14)

Finalement, on remarque bien que la diminution du paramètre ǫ réduit l’erreur d’observation,
et on a une convergence en un minimum de temps.

5.3.1.1 Résultats de simulation

5.3.1.2 Résultats de simulation sans perturbations

Dans cette section, on va présenter les résultats de simulation issus de l’application de
la technique de commande de Backstepping vues précédemment appliquée sur le quadrotor
à base d’un observateur à grand gain. Afin de mesurer les performances et la robustesse
de la loi de commande combiner avec l’observateur proposer, nous avons effectué des
simulations de l’hélicoptère à quatre rotors développé sous MATLABr/Simulinkr.

On a négligé les perturbations dues au vent et les erreurs sur les paramètres (Ix, Iy, Iz,m).
On les considérera par la suite comme entrées de perturbation pour testée la robustesse

de la combinaisons Contrôleur-Observateur. Telle que la trajectoire de référence est des
lignes droites dans les trois axes de consignes : (x = y = z = 10m) et une angle de lacet
de (ψ = 1rad).

Pour cela, on considère que l’on mesure la position du centre de gravité de l’hélicoptère
et l’angle de lacet, et que l’on observe les deux autre angles d’Euler et les autre états du
système.
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Figure 5.2 – Entrées de commande par Backstepping.

Figure 5.3 – Poursuite des trajectoires selon les axes (x, y, z).
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Figure 5.4 – Zoom de poursuite des trajectoires.

Figure 5.5 – Les angles d’Euler.
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Figure 5.6 – Poursuite des trajectoires en 3D.

Figure 5.7 – Vitesses linéaire.
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Figure 5.8 – Vitesses angulaire.

Figure 5.9 – Erreurs d’observation selon les axes (x, y, z).



5.3. SYNTHÈSE DES OBSERVATEURS DU MODÈLE DE QUADROTOR 81

Figure 5.10 – Erreurs d’observation des angles d’Euler.

Figure 5.11 – Erreurs d’observations des vitesses linéaire.
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Figure 5.12 – Erreur de poursuite selon les axes (x, y, z) et de l’angle de lacet (ψ).

Les signaux d’entrées de commande par Backstepping et l’évolution des états du système
sont représentées sur les figures (5.2,5.8) respectivement. Les tracés des erreurs d’observation et
des suivis de trajectoire sont proposés aux figures (5.9,5.11), respectivement. Il est important de
constater que dans le cas de l’observateur a grand gain, la convergence de l’erreur d’observation
n’est pas asymptotique vers l’origine mais pratique, comme l’indique les résultats des figures
(5.4, 5.6). Notre analyse est donc fidèle au comportement réel du système dans ce cas.

5.3.1.3 Simulation avec perturbations et variations paramétriques

Pour l’étude de robustesse on prend en considération des perturbations dynamiques (forces
et moments aérodynamiques : voir (2.23) dues à l’influence du vent (Fx, Fy, Fz), suivant les
trois axes (x, y, z) ; les moments Fx = Fy = 3N/m se produire à t = 15s sur l’axe (x), et à
t = 23s sur l’axe (y), et pour la force exercer sur l’hélicoptère afin de contrer leur déplacement
est de Fz = 3N à t = 8s sur l’axe (z). Ainsi, en appliquant des variations sur les paramètres
(∆Ix,∆Iy,∆Iz,∆m) de 40-50% à t = 5s ; qui décrite les variations des caractéristiques physiques
de l’engin, et d’examiner la manière dont l’observateur s’adapte à ces changements. Les gains,
ainsi que les algorithmes d’observations sont conservés ; les modifications sont effectuées au
niveau du système réel, auquel l’observateur n’est donc plus adapté.
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Figure 5.13 – Entrées de commande par Backstepping.

Figure 5.14 – Zoom de poursuite des trajectoires.
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Figure 5.15 – Erreur de poursuite des positions et l’angle de lacet ψ.

Figure 5.16 – Erreurs d’observations des positions (x, y, z).
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Figure 5.17 – Erreurs d’observation des angles d’Euler.

Figure 5.18 – Erreurs d’observations des vitesses linéaire.
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Les figures (5.14, 5.16, 5.17) montrent que l’observateur est oscillée presque divergé ; alors,
l’observateur perd la convergence des erreurs d’observation vers zéro comme le présenté sur la
figure (5.14), et donc on peut conclure que l’observateur a grand gain n’est pas réalisable point
de vue pratique.

5.3.2 Observateur à mode glissant

On prend toujours les deux premières équations de la dynamique des erreurs (5.7) et on
explique la façon de choisir les gains :

{
ż1 = z2 − Λ1

ż2 = g1 − Λ2
(5.15)

Avec : {
Λ1 = λ1sign(z1)
Λ2 = λ2sign(z1)

(5.16)

Les erreurs doivent converger vers les valeurs d’équilibre en deux étapes :
– Etape 1 : On ne considère que la première erreur d’observation :

ż1 = z2 − λ1sign(z1)

un mode d’atteinte très dynamique où la trajectoire des erreurs d’observation évolue
vers la surface de glissement sur laquelle les erreurs entre la sortie réel et de l’état obseré
sont nulles, donc un glissement des erreurs d’observation sur la surface de glissement est
réalisé par λ1.
Soit la fonction de Lyapunov :

V1 =
(z21)

2

Et leur dérivé :
V̇1 = z1(z2 − λ1sign(z1))

avec un choix de λ1 > |z2| pour t < t1 l’erreur d’observation z1 converge vers zéro après
un temps fini t1.

– Etape 2 :un mode de glissement où la trajectoire des erreurs d’observation glisse sur
la surface de glissement. Quant à λ2, il impose la dynamique des erreurs d’observation sur
la surface de glissement.
En posant :

V2 =
(z21)

2
+

(z22)

2

Et sa drivée :
V̇2 = z2(g1 − λ2sign(z1))

= z2(g1 − λ2
z2
λ1
)

en choisissant λ2
λ1
> |g1|.

Donc après t1, la surface de glissement est atteinte et l’erreur z2 converge vers zéro en un
temps fini t2 < t1.
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5.3.2.1 Résultats de simulation

Dans cette section, notre objectif est de synthétiser un observateur à mode glissant pour
observer les états non mesurables du système de quadrotor, noté que les conditions du simulation
sont les même avec celui-ci présenter au section (5.3.1.2). Durant les simulations nous suivons
les mêmes trajectoires de référence, on utilise la commande Backstepping.

5.3.2.2 Résultats de simulation sans perturbations

Figure 5.19 – Entrées de commande par Backstepping.

Les résultats montrent clairement que les commandes (5.19) sont réalisables et de énergie
optimale. Et les figures de test (5.20, 5.22, 5.23, 5.24, 5.25) présentent une bonne performance
de suivi. Nous constatons que les états observées convergent exactement vers les états mesurées,
que ce soit les positions linéaires et angulaires ou les vitesses linéaires et angulaires.
Les erreurs d’observations convergent vers zéro ; ce qui indique le bon fonctionnement de l’ob-
servateur dans ce cas (5.26, 5.27, 5.28).
La figure (5.29) montre la bonne suivi de la trajectoire en 3D, et la bonne convergence des états
réels vers les états observées, qui confirmer les résultats obtenus.
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Figure 5.20 – Poursuite des trajectoires selon les axes (x, y, z).

Figure 5.21 – Zoom de poursuite des trajectoires.
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Figure 5.22 – Les angles d’Euler.

Figure 5.23 – Erreur de poursuite selon les axes (x, y, z) et l’angle de lacet (ψ).
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Figure 5.24 – Vitesses linéaire.

Figure 5.25 – Vitesses angulaire.
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Figure 5.26 – Erreurs d’observations selon les axes (x, y, z).

Figure 5.27 – Erreurs d’observation des angles d’Euler.
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Figure 5.28 – Erreurs d’observations des vitesses linéaire.

Figure 5.29 – Poursuite des trajectoires en 3D.
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5.3.2.3 Simulation avec perturbations et variations paramétriques

Afin de montrer la performance d’approches proposées (OMG), dans cette section nous pré-
sentons des résultats obtenus en simulation. Pour cela, et pour assurer le suivi de la trajectoire
face à des perturbations dynamiques dues à l’influence du vent, et dues à les variations paramé-
triques, à des valeurs présenter au paragraphe (5.3.1.3), permet de tester le fonctionnement de
stratégie d’observation dans des conditions extrêmes.

Figure 5.30 – Entrées de commande par Backstepping.

Le but de cette simulation est de montrer la capacité de l’observateur a mode glissant d’ob-
server les états non mesurables afin que la loi de commande par backstepping à stabiliser le
système vers les trajectoires désirées (5.30). Dans la figure (5.31), un zoom de l’évolution de
poursuite des trajectoires et la convergence asymptotique satisfaisante des états observées vers
les états réels sont montrés. En conséquence, malgré la présence des perturbations externes
(vent) à t = 8s suivent l’axe z et à t = 15s suivent les axes (x, y) et aussi les perturbations
paramétriques presenté à t = 5s, la boucle Observateur-Contrôleur atteint ses limites et agit sur
le système afin de rejeter les perturbations et, de permettre aux états du système de rejoindre
sa position d’équilibre désirée.
Les figures (5.33, 5.34, 5.35), montrent les erreurs entre les positions, vitesses et les angles
réels et observées respectivement. On remarque que les erreurs convergent asymptotiquement
vers zéro, qui confirme les résultats obtenus. Ces résultats montrent que la boucle Observateur-
Contrôleur que nous avons proposé, est robuste par rapport aux perturbations. Cette propriété
est extrêmement importante et nécessaire, surtout dans des systèmes sont souvent exposés à des
perturbations environnementales fortes.
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Figure 5.31 – Zoom de poursuite des trajectoires.

Figure 5.32 – Erreur de poursuite des positions et l’angle de lacet ψ.
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Figure 5.33 – Erreurs d’observations selon les axes (x, y, z).

Figure 5.34 – Erreurs d’observations des vitesses linéaire.
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Figure 5.35 – Erreurs d’observation des angles d’Euler.

5.3.3 Observateur Backstepping

On prend toujours les deux premières équations de la dynamique des erreurs et on explique
la façon de choisir les gains de l’observateur Backstepping :

{
ż1 = z2 − Λ1

ż2 = g1 − Λ2
(5.17)

Afin de calculer les gains d’observateur, il est nécessaire que la dynamique d’erreurs d’observateur
soit stable. ainsi, le choix de la fonction de Lyapunov donnée par :

V (z1, z2) =
1

2
(z21 + z22) (5.18)

Donc sa dérivée écrire par :

V̇ (z1, z2) = z1ż2 + z2ż2
= z1(z2 − Λ1) + z2(g1 − Λ2)

(5.19)

La condition nécessaire pour obtenir une fonction de Lyapunov stable est V̇ (z1, z2) ≤ 0, pour
ceci : {

Λ1 = z2 + k1z1
Λ2 = g1 + k2z2

, Avec : (k1, k2) ∈ ℜ2 (5.20)

Les mêmes étapes sont suivies à l’extrait les autres gains d’observateur.

5.3.3.1 Résultats de simulation sans perturbations

Dans la section précédente, nous avons développé les expressions formelles l’observateur
Backstepping afin d’observer les états du système du quadrotor, dans la section suivante, nous
allons discuter la solution d’implémentation. Afin de mesurer les performances de l’observateur
Backstepping, on pu rapplé qu’a négligé les perturbations dues au vent, et les incertitudes para-
métriques. Ainsi ; on a gardé la même trajectoire de référence (x = y = z = 10m, ψ = 1rad).
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Figure 5.36 – Entrées de commande par Backstepping.

Figure 5.37 – Poursuite des trajectoires selon les axes (x, y, z).
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Figure 5.38 – Zoom de poursuite des trajectoires.

Figure 5.39 – Les angles d’Euler.
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Figure 5.40 – Erreurs de poursuite selon les axes (x, y, z) et l’angle de lacet (ψ).

Figure 5.41 – Vitesses linéaires.
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Figure 5.42 – Vitesses angulaires.

Figure 5.43 – Erreurs d’observations selon les axes (x, y, z).
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Figure 5.44 – Erreurs d’observation des angles d’Euler.

Figure 5.45 – Erreurs d’observations des vitesses linéaire.
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Figure 5.46 – Poursuite des trajectoires en 3D.

Nous présentons sur la figure (5.36) les signaux de commande par Backstepping utilisent les
états observées, on constate que la commande u1 éffectue un déplacement vertical (u1 = mg).
Les commandes u3 et u2 agissent de manière à maintenir le déplacement sur les axes x et y.

Les figures (5.37, 5.39, 5.41, 5.42), présentent l’évolution des positions, les angles d’Euler,
les vitesses linéaires et les vitesses angulaires respectivement, nous avons constaté que les états
observées convergent vers les états réels, et le quadrotor atteint son objective de suivi de la
trajectoire désirée.

Dans les figures (5.40, 5.43, 5.44, 5.45), présentent l’erreur de suivi et d’observations respec-
tivement convergent vers zéro, ça prouve que la trajectoire parcourue par le drone suit la valeur
souhaitée avec des erreurs de très faible valeur, et que l’observateur par Backstepping atteint
l’objectif de la reconstruction des états du système, qui confirme les résultats de la figure (5.38).

La figure (5.46), illustre le vol du drone en 3D suivant les directions (x, y, z). Le drone effectue
un mouvement vertical de 10m puis un mouvement suivant x d’une distance de 10m ensuite un
mouvement suivant y de la méme distance. Nous constatons aussi, que la trajectoire parcourue
par le drone et reconstruit par l’observateur suivre la trajectoire désirée.

5.3.3.2 Simulation avec perturbations et variations paramétriques

Afin de montrer la performance d’approches proposées (Backstepping), dans cette section
nous présentons des résultats obtenus en simulation. Pour cela, et pour assurer le suivi de la tra-
jectoire face à des perturbations dynamiques dues à l’influence du vent, et dues à les variations
paramétriques, à des valeurs présenter au paragraphe (5.3.1.3), permet de tester le fonctionne-
ment de l’observateur dans ces conditions.
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Figure 5.47 – Entrées de commande par Backstepping.

Figure 5.48 – Zoom de poursuite des trajectoires.
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Figure 5.49 – Erreur de poursuite des positions et l’angle de lacet ψ.

Figure 5.50 – Erreurs d’observations selon les axes (x, y, z).
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Figure 5.51 – Erreurs d’observations des vitesses linéaire.

Figure 5.52 – Erreurs d’observation des angles d’Euler.
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Dans ce scénario, le comportement du système est étudié en présence des perturbations pour
montrer la capacité de l’observateur Backstepping à reconstruire les états du système ; afin que
la loi de commande par backstepping à stabiliser le système vers les trajectoires désirées (5.47).

Dans la figure (5.48), un zoom de l’évolution de poursuite des trajectoires et la convergence
asymptotique satisfaisante des états observées vers les états réels sont montrés. En conséquence,
on remarque que jusqu’à la présence des perturbations externes (vent) à t = 8s suivent l’axe z
et à t = 15s suivent les axes (x, y), et aussi les perturbations paramétriques presenté à t = 5s,
le quadrotor est stabilisé.

Les figures (5.50, 5.51, 5.52) ; montrent les différents erreurs, entre les positions vitesses, et
les angles, réels et observées respectivement. On remarque que les erreurs convergent asympto-
tiquement vers zéro, malgré la présence des perturbations, qui confirme les résultats obtenus.

Sur la figure (5.52) d’erreur d’observation des angles, on remarque que l’observateur arrive
à converger malgré la présence de très faible oscillation autour de zero, au moment que le drone
fait une angle de roulis (φ) et l’influence de la variation paramétrique.

Ci-après, on peut voir que l’observateur est peu sensible par rapport au variations paramé-
triques, et que les observations d’états présentées démontrent globalement une bonne robustesse
par rapport aux perturbations considérer.

finalement on peut noter, que l’observateur est capable d’observer les états du système, même
s’ils sont perturbés ce qui représente en fait un scénario réaliste.

5.4 Comparaison récapitulative

Nous comparons ci-après les trois observateurs proposés ; grand gain, mode glissant et l’obser-
vateur backstepping, pour le cas ; sans perturbation, et avec perturbations externe et variations
paramétriques.

5.4.1 Comparaison sans perturbations.

Figure 5.53 – Zoom de poursuite suivant l’axe (z).
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Figure 5.54 – Zoom de poursuite suivant l’axe (x).

Figure 5.55 – Zoom de poursuite suivant l’axe (y).
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5.4.2 Comparaison avec perturbations

Figure 5.56 – Zoom de poursuite suivant l’axe (z).

Figure 5.57 – Zoom de poursuite suivant l’axe (x).

Ci-dessous, nous concluons sur les différences entre ces méthodes :
– Observation d’état par l’observateur Grand Gain :

1. La convergence de l’observateur est asymptotique, mais avec une erreur d’observation
moins acceptable.

2. l’algorithme décompose le système en deux sous-systèmes ; un linéaire et l’autre non
linéaire considérer nulle.

3. dans le cas des perturbations soit interne au externe, la convergence est très loin au
réalité.
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Figure 5.58 – Zoom de poursuite suivant l’axe (y).

– Observation d’état par l’observateur Mode Glissant :

1. Dans le cas sans perturbations l’observateur converge asymptotique, avec erreur d’ob-
servation bien acceptable.

2. l’algorithme basée sur le théorème de Lyapunov pour garantir la stabilité et la conver-
gence asymptotique.

3. L’observateur présente des résultats acceptables dans le cas des perturbations externe,
et des variations paramétriques.

– Observation d’état par l’observateur Backstepping :

1. La convergence de l’observateur est asymptotique, avec erreur d’observation très ac-
ceptable.

2. l’algorithme basée sur le théorème de Lyapunov, et est une méthode récursif qui rende
le calculs de plus en plus lourds à chaque étape.

3. L’observateur présente des résultats très acceptables dans le cas des perturbations
externe, et variations paramétriques.

5.5 Conclusion

Ce chapitre propose une vision d’ensemble du problème d’observation et donne des critères
d’observabilité et des synthèses d’observateurs pour le système du quadrotor, s’articule autour
de deux parties principaux. La première traite de l’observation du vecteur d’etat du modèle du
quadrotor dans le cas nominal, c’est-à-dire le cas sans perturbation ; utilisent trois observateurs
non linéaires ; grand gain, mode glissant, et l’observateur backstepping. Pour voir la capacité de
ces observateurs de maintenir la stabilité du système et aussi de garantir les autres performances
du système. Dans un second partie, nous avons analysé la dynamique de l’erreur, sa stabilité et
sa robustesse par rapport aux pérturbations externes, et les variations paramétriques.

Les algorithmes proposés ont été testés avec des données simulées. Les simulations montrent
clairement que l’observateur backstepping est plus efficace que l’observateur mode glissant qui est
plus efficace que l’observateur grand gain. Les résultats, tant sur le plan de l’efficacité numérique
que sur le plan de la robustesse de la méthode sont satisfaisants.
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Conclusion Générale

La recherche dans le domaine des UAVs connâıt un grand essor avec les progrès croissants des
différentes technologies, notamment en électronique numérique et l’électronique de puissance. Ce
développement a donné naissance à des composants et des capteurs miniatures et très précis et
des processeurs et microcontrôleurs avec une grande puissance de calcul. Ces progrès intéressent
particulièrement la production de ce qu’on appel des systèmes de contrôle embarqués pour des
robots autonomes et intelligents, capables d’accomplir les missions accordées avec efficacité et
fiabilité. Ceci dit la principale motivation pour ce travail de recherche était la synthèse des lois
de commande et observateurs stabilisantes pour ce type d’engin chose indispensable pour la
navigation.

Le quadrotor est un système complexe non linéaire, multi variables, instable notamment en
mode de vol quasi-stationnaire et présente une dynamique fortement couplée, cela a rendu la
commande de ce type d’UAV un défi pour l’automaticien.

L’idée de ce projet est née dans ce contexte, l’objectif étant de concevoir un quadrotor équipé
d’un système de commande associer d’un observateur d’états qui rend le quadrotor plus fiable
pour lui assurer plus d’autonomie et d’intelligence, capables de réaliser des différentes missions
avec plus au moins des performances acceptables vis-à-vis le milieu de navigation.

Souvent la commande de tels systèmes évoque de pré les problèmes de la modélisation dyna-
mique ainsi que le problème de la fidélité du modèle au comportement dynamique du système,
dans tous ces modes de vol, chose jusqu’à nos jours impossible à réaliser, en effet nous avons
essayé de prendre en considération toutes les forces et tous les moments dont les coefficients
afin de pouvoir développer le modèle le plus réaliste et le plus représentatif possible ; ceci dit
l’introduction de tous ces paramètres nous a permis de mettre le système sous une nouvelle
représentation d’état.

Cependant, nous avons commencé le manuscrit par l’introduction des connaissances de base
sur les drones avec leurs historiques, leurs classifications ainsi que leurs champs d’application.

Après, nous avons décrit le quadrotor et ses possibilités de vol et nous avons établit son
modèle dynamique, puis nous avons simplifié le modèle afin de faciliter sa commande. Le modèle
ainsi obtenu est identique à celui présenté, réussi à effectuer des expérimentations et des tests
de vol indoor[22].

Nous avons synthétisé différentes lois de commande non linéaire, tel que la commande mode
glissant et la commande backstepping dans le but d’assurer la stabilité du système ainsi que
la poursuite (suivi) de trajectoires ; pour se faire nous avons introduisant les contraintes qui
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définissent le couplage entre les différents états du système, appelées contraintes non holonomes.
Dans la majorité des cas nous avons réussi à assurer en général la stabilité au sens de Lyapunov
et plus particulièrement la stabilité locale asymptotique ; on en déduit que quelques contrôleurs
présentent de meilleures performances que d’autres.

En réalité l’idée de base de la conception des UAV était la navigation dans des milieux hostiles
à l’homme tels les zones de conflits, d’industrie militaire ou de fortes turbulences atmosphérique ;
ceci peut rendre la navigation très délicate voir impossible dans ces milieux si contraints et si
évolutifs, d’où la nécessité de synthétiser des observateurs qui peuvent reconstruire le vecteur
d’état d’une façon partielle ou d’une façon complète et qui peuvent aussi parer et remédier
aux problèmes des erreurs de modélisation et ceux dus aux états non mesurables ; ceci a fait
l’objet du dernier chapitre et est fait l’objet des communications et publications internationale
[84, 86, 88, 85, 87], nous nous sommes permis de modéliser tout ces problèmes par des rafales de
vent perturbées le système avec différentes forces et aussi en biaisant les paramètres du système,
nous avons constaté une bonne observation des états du système.

L’ensemble des perspectives que nous estimons abordables seront présentées. Elles peuvent
apporter soit des améliorations, soit des nouveautés aux contributions apportées par ce travail.

– afin de voir la validation en temps réel de ces lois de commande basé sur les observateurs
proposer, nous projetons en perspectives l’implémentation de ces techniques sur un proto-
type réel afin de voir le véritable comportement de ce système dans la réalité et de montrer
la faisabilité du travail de recherche réalisé sur le terrien.

– Le grand soucier est le choix des paramètres de réglage des proposées n’est pas optimisé en
l’état actuel. Il est envisageable d’optimiser ces choix dans le but d’améliorer le compor-
tement global du système, de renforcer la stabilité ou encore d’améliorer la robustesse de
la combinaisons Commande-Observateur. On signale aussi que le choix de ces paramètres
peut même causer l’instabilité du système, donc on propose d’entamer une optimisation
basée sur les méthodes évolutionnaires tel que les algorithmes génétiques afin de cerner
une plage de confiance pour ces paramètres n’affectant pas la stabilité du système.

– L’utilisation d’une instrumentation low-cost, c’est-à-dire des capteurs indépendants (gyro-
scope, accéléromètre,..) qui donnent des bons résultats après filtrage pour s’en passer de
l’IMU qui coûte très cher.

– Les représentations à trois paramètres comme les angles d’Euler montrent toujours des
orientations singulières. Cette singularité est connue en anglais sous le nom de ”gimbal lock”
ou serrure de cardan. En conséquence, plusieurs auteurs choisissent le quaternion unitaire.
Cette représentation est l’une des représentations à quatre paramètres qui représentent
globalement l’attitude d’un corps rigide dans l’espace sans singularité. Cependant, une
équation additionnelle de contrainte est ajoutée.
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Annexe A

Les Caractéristiques physiques du
drone.

Symbole description valeurs unité

m Masse du quadri-rotors 2 kg

l Distance entre le moteur et C.G 0.255 m

Ixx Moment d’inertie suivant l’axe x 3.8278× 10−3
kg.m2

Iyy Moment d’inertie suivant l’axe y 3.8278× 10−3
kg.m2

Izz Moment d’inertie suivant l’axe z 7.6566× 10−3
kg.m2

b Le coefficient de portance 2.9842× 10−5
N/rad/s

d Le coefficient de drag 3.2320× 10−6
N/rad/s

Jr L’inertie du rotor 2.8385× 10−5
kg.m2

g La gravité 9.806 m/s2

Table A.1 – Les Caractéristiques physiques du drone [166].
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Annales de la Faculté des sciences de Toulouse, 2(9) :203–469, 1947.

[97] A.M. Lyapunov. On the problem of the stability of motion. In Stability of Motion, vo-
lume 30 of Mathematics in Science and Engineering, pages 123 – 127. Elsevier, 1966.

[98] A.M. Lyapunov. The general problem of the stability of motion. International Journal of
Control, 55(3) :531–534, 1992.

[99] T. Madani, , and A. Benallegue. Backstepping control for a quadrotor helicopter. Procee-
dings of IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and Systems, 2006.

[100] T. Madani and A. Benallegue. Control of a quadrotor mini-helicopter via full state backs-
tepping technique. Proceedings of the 45th IEEE Conference on Decision and Control,
2006.

[101] T. Madani and A. Benallegue. Backstepping control with exact 2-sliding mode estimation
for a quadrotor unmanned aerial vehicle. In Intelligent Robots and Systems, 2007. IROS
2007. IEEE/RSJ International Conference on, pages 141–146. IEEE, 2007.

[102] R. Mahony, T. Hamel, and A. Dzul. Hover control via approximate lyapunov control for
a model helicopter. The Conference on Decision and Control (Phoenix, Arizona, USA),
1999.

[103] R. Mahony, T. Hamel, and J.M. Pflimlin. Nonlinear complementary filters on the special
orthogonal group. Automatic Control, IEEE Transactions on, 53(5) :1203–1218, 2008.

[104] F.L. Markley. Attitude error representations for kalman filtering. Journal of guidance,
control, and dynamics, 26(2) :311–317, 2003.

[105] J. Marzat, H. Piet-Lahanier, F. Damongeot, and E. Walter. Model-based fault diagnosis
for aerospace systems : a survey. Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers,
Part G : Journal of Aerospace Engineering, 226(10) :1329–1360, 2012.

[106] K. Miroslav and P.V. Kokotovic. Adaptive nonlinear output-feedback schemes with
marino-tomei controller. IEEE transactions on Automatic Control, 41(2) :274–280, 1996.

[107] A. Mokhtari and A. Benallegue. Dynamic feedback controller of euler angles and wind
parameters estimation for a quadrotor unmanned aerial vehicle. In Robotics and Auto-
mation, 2004. Proceedings. ICRA’04. 2004 IEEE International Conference on, volume 3,
pages 2359–2366. IEEE, 2004.

[108] Y. Morel and A. Leonessa. Direct adaptive tracking control of quadrotor aerial vehicles.
Florida Conference on Recent Advances in Robotics, 2006.

[109] Daniele Mortari. Second estimator of the optimal quaternion. Journal of Guidance,
Control, and Dynamics, 23(5) :885–888, 2000.
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